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Resumo

No inicio de cada més ocorre uma conferéncia de imprensa sobre o estudo realizado pelo ISM,
Institute for Supply Management. Nesta conferéncia de imprensa sdo analisadas as sondagens
realizadas a producéao industrial dos Estados Unidos da América (EUA).

Nas ultimas décadas os indices do ISM ganharam relevancia como um indicador para avaliar o
desempenho e a evolucdo da producao nos EUA. Os investigadores e analistas econdmicos ndo utilizam
os dados do ISM como uma fonte de dados para investigacao sobre a producdo, utilizam apenas dados
oficiais fornecidos por instituicbes governamentais como, por exemplo, o Sistema de Reserva Federal
dos Estados Unidos. Estes ultimos sdo os mais economicamente aceites, porque a metodologia para a
sua obtencao é considerada mais adequada para a producao de dados mais crediveis do que o indice
do ISM. No entanto, o grande valor dos indices do ISM é a sua antecipacao em relacao aos dados
oficiais, uma vez que sdo publicados previamente. Para o setor privado e as entidades publicas
encarregues de propor e implementar politicas ¢ fundamental obter valores préximos da realidade da
producao duas ou até quatro semanas antes dos dados oficiais.

O principal objetivo desta dissertacao é obter previsdes a curto prazo de um indice do ISM através
de modelos de previsao, uma vez que este indice tem um horizonte temporal de um més. Foi proposto
aplicar-se modelos lineares, modelos autorregressivos integrados e de médias moveis sazonais (SARIMA)
e modelos de espaco de estados, por serem largamente adotados para modelar dados economicos.
Enquanto a modelacao através dos modelos lineares e dos modelos SARIMA esta bem estabelecida na
literatura, a modelacao através dos modelos de espaco de estados implicou um estudo mais exaustivo e €
proposta como um procedimento alternativo de modelacdo. Nestes ultimos, a estimacao dos parametros
desconhecidos € usualmente realizada pela estimacado de maxima verosimilhanca, com o pressuposto
da normalidade dos erros. Contudo, nesta dissertacao, consideraram-se estimadores independentes da
distribuicao dos erros como alternativa aos de maxima verosimilhanca, em que foi necessario estabelecer
intervalos de confianca para os parametros através da metodologia Bootstrap, sendo uma contribuicado
inovadora desta dissertacao.

Nesta dissertacao foi utilizada a base de dados do ISM, a unica disponibilizada por este instituto
correspondendo a todos 0s scores mensais divulgados pelo ISM desde 1957, disponivel em Bognanni &

Young (2018) ou no website da instituicao.



Abstract

At the beginning of each month, a press conference is held to discuss the study conducted by ISM,
the Institute for Supply Management. During this press conference, surveys conducted on US industrial
production are analyzed.

Over the past few decades, ISM indices have gained significance as an indicator to assess the
performance and trends in US production. Researchers and economic analysts do not use ISM data as a
primary source for production research; they rely solely on official data provided by government
institutions such as the Federal Reserve System of the United States. These data are more widely
accepted because the methodology of their collection is considered more suitable for producing reliable
data compared to ISM indices. However, the great value of ISM indices lies in their anticipation of official
data since they are published in advance. For the private sector and public entities responsible for
proposing and implementing policies, obtaining values close to the reality of production two to even four
weeks before official data is crucial.

The main objective of this dissertation is to forecast an ISM index using short-term statistical models,
as this index has a one-month time horizon. It was proposed to apply linear models, autoregressive
integrated moving average (ARIMA) models, and state space models, as they are widely adopted for
modeling economic data. While modeling through linear models and SARIMA models is well-established
in the literature, modeling through state space models presented some challenges. In the latter, the
estimation of unknown parameters is usually performed using maximum likelihood estimation, assuming
the normality of errors. However, in this dissertation, estimators independent of the underlying distribution
were considered as an alternative to maximum likelihood, involving the derivation of parameter confidence
intervals using bootstrap methodology, which is an innovative contribution of this dissertation.

The ISM dataset was used in this dissertation, which is the only dataset provided by this institution,
encompassing all monthly scores published by ISM since 1957, available at Bognanni & Young (2018) or

on the institution’s website.
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1 Introducao

O indice do ISM escolhido para a dissertacao foi Manufacturing PMI que é um indicador mensal
economico dos Estados Unidos da Ameérica, construido através de sondagens realizadas a gestores de
compras em mais de 300 empresas industriais. E um indicador fundamental para avaliar e monitorizar
o desenvolvimento da economia americana. Este indice foi criado pelo "Institue for Supply
Management”, de onde deriva a designacdo ISM, sendo uma organizacdo ndo governamental e sem fins
lucrativos que se estabeleceu em 1915. Esta organizacéo fornece relatorios sobre desenvolvimento,
educacao e investigacao a individuos particulares bem como, também, a empresas ou instituicoes
financeiras com o propdsito de ajudar a criar valor e permitindo que estas tenham vantagens
competitivas, pois esta informacdo da suporte a muitos processos de tomada decisdo na gestao.

O indice Manufacturing PMI permite analisar as mudancas dos niveis de producao entre meses. Os
relatorios sao lancados no primeiro dia util de um determinado més, sendo, assim, um dos primeiros
indicadores econdmicos disponiveis para os gestores e investidores. Este é composto por 5 outros
indicadores com o mesmo peso Bognanni & Young (2018). Os indicadores sdo: Novas
encomendas-refletindo 0 numero de encomendas dos clientes realizadas as empresas;
Producdo-avalia se a producdo das empresas varia ou nao em relacdo a um determinado periodo
anterior (dias, semanas e meses); Empregabilidade-mede a variacdo da empregabilidade, se esta
aumentou ou diminui; Entregas-revela se o tempo das entregas entre o fornecedor e a empresa
aumentou ou diminui em relacao a um determinado periodo anterior; por fim, Inventarios—indica quanto
aumentaram ou diminuiram os inventarios das empresas.

A monitorizacdo do indice do ISM permite aos investidores, nos mercados norte americanos, tirarem
conclusdes significativas sobre a tendéncia e o estado da economia. Por exemplo, quando o indice
aumenta normalmente, por regra, pode antecipar-se um aumento nos indices das Bolsas e verifica-se um

declinio no mercado das Obrigacdes.

A construcao do indice Manufacturing PMI

Baseado no sistema de classificacdo NAICS (North American Industry Classification System), o indice
Manufacturing PMItoma em consideracdo as industrias com maior percentagem no PIB (Produto Interno
Bruto) Americano. Considera-se na dissertacao que Manufacturing PMI ¢é o indice do ISM.

E realizada uma sondagem a muiltiplas empresas em 17 setores industriais (industria téxtil, quimica,

eletronica, entre outros). Nesta sondagem sdo consideradas perguntas sobre as areas mencionadas,



existindo 3 possiveis respostas, aumentou, diminuiu ou manteve-se (ndo sofreu alteracdes). Todos os

indicadores utilizados no calculo variam entre O e 100, sendo:

< 50%

indica que o volume de negocios da industria de producao contraiu em relacdo ao més anterior;
> 50%

indica que o volume de negocios da industria de producao cresceu em relacao ao més anterior;
= 50%

indica que o volume de negocios da industria de producdo manteve em relacdo ao més anterior. As
repostas sao analisadas, sendo contabilizados os numeros de respostas positivas, negativas ou neutras
(= 50%) para cada sub-indicador, e atribuem-se as percentagens conforme as respostas. A pontuacéo

sera atribuida através da seguinte férmula:

%RespostasPositivas + (1/2) X %RespostasNeutras. (1.1)

Para efeitos do calculo do indice, todos os sub-indicadores t€m o mesmo peso no calculo, considerando,

portanto, a média aritmética dos sub-indicadores.

Tabela 1: Exemplo de valores por sub-indicador para efeito do calculo do indice ISM

% melhorou % mantem % piorou

Novas ordens 30,00 50,00 20,00
Producéo 10,00 60,00 30,00
Empregabilidade 20,00 40,00 30,00
Entregas 20,00 40,00 10,00
Inventarios 10,00 60,00 20,00

O valor de 0, 59 ou 59% (valor superior a 50), da uma indicacdo de que o, setor industrial americano
expandiu, por exemplo, 9 pontos percentuais face ao més anterior, caso no més anterior o indice tenha

sido exatamente igual a 50%.



2 Estado de arte

Neste trabalho pretende-se realizar analises e obter previsdes de séries temporais utilizando como
base os modelos lineares, os modelos SARIMA, e os modelos de espaco de estados. A modelacdo de uma
série temporal implica a identificacéo e o ajustamento de um modelo aos dados e, por regra, estimar os
respetivos parametros. No entanto, estes sdo desconhecidos e obtidos através de métodos de estimacao
e dos seus intervalos de confianca. Os tais parametros dos modelos de espaco de estados sdo estimados
com o método da maxima verosimilhanca, tendo sempre em consideracéo que os erros de observacdes e
dos estados seguem uma distribuicao gaussiana. Métodos alternativos também sao testados, estimadores
de distribuition-free sao desenvolvidos, bem como o método de Bootstrap e os erros quadraticos médios.

Proposto por Costa & Alpuim (2010), os estimadores independentes da distribuicdo de base sdo uma
alternativa aos estimadores da maxima verosimilhanca, contudo, nao é conhecida a sua distribuicao pelo
que, neste trabalho utiliza-se 0 método Bootstrap para a obtencédo de intervalos de confianca Bootstrap
para as estimativas nao paramétricas.

A série temporal do indice ISM, sendo relativa a dados econdmicos, apresenta uma correlacao
temporal e, eventualmente, componentes ciclica e sazonal. Em macroeconomia e econometria existem
dois tipos de problemas: o primeiro é o facto de haver variaveis que ndo se observam, um exemplo seria
o output da funcdo NAIRU! e o segundo problema é que em muitos casos ha coeficientes que sdo
inerentemente variaveis indexadas no tempo, traduzindo-se em relacdes economicas instaveis (curva de
Philips como exemplo).

Por estas razdes os modelos de espaco de estados podem ser Uteis e adequados para modelar este
tipo de variavel, sendo estes modelos bastantes flexiveis para incorporar componentes irregulares e nao
estacionarias. Ha varias extensdes deste modelo que permitem, também, analisar sistemas dinamicos
nao gaussianos e ndo lineares. A principal vantagem de modelar séries temporais com modelos de espaco
de estados é a sua facilidade de implementacéo, juntamente com a capacidade de representar de uma
forma simples alguns fendmenos relativamente complexos.

Nas ultimas décadas os modelos de espaco de estados tém sido cada vez mais utilizados em estudos
de macroeconomia e na modelacao de problemas financeiros. Estes modelos tiveram origem em Teoria
de Sistemas com a sua primeira aplicacdo no programa The Appolo and Polaris Hutchinson (1984). A
aplicacao destes modelos comecou com o intuito de rastrear a localizacdo de objetos no espaco, tirando

partido da equacao de estado que permite definir equacdes de movimento para uma determinada posicéo

INAIRU é None-Accelerating Inflation Rate of Uneployment, representa a taxa de desemprego que uma economia tera de

ter para que os precos dos bens e servicos comecem a decrescer.



(ou estado) de uma aeronave espacial. As variaveis observaveis representam os dados observados por
um dispositivo de rastreio (por exemplo um Global Positioning System), como a velocidade e o azimute?.

Em 1960 Rudolf E. Kalman publicou o trabalho "A new approach to linear filtering and prediction
problem”. O filtro de Kalman é uma ferramenta muito aplicada na analise e ajustamento de modelos
de espaco de estados. A sua eficiéncia resulta de requisitos computacionais acessiveis, propriedades
recursivas bem desenvolvidas e extremamente eficientes, uma representacdo 6tima de um estimador
unidimensional para um sistema linear (assumindo que os erros sdo gaussianos). Permite também obter
estimativas e predicdes de variaveis ndo observadas (através das equacdes recursivas). Pode-se resumir
o filtro de Kalman como sendo um algoritmo recursivo que estima estados nao observados através de um
processo observado.

A flexibilidade da modelacdo de séries temporais com dados em falta é uma caracteristica que os
modelos de espacos de estados possuem. Estes modelos permitem modelar séries temporais que foram
observadas de forma irregular durante o tempo, sendo que, no ambito de economia e macroeconomia,
¢ algo que pode acontecer com certos indicadores e indices, um exemplo é Jones (1980). Shumway &
Stoffer (1991) descrevem que com as modificacdes necessarias pode-se ajustar um modelo de espaco
de estados multivariado através do algoritmo EM (Expectation-Maximization) com observacdes omissas.

Um dos método para estimar parametros desconhecidos dos modelos de espaco de estados é o
método de maxima verosimilhanca, este analisa todos os valores possiveis que 0s parametros podem
assumir, de forma que se torne mais verosimil a ocorréncia de uma amostra idéntica a que se observou.
Por outras palavras as estimativas de maxima verosimilhanca dos parametros desconhecidos, sao o0s
valores dos parametros que tornam maxima a probabilidade de ocorréncia de uma amostra idéntica
aquela que efetivamente ocorreu.

O Bootstrapping é uma abordagem para estimar distribuicdes de um determinado estimador ou
realizar um teste estatistico. Através da reamostragem, o método Bootsrap tem como vantagem permitir
obter distribuicdes em situacdes onde com as metodologias tradicionais ndo foi possivel, substituindo o
uso de calculos analiticos pela eficacia e rapidez da computacdo. O método Bootstrap tem sido aplicado
na analise de dados econémicos porque tem-se mostrado uma técnica versatil que pode ser utilizada
numa ampla gama de aplicacées. Por exemplo, pode-se usar este método para estimar a distribuicdo
de retornos de um determinado ativo financeiro ou para avaliar a incerteza associada a uma previsao de
vendas no futuro. Em geral, o Bootstrap € util quando ha poucos dados disponiveis ou quando a

distribuicao subjacente dos dados é desconhecida.

2Azimute é um angulo de uma dada direcdo com uma outra direcéo de referéncia.



O Bootstrap ¢ adequado para analisar dados de séries temporais com um horizonte temporal curto
(para o caso do indice do ISM sera ideal pois ¢ mensal). Esta metodologia também tem a vantagem de
ser aplicavel a casos nao gaussianos (alguns exemplos sao aplicados por Stoffer & Wall (1991)).

Em varios estudos realizados em econometria utiliza-se 0 modelo de Markov oculto e a autorregressao
switching. Como ja foi referido anteriormente os modelos de espaco de estados sdo caracterizados por
um processo nao observavel, definido como processo de estado que se assume ser Markoviano, e um
processo cujas variaveis sao observaveis. A ideia base nestes modelos é que o valor do estado num
determinado tempo vai especificar a distribuicdo da observacdo nesse mesmo tempo. Estes modelos
foram desenvolvidos por Shumway & Stoffer (1991) e s&o utilizados para modelar séries temporais, em
muitas areas como no reconhecimento de fala e na analise de genomas. Na autorregressao com swithcing
0s modelos estatisticos para séries temporais permitem que a dindmica da série mude ao longo do tempo.
Isso é feito através de uma combinacdo de autorregressao (onde as observacdes futuras sdo modeladas
como uma combinacao linear de observacdes passadas) e modelos de mudanca de estado (onde o

modelo autorregressivo muda ao longo do tempo).



3 Abordagem metodoldgica

Para a concretizacédo deste trabalho é necessario explorar diversos conceitos e temas relacionados com
séries temporais. Na abordagem metodoldgica € explicado o que sao séries temporais, 0s seus conceitos
fundamentais e a sua aplicabilidade para desenvolver o trabalho. Também séo apresentados os modelos
de espaco de estados, os seus pressupostos e também os modelos estruturais. E realizada também uma
introducao ao filtro de Kalman, ao alisamento e a previsao de Kalman. Este capitulo é finalizado com a
apresentacdo da metodologia Bootstrap e, por fim, os métodos de estimacao dos parametros de modelos

de espaco de estados.

3.1 Séries temporais

3.1.1 Conceito

Uma série temporal ¢ um conjunto de observacées medidas sequencialmente no tempo. As medicdes
ocorrem continuamente no tempo ou em momentos especificos, podendo estes ser ou nao igualmente
espacados (por exemplo dias, meses ou anos). Chamam-se a estes dois tipos de séries, séries
temporais continuas ou discretas, respetivamente, independentemente da natureza da variavel medida,
podendo ser esta também discreta ou continua. Para além destas classificacdes uma série temporal
pode ser univariada caso seja constituida por dados correspondentes a uma variavel, ou multivariada
guando apresente mais do que uma variavel observada no tempo.

Usualmente, quando se analisam séries temporais em tempo continuo, € comum transforma-las
em séries temporais em tempo discreto, sendo que, para isso, elas sao amostradas em intervalos de
tempo iguais (como por exemplo, medir a temperatura em intervalos de uma hora). Caso o intervalo
de amostragem seja pequeno o suficiente, esta técnica, por regra, nao leva a uma perda significativa de
informacao.

No que diz respeito as séries temporais em tempo discreto, elas podem surgir de varias formas,
além de poderem ser obtidas a partir de uma série temporal em tempo continuo (como mencionado
anteriormente), também podem surgir quando os valores de uma variavel séo agregados ao longo de um
determinado periodo (por exemplo, o total de vendas ao longo de meses consecutivos) ou podem até
mesmo ser inerentemente observadas em tempo discreto.

Os dados de uma série temporal caracterizam-se por serem observacdes sucessivas e, por regra,

correlacionadas. E necessario ter em consideracdo a ordem pela qual as observacées sao recolhidas.



Particularmente nos casos de séries temporais univariadas, € possivel considerar cada observacao como
bivariada, sendo que a segunda variavel corresponde ao tempo no qual é observada.

Em muitas areas, a previsao de séries temporais € imprescindivel. Alguns casos praticos trata-se
de previsao de vendas de uma empresa, etc. Essas previsdes sao usadas para planear a estratégia de
marketing, definir objetivos de vendas e prever a receita futura. Muitos investidores usam modelos de
previsao de séries temporais para prever os precos futuros de acdes, sendo que essas previsdes sao
usadas para tomar decisdes de investimento informadas e maximizar os retornos. As empresas da area
de energia utilizam modelos de previsdo de séries temporais para prever o consumo de energia no futuro,
sendo estas previsdes usadas para planear a producao de energia e garantir que haja energia suficiente
para responder a procura.

O propdsito de analisar uma ou mais séries temporais depende de cada caso, ha objetivos
especificos como referido anteriormente. No entanto deve ser mencionado os principais propésitos Riani
et al. (2023). Para analisar uma série temporal &€ comum descrever os dados usando estatisticas
descritivas e/ou métodos graficos. E importante compreender o mecanismo que gera a série, ou seja,
procurar razdes que justifiquem o comportamento da série, monitorizar a sua trajetoria e identificar
periodicidades relevantes nos dados. Uma vez que a série temporal tenha sido analisada, é necessario
encontrar um modelo estatistico adequado para descrever a sua evolugado. Existem varios modelos
disponiveis, como os modelos SARIMA, os modelos de alisamento exponencial e os modelos de
regressao multipla, que podem ser usados para modelar o comportamento da série. Por fim, a previsao
do comportamento futuro de uma série temporal pode ser extremamente Util na construcdo e execucao
de planos a curto, médio ou longo prazo, bem como no controlo de um determinado processo. As
previsdes podem ser de curto, médio ou longo prazo, dependendo do horizonte temporal em que sdo
feitas. As previsdes podem ser feitas para um Unico passo, ou Seja, para o proximo instante, ou para
Varios passos, prevendo para varios instantes futuros. A previsdo a multiplos passos & mais complexa e
imprecisa, pois a incerteza aumenta a medida que o horizonte temporal aumenta, no entanto, pode

fornecer dados valiosos para o planeamento e para os processos de tomada de decisdes.

3.1.2 Componentes de uma série temporal

A variabilidade de uma série temporal pode ser decomposta em quatro componentes, sendo estas a
tendéncia T, a componente sazonal S, a componente ciclica C e, por ultimo, a componente irregular ou
residual E.

A Tendéncia (T) descreve a inclinacdo que uma série temporal apresenta ao longo do tempo, esta



pode ser linear ou ndo e crescente ou decrescente. A tendéncia pode ser consequéncia do facto dos
valores observados dependerem de uma componente deterministica que é funcdo monotona do tempo,
embora para muitos autores esta possa ser de natureza estocastica.

A componente da Sazonalidade (S) corresponde a um padrao de aumento e diminuicdo que ocorre
regularmente na série em periodos especificos, originando oscilacdes que se repetem (e.g., as vendas a
retalho apresentam frequentemente um padrao sazonal mensal, onde cada més, considerando periodos
anuais, mostra constantemente a mesma posicao relativamente aos restantes: picos de vendas
ocorrem em meses de férias e, nos meses seguintes, verifica-se uma diminuicdo acentuada). O
movimento dentro de um periodo tem, entdo, duracao fixa e é atribuido a fatores sazonais, i.e.,
relacionados, em regra, com aspetos do calendario (e.g., 0s meses ou trimestres de um ano ou os dias
de uma semana). A sazonalidade pode ser classificada como aditiva, se nao depende do nivel da série
(tendéncia), ou multiplicativa, quando seja proporcional ao mesmo. Esta fonte de variacdo ¢ muitas
vezes removida através de um procedimento designado de ajustamento sazonal, uma vez que esta pode
omitir outras componentes relevantes, tais como a tendéncia.

Na componente Ciclica (C) ha um padrao de flutuacao que ndo apresenta periodicidade definida (i.e.,
a sua duracao ndo é fixa e, portanto, o seu comprimento varia frequentemente de ciclo para ciclo) nem
tem causa atribuida a fatores “sazonais”. Por outras palavras, os ciclos sdo quaisquer componentes
ndo sazonais que apresentem um padrao reconhecivel (por exemplo, ciclos economicos). Como estas
flutuacdes sdo irregulares e se podem prolongar por varios anos, é frequente ignorar-se esta componente
para séries “curtas”. Além disso, como se torna dificil dissociar a componente ciclica da tendéncia, estas
sa0 muitas vezes aglomeradas e referidas como componente de tendéncia ciclica.

A componente Irregular ou Aleatéria (E) € a componente que contém qualquer variacdo nao explicada
pelas componentes anteriores e representa um ruido aleatorio. Quando esta componente é modelada
por um processo estocastico de varidveis aleatdrias nao correlacionadas e identicamente distribuidas, €
referida como um ruido branco.

Grande parte dos métodos tradicionais para a analise de séries temporais baseia-se na decomposicéo
da variacéo nas componentes anteriormente referidas. Na analise de uma série temporal, de modo geral,

considera-se os seguintes modelos.

¢ 1. modelo aditivo

Yt:Tt+St+Ct+Et,'

e 2. modelo multiplicativo

Yt:TtXStXCtXEt,'
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¢ 3. modelo misto

Yt = (Tt+5t)><Ct+Et.

3.1.3 Processo estocastico estacionario

Os modelos deterministicos nao sdo os mais apropriados para estudar fenomenos dinamicos
observados no mundo real. A teoria dos processos estocasticos tem como objetivo encontrar o modelo
probabilistico que melhor descreva o comportamento de um determinado fenémeno, a fim de obter
previsdes precisas. Uma série temporal pode ser considerada como uma realizacdo de um processo
estocastico, em que o espaco de parametros é um conjunto discreto de indices que representam o
tempo. O processo estocastico descreve a dindmica do fendmeno subjacente a série temporal, que é
afetado por uma variedade de fatores aleatorios e incertezas. A modelacao estocastica pode permitir
uma melhor compreensdo do comportamento da série temporal e permitir a realizacédo de previsdes

mais precisas.

Chama-se a T espaco de parametros e o contradominio de Y por espaco de estados. Quando T = Z
ou T = IN o processo é de tempo discreto, no entanto quando T'= IR ou T = IR* diz-se que o processo

€ em tempo continuo.

Definicao 1 Um processo estocastico é estaciondrio (ou fortemente estaciondrio) se e s6 se a
distribuicdo  conjunta de (Y(t1),...,Y(t,)) é igual a distribuicdo conjunta  de

(Y(t1 +0)),...,Y(t, + 6)) qualquer que sejaon (t1,...,t,)) e para qualquer 6, ou seja,

Foyy,. xaeyWis -« Yn) = Fovy o)), vt +6) Y1 - - s Yn)-

Um processo estocastico estritamente estacionario na pratica é dificil de se verificar, uma vez que
exige o conhecimento de todas as distribuicées marginais, Cordeiro (2003). Uma definicao alternativa
de estacionaridade é definir a estacionaridade através da igualdade nos momentos e nao na igualdade
das distribuicdes. Um processo pode ser nao estacionario por a média e/ou variancia serem funcoes do
tempo e ndo constantes. As transformacdes mencionadas permitem estabilizar a variancia e s6 depois a
média.

Definicao 2 Um processo Y;,t € T dizse estaciondrio de 2¢ ordem (ou fracamente estacionario)
se e so se todos os momentos até a 2° ordem de Y,), ..., Y existem e sdo iguais aos momentos
correspondentes até a 2° ordem de Y ¢, 41y, - .., Y (t,+n)- L0Og0, num processo fracamente estacionario

tém-se:



* 1. o valor médio ndo depende de t, i.e., E[Y] = u(t) = u;
e 2. avariancia ndo depende de t, i.e., Var[Y,] = o*(t) = 0%,

e 3. a covaridncia entre Y(t1) e Y(t,) depende apenas do desfasamento de t; — t, ie.,

Coo[Y(t1); Y(t2)] = y(Its — tal) .

Uma vez que a definicdo de um processo estritamente estacionario € muito exigente, de uma forma geral,
apenas se considera a estacionaridade de 22 ordem em muitos processos de modelacdo. Assim, sempre
que se referir a um processo estacionario, assume-se que se refere a estacionaridade de 27 ordem.

O processo de ruido branco ¢ um exemplo de um processo estacionario de 27 ordem. A maior
importancia deste processo & a sua representacdo na construcdo de outros processos estacionarios
relevantes na modelacdo de séries temporais. Um processo de ruido branco diz-se um processo
puramente aleatorio, formado por uma sucessao de varidveis aleatorias ndo correlacionadas entre si e

identicamente distribuidas, com média e variancia constantes que satisfaz as seguintes condicdes:
e 1. E[Y{]=0;
e 2. var[Y,] = 0%

* 3. cov[Yy; Yy,] =0paratodoot; # ¢, .
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Figura 1: Simulacdo de um ruido branco

Na Figura 1 esta representada uma trajetéria de um processo de ruido branco Gaussiano com 200

observacdes, com média zero e variancia unitaria.

3.1.4 Funcoes de autocovariancia, autocorrelacao e
autocorrelacao parcial
Definicao 3 Para um processo estacionario, define-se a funcéo de autocovariancia como
Vi = Cov[Yy; Y] = E[(Ye — )Yk — w)l (3.2)

Esta funcdo mede a intensidade com que as covaridncias acompanham pares de valores do processo

separados por um intervalo (lag) de amplitude k.

A funcdo de autocovariancia ou y, é definida para que k € IR quando o processo é no tempo continuo,
e para k € Z para o tempo discreto, ou seja, k = 0,+1,%2,.... A funclo satisfaz as seguintes

propriedades:
e 1. y0 = Cov[Y;, Y] = Var[Y,] = 0%
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* 2. Yk = Y-k, ou seja a funcéo é par, logo dispensa-se a representacao grafica para k < 0;
* 3. |yl £ vo, como consequéncia da desigualdade de Cauchy-Schawrz?;

* 4. A funcao y € semidefinida positiva para qualquer conjunto de numeros reais ay, ....at, €
instantes de tempo £, .....t,, isto é,
n n
Z Z O(iOZj’)/(lti - tjl) > 0.
i=1 j=1
Definicao 4 Num processo estacionario, a funcao de autocorrelacéo (ou FAC) é definida por

Cov[ Yy, Y] _ Cov[Y4, Y] _ Yk
VVar[YVar[Y ] Var[Y{] Yo

Vi = Corr[Yy, Yik] =

mede a correlacdo entre pares de valores do processo separados por um intervalo (lag) de amplitude k.

Esta funcao dispde das mesmas propriedades que a funcdo de autocovariancia, com a excecao da
propriedade de que py = 1. De modo geral, 0 aumento do valor de k implica um decréscimo de py e de
Vk- E esperado que a capacidade de retencdo no momento t + k seja reduzida do que se passou no
momento £, Murteira (1993). Logo ¢ de esperar que a capacidade de meméria do processo se va
desvanecendo ao longo do tempo. Assim, quando k — +oo, espera-se que px — 0.

A funcdo de autocorrelacao parcial (ou FACP) tem por interesse quantificar a correlacdo existente
entre duas observacées com um desfasamento, k, Y; e Y, descartando-se a dependéncia das outras

variaveis.

Definicao 5 O conjunto de autocorrelacdes parciais de desfasamento k é dado por ¢y, k = 1,2, ...,
onde
[P}
(Pkk = COVV(X,}, Xt+k|Xt+1/ Xt+2/ Ry Xt+k+l) = MI
K
Pl*{ € a matriz quadrada (ordem k) de autocorrelacdo, onde a ultima coluna € substituida por

[p1, P2, ...pk]T. A matriz de Py é dada por

1 ,Ol ‘02 Pk—l
P1 1 P1 - Pik-2
p2 p1 1 o prs

_Pk—l Pk-2 .« P1 1 ]
3Desigualdade de Cauchy-Schawrz: |[E(XY)| < +/E(X2)E(Y?)
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Seguindo a 5 obtém-se

* 1 ¢u=pu

2
papt.
* 2.0n =7
1

. 3 o= pa(l—p§)+p1(pi+p§;2pz)
(1-p2)(1+p2-2p7)

3.1.5 Passeio aleatodrio

Um exemplo classico de um processo estocastico ndo estacionario € o passeio aleatorio, ver exemplo na
Figura 2. Uma particula em movimento ocupa a posicéo inicial Yy, € observada numa sucessao discreta
de pontos, t =1,2,3,...; para cada momento observado t = k, essa particula tem um salto com uma

amplitude €. Descreve-se no momento t a posicao da particula que é explicada por
Y, =Yo+tei+e+...+¢€,
ou
Yi=Yi1te,

emqueoe, t =1,2,3,...¢&uma sequéncia de variaveis aleatorias ndo correlacionadas. Ocorre um
passeio aleatorio na particula quando E[e;] = 0, t = 1,2,3,.... Neste caso, tanto a média como
a variancia e covariancia dependem do tempo passado, na data em que se inicia o passeio, Murteira

(1993).
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Figura 2: Simulacao de duas trajetorias do passeio aleatdrio

3.1.6 Processos estocasticos nao estacionarios

Numa série estacionaria, os valores futuros serdo semelhantes aos do passado, tornando-se um
pressuposto importante para prever com base em observacdes passadas. Alguns modelos de previsdo
de séries temporais assumem que a Série &€ ou pode ser transformada numa série estacionaria. No
entanto, muitas séries temporais, especialmente as relacionadas com fendmenos ambientais ou
economicos, sao nao estacionarias. Um processo pode ser nao estacionario porque a média e/ou a
variancia sao funcdes do tempo e ndo sdo constantes. E importante notar que uma série estacionaria
em média pode nao ser estacionaria em variancia. Para ultrapassar este problema, é possivel recorrer a
transformacdes que estabilizam a média e/ou a variancia, transformando uma série temporal nao
estacionaria numa série estacionaria. Se uma série temporal for ndo estacionaria em média e variancia,
deve-se primeiro estabilizar a variancia e s6 depois a média. Esta abordagem ¢ defendida por autores
como Murteira (1993).

Uma forma de estabilizar a média é através de um processo de diferenciacdo (regular), que consiste
na aplicacdo do operador de diferenca V, e define-se VY; = Y; — Y,_1, e ¢ aplicado a série temporal

nao estacionaria. Aplica-se uma diferenciacdo de primeira ordem através da seguinte equacao,
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VYt:Yt—Yt_l,tZZ,s,...,n (33)

caso a diferenciacao de ordem 1 nao seja suficiente para obter uma série estacionaria, pode-se obter as

diferencas de ordem 2, que correspondem as diferencas das primeiras diferencas da série original,
VZYt = V(VYt) = V(Yt - Yt—l) = Yt - 2Yt_1 + Yt_z,t = 3, 4:, R (B (34)

O operador de diferenciacdo de ordem d, para qualquer inteiro d > 1, consiste em diferenciar a série d

vezes,

VY, =V(V*Y),t=d+1,...,n. (3.5)

No entanto, a diferenciacdo inapropriada de uma série ja estacionaria deve-se evitar uma vez que a

variancia aumenta com a ordem de diferenciacao.

Analise da estacionariedade

Ha diversas formas de analisar a estacionariedade de uma série temporal, a mais elementar sera
representar uma série num grafico ao longo do tempo. Esta analise baseia-se na subjetividade, pelo que
¢ necessario efetuar determinados testes estatisticos para avaliar se uma série é estacionaria. Existem
diversos testes para realizar um estudo sobre a estacionariedade, a maioria baseia-se em encontrar
uma raiz unitaria (deve-se utilizar mais do que um teste para a raiz unitaria). Os testes mais utilizados
sdo os testes de Dickey-Fuller (ou DF), Dickey-Fuller aumentado (ou ADF), Philip-Perron (ou PP) e
Kwiatkowski-Phillips-Schmidt-Shin (KPSS). Dentro destes testes salientam-se dois tipos: aqueles cujo a
hipotese a testar € a presenca de uma raiz unitaria (ou seja, ndo estacionariedade) e, no caso desta
hipotese ser rejeitada , é fornecida a informacado sobre o nimero de diferenciacdes necessarias para ser
possivel atingir a estacionariedade (DF, ADF e PP), para o caso da hipotese ser nula admite-se a

estacionariedade.

3.1.7 Modelos lineares para séries temporais

Na analise de séries temporais é crucial selecionar um modelo adequado, uma vez que as previsdes
futuras dependem da estrutura probabilistica subjacente a série temporal, que reflete o processo
estocastico em questdo. Os modelos de séries temporais podem ser classificados como lineares ou ndo

lineares, dependendo se o valor atual da série depende de forma linear ou ndo das observacoes
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passadas. A selecdo do modelo apropriado pode ser feita com base na avaliacdo de diferentes critérios,
como o ajuste aos dados, a capacidade de previsdo, a simplicidade e a facilidade de interpretar o

modelo.

a) Processos autorregressivo de ordem p — (AR(p))

Definicdo 6 Um processo Yy, t € T diz-se ser um processo autorregressivo de ordem p, ARy, se
satisfaz a equacao

Yt = ¢1Yt_1 +...+ quYt—P + €4,

onde €; € um processo de ruido branco e ¢;, 1 = 1,...,p so constantes reais.

Através do operador de atraso, que se representa por B, podemos escrever a equacao anterior da seguinte
forma,

D,(B)Y; = €
onde €; € um ruido branco e ®,(B) = 1 - ¢,B - qszz — ... — ¢p, B designa-se por polindmio
autorregressivo de ordem p, em que p representa o numero de termos que definem a ordem do processo

autorregressivo. Tendo em consideracao as p raizes reais ou complexas, G;l, Gf, el G;l, da equacao

caracteristica CDP(B) = 0, torna-se possivel fatorizar o polindmio autorregressivo, com a expressao

p
®,(B) = H(1 — G;B).

i=1

Condicoes de invertibilidade e estacionariedade: Um processo estocastico é considerado

invertivel se puder ser representado por meio de uma equacao autorregressiva,

a=Yi+) Yo
i=1

Pode-se assumir que 0s processos autorregressivos sao sempre invertiveis. Para que sejam
estacionarios, as raizes do polinomio autorregressivo tém de estar fora do circulo unitario, portanto,

|Gi|l <1,parai=1,2,...,p.

Funcao de autovaridncia. Define-se a funcao de autovariancia através de

Vi = EViY1k) = Q1yk-1 + QaYiat, o, PpVip, k2 1.
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Funcao de autocorrelacao (FAC). Se dividir a funcao de autocovariancia por y, = o2, obtém-se a

expressao para a funcdo de autocorrelacao
Pk = Vil Vo = P1Pk-1 + Papra + - .. + Pppip, k = 1.

Funcao autocorrelacao parcial (FACP). Tendo em conta a definicdo da funcédo autocorrelacao
parcial, FACP de um processo autorregressivo (AR) é definido por,

Il
[Pl

k=1,2,...,p
Pk =
0, k=p+1lp+2,...

Num caso de processo autorregressivo de ordem 1, AR(1), tem-se
Yy =@Yiq + ¢,

ou

(1-9¢B)Y:=¢,
em que ¢ € um numero real e &; € um ruido branco. Além disso,

e Os processos AR(1) séo sempre invertiveis;

e Para que um processo seja estacionario, a variancia de Y}, tem de se manter constante para
qualquer t e, por isso, || < 1, logo u = E(Yy) = 0;

2

1_(7)2;

* Sendo o processo estacionario, a variancia de Y; é dada por var(Y;) =

¢ Sendo o processo estacionario, a funcado de autocovariancia é dada por

9 ks
= >1:
Vi 1— ¢2’ = 4
¢ A funcao de autocorrelacao (FAC) é dada por
k.
px =5

¢ Ambas as funcdes de autocovariancia e de autocorrelacdo decrescem exponencialmente para zero
a medida que k aumenta. Quando ¢ > 0, as autocorrelacées sao sempre positivas, no entanto,
quando ¢ < 0, estas alternam de sinal e partem para uma autocorrelacédo de primeira ordem

negativa.
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b) Processos de médias méveis de ordem g — (MA(g))

Definicao 7 OprocessoY,,t € T diz-se um processo de médias moveis de ordem q, MA(q) se satisfaz
a seguinte equacao

Y=+ 0161+ 0640+ ...+ qut_q

onde &; é um processo de ruido branco e 0;,i = 1,...,a sdo constantes reais.

Através do operador de atraso, representado por B, a Eq.(7) pode ser reescrita,
Y = ©,(B)es,

onde & € um ruido branco e ®,(B) =1+ 0,B + 0,B> +... + 0,B1 é o polindmio de médias moveis
de ordem g. Um processo de médias moveis de ordem g define-se em cada instante ¢, como a média

ponderada das g + 1 observacoes de um processo de ruido branco.

Condicdes de invertibilidade e estacionariedade. Os processos de médias moéveis sao sempre

estacionarios e sao invertiveis quando a equacao ®q(B) = () tem as suas raizes fora do circulo unitario.

Func&o de autocovariancia. Considerando que E(Y;) = O e avarianciayo = (1+67+...+67)07,

a funcao de autocovariancia é dada por,

02(=Ok + 0101 + ...+ 0,0,4), 0<k<g
Pk =
0, k>gq.

Funcao de autocorrelacio (FAC)

—0r+604:161 +...+9q9q,k
1+67+..+6; ’

0, k>gq.

0<k<g
P =

E de notar a queda brusca da FAC para k > qg+1.

Funcao de autocorrelacao parcial (FACP). A FACP pode ser dificil de obter-se analiticamente,
no entanto, é possivel estabelecer que ela é limitada pela soma de duas exponenciais com
amortecimento quando as raizes do polindmio de médias mdveis sao reais, e por uma funcao sinusoidal
amortecida quando as raizes sao complexas, Murteira (1993). Na analise de séries temporais, a funcao

de autocovariancia parcial (FACP) de um processo de médias méveis (MA) de ordem g tem a mesma
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forma que a FAC de um processo autorregressivo (AR) de ordem p, que decai gradualmente para zero.
Por outro lado, a FACP de um processo AR(p) comporta-se como a FAC dos processos MA(g), que
decai rapidamente para zero. Esta correspondéncia indica a dualidade existente entre esses dois tipos

de processos.

c) Processos autorregressivo e de médias moveis -

ARMA(p, q)

Os processos autorregressivos e de meédias moveis sdo modelos que combinam as duas

representacdes, o processo autorregressivo e o processo de médias moveis.

Definicao 8 Um processo Y;,t € T diz-se ser um processo autorregressivo e de médias moveis de

ordens p e q, ARMA(p, q), se satisfaz a equacéo
Yi=g1Yia+...+¢pYip+ & — 0161 — ... — 0461y,
onde ¢ é um processo de ruido branco e 1, ..., $,,01,. .. 0, sdo constantes reais.
Utilizando novamente o operador atraso, B, a equacédo na definicdo 8 pode ser reescrita por,
®,(B)Y; = ©,(B)e,

onde &; € um ruido branco, independente de Y;_x paratodoo k > 1, CDp(B) =1-¢1B—...—¢pB1
€ 0 polinémio autorregressivo de ordem p e ©,(B) =1 - 0:B — ... — 6,B7 é o polindmio de médias

moveis de ordem ¢.

Condicoes de invertibilidade e estacionariedade. Para o processo ser estacionario é necessario
gue as raizes de CDP(B) = (0 estejam fora do circulo unitario. Para que o processo seja invertivel, as

raizes de ¢4(B) = 0 devem estar fora do circulo unitario.

Funcao de autocovaridncia Se na equacao da Definicdo ( 8) multiplicar-se por Y;, tomando os

valores esperados, obtém-se
Yk = (Plyk—l +...+ ¢pyk—p/k =2q+ 1.

Funcao de autocorrelcdo (FAC). Quando se divide a funcdo de autocovariancia por yo, = o2,

resulta na expressao para a FAC,

Pk = lepk—l +...+ ¢ppk—p/k > q-+ 1.
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Funcao de autocorrelacao parcial FACP. A funcao de autocorrelacao parcial (FACP) de uma série
temporal tem um comportamento que decai gradualmente para zero, sendo limitado superiormente pela
soma de exponenciais e/ou sinusoides amortecidas. Este comportamento ¢ muito semelhante ao da

FACP dos processos de médias moveis, Murteira (1993).

A Tabela 2 resume os comportamentos teoricos das FAC e FACP para os processos explicados.

Tabela 2: Padrbes tedricos das FAC e FACP do modelo ARMA(p, q)

Processo FAC FACP

AR(p) Decaimento exponencial e/ou sinusoidal para zero Anula-se a partirde k =p + 1

MA(q) Anula-se a partirde k = p + 1 Decaimento exponencial e/ou sinusoidal para zero
ARMA(p,q) Decaimento exponencial e/ou sinusoidal para zero  Decaimento exponencial e/ou sinusoidal para zero

d) Processo autorregressivo e de médias moéveis integrado

sazonal - SARIMA(p,d, q)(P, D, Q)s

Em séries temporais sazonais € esperado que a componente sazonal esteja relacionada, de alguma
forma, com as componentes ndo sazonais, ou seja, se as observacdes vizinhas de uma série,
Y:, Y1,Y,, Y5, ..., estdo relacionadas, ha uma probabilidade que as observacoes vizinhas espacadas
em s unidades temporais, Y:, Yis, Yios, ... também estejam relacionadas. Uma diferenciacio
sazonal é a diferenca entre uma observacao no instante £ e a observacao que ocorre s momentos antes,
isto é, a observacdo no instante £ — s. Quando uma série temporal apresenta um comportamento

periddico repetitivo, aplica-se uma diferenciacao sazonal, ou seja,
VsYt = Yt - Yt—s = (1 - BS)Yt.

A série que resulta desta diferenciacao corresponde, entdo, a mudanca entre observacdes separada por
periodos de tempo s. Semelhante ao que acontece para a diferenciacdo na Eq.(3.5), a diferenciacéo
sazonal pode ser aplicada a uma série D vezes, o que da origem ao operador de diferenciacdo sazonal

de ordem D, para qualquer inteiro de D > 1, define-se,
VPY, = (1 - B)PY,. (3.6)
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Para tal, um processo Y; &€ um processo autorregressivo e de médias moveis integrado sazonal,

SARIMA(p,d, q)(P, D, Q)s quando satisfaz a equacéo,
@,(B)Np(B°)V/VLY, = ©,(B)Ho(B)e;, (3.7)

em que O,(B), Np(B%),0,4(B) e Hp(B%) sao polinémios ja referidos, d e D sdo as ordens de
diferenciacdo das partes regular e sazonal, respetivamente.
De modo geral, quando a FAC de um processo decai lentamente nos /ags multiplos de s e é

insignificante nos restantes, existe uma necessidade de proceder a uma diferenciacao sazonal.

3.2 Modelos de espaco de estados

3.2.1 Introducao

Os modelos de espaco de estados (MEE) sdo uma abordagem matematica para descrever o
comportamento dindmico de sistemas ao longo do tempo, e sédo amplamente usados em diversas areas,
incluindo a modelacéo de séries temporais. Em séries temporais, os dados sao recolhidos em intervalos
regulares ao longo do tempo, e a dependéncia temporal entre as observacdes € uma caracteristica
fundamental que é considerada na modelacdao. Os MEE quando considerados para modelar séries
temporais descrevem o estado latente (ndo observado) de um sistema como uma coordenada em um
espaco de estados. O estado latente representa a informacao ndo observada, mas que ¢ relevante para
a modelar uma série temporal. O estado latente num determinado momento é calculado usando as
observacdes passadas e presentes, bem como um ruido branco. O ruido branco é modelado por meio
de um processo estocastico, que é adicionado as equacdes de estado para tornar o modelo mais flexivel
e permitir mais uma fonte de variabilidade. Os MEE em séries temporais sdo usados para realizar
previsdes, filtragem e suavizacdo. Estes modelos sdo particularmente Uteis para modelar séries
temporais com tendéncia, sazonalidade, ciclos e outras formas de dependéncia temporal complexa.

Os modelos de regressao linear simples sdo um caso particular dos MEE, uma vez que, neste caso,

os estados sao considerados deterministicos, ou seja, sao invariantes no tempo.

a) Modelos de regressao linear simples

Para obter-se uma previsdo de uma variavel a partir de uma ou mais covariaveis ¢ necessario que

exista uma relacao causa-efeito, ou seja, que a variacdo de uma variavel possa ser explicada através da
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variacdo de outras, Shumway & Stoffer (1991). Existem diversos tipos de relacdo entre variaveis, estas
podem ser lineares, exponenciais, logaritmicas, etc. Para melhor identificar o tipo de relacao funcional
existente, deve comecar-se por fazer um diagrama de dispersao de dados. Quando a relacao é linear, o
diagrama apresenta os pontos dispersados, aleatoriamente, em torno de uma reta no caso da regressao
linear simples.

Num modelo de regressao linear simples a relacdo entre uma determinada variavel resposta, Y; , e

a uma determinada variavel explicativa, X;, pode ser descrita matematicamente através da equacao,
Y, :ﬁ0+ﬁ1Xt+€t,t =1,...,n,
em que,
e avariavel aleatoria Y; representa a variavel resposta (ou dependente);
¢ avariavel aleatoria X; representa a variavel explicativa (preditor ou independente);
* os coeficientes de regressao 81 e fo;

* Po € a intersecao da reta com o eixo vertical, representa também o valor esperado da variavel

aleatoria Y, quando a variavel explicativa é nula,

* [1 representa o declive da reta e representa a variacdo do valor esperado de Y; por cada
incremento unitario na variavel explicativa. Os coeficientes de regressdo sao constantes e, por

norma, desconhecidos;

* ¢, representa o erro aleatorio e descreve fatores explicativos de Y, que ndo sao explicados através

da variavel X, e pode ainda incluir erros de medicéo.

b) Modelos de regressao linear miiltipla

Em certos casos, a variavel Y; pode ser influenciada por mais do que uma variavel explicativa, sendo estas
controladas pelo investigador. Por exemplo, cientistas de dados que trabalham para equipas profissionais
de desporto (futebol ou basquetebol) utilizam frequentemente modelos de regressao linear multipla para
medir o efeito que diferentes regimes de treino tém no desempenho dos jogadores. Como um caso pratico,

os cientistas de dados da NBA (Liga Norte-americana de Basquetebol) podem analisar como diferentes
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quantidades de sessdes semanais de ioga e levantamento de pesos afetam o nimero de pontos que um
jogador marca. Eles podem ajustar um modelo de regressao linear multipla usando sessoes de ioga e
levantamento de pesos como variaveis explicativa e o numero total de pontos marcados como variavel de
resposta, no entanto pode ser afetado por outras variaveis que ndo sdo controlaveis, como por exemplo a
qualidade de sono ou o estado psicologico de um jogador. Quando estdo presentes duas ou mais variaveis

explicativas, chama-se modelo de regressao linear multipla e é definido por
Yt = ﬁo + ﬁlXu + ﬁthQ + .. -ﬁpXt,p +€,t = 1, e, N

Tal como na equacao do modelo de regressao linear simples, €; representa também a variacdo de Y;
que ndo € explicada pelas variaveis explicativas X;. B representa o valor esperado de Y}, no momento
em que as variaveis explicativas sdo simultaneamente nulas e f;, (i = 1,...,p) representa a variacéo
do valor esperado de Y; por cada incremento unitario na variavel X;, para quando as restantes variaveis
explicativas se mantém constantes.

Este modelo também ¢ possivel ser representado, com 7 igualdades, sob a notacdo matricial. O

modelo de regressao linear multipla, considerando

r T r

Y] 1 Xl,l Xl,p ﬁo €1
Y = Y2 ,X _ 1 X2,1 XZ,P ,‘B _ ﬁl = €
LYn‘ i 1 X1 .. Xn,p_ _ﬁp_ €]
pode ser escrito na forma
Y =XB+e.

Em que Y € o vetor n X 1 das variaveis respostas, X é a matriz n X (p + 1) das observacées das
variaveis explicativas. Uma vez que By € um termo independente, a primeira coluna da matriz de X é
constituida por uns. O vetor 3 tem dimens&o (p + 1) X 1 e contém os coeficientes da regresséo. € é um

vetor com dimensoes 1 X 1 dos erros aleatorios.

3.2.2 Modelos de espaco de estados (MEE)

Os modelos que se baseiam na representacao de espaco de estados possuem inimeras aplicacées em
diferentes areas, como a Economia, Biologia, Machine Learning, Analise de Séries Temporais, entre
outros. Originalmente, os MEE foram desenvolvidos na engenharia na década de 60 do século passado

com o objetivo de monitorizar e controlar sistemas dinamicos. Segundo Hutchinson (1984), Os modelos

23



foram utilizados nas décadas de 70 e 80 em programas aeroespaciais, como o Apollo e o Polaris. A
formulacao de espaco de estados assume que o desenvolvimento de um sistema ao longo do tempo é
determinado por um processo de vetores nao observados f1,po,.., B, (estados), associados
linearmente, ou nao, a uma sequéncia de variaveis observadas Y1, Y», ..., Y,,. Para a analise de séries
temporais, a representacao de espaco de estados estabelece a relacao temporal entre as variaveis que
sa0 observadas, as variaveis ndo observaveis (estados) e os erros estocasticos, (Costa, 2006). Os MEE
sao modelos flexiveis devido a sua capacidade de poderem incorporar varias caracteristicas dos dados,
permitindo a analise de fenomenos dindmicos que variam ao longo do tempo. De acordo com
Hutchinson (1984), estes sdo muito mais flexiveis do que os modelos ARMA na modelacéo de séries
temporais, em particular, ndo estacionarias e na modelacdo de mudancas estruturais, e, na

generalidade, com uma melhor interpretacao dos parametros e da sua estrutura.

3.2.3 Modelos de espaco de estados lineares gaussianos

0O modelo linear gaussiano de espaco estados, ou modelo dindmico linear, é composto por duas
equacoes, a equacao de observacao e a equacao de estado. A equacao de observacao relaciona o vetor
p-dimensional das variaveis observaveis Y; com um vetor nao observavel m X 1 designado por 3, a que

se chama de vetor de estados. A equacdo de estados define-se por,

ﬁt=[J+(D(‘Bt_1—[ll)+€t,t=1,...,7’1, (38)
em que,
* @ ¢ uma matriz m X m denominada por matriz autorregressiva, e u € o valor médio do estado;

e ¢; € um vetor mXx1 dos erros independentes e identicamente distribuidos e segue uma distribuicéo

Normal de média igual a zero e uma matriz de covariancia Q;
¢ & ~i.i.d. Nn(O, Q)

A Eq.(3.8) descreve a dinamica do vetor de estados nao observados ;. Este ¢ atualizado ao longo do
tempo através de um vetor autorregressivo de ordem 1, VAR(1).

Define-se a equacao de observacao como
Yt:Wt‘Bt‘f'Et,t:].,...,n, (39)

em que,
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* W; é uma matrizp X m;

* & éumvetor p X1 dos erros independentes e identicamente distribuidos e segue uma distribuicao

Normal multivariada de média igual a zero e uma matriz de variancias-covariancias H;

o & ~iid. N,(0,H).

Os MEE definidos com as equacOes de observacdo e de estados permitem estabelecer diversos
modelos pelos quais se torna possivel tratar dados em falta ou omissos. Permitem também definir
modelos com estruturas de efeitos fixos ou aleatdrios (podem ser constantes no tempo ou variarem ao

longo do tempo).

3.3 Filtragem, alisamento e previsao de Kalman

3.3.1 Introducao

Afiltragem de Kalman é um método matematico que usa uma série de observacdes para estimar o estado
atual de um sistema dinamico e prever seu estado futuro. O filtro de Kalman é amplamente utilizado em
diversas areas, como em engenharia, robotica, ciéncia da computacao, sistemas de controle, entre outras.
0 alisamento de Kalman é uma extensao do filtro de Kalman que utiliza informacdes passadas e futuras
para melhorar a estimativa do estado atual do sistema. Por outras palavras, o alisamento de Kalman é
capaz de suavizar as estimativas do filtro de Kalman, tornando-as mais precisas. A previsdo de Kalman,
por sua vez, € uma aplicacéo do filtro de Kalman que utiliza a estimativa do estado atual do sistema para
prever o seu estado futuro. A previsao de Kalman é pertinente em situacdes que se deseja estimar o
comportamento futuro de um sistema com base em observacdes passadas e presentes.
Matematicamente o objetivo é encontrar o melhor estimador linear de p;, vetor de estados nao
observado, ou seja o estimador que possuir 0 menor erro quadratico médio tendo por base as

observacdes Y1, Y>, .. .. Divide-se a predicao de 3; conforme o problema,
e 1.Y4,Y,,...,Y:_ 1, problema de previsio;
e 2.Y4,Y,,...,Y: problema de filtragem,;
* 3.Y,Y,,...,Y,; (n>t), problema de alisamento.

Em ambos os casos as predicoes sao obtidas recursivamente usando um conjunto de equacdes recursivas

de Kalman, Shumway & Stoffer (1991).
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3.3.2 Filtro de Kalman

O filtro de Kalman foi proposto por Rudolf Emil Kalman em 1960 Kalman et al. (1960) e foi implementado
no Projeto Apollo em 1961 para resolver o problema de navegacao espacial Grewal & Andrews (2010). O
filtro de Kalman proporciona preditores 6timos Kalman et al. (1960) devido a sua capacidade de predizer
a covariancia do erro do sistema e usar a previsdao de forma recursiva para melhorar as medicdes do
sistema de tempos em tempos. Como tal, o filtro de Kalman foi implementado em varias aplicacoes,
como em navegacdes Barczyk & Lynch (2012) e Lim, Lim, & Koo (2012), processamento de imagem
Salti, Lanza, & Di Stefano (2014), Bresson, Féraud, Aufrere, Checchin, & Chapuis (2015) e financas
Racicot & Théoret (2010).

Uma das caracteristicas do filtro de Kalman é que ele consiste em dois processos distintos,
nomeadamente, o processo de previsdo e o processo de filtragem. Ambos os processos sdo
combinados e operados de forma recursiva para alcancar um processo de filtragem de Kalman 6timo.
Outra caracteristica Unica do filtro de Kalman & a incorporacao de erros de previsao e erros de medicéo
no processo global da filtragem de Kalman. E comum que cada processo de previsao e medico seja
baseado em erros de natureza aleatoria. Esses erros ou ruido sao normalmente descritos através de um
processo estocastico. Por outro lado, uma aplicacdo em tempo real pode ser definida como uma
aplicacao ou programa que reage ou responde dentro de um quadro de tempo predefinido, onde esse
quadro de tempo predefinido € um tempo quantificado usando um relégio fisico. Do ponto de vista de
uma aplicacdo em tempo real, o tempo continuo do mundo real € convertido num quadro de tempo
discreto. Diferentes aplicacdes em tempo real t€m requisitos de tempo diferentes, que, por sua vez,
definem o tempo de resposta das aplicacdes. A aplicacdo em tempo real deve reagir dentro do quadro
de tempo predefinido para fornecer uma resposta atualizada. Essa restricao de tempo real forca a
aplicacao a concluir a sua rotina dentro do tempo determinado, caso contrario, a saida pode nao refletir
com precisao o estado atual da entrada.

O filtro de Kalman (FK) é um algoritmo recursivo utilizado em MEE que permite obter as predicdes
otimas para o vetor de estados ndo observado ;. As equacées do FK formam um sistema que obtem
projecOes lineares a cada instante de tempo t. Desta forma calculam-se estimadores lineares com o
menor valor do erro quadratico médio. Através do FK também se obtém predicdes a 1-passo para os
vetores das variaveis observadas. O vetor de estado é atualizado para cada observacao nova no instante
t — 1, deduzindo assim a distribuicdo condicional de 3; (t = 1,...,7n) sempre com baseadas nas

observacdes disponiveis até ao instante t — 1. Usualmente assume-se que os erros aleatérios seguem
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distribuicées normais e, neste caso, os preditores do FK sao 6timos no sentido de que tém o menor erro
guadratico médio dentre todos os preditores, e nao apenas dentre os lineares.
Considera-se 0 modelo com representacao em espaco de estado dado pelas Eq.(3.8) e Eq.(3.9) e,

sem perda de generalidade, que cujo estado € estacionario de media u,

= U+ DB —p)+e,t=1,...,n,

Yt:Wtﬁf'i‘et,t:l,...,n.

Seja Byi—1 0 estimador de 3; com 0 menor erro quadratico médio com base na informagcao disponivel

até ao instante £ — 1, representando o vetor de observacoes ?t—l =(Y1,Y,,...,Y: 1), ou seja,

Pu-1 = E [,Btlyt—l] ,

com Py;—1 sendo uma matriz mXm (matriz de covariancias), que por sua vez representa o erro quadratico

médio,
Py = E[(B: = Prr-1)(Br = Pre-1)']- (3.10)
Considerando que
B = EIBY/] (3.11)
e
Py = E[(B: = Bu) (B = B Vil Y = (Y1, Ya, ..., Yo 3.12)

A previsao de Y, atualizado até aos instante t — 1, a qual se domina por equacéo da previsdo é dada por
Y1 = E[YYi1] = WiBgi-1. (3.13)

No momento que a observacédo Y, é obtida no instante ¢, o erro quadratico médio e a respetiva atualizacéo

da previsao do vetor de estado 3; pode ser expressada por,
But = Pr-1 + Ke(Yy = Yiiq). (3.14)

Ptlt =[I- Ktwt]Ptlt—l- (3.19)

Este processo é chamado de filtragem, Eq.(3.14) e Eq.(3.15) s@o designadas por equacdes de

atualizacdo. Onde,

K,} :Pt|t_]W;[WtPt|t_1W£+H;t: 1,...,71. (316)
Seja K; o ganho de Kalman, uma matriz m X p e I é uma matriz identidade de ordem m.
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E possivel obter uma previsdo para o vetor de estados para um instante t + 1, através de toda a
informacéao disponivel até ao instante ¢ + 1, através da Eq.(3.8), & possivel realizar uma previsao sob a

forma,

Brap = 1+ D(Byr — W), (3.17)
Py = PPy’ + Q. (3.18)

Denominadas por equacdes preditivas, para se prever para t > 7, as condicdes inicias sao fy; e Py;.

Denota-se por Py.q) 0 erro quadratico médio do estimador f;.1; e define-se por

Pt+l|t = E[(ﬁtﬂ - 5t+1lt)(,3t+1 - ﬁt+1|t)/]
=E[(u + DB — ) = (U + PByr — 1) + 1) + PBr — 1) — (u + PPy — 1) + €141)']
= E[D(B; — Bir) + €1 (DBt — Pur) + €141)]-

Atendendo a que os produtos cruzados tém esperanca nula, simplifica-se,
pt+1|t = (DPﬂth, + ZE. (3].9)

As equacoes previamente introduzidas constituem o FK, no entanto, é necessario definir 319 € Pyjo para
ser possivel iniciar o processo recursivo. Sabendo que o vetor §; € um processo estacionario com média
e com um erro quadratico médio X = E([B: — u)(B: — u)'], segundo Costa (2006) o processo inicia-se
com a previsao de 31, recorrendo as suas caracteristicas estocasticas caso nao haja nenhuma informacéo

disponivel. Assim sendo, o valor inicial B0 €

Bip = U- (3.20)
Sendo que a matriz de Py sera igual & matriz de covariancias do vetor de estado f3;,

Pyjo = 2. (3.21)

Apos iniciar os valores, pode-se proceder a previsao do vetor de observacao Y; contendo toda a informacao
até ao momento t — 1,

Y1 = WiBye-1. (3.22)

Atualiza-se a previsao do vetor de estado f; e do seu respetivo erro quadratico médio no momento que

uma determinada observacdo Y, fica disponivel,

But = Prit—1 + Ke(Yy = Y1) (3.23)
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Ptlt = [I - KtWt]Ptlt—l- (3.24)

Neste contexto, 1y;—1 = Y, - Yy:—1 € 0 erro de previsao no instante ¢, ou inovacao, e K; representa o

ganho de Kalman Eq.(3.16). Assim, define-se o erro de previsdo ou inovacdo como sendo
Nyt-1 = Y - E(Yt|t|YT—1) =Y, - Wtﬁﬂt—l =Y, - Ytlt—lr (3.25)
com a respetiva matriz de covariancias dada por

o1 = var(Mye—1) = var[Wi(Br — Bue—1) + el = WiPy1 W] + H. (3.26)

A partir da melhor predicao de f8; no instante ¢, isto €, a partir de By, podemos predizer .1 € 0

calcular o seu respetivo erro quadratico médio através de,

Brs1ir = PPy, (3.27)

Pt+l|t = q)Pﬂtq)/ + Q (328)

Depois, recomeca-se 0 processo na previsdo de Y, dada toda a informacéo até ao instante t — 1.
Quando o FK processa todas as observacdes (1) é devolvido o estimador ¢timo do vetor de estados
atual, sendo que este estimador contém nesse momento toda a informacéo que necessita para realizar
previsdes otimas dos estados futuros e das observacoes. Uma vez que o FK é um algoritmo recursivo, ou
seja, tem uma funcdo que chama a si mesma repetidamente para chegar a uma solucao, devolve assim
o valor de By através de -1 apenas quando ha uma nova observacdo Y, sem haver necessidade
de reprocessar os dados anteriores (Y1, Y, Y3,..., Y:—1). A facilidade de implementacao do filtro de
Kalman e sua estrutura recursiva, juntamente com suas propriedades tedricas, justificam sua ampla
aplicacao. De facto, os estimadores associados ao filtro de Kalman séo as projecdes ortogonais que tém
0 menor erro quadratico médio entre todos os estimadores lineares, para qualquer distribuicdo dos erros
aleatorios. Além disso, como os estimadores fBy;_1 € By estimam vetores aleatorios e no parametros,
estes sao considerados estimadores nao enviesados, no sentido de que o valor esperado do erro de

estimacao ¢ igual a zero.

3.3.3 Alisamento

Alisamento ou smoothing consiste em obter predices do vetor de estados f3; de varidveis observaveis Y},

atualizando as previsdes do vetor de estados quando estdo disponiveis observacdes posteriores a estas.
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Resumindo, consiste em obter ; com base em n observacdes Yy, Y5, Y3, ..., Y, representando-se
por By, sendo que, neste caso, t < n. Quando se considera a totalidade das observacdes, a precisao
das predicoes aumenta, e ainda, permite resolver o problema de auséncia de observacdes. Segundo
Shumway & Stoffer (1991) esta metodologia designa-se de smoothing, uma vez que o grafico de By, €
mais liso do que as previsoes a 1 passo ;-1 € pelas predicoes filtradas By;.

Através das equacodes definidas de um MEE, Eq.(3.8) e Eq.(3.9), substitui-se as condicdes iniciais

definidas nas Eq.(3.14) e Eq.(3.15) por B, P € obtém-se,

Be-1in = Pr-1jt=1 + Je-1(Bepn — Prie-1), (3.29)
Piijn = Pioyp-1 + Ji-1(Pyn — Pye—1)J; 1, (3.30)

em que,
Jio1 = Py @' [Py t=n,m—1,..., 1. (3.31)

Resumidamente, as predicdes obtidas pelo método de alisamento (smoothing) tm menores erros
quadraticos médios do que as obtidas através das previsdes a 1 passo ou da filtragem. Isso ocorre devido a
quantidade de dados usados em cada iteracdo. O método de alisamento utiliza todos os dados disponiveis,
enquanto as previsdes usam apenas informacdes disponiveis no momento anterior e a filtragem usa os
dados disponiveis até o momento atual. Como resultado, os intervalos de confianca construidos a partir
da predicao Sy, num determinado momento apresentara menor amplitude. No calculo da predicao By, €
incorporado significativamente mais observacoes do que na filtragem, por um lado aumenta a dificuldade
na execucao do alisamento, sendo que, deve-se ponderar em que situacao as vantagens justificam a

complexidade.

3.3.4 Previsao

Para realizar uma previsdo no FK sdo utilizadas todas as informacdes disponiveis para f dado t — 1
(os dados sao atualizados sequencialmente sempre que é introduzida uma nova observacao). Como no
alisamento e na filtragem de Kalman as Eq.(3.9) e Eq.(3.8) que constituem o MEE s&o consideradas para
realizar a previsao. O FK estima o vetor de estados 3; para um instante 7 com base nas n observacoes.

Por outras palavras atualiza-se o vetor de estado através da ultima observacéo Y.
Busiim = i+ C(Bupn — ), (3.32)
sabendo que observacao n + 1 (atualizacao) é explicada pela seguinte equacao,
Y1 = Was1Brsipn- (3.33)
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Consideram-se os passos por 1 como os problemas de previsao, em que, h = 2, 3,4, ... substitui-se na

Eq.(3.8) por nn + h*,

h-1
Bron = DB+ Y Vet en h=2,3,4,... (3.34)
j=1
observando que,
Busin = E[Busnl il = ©Bupu; (3.35)

com uma matriz de covariancias expressada por,
h-1
P = D"Pyu(@") + ) DIQ@Y, h=2,3,4,... (3.36)
=1
E possivel obter uma estimativa para Y,,.;, através no vetor de estado para a previsao Brnn- Para

determinar o valor esperado,
Yn+1|n = E[Yn+1|Yt] = Wn+hﬁn+h|n/h =2,3,4,..., (3.37)
a matriz de covariancias é dada por,

Zn+h|n = Wn+th+hW,/1+h + H, h = 2,3,4,..., (3.38)

a) Intervalos de confianca para as previsoes

Em determinados casos a estimacao pontual ndo é suficiente para quantificar a incerteza em relacéo a
uma previsao. Os intervalos de confianca sdo uma resposta para esta incerteza, como o futuro ¢ de facto
desconhecido e as previsdes também o sdo, assim sendo, uma estimacéao intervalar permite quantificar
a incerteza associada as previsdes pontuais. Estes intervalos de confianca sao baseados na matriz de
covariancias do erro de previsao X;—; uma vez que permite estimar o erro de previsao a 1 passo. Para se
justificar a estimacao intervalar de uma previsao é necessario que o modelo ajustado consiga descrever
uma série temporal e ainda que os seus respetivos pressupostos sejam validos. A estatistica de teste

utilizada para calcular um intervalo de confianca de uma previsao univariada a 1 passo é a seguinte

Yt - Ytlt—l

vV Ei-1

onde X, representa o erro quadratico médio da inovacéo 1; = Yy — Yy—1.

~ N(,1), (3.39)

“1 sa0 as observacoes e h os problemas de previsao
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Num intervalo de confianca, z corresponde a um quantil da distribuicdo Normal padrdo, 1 — «

corresponde ao nivel de confianca do intervalo. O intervalo obtém-se a partir de

P(-z1-4 < <zg)=1-a (3.40)

obtendo-se
P(Ytlt—l —Z1-¢ VZf1 <Yy <Yy + Z1-4 \/Zt|t—1): 1-a.

Assim, o intervalo de confianca para o nivel (1 — a) X 100% ¢ definido por,
(Ytlt—l — 212 V-1, Vi1 + 21-8 \/Ztlt—1>- (3.41)

De modo analogo, existe um conjunto de passos descrito por Hyndman et al. (2014) para obter

previsdes a h-passos para um instante t + h, a partir ;.4 € Prapy j@ deduzidos na seccao anterior.

3.4 Estimacao de parametros

Definidas as equacdes do estado Eq.(3.8) e espaco Eq.(3.9) existe um vetor composto por um conjunto
de parametros desconhecidos, ® = [®, H, Q]. Neste subcapitulo sdo abordadas duas formas distintas
de estimar esses parametros, pelo método da maxima verosimilhanca gaussiana e através de estimadores

Distribution-Free.

3.4.1 Estimacao pela maxima verosimilhanca

Para um modelo em espaco de estados por vezes € necessario utilizar técnicas de estimacao pontual
para a eventualidade de o modelo nao especificar 0s seus parametros. Para estes casos a estimacéo
pelo método da maxima verosimilhanca é a mais utilizada. A ideia do método da maxima verosimilhanca
consiste em selecionar, entre todos os valores possiveis dos parametros populacionais, aqueles que
tornam mais verosimil a ocorréncia de uma amostra idéntica aquela que efetivamente se obteve. A
probabilidade da ocorréncia de uma amostra aleatoria ser idéntica a de uma obtida a partir da populacéo
chama-se de estimativa de maxima verosimilhanca, as estimativas do vetor de parametros @ sao os
valores que maximizam a funcao verosimilhanca, ou seja, sdo os valores dos parametros que tornam
maxima a probabilidade de ocorréncia de uma amostra ser idéntica a que efetivamente ocorreu. Por

outras palavras pretende-se maximizar a probabilidade das observacoes Y1, Y, ..., Y, em relacdo aos
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componentes do vetor @, sabendo que o estado inicial ; segue uma distribuicdo Normal, bem como a

componente aleatéria &; ~i.i.d. N(0, H). A probabilidade ¢ calculada através das inovacoes,
g1 = Y — Wiy, t =1,...,n. (3.42)

Defini-se a funcao de verosimilhanca condicional por,
S~ n S~
L@©;Y,) = [ [ pvilvi. (3.43
t=1

Note que ?n =(Yy,Y,,...,Y,) eque p(YtI?t_l) corresponde a densidade de Y; dado por YH,

através da Eq.(3.42) pode ser escrita como
P(Yt|?t—1) = (27'()_%|Zt|t—1(®)|_% eXP[Uﬂt—l(®)Zt|t—1(6)_177t|t—1(®)]/ (3.44)

sabendo que Xy = WiPy,—1 W/ + H expressa o erro quadratico médio das inovagdes.

Com a aplicacdo do logaritmo na Eq.(3.43), obtém-se a seguinte funcao verosimilhanca,
~ n 1v 1v , )
logL(®;Y,) = ~5 log(27t)—§ ; log |Ztlt—1(®)|_§ ; N4t-1(0) -1 () ' 1y-1(©). (3.45)

Note que na funcéo anterior as inovacdes 1y;-1(®) e a sua respetiva matriz de covariancias Zy;_1(®)
dependem do vetor de parametros © que se pretende estimar. Segundo Costa (2006) para certas
aplicacdes, quando o processo f;,t = 1,...,71 nao é estacionario, pode-se incluir no vetor © os
valores iniciais do FK, isto €, Bio e Pjp para serem estimados com base nos dados. Como
consequéncia ha um aumento na complexidade dos processos da otimizacao da funcao (3.45). Ha
algumas formas de evitar esta situacdo, como por exemplo optar por valores inicias nao informativos ou
por algoritmos mais especificos.

Uma vez que a funcdo (3.45) é ndo linear e complexa, a sua otimizacdo implica a utilizacdo de
métodos numeéricos, sendo os mais comuns o método dos scores de Fisher ou o algoritmo EM
(Expectation — Maximization). Tanto o método dos scores de Fisher quanto o algoritmo EM sao
algoritmos estatisticos usados para estimar parametros. No entanto, eles tém abordagens diferentes
para a estimativa de parametros e sao aplicados em contextos diferentes. O algoritmo EM é um
algoritmo iterativo que é usado para estimar os parametros de modelos com distribuicdes incompletas
ou dados nao observados. Desenvolvido por Dempster et al. (1977), este método é composto por duas
etapas iterativas: na etapa E-step, calcula-se o valor esperado da funcao log-verosimilhanca (3.45); e, na

etapa M-step, maximiza-se o valor esperado da mesma funcao (3.45. Uma desvantagem do algoritmo
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EM é a necessidade de um grande numero de iteracdes até se verificar os critérios de convergéncia.
Também exige esforco computacional e ainda é sensivel a escolha inicial dos parametros. A construcao
da verosimilhanca, proposta por Shumway & Stoffer (1991), para o caso de se observarem os estados

., a densidade conjunta é dada por,

.....

Prn = {Bt}i=1,..,n € as observacdes Y1, = {Yi}i=

.....

Pe(Bo:ns Y1) = Ppy,zo(%0) H Py, 0(BtlBi-1) H Pu(YilB:)- (3.46)
t=1 t=1

Este algoritmo consiste num processo iterativo em que sucessivamente se maximiza a esperanca
condicional da log-verosimilhanca. Cada uma destas iteracées contém dois passos, Dempster et al.

(1977). O passo do valor esperado ou E-step,
Q(@|0"") = E[-2InLy,y,(©)|Y,, ©']. (3.47)
0 passo seguinte é o da maximizacao, isto é, a minimizacdo do valor médio condicional dado por
Q@167 = E[-2InLy, v,(©)IY,, & ], (3.48)

corresponde a maximizacdo da funcédo log-verosimilhanca.

Outra alternativa de um método numérico ao algoritmo EM & o método de Newton-Raphson. Este
método € uma técnica iterativa para encontrar raizes de uma funcdo. No contexto da maxima
verosimilhanca, o objetivo é encontrar o valor do parametro que maximiza a funcdo de verosimilhanca,
ou seja, o valor do parametro que torna a observacdo dos dados mais provavel. Comeca-se com um
valor inicial para um parametro e encontra-se a tangente a curva da funcao de verosimilhanca nesse
ponto. A tangente é entdo estendida até a interseccdo com o eixo, o que fornece uma nova estimativa
para o valor do parametro. Resolvendo a seguinte equacao,

dlogL(©;Y,)

91(O) = —=5

0, (3.49)
através da série de Taylor de primeira ordem obtém-se,
91(@) ~ 92(®) + 91(®)(® - ©), (3.50)
para um valor 6timo de C:) onde,
91(©) = 91(©)ly_5,
92(0) = 32(0)|o_5,
com

3*log L(©;Y,)

20) = 3555

(3.51)
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Se igualar a Eq.(3.50) a zero, ird obter-se o valor corrigido de C:)
@ =0 - J2(@)1910. (3.52)

Chama-se a d1(0®) gradiente ou vetor score e este determina para que direcéo é esperado que a funcao
log-verosimilhanca va crescer até ao ponto maximo. Este método converge rapidamente quando a
estimativa inicial é proxima do valor real do parametro e quando a funcao de verosimilhanca é bem
sucedida (ou seja, a segunda derivada é sempre positiva). No entanto, o método pode ndo convergir
para valores iniciais distantes ou quando a funcédo de verosimilhanca tem uma curvatura complexa ou

mais de que um maximo local.

3.4.2 Estimadores distribution-free

Os estimadores distribution-free sao uma alternativa para estimar parametros de modelos de espaco
de estados. Uma possivel dificuldade da adocao do método da maxima verosimilhanca, € o facto de se ter
de assumir que os erros da Eq.(3.9) e da Eq.(3.8) sdo gaussianos, o que na realidade, em muitos casos, &
dificil de se verificar. Outra dificuldade associada ao método da maxima verosimilhanca é necessidade da
utilizacao de métodos numéricos complexos como o algoritmo EM, sendo que estes métodos necessitam
de valores iniciais, o0 que na pratica, nem sempre é facil a sua identificacdo. Costa (2006) ainda refere
gue em MEE com coeficientes variaveis é colocada a duvida sobre a unicidade das estimativas de maxima
verosimilhanca, além de que que essas mesmas estimativas podem corresponder a maximos locais.

Uma alternativa a maxima verosimilhanca sao os estimadores distribution-free ou estimadores
independentes da distribuicdo de base, sendo que estes sdao uma classe de estimadores estatisticos que
nao fazem suposicoes especificas sobre a distribuicao subjacente dos erros. Por outras palavras, estes
estimadores nao exigem que 0s erros sigam uma distribuicao em particular, como uma distribuicao
Normal ou uma distribuicdo de Poisson. Sao frequentemente considerados em situacdes em que nao
ha informacdes suficientes sobre a distribuicdo dos erros, ou quando os erros tém distribuicdes que sado
muito complexas para serem modeladas adequadamente por uma distribuicdo paramétrica.

Neste subcapitulo ¢ abordada a estimacdo de parametros de modelos de espaco de estados
univariados, ou seja, as observacdes e os estados sdo varidveis unidimensionais. Considera-se o MEE

cujo processo de estado segue um processo autorregressivo de ordem p, AR(p), ou seja,
Yt = wtﬁt + ey, (353)
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DOB)(B: — ) = &, (3.54)

em que ®(B) =1 - @B —... — ¢,B, B ¢ um operador de atraso, ou seja, B(8; — ) = fi-1 — U
e w; representa uma constante nao nula conhecida para cada tempo t. Considera-se ainda as seguintes

condicdes para a Eq.(3.54) e Eq.(3.53) definidas em Costa (2006):

* 1. ¢, comi=1,2,...,p sdo tais que todas as raizes do polinémio x” — qblx”‘l — .=y

estao dentro do circulo unitario;

e 2. Os erros e; e € sao ruidos brancos ndo correlacionados com variancias var(e;) = o e

e

var(e;) = 0%;

* 3. Oserros e; e & possuem os momentos de 4° ordem constantes com var(e?) = 12 e var(e?) =

2

(o

As condicoes estipuladas estabelecem um MEE em que a equacdo de transicao representa um
processo autorregressivo estacionario de ordem p. E comum que nao haja correlacdo entre os erros nas
equacdes de observacao e de transicdo. A condicdo 3. é essencial para garantir que os estimadores
sejam consistentes. Os modelos estabelecidos nas Eq.(3.54) e Eq.(3.53) podem ainda ser reescritos de
outra forma, uma vez que um processo AR(p) é representado sobre a forma de um vetor

autorregressivo de ordem 1. Assim, o MEE pode ser reescrito pelas equacdes,
Y =W +e, (3.55)

Bi-i=p+PBr —p) + ¢ (3.56)
Neste subcapitulo apresentam-se estimadores com uma forma funcional explicita e que nao estdo

sujeitas ao pressuposto das distribuicdes dos erros, mas que tém por base as propriedades estocasticas

inerentes a estrutura do MEE.

a) Estimador para a média

O estimador para a média p para uma série temporal de dimenséo 1, Y1, Y>,Y3,...Y,, gerada pelo
modelo de espaco de estados é dado por
o1 Y,
p=- Y. - (3.57)
t=1
Se considerar o modelo em que a equacéo de estado representa um processo AR(1), o estimador

fi devera ser mais eficiente a medida que o parametro de transicdo da equacéao de estado, ¢, estiver
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mais proximo de zero. Nesse caso, a variancia do processo f3;,t € IN sera menor, o que estara em

concordancia com a abordagem subjacente na construcao do estimador.

b) Estimador para os parametros autorregressivos

Costa (2006) refere que uma alternativa para a estimacao é estimar os parametros autorregressivos de
forma a obter menores erros de previsdo para Y;. Ou seja, os parametros ¢; serem escolhidos de forma
a minimizar a média dos quadrados das inovacdes. No entanto, esta abordagem ¢ dificil de implementar
computacionalmente, uma vez que a estimativa dos parametros ¢; € a ultima etapa do processo de
estimacao, e as variancias dos erros precisam ser estimadas com base em valores iniciais dos parametros
autorregressivos. Além disso, a minimizacdo da média dos quadrados das inovacdes deve respeitar as
restricdes do espaco de parametros, tanto para os ¢; quanto para as variancias.

Em alternativa, os estimadores propostos para os parametros autorregressivos da Eq.(3.54) de
transicdo sao baseados na estrutura de covariancias do processo {Y;/w;}iein. Sob a condicao da nao
correlagdo dos erros, a funcao de autocovariancia do processo {Y/w;}iein que designamos por -1y,
coincide com a funcéo de autocovariancia do processo {f;}ern, Costa (2006). Um estimador para ¢,

considerando a propriedade [ > p + 1 e aplicando a regresséo linear multipla, surge
N Ao 11 A
é =[G 0OG0]| &, (3.58)

com [ > p + 1, uma matriz G definida em Costa (2006) e

. 1 Yerko N\ (Yt .
=Y (L p)(L-p). (3.59)
7 N 4= \Wrrk : Wi :
A funcao de autocovariancia pode ainda ser estimada por
(k) = ——=p(K) (3.60
Y=’ '

E sugerido em Costa & Alpuim (2010) que, para obter boas estimativas, a dimens&o da amostra deve ser
no minimo 50 e k > Z. Em Costa (2006) é realizado um estudo de simulacéo que analisa a influéncia da
estimacao para funcao de autocovariancia pelos estimadores (3.59) e (3.60). A simulacao conclui uma
regra pratica para determinar o 6timo valor de [, para uma determinada amostra de dimensao n. Os

valores escolhidos encontram-se na Tabela 3.
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Tabela 3: Passo maximo da funcéo de autocovariancia para a estimacao de ¢ escolhido em funcao da

dimensao da amostra

Dimenséo | I escolhido | £ x 100%
50 45 90
100 80 80
200 60 30
500 50 10

c) Estimadores para as variancias

Os estimadores para ag e oﬁ tém por base 0 método dos momentos e para o caso particular de af, a

estacionariedade do processo de estados {S;}sen,

62 _ (1 - (2)2) 25;1 ?k(i)k
€ (2)2(1 _ (2)218)

n 2 ~D n -1
52 = {Z (% - ,:l) —n f})z} (Z wif] . 3.62)

t=1 t=1

(3.61)

ondel, =1,2,...,, por regra, segundo o estudo de simulacéo realizado em Costa (2006), considera-se

l.=1.

3.5 Bootstrapping

Bootstrap € um método estatistico de reamostragem que envolve a criacao de multiplas amostras a
partir de uma amostra original, permitindo assim estimar a distribuicao de uma estatistica amostral sem
a necessidade de assumir uma distribuicdo paramétrica para os dados. Essa técnica foi introduzida por
Beran (1992). O termo Bootstrap é associado a lenda do Barao Von Munchhausen, onde numa situacao
em que estava preso no pantano, o barao resolveu o problema utilizando os seus proprios recursos. O
qual sugere que € possivel obter estimativas precisas de um conjunto de dados a partir de uma unica
amostra, sem a necessidade de grandes pressupostos tedricos. Desde entdo, o Bootstrap tem sido
amplamente utilizado em Estatistica, Ciéncia de Dados e Machine Learning para estimar incertezas e
avaliar a qualidade de modelos e métodos estatisticos. O Bootstrap também é utilizado para construir

intervalos de confianca e decidir em testes de hipdteses. E, também, aplicado em outras areas como
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Financas, Biologia e Engenharia. A metodologia anterior ao Bootstrap era o Jackknife proposto por Beran

(1992) que revolucionou todas a técnicas semelhantes até 1a existentes.

3.5.1 Conceito de Bootstrap

Considere uma sequéncia de varaveis aleatorias X, X5, ..., X, independentes e identicamente
distribuidas com uma determinada distribuicdo F desconhecida, com valor médio L e variancia o2
também desconhecidos.  Considere ainda xi,X»,...,X; uma amostra designada de populacao
Bootstrap. Desta amostra retiramos com reposicdo um, B, numero de amostras, que designamos de
amostra Bootstrap. Por outras palavras pode-se calcular f1(x), f2(x), ..., f8(x). Calcula-se a média de

todas as previsdes obtendo
B
1 "
frug(®) = 5 ; (). (3.63)

0 método Bootstrap pode ser aplicado a modelos de espaco de estados para avaliar a incerteza nas
estimativas dos parametros do modelo e nas previsdes. Ao aplicar o método Bootstrap a um modelo de
espaco de estados, podemos gerar multiplas amostras de dados a partir da amostra original, simulando
a variabilidade dos dados observados. Em seguida, ajusta-se o0 modelo aos dados reamostrados para
estimar os parametros do modelo e fazer previsdes. Repetindo esse processo muitas vezes, podemos
obter uma distribuicdo de estimativas de parametros e previsoes, permitindo avaliar a incerteza associada
a essas estimativas. Ainda é possivel comparar as distribuicdes de estimativas de parametros e previsoes
para diferentes modelos ajustados aos dados reamostrados. Isso pode ajudar a evitar o overfitting, um
problema comum em modelacao estatistica, onde o modelo se ajusta demasiado aos dados de treino e,

portanto, nao generaliza bem para novos dados.

3.5.2 Bootstraping para MEE

Embora na Seccao 3.4.1 se tenha discutido o facto de que, em condicoes gerais, a estimacao pela
maxima verosimilhanca dos parametros de um modelo de espaco de estados sao consistentes e
assintoticamente normais, o nimero de observacdes das séries temporais € frequentemente reduzido.
Segundo Shumway et al. (2000), varios investigadores encontraram evidéncias de que as séries
temporais devem ser de grande dimensdo para que os resultados assimptoticos sejam aplicaveis.
Determinados problemas ocorrem quando os parametros aproximam-se da fronteira do espaco de
parametros. Neste subcapitulo é discutido um algoritmo para Bootstrap de MEE. E pertinente também

referir que este algoritmo aplica-se igualmente aos modelos ARMAX (autoregressive moving average
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with exogenous inputs). Atendendo as Eq.(3.8), Eq.(3.9) e Eq.(3.42) do FK define-se a representacao

innovation form dos modelos ARMAX da seguinte forma

Brt+1 = PPye—1 + Ypir1 + Kinjpe—a, (3.64)

Yy = Wiyt + L + 11, (3.65)

considere I uma matriz de dimensodes p X r e Y uma matriz g X r; qualquer uma destas matrizes pode
ser uma matriz zero. Estas fungdes acomodam o algoritmo bootstrapping.

E pertinente mencionar que as inovacoes, MNye-1, OU 0S erros de previsdo da Eq.(3.42) séo nao
correlacionados mas sao heterocedasticos, uma vez que X; pode variar com o tempo t. Assim, num
procedimento de reamostragem, podemos ignorar os primeiros valores de 141 até X; estabilizar, ou
utilizar inovacdes padronizadas

_1
’ﬁu—l =X, "Mye-1. (3.66)

1 11
onde X} denota a matriz raiz quadrada Unica de X definida por L7 X} = L;.
Seguidamente baseia-se a metodologia Bootstrap nas inovacoes estandardizadas (ou padronizadas),
tendo em conta, que ignorar os valores iniciais & necessario, Shumway et al. (2000). Os coeficientes do

modelo e as suas estruturas de correlacdo sao padronizadas por k X 1 vetor dos parametros ©, isto €,
O =DP(Qy), Y =Y (O,

Q= Q(B), Wi = W(By),I' = T(y),
e ainda com R = R(®y) expressa-se as inovacdes através da funcédo log verosimilhanca Eq.(3.44).
Note que nao é necessario que o modelo (3.44) seja gaussiano para considerar como um critério para
estimar parametros. Considera-se Oa componente que estima a maxima verosimilhanca de @, ou seja,
0= argmaxeL,(©) + T]ﬂt_](@) e Zt(@) definem os valores da inovacao obtidos pelo FK de ©.

0 método de Bootstrap nao parameétrico obtém-se através dos seguintes passos,

1. Construir a funcéo de inovacdes estandardizadas

T]:lt—l(@) = Zt_%(@)ﬂtlt—l(@)} (3.67)

2. Obter uma amostra com reposicdo de dimensdo #, a partir do conjunto das inovacdes

estandartizadas 17:”_1, comt = 1,..,n, com o proposito de obter a sequéncia bootstrap
(mE(©), ..., ;FO)};
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3. Definir o vetor & = (B, Y4), empilhando® Eq.(3.65) e Eq.(3.64), obtém-se uma equacéo de

primeira ordem vetorial para &; dada por,

& = Di&ioq + G + Wity (3.68)
em que
0 r Ky
®, = ¢ G=| [w=" (3.69)
W, 0 Y x,’

para construir um conjunto de dados Bootstrap, é necessario resolver (3.69) utilizando nﬁt_l =
1 A
X} r]:ff_l(@), em vez de 1y:—1. A variavel u; e as condicdes iniciais do FK permanecem fixas (ou

inalteradas) para os valores que Ihes foram atribuidos, o vetor de parametros € fixo em O;
4. Através da série temporal Bootstrap {Yf }i=1..n Obtém-se as estimativas distribution-free Bootstrap;

5. Por fim, volta-se a repetir todos os passos a partir de 2., B quantidades de vezes, obtendo um
conjunto de estimativas de parametros Bootstrap [@Z, b =1,..., B]. Adistribuicao da amostra de

O - ®, aproxima-se pela distribuicao de ®Z -0,b=1,..B.

3.6 Avaliacao dos modelos

Em Estatistica ndo existe um modelo definitivo que consiga explicar a realidade e o comportamento dos
dados. Por essa razao que é necessario ajustar e testar varios modelos, uma vez que uns conseguem
representar melhor a estrutura inerente dos dados que outros, como também, ha outros que
conseguem explicar de forma mais simplificada a realidade, realizar previsdbes e incorporar
determinadas componentes presentes nos dados.

E necessario existir determinadas métricas que permitam avaliar os modelos. Ao utilizar métricas de
avaliacao pode-se comparar diferentes modelos, identificar o que apresenta melhores resultados e avaliar

0 quao eficaz um modelo esta a alcancar os objetivos especificos da analise das séries temporais.

3.6.1 Medidas de avaliacao

A escolha das medidas de avaliacado ¢ crucial, uma vez que tem impacto direto na compreensao das

vantagens e desvantagens de um modelo. Diferentes métricas sdo apropriadas para diferentes tipos

50 método de empilhamento ou stacking, é uma técnica de aprendizagem automatica que combina vdrias previsdes de
modelos individuais para produzir uma previso final mais precisa. E uma técnica de modelacdo estatistica que combina

diferentes modelos para obter melhores resultados de previsao.
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de tarefas de previsdo de séries temporais, e a escolha pode depender das caracteristicas especificas
do conjunto de dados e dos objetivos da analise. Estas medidas sao utilizadas para verificar o nivel de
precisao que o modelo de previsao possui, uma vez que, quanto mais proximo as previsdes forem aos
dados observados de uma série menor sera o erro da previsao.

E necessario salientar que nenhuma medida é consensual para ser aplicada a todas as situaces de
previsao, sendo assim, é necessario utilizar varios critérios para avaliar a qualidade preditiva de um modelo
ou método de previsdo. Devem ser considerados varios fatores na escolha de um método de previsao,
0 que inclui, a precisao das previsdes, facilidade de utilizacdo, de interpretacao e de implementacéo do
método, a poupanca de custos, a flexibilidade, entre outros.

Estas medidas de avaliacdo podem ser classificadas em trés categorias, medidas dependentes da

escala, medidas baseadas em erros percentuais e medidas de erros escalados.

a) Medidas dependentes da escala

Conforme o proprio nome indica, as métricas de precisdo sdo sensiveis a escala dos dados utilizados.
Sao amplamente utilizadas e bastante uteis para comparar diferentes métodos aplicados a um mesmo
conjunto de dados. No entanto, é importante ter em mente que nao devem ser escolhidas para a
comparacdo de dados com escalas distintas. Quando é necessario comparar conjuntos de dados com
diferentes escalas, a utilizacao de métricas dependentes da escala pode levar a conclusdes enganosas.
Isso ocorre porque os erros absolutos ou quadraticos podem ser influenciados pela magnitude dos
valores dos dados. Nesses casos, € mais adequado recorrer a métricas independentes da escala, como

aquelas baseadas em erros percentuais.

e Erro Médio (EM): Calcula o valor médio dos desvios entre os valores observados Y; e as

previsdes Y, para os instantes t = 1,2, ..., 1,

n

1 )
EM = — Z(Yt - 1). (3.70)

t=1

No entanto, o Erro Médio (EM) ndo fornece uma indicacdo precisa sobre o tamanho dos erros tipicos,
uma vez que 0s erros positivos e negativos tendem a se compensar mutuamente. Consequentemente, é
provavel que o EM resulte em um valor pequeno. Na realidade, essa métrica apenas indica se ha uma

subestimacao ou sobrestimacao sistematica (viés de previsdo).

e Erro Quadratico Médio (EQM): Representa o valor médio dos desvios ao quadrado entre os
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valores observados Y; e as previsdes Y; para os instantes t = 1,2, ...,n

1v .
EQM = ~ Z(Yt ~ 12 (3.71)
t=1

Para além da Eq.(3.71) também existe a raiz do erro quadratico médio, ou, REQM = VEQM ©, esta

& uma das medidas de avaliacdo mais utilizadas para medir o desempenho dos modelos em estudo.

e Erro Absoluto Médio (EAM): Define o valor absoluto médio dos desvios entre os valores

observados Y; e as previsdes Y; para os instantes t = 1,2, ...,n

EAM = %Z v, - Y. (3.72)
t=1

A medida de avaliacdo Eq.(3.72) em comparacdo com as anteriores é relativamente mais facil de

interpretar. O modelo que apresentar um menor valor EAM ¢ considerado o mais adequado.

b) Medidas baseadas em erros percentuais

O erro percentual € calculado por p; = 100 X (Y* Y’)

Os erros percentuais possuem a vantagem de
serem independentes da escala, tornando-os frequentemente utilizados para comparar o desempenho de
previsdes entre diferentes séries temporais. No entanto, estas medidas possuem desvantagens, sendo
que podem resultar em valores infinitos ou indefinidos se Y; = 0 para qualquer £. Além disso, apresentam

uma distribuicdo extremamente assimétrica quando Y; esta proximo de zero.

e Erro Percentual Médio (EPM): Representa o valor percentual médio dos desvios entre os

valores observados Y; e as previsdes Y, para os instantes t = 1,2, ...,n

EPM = Zpt = Z M x 100. (3.73)

t

Semelhante ao (3.70) é esperado que o EPM seja um valor pequeno, uma vez que 0s erros percentuais

positivos e negativos tendem a compensar-se mutuamente.

¢ Erro Percentual Absoluto Médio (EPAM): Indica o valor percentual absoluto médio dos

desvios entre os valores observados Y; e as previsdes Y, para os instantes t = 1,2, ...,n

EPAM = — Z|

S REQM é uma medida utilizada para reduzir a grandeza dos valores do erro médio quadratico

(Y =Yy

100. 3.74
Y, x 100 (3.74)
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Um outro problema das medidas baseadas em erros percentuais é o fato de que estas assumem um zero
significativo. Por exemplo, nao faz sentido aplicar esse tipo de erro para medir a precisao de previsoes
de temperatura em escalas Fahrenheit ou Celsius, onde o zero representa apenas um ponto especifico

na escala, nao uma auséncia completa da propriedade sendo medida.

c) Medidas de erros escalados

E uma alternativa as medidas baseadas em erros percentuais propostas por Hewamalage et al. (2021),
uma vez que sao independentes da escala, e por isso, podem ser utilizadas para comparar métodos
diferentes de previsdo aplicados a uma série e também para comparar a precisdo das previsdes entre
diversas séries. A ideia por tras dessas medidas consiste em “escalar” os erros de previséo dividindo-os
pelo Erro Absoluto Médio (EAM) calculado in-sample, ou seja, na amostra de treino usando o método
naive’. O erro escalado tem a seguinte forma, g = (Ye— ?t)/Qt, em que Q; representa o erro absoluto
médio ou EAM. Para séries temporais sem sazonalidade, pode-se definir o erro escalado com a seguinte

expressao:
Y - Y,

= ] " — .
= Yoo |Yt - Yt—1|
Séries temporais que tenham presente uma componente sazonal, o erro escalado utiliza previsdes de

qt

naive sazonais,
Y =Y,

1y "
= Limstl |Yt = Yis
em que s representa o periodo da sazonalidade.

qr =

7

¢ Erro Escalado Absoluto Médio (EEAM): Calcula a média dos erros escalados absolutos,

1 n
EEAM =~ )" |q. (3.75)

t=1

Quando o EEAM & inferior a 1, as previsdes obtidas sdo de maior precisao, em média, do que as previsdes
do método de naive. Considera-se o0 modelo mais preciso o que tiver menor EEAM.

O Erro Escalado Absoluto Médio (EEAM) é uma métrica que se presta para comparar o desempenho
das previsdes entre séries temporais com diferentes escalas. Além disso, possui uma escala significativa

e € menos sensivel a valores discrepantes. A Unica situacdo em que essas medidas se tornam infinitas

70 método de naive) é uma abordagem de previsao simples que assume que o valor futuro de uma série temporal sera
igual ao ultimo valor observado no conjunto de dados de treinamento. Em outras palavras, essa técnica pressupde que ndo
havera mudancas significativas na série ao longo do tempo e que o préximo valor sera uma repeticdo do valor mais recente

disponivel, ou seja, Yy;—1 = Y1, =1,2,..., 1, onde n é a dimens&o da amostra
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ou indefinidas é quando todas as observacdes sao iguais. Considerando as limitacdes dessas métricas de
avaliacao, é fundamental ter uma atencéo especial ao escolhé-las, a fim de evitar tirarem-se conclusdes

equivocadas.

3.6.2 Critérios de selecao

Em qualquer analise estatistica de dados, é possivel encontrar varios modelos adequados para descrever
o fenomeno em estudo. Especificamente, na modelacdo de uma série temporal, pode haver mais de um
modelo que atenda aos diferentes critérios de avaliacdo do diagnéstico, tornando a tarefa de escolher o
melhor modelo uma tarefa desafiadora. Portanto, é importante procurar critérios de selecdo de modelos
gue levem em consideracao as estatisticas baseadas nos residuos do modelo ajustado. Essas estatisticas
auxiliam na avaliacdo da qualidade do ajuste do modelo aos dados e ajudam a identificar o modelo
mais apropriado para a série temporal em questao. Existem certos critérios de avaliacdo que medem a
qualidade de ajustamento dos modelos, que tém por base a maximizacéo da funcdo da verosimilhanca,

esta penaliza os modelos com o maior numero de parametros.

* Critério de Informacao de Akaike (AIC): Proposto por Akaike (1974), € um dos critérios de
informacdo mais utilizados,

AIC = —21og L(©) + 2p. (3.76)

Em que L(@) representa a fungao de verosimilhanca e p € o numero de parametros do modelo.

 Critério de Informacao Bayesiano (BIC): Proposto por Schwarz (1978) ¢ semelhante ao AIC,
com a diferenca em que a penalizacao € maior na inclusdao de parametros adicionais a serem
estimados,

BIC = —210g L(®) + plog(n). (3.77)

Em que L(@)) representa a funcao de verosimilhanca, p € o numero de parametros do modelo e 1 € a
dimensao da amostra.

Ao contrario do AIC, o BIC é dependente da dimensao da amostra n. Quando log(n) < 2, ou seja,
guando a amostra possui uma dimensao superior a 7, a penalizacao do BIC é maior do que a penalizacdo
do AIC. Isso significa que, em geral, a minimizacao do BIC resulta na selecao de modelos com um menor
numero de parametros em comparacao com a minimizacao do critério AlC. Essa abordagem evita, de
certa forma, a sobrestimacdo do numero de componentes do modelo, proporcionando uma selecdo mais
precisa dos parametros para a série temporal em questdo. Segundo estes critérios seleciona-se o modelo

que apresentar menores valores de AIC ou BIC.
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3.6.3 Analise dos residuos

A analise dos residuos permite avaliar a qualidade do ajuste de um modelo e identificar observacoes
que ndo sdo bem explicadas pelo modelo. E esperado que um bom modelo, em termos de qualidade
de ajuste, produza residuos com um comportamento semelhante ao de um ruido branco no caso de
modelos de regressao linear e residuos padronizados no caso de MEE. Isso significa que eles devem
satisfazer os pressupostos de média zero, variancia constante e auséncia de correlacao. Além disso, &
importante verificar se os residuos seguem uma distribuicdo aproximadamente Normal. Essa condicéo
€ necessaria para a construcao de intervalos de previsdo e para verificar as expressdes previamente
obtidas para estimadores de maxima verosimilhanca e Bootstrap. Daqui em diante, sempre que séo
mencionados os residuos, estdo a ser referidos os residuos no caso de modelos de regressao linear e os

residuos padronizados no caso dos MEE.
* Normalidade

A analise da suposicdo de normalidade dos residuos pode ser realizada por meio de representacoes
graficas, como o histograma, que deve assemelhar-se ao comportamento da funcao densidade de uma
distribuicado Normal, e o0 QQ-plot, que relaciona os quantis de uma amostra com os quantis tedricos de uma
distribuicao Normal, no caso deste ser um dos pressupostos do modelo. No QQ-plot, os pontos devem
estar proximos de uma linha reta, o que permite visualizar desvios da normalidade. Além da analise
grafica, a normalidade dos residuos pode ser verificada por meio de testes estatisticos, como o teste de
Shapiro-Wilk, mais adequado para amostras de pequenas dimensdes (com menos de 30 observacoes),

e o0 teste de Kolmogorov-Smirnov.
* Nao correlacao

Assim como na avaliacdo da normalidade, a analise da ndo correlacao dos residuos pode ser realizada por
meio de inspecao grafica usando a funcao de autocorrelacao (FAC) e a funcéo de autocorrelacao parcial
(FACP) das amostras. A estrutura de correlacao dessas funcdes deve-se assemelhar a de um ruido branco,
com autocorrelacdes que sejam estatisticamente proximas de zero, mantendo-se dentro dos limites do
intervalo +1,96 v/n. Além disso, a avaliagio do comportamento dos residuos pode ser feita usando
testes estatisticos, como o teste de Ljung-Box. Este teste verifica se as primeiras k autocorrelacoes sao
conjuntamente nulas. A estatistica de teste Q ¢ calculada da seguinte forma,
i

Q=n(n+2)) =,

i=1

(3.78)
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em que Q ~ )(i_p, onde 1 representa o numero de observacgdes, p 0 numero de parametros a serem
estimados e k corresponde ao numero de autocorrelacoes testadas. Avalia-se a hipotese nula Hy: "Os
erros nao sdo correlacionados”. No trabalho Hassani & Yeganegi (2020) é sugerido que k = 10 para
dados sem uma componente sazonal e k = 2m para dados com uma componente sazonal, em que m

corresponde ao periodo sazonal.
¢ Média nula e variancia constante

Além das duas condicoes previamente mencionadas que os residuos devem atender, estes também
devem possuir média nula e variancia constante, ou seja, devem exibir homocedasticidade. Para testar
se a média dos residuos é igual a zero, pode-se usar o teste t para a média. E importante observar que
este teste so pode ser aplicado se os pressupostos de normalidade tiverem sido confirmados. No entanto,
se a distribuicdo dos residuos for aproximadamente simétrica e a amostra tiver mais de 20 observacoes,
entao o teste t pode ser aplicado de forma satisfatoria. Para verificar a condicdo de homocedasticidade,

é possivel realizar uma analise grafica observando a representacao dos residuos ao longo do tempo.
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4 Analise e modelacao de dados econémicos

4.1 Dados economicos

O indice ISM Manufacturing ¢ um indice de gestdo de compras que mede a atividade da producéo
industrial dos EUA. E composto por uma sondagem realizada a gestores de compras de empresas de
fabricacao (industria de producao) por todo o pais.

As empresas sao divididas em 18 categorias diferentes, alimentos e bebidas, produtos quimicos,
maquinas, equipamentos de transporte, entre outros. Em resumo, os dados provenientes do ISM
Manufacturing (em particular o PMI) permite realizar uma avaliacdo abrangente do desempenho da
industria de fabrico dos EUA.

A base de dados nomeada de “ISM” tem 785 observacdes, com os valores do ISM mensal e as suas
respetivas datas. O registo do valor do indice esta disponivel desde janeiro de 1957 até maio de 2022
(ndo havendo até ao inicio da investigacao acesso a novos valores). Os valores sdo apresentados com

um periodicidade mensal.

4.2 Analise exploratdria dos dados

O primeiro passo foi construir uma série temporal com os valores do indice do ISM. A série comeca em
janeiro de 1975 e acaba em maio de 2022 com um horizonte temporal de 12 meses e 569
observacoes. As observacoes anteriores a este ano nao sao consideradas porque nao refletem
corretamente o comportamento da industria de producdo dos EUA, o que poderia dificultar o ajuste de
um modelo aos dados. Na Figura 3 esta representada a série temporal dos valores do indice ISM.

A linha vermelha no grafico assinala o valor 52,90, o valor médio, sendo que essa observacao
permite determinar que nos ultimos 48 anos a atividade industrial dos EUA tem expandindo apesar de
ser visivel ciclos em que a industria contrai, face ao més anterior, durante determinados periodos para
valores abaixo de 40. Estes periodos, de modo geral, representam meses em que a economia
americana enfrentou periodos de regressao economica. Com a visualizacao do grafico, observa-se que a
série ndo é estacionaria em variancia. Existem diversas variacdes por toda a série, mais notoriamente

na década de 1980, entre 2007 e 2010, como também entre 2019 e 2022.
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Figura 3: Série Temporal do indice ISM de 197 a 2022

Tabela 4: Estatisticas descritivas da série do indice ISM

Min.: 1°Q.: Mediana: Meédia: 3°Q.: Max.: Desvio Padrao
29,4 49,5 52,9 52,27 56,4 69,9 6,12

0 valor minimo de 29,40 em abril de 1980 reflete um periodo em que a economia ja se encontrava
em recessdo, nessa década a taxa de desemprego era cerca de 7,5% (Tabela 4). Tanto a recessao
de 1980 como as recessdes de 1981-82 foram desencadeadas por uma politica monetaria restritiva
na tentativa de combater a crescente inflacdo. Durante as décadas de 1960 e 1970, economistas e
responsaveis politicos acreditavam que poderiam reduzir o desemprego através de uma maior inflacao,

numa troca conhecida como Philips curve®. Esta estratégia afetou severamente as empresas industriais

8A curva de Phillips é um conceito econdmico que demonstra a suposta relacdo inversa entre a taxa de desemprego e a
taxa de inflacdo numa economia. De acordo com esta teoria, quando o desemprego é baixo, a inflacdo tende a aumentar, e

quando o desemprego ¢ elevado, a inflacdo tende a diminuir
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norte americanas, Goodfriend & King (2005). Ja o valor méaximo observado de 69,90 ¢ obtido apos a

recuperacao da recessao mencionada.
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Figura 4. Decomposicédo da Série Temporal ISM

O grafico da Figura 4 foi elaborado com o proposito de apresentar a série decomposta através das
componentes da sazonalidade (seasonal), tendéncia (frend), e irregular (random). Da analise grafica
verifica-se que a componente sazonal varia aproximadamente entre —0,4 e 0,3, enquanto que a
componente da tendéncia aproximadamente entre 35 e 65, evidenciando que a componente sazonal
obtida por este procedimento tem valores de uma ordem de grandeza menor que a componente da
tendéncia. A representacdo grafica da componente da tendéncia ndo evidencia um padrdo claro que
seja identificado pela inspecao visual. Contudo, serd de explorar a existéncia de uma tendéncia linear
estatisticamente significativa através, por exemplo, de modelos lineares, uma vez que a economia

americana esta em constante crescimento Sachs & Warner (1997).

Atendendo ao diagrama em caixa de bigodes e ao histograma na Figura 5 podemos concluir que os
valores observados deste indice estdo compreendidos entre 0 minimo 29,40 e 0 maximo 69, 90. Ha um
numero significativo de observacdes representadas como outliers (32 observacdes), ndo tendo qualquer
significado concreto neste contexto por este representar valores de uma série temporal. Contudo, e
apenas numa perspetiva econémica, esta representacao permite evidenciar a existéncia de observacoes

gue sendo inferiores a 40, indica, segundo os economistas, uma recessdo economica, Goodfriend & King
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(2005) e Bognanni & Young (2018).
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Figura 5: Histograma e diagrama em caixa de bigodes da Série Temporal do indice ISM.

4.3 Modelacao

Apos a analise exploratoria dos dados foram observadas determinadas caracteristicas que tém de ser
consideradas no processo de modelacao. Através do grafico da Figura 4 observa-se que ha uma eventual
tendéncia, embora reduzida. Apesar de ndo se observar uma sazonalidade significativa o facto de os dados
serem de natureza econdmica pode colocar-se a hipotese de que haja ciclos ou sazonalidade. Perante
as caracteristicas dos dados serao considerados os varios modelos descritos anteriormente. As 569
observacdes foram divididas em duas séries, uma série de treino com 552 observacdes para identificar
e estimar modelos, e uma outra série de teste com as ultimas 17 observacdes (meses) para avaliar a

qualidade de previsao dos modelos.

4.3.1 Modelos de regressao linear simples

0 modelo de regressao linear simples ¢ uma forma de estabelecer uma relacao linear entre uma variavel
independente (ou explicativa) e uma variavel dependente (ou resposta). Neste contexto, 0 modelo de
regressao linear simples é utilizado para ajustar uma funcao afim aos dados que represente a tendéncia
subjacente. Além disso, sera efetuada uma tentativa para modelar a sazonalidade, com um periodo de

12 meses, a fim de determinar se essa componente é estatisticamente significativa ou nao.
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a) Tendéncia

Foi considerado um modelo de regressao linear simples (RLS) (o Modelo a)). Foi decidido ajustar um
modelo com tendéncia. Para este modelo Y; representa os valores do indice ISM ao longo dos meses
(1975 a 2022), tempo; € variavel explicativa, By € a intersecéo da reta com o eixo vertical e f; € o

coeficiente de regressao. A Tabela 5 representa um sumario do modelo.

Tabela 5: Sumario do Modelo de Regressao Linear com variavel Tempo

Coeficientes Po tempo
Valor de prova 2x 1071 0,0046
Estimativa 50,8679 0,0045
Erro de padrao 0,5053 0,0016

Variancia Residual 5,98
EQM 35,0150

Observa-se na Tabela 5 que o coeficiente da variavel tempo; € estatisticamente significativo. Logo a
série apresenta uma tendéncia crescente fraca (0, 0045). Também através do grafico da Figura 6 observa-
se, de facto, uma tendéncia crescente ao longo dos anos, embora fraca. O modelo de regressao linear
ajustado na Figura 6 indica que essa tendéncia deve ser considerada. Para melhor avaliar o ajustamento

do modelo é necessario uma analise aos residuos deste.
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Figura 6: Modelo RLS com Tendéncia
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Figura 7: Histograma, diagrama de caixa de bigodes, FAC e FACP do modelo RLS com Tendéncia

Procede-se a uma analise dos residuos deste modelo através de graficos e alguns testes estatisticos.
0 histograma na Figura 7 indica que os residuos nao apresentam um comportamento semelhante ao de
um processo de ruido branco. Os testes a normalidade de Shapiro-Wilk e Kolmogorov-Smirnov rejeitaram
a hipotese nula da normalidade dos residuos. A analise realizada aos graficos da FAC e FACP revela que
os residuos apresentam, ainda, uma estrutura de correlacdo temporal compativel, eventualmente com

um processo autorregressivo de ordem superior a um.

b) Sazonalidade

A série de treino do ISM s&o de natureza econémica, uma vez que mede o desempenho da industria
transformadora norte americana, o que permite concluir que, em principio, podera haver sazonalidade
ou uma componente ciclica. Observando o grafico da Figura 4 verifica-se que a componente sazonal é
extremamente reduzida. Para avaliar a significancia da componente sazonal ajustou-se um modelo com
um conjunto de variaveis explicativas indicatrizes, para 11 meses, o coeficiente independente, a variavel
independente tempo (uma vez que ja se verificou que ha tendéncia) e a variavel resposta a série ISM. As

variaveis indicatrizes sdo também consideradas variaveis dummies, ou mudas®.

Variaveis dummy s&o variaveis binarias criadas para representar as categorias de uma variavel categorica. Para uma

variavel categorica com n categorias distintas, normalmente séo criadas n — 1 varidveis dummy. 1sso ocorre porque uma
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O modelo de regressao linear multipla contempla o termo independente fo, a variavel tempo, t =
1,2,...,n, 11 varidveis mudas, d;;, comi = 1,...,11, que correspondem a variaveis indicatrizes de

janeiro até novembro e o erro aleatorio

11
Yy =po+ Z Bid:i + €.
i=1

Criar um modelo com variaveis indicatrizes ¢ uma técnica usada na modelacéo estatistica para representar
variaveis categoricas como variaveis binarias (0 e 1) num modelo de regressado. Variaveis categoricas
representam caracteristicas qualitativas que ndo possuem uma relacdo numérica ou ordem entre os seus
valores. Para incorporar variaveis categdricas num modelo de regressao ou preditivo, estas precisam de
ser transformadas num formato numeérico que possa ser interpretado pelo modelo. As variaveis mudas,
para este caso é pertinente uma vez que os dados sao mensais, ou seja, é criada uma variavel muda

para cada més com o proposito de se verificar se ha sazonalidade e em que més.

Tabela 6: Sumario do modelo de regressdo com coeficientes sazonais e variavel tempo

Estimativas Erro Padrdo  Valort Valor de prova

Constante 50,6512 0,9782 51,78 2 x 1071

tempo 0,0064 0,0015 4,18 3,45x10°
d_1 -0,5033 1,2290 -0,41 0,6823
d_2 —-0,0347 1,2290 -0,03 0,9775
d_3 -0, 3598 1,2290 -0,29 0,7698
d_4 -0, 5662 1,2290 -0,46 0,6452
d_b —-0,5434 1,2290 -0,44 0,6585
d_6 -0, 0894 1,2354 -0,07 0,9424
d_7 -0, 0511 1,2354 -0,04 0,9670
d_8 0,2808 1,2354 0,23 0,8203
d_9 0,1213 1,2354 0,10 0,9218
d_10 0,1362 1,2354 0,11 0,9123
d_11 0,0234 1,2354 0,02 0,9849

A Tabela 6 representa as estimativas e os respetivos valores de prova relativos aos parametros

estimados. Para um nivel de significancia de 5% apenas o termo independente e o coeficiente

categoria ¢ utilizado como referéncia, e as demais categorias sao representadas pelas varidveis dummy.
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associado a variavel tempo é que tém valores de prova inferiores a 0,05, o que significa que os
coeficientes sazonais ndo sao estatisticamente significativos, quando considerada a sazonalidade anual
com os 12 meses. Assim, a modelacdo através dos modelos lineares sera considerada através do

modelo de regressao linear simples ajustado anteriormente.

4.3.2 Modelos SARIMA - metodologia Box-Jenkins

Os modelos SARIMA sado uma classe de modelos importante na analise e modelacdo de fendémenos que
envolvem incerteza e aleatoriedade. Neste tipo de modelos, o foco € a captura da variabilidade e flutuacoes
inerentes aos dados, reconhecendo que nem todos os fendmenos podem ser descritos pelos modelos de
regressao linear.

Para a modelacdo através dos modelos SARIMA foi optada a metodologia de Box-Jenkins. Esta
abordagem tem por objetivo identificar o melhor modelo ARMA(p,q), ARIMA(p,d,q) ou
SARIMA(p,d, q)(P, D, Q) de ajustamento a uma série temporal. A metodologia segue um processo

iterativo de trés fases,
¢ 1. Identificacdo do modelo,
e 2. Estimacao do modelo,
¢ 3. Validacdo do modelo.

A série temporal é dividida numa série de treino e noutra série designada de teste, esta ultima com o
propésito de validar o modelo e realizar comparacdes para as previsdes de uma forma independente da
fase do ajustamento e da estimacao dos parametros que ocorrem com a série de treino. Na identificacdo
do modelo, a metodologia comeca por testar se a série é estacionaria e verificar se existe sazonalidade.
Os graficos das funcdes de autocorrelacao e autocorrelacédo parcial séo boas ferramentas para esta fase,
além da aplicacédo de testes estatisticos.

Dos graficos da FAC e da FACP da série temporal do indice ISM (Figura 8) conclui-se que a primeira
funcao tem um decaimento lento para zero e a segunda indica a presenca de uma estrutura
autorregressiva. Assim, varios modelos terdao de ser ajustados e avaliados quanto a qualidade do

respetivo ajustamento.
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Figura 8: FAC e FACP da série temporal do indice ISM.

a) Modelo ARIMA

Foram ajustados modelos com e sem sazonalidade, como foi mencionado na Seccao 4.3.1. O primeiro
passo foi ajustar um modelo ARMA aos residuos do modelo com a tendéncia e foi testado com
parametros autorregressivos de ordem 1, 2, e 3. No entanto, concluiu-se que estes modelos nao eram

adequados. Nos modelos ARIMA néo esta presente a componente sazonal, e representam-se por,
Y; ~ ARIMA(p =?,d =?,q =?).

Define-se Y; como um processo autorregressivo e de médias moveis integrado ARIMA(p, q, d) quando
assume uma expressao

,(B)V?Y; = ©,(B)¢;. (4.79)

Para tal V'Y, = (1 — B)*Y,, comd > 1, é a série estacionaria depois de diferenciada d vezes,
D, Dy, D3, ... representam os parametros autorregressivos, 61, 85, O3, ... sdo os parametros de médias
moveis, @,(B) e @,(B) sdo os polindmios autorregressivos e de médias moveis regulares.

A metodologia de Box-Jenkins exige o ajustamento de diversos modelos até ser descoberto o melhor
processo para um modelo ARIMA. O critério da escolha dos modelos foi pelo menor valor médio
quadratico, pelo critério AIC, pela qualidade da previsdo e exigindo que os parametros do modelos

sejam estatisticamente significativos.
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As Tabelas 7, 8 e 9 representam trés modelos diferentes ajustados através da metodologia de Box-
Jenkins. Ao Modelol ¢ ajustado um processo ARMA com uma componente autorregressiva de ordem
2 aos residuos do modelo com tendéncia. Ao Modelo2 foi ajustado & série do indice ISM um processo
autorregressivo e de médias moveis integrado sazonal (SARIMA) com horizonte temporal de 12 meses.
Ao Modelo3 ¢ ajustado a série do indice ISM um processo autorregressivo e médias moveis integrado.

Estes modelos definem-se da seguinte forma:

Modelol : (1 —1,0705B + 0,1409B%)Y, = ¢, (4.80)
Modelo2 : (1 —0,0539B — 0,1108B%)(1 + 0,1345B'> + 0,1478B*)(1 = B)Y; = &, (4.8])

Modelo3 : (1 —0,0898B — 0,1226B%)(1 — B)Y; = ¢;. (4.82)

Tabela 7: Estimativas dos parametros e respetivos erros padrao com critérios de avaliacao do Modelo
ARMA(2,0,0) para a série ISM.

Modelol = ARMA(2,0,0)

Coeficientes ¢1 03}
Estimativa 1,0705 -0, 1409
Erro de padréo 0,0423 0,0427

Variancia Residual 4,557

Log-verosimilhanca —-1204,14

Critério de informacao de Akaike (AIC)  2416,28
REQM 2,1393

EM 0,046652
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Tabela 8: Estimativas dos parametros e respetivos erros padrao com critérios de avaliacao do Modelo

SARIMA(2,1,0)(2,0,0)_[12] para a série ISM.

Modelo2 = SARIMA(2,1,0)(2,0,0)12

Coeficientes ¢1 03} D, D,
Estimativa 0,0539 0,1108 -0,1345 -0,1478
Erro de padréo 0,0437 0,0429 0,0456 0,045

Variancia Residual 4,431

Log-verosimilhanca —1168, 54
Critério de informacao de Akaike (AIC) 2347
REQM 2,1031
EM 0,0077

Tabela 9: Estimativas dos parametros e respetivos erros padrao com critérios de avaliacao do Modelo

ARIMA(2,1,0) para a série ISM.

Modelo3 = ARIMA(2,1,0)

Coeficientes P1 Oz
Estimativa 0,0898 0,1226
Erro de padrao 0,0424  0,0425
Variancia Residual 4,67
Log-verosimilhanca —-1206,43
Critério de informacdo de Akaike (AIC) 2418, 86
REQM 2,159
EM 0,0432

Os graficos das FAC e FACP (Figura 9) sugerem que existe sazonalidade. A diferenca entre o Modelo1
e Modelo2 para além da ordem de diferenciacéo (d), difere na componente sazonal. Contudo, pelo
erro quadratico médio e variancia residual, o Modelo2 é preferivel. Verifica-se ainda que o Critério de
Informacao de Akaike é maior no modelo mais simples (Modelo1l). O Modelo3 ¢ ajustado através de
um processo autorregressivo e de médias moveis integrado (ARIMA), com a auséncia da componente
sazonal e apresenta um AlC maior, um erro quadratico médio maior e um aumento no REQM. Atendendo

apenas a variancia residual, o Modelo2 seria 0 mais apropriado, no entanto cada um destes modelos tem
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vantagens e desvantagens dependendo do que é pretendido. Uma medida de comparacao necessaria

sdo as respetivas FAC e FACP.
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Figura 9: FAC e FACP dos Modelos 1,2 e 3

A andlise da Figura 9 indica a presenca de uma componente sazonal entre os lags 12 ou 13 e 24, com

a excecao do Modelo 2. Falta apenas realizar uma analise aos residuos de cada um destes modelos.
No ambito da validacdo dos modelos procedeu-se a analise dos residuos para a verificacao dos
pressupostos, incluindo a andlise dos graficos que permitem tirar conclusdes pertinentes sobre a

distribuicao dos erros, além das caracteristicas do processo de ruido branco.
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Figura 10: Histogramas, diagrama de caixa de bigodes e QQplots dos residuos

Os residuos dos trés modelos comportam-se de forma semelhante.
histogramas, observa-se que estes ndo apresentam uma distribuicdo semelhante a Normal. Este facto ¢
analisado através dos testes de hipoteses de Shapiro-Wilk e de Kolmogorov-Smirnov que rejeitam a

hipotese nula nos trés modelos, ou seja ha evidéncia estatistica para rejeitar a hipdtese de que os erros

tenham uma distribuicao Normal.

0O teste de correlacdo Ljung-Box é um teste estatistico que avalia se existe autocorrelacdo nos residuos
de um modelo de séries temporais. Este verifica se os residuos exibem algum padrao de dependéncia
temporal. Se os residuos forem independentes ao longo do tempo (hipotese nula), o teste ndo encontrara
evidéncias de autocorrelacao significativa. No entanto, se a autocorrelacdo for detetada, isso sugere que
0 modelo ndo captura completamente a estrutura temporal dos dados. O Modelo 1 e Modelo 3 rejeitam

a hipotese nula deste teste, no entanto o Modelo 2 nao rejeita. Foram considerados /ags de dimensao 26

Theoretical Quantiles
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para o0 Modelo 1 e Modelo3, e 24 para o Modelo 2.

Numa analise critica a metodologia Box-Jenkins, concluiu-se que o modelo mais adequado é o
Modelo2, no entanto ndo quer dizer que este seja o melhor modelo para descrever e realizar previsoes
da série em estudo. Embora seja uma abordagem util para modelar séries temporais, pode nao ser a
melhor escolha para este caso em especifico. Apesar da metodologia de Box-Jenkins ser uma
ferramenta poderosa para analise de séries temporais, esta ndao é uma solucao unica para todos os
casos. E necessario considerar a natureza dos dados e as caracteristicas especificas da série temporal

ao escolher a abordagem mais adequada para ajustar modelos e realizar previsoes.

4.3.3 Modelos de espaco de estados

Os modelos de espaco de estados sdo utilizados para representar sistemas dinamicos e suas relacdes
entre estados nao observados ao longo do tempo. Nestes modelos, as variaveis de interesse sao os
estados ndo observados, que representam a informacdo subjacente e ndo diretamente observavel, e as
observacdes, que sdo medidas disponiveis. Relembra-se o que ja foi definido anteriormente na Eq.(3.8)
e Eq.(3.9), agora na versao de um modelo univariado tanto relativamente ao estado como em relacao a

variavel observada:

Equacao de observacao,

Y =W +e,

Equacao de estados,

B: = PP + &x

Este modelo pode ser interpretado como um modelo linear sem termo independente, no qual a variavel
independente, W;, ¢ multiplicada por um coeficiente estocastico, e ndo deterministico como na regressédo
linear, ao qual designamos por ModeloT, parat = 1, ...,n, em que Y; € a variavel observada dos valores
registados pelo indice do ISM no més t, W, corresponde aos valores ajustados da tendéncia linear do
modelo de regressao ja ajustado, B; € o estado que representa um fator de correcéo/calibracao do nivel
da tendéncia W, , e o erro e; € uma variavel aleatdria que representa o erro aleatorio. No modelo que
sera adotado para esta série em particular vai-se considerar que o processo dos estados f3; segue um

processo AR(1) estacionario com média i,
Br= i+ PBra — ) + ér. (4.83)
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Assume-se que,

¢ O processo {ﬁt}t:1 _, € um processo autorregressivo estacionario de ordem 1, logo, {ﬁt}tzl ™
AR(D)elpl < 1;

2

1_¢2;

* O processo {B:},_, _, tem média igual a u, E(B;) = , e variancia var(B:) =

* ¢; corresponde ao erro aleatério de um processo de ruido branco, logo, E(e;) = 0 e E(eies) =0,

Vt,se{l,..,n},t+s;

e & corresponde ao erro aleatorio de um processo de ruido branco, logo E(e;) = 0 e E(e;e5) = 0,

Vt,se{l,..,n},t+s;
e Os erros e; e &; nao sao correlacionados, logo E(e;e;) = 0,Vt,s € {1, ...,n},t #s.

Considerase ©® = {0, pu, o?,ag} 0 conjunto dos parametros desconhecidos do modelo que
correspondem respetivamente ao coeficiente autorregressivo, ao valor médio dos estados e as
variancias dos erros das equacdes de observacao e de estado, respetivamente. Adicionalmente,
poder-se-a assumir que ambos os erros seguem uma distribuicdo Normal. Com o pressuposto da
normalidade pode recorrer-se ao método da maxima verosimilhanca gaussiana da Seccdo 3.4.1 para
estimar os parametros desconhecidos. Para implementar o método numérico necessario a obtencao
das estimativas de maxima verosimilhanca sao necessarios valores iniciais para 0s parametros para
inicializar o processo iterativo. Este conjunto de valores iniciais é crucial, uma vez que pode condicionar
a convergéncia do processo numerico.

O procedimento de estimacdo pela maxima verosimilhanca visa encontrar os valores dos
parametros que maximizam a probabilidade de observar os dados. Isso é alcancado através da
otimizacao iterativa, ajustando os parametros para melhor se adequarem aos dados observados. Os
valores iniciais dos parametros desempenham um papel fundamental nesse processo, uma vez que
determinam o ponto de partida da otimizacdo. Se os valores iniciais dos parametros forem bem
escolhidos e estiverem proximos dos valores reais, 0 processo de otimizacdo tende a convergir para as
estimativas de maxima verosimilhanca dos parametros. No entanto, se os valores iniciais estiverem
longe dos valores reais, o processo de otimizacao pode nao convergir ou produzir estimativas as quais

nao correspondem o maximo global da funcao de log-verosimilhanca.
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Tabela 10: Estimativas pela maxima verosimilhanca

A

o) 1 2 62 | LogVerosimilhanca

Estimativa 0,9224 | 1,0118 | 0,0016 0 —700,5805
Erro de Padrao | 0,0154 | 0,0228 | 0,0001 | 0,1890

Apds o ajustamento do modelo com as estimativas de maxima verosimilhanca obtidas (Tabela 10),
foram calculadas as inovacdes padronizadas, Eq.(3.66), para a necessaria analise da verificacdo dos
pressupostos. A Figura 11 representa o histograma e o QQ-plot das inovacdes padronizadas obtidas no

ajustamento do modelo a série de treino.
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Figura 11: Histograma e QQ-plot das inovacdes padronizadas

A partir destes graficos podemos concluir que as inovacdes padronizadas ndo apresentam um
comportamento compativel com uma distribuicdo Normal, o que, neste caso, significa a nao verificacdo
do pressuposto da normalidade assumida na estimacao pela maxima verosimilhanca. As inovacoes
padronizadas tém uma média de —0, 0019 sendo que o seu primeiro quartil ¢ Q; = —0,5327 e
terceiro Q3 = 0,5713. Uma andlise ao diagrama de caixa de bigodes e ao grafico da série das
inovacdes padronizadas, Figura 12, verifica-se que existem outliers, com valores extremos de —4, 3207
e 4,3558. A Tabela 11 representa os resultados obtidos dos testes da normalidade de Shapiro-Wilk e

Kolmogorov-Smirnov, bem como os testes a correlacdo Ljung-Box e Box-Pierce.
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Tabela 11: valores de prova dos testes estatisticos a normalidade e correlacdo a série das inovacoes

padronizadas

Teste valores de prova | Hipotese Nula
Shaprio-Wilk 3,052 x 107" | Rejeitada
Kolmogorov-Smirnov | 0,02283 Rejeitada
Ljung-Box 5,303 X 107% | Rejeitada
Box-Pierce 1,585 x 107% | Rejeitada
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Figura 12: Diagrama de caixa de bigodes e grafico das inovacdes padronizadas

Na Tabela 12 estao representadas as medidas de avaliacdo relativas as previsées a 1 passo, Y1,

do indice do ISM no periodo de teste.
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Tabela 12: Medidas de Avaliacdo para Yy;_1

Medidas de Avaliacdo | Valores
EM 0,0358
EQM 2,3042
EAM 1,6016
EPM 0,0668
EPAM 3,1689

Compara-se Yy;—1 com a série de treino através de um grafico e uma analise as estimativas.

I1SM

Figura 13: Previsdes a 1 passo do indice do ISM no periodo de treino e os respetivos intervalos de

confian¢a a 95%, Yy;—1 — vermelho; Y; - preto.

Conforme a Tabela 12 e o grafico da Figura 13, o modelo apresenta uma boa capacidade de descrever
o comportamento dos dados, observa-se ainda que os intervalos de confianca captam corretamente toda
a evolucdo da série, uma vez que a taxa de cobertura destes intervalos é de 95%.

Contudo, apesar do bom ajustamento do modelo de espaco de estados com as estimativas de maxima
verosimilhanca, o pressuposto da normalidade das inovacoes foi rejeitado. Por isso, consideram-se os
estimadores independentes da distribuicdo de base para obterem-se estimativas sem esse pressuposto.
No entanto, ndo sao conhecidas as distribuicdes desses estimadores pelo que os respetivos intervalos de

confianca serao obtidos através da metodologia Bootstrap. A justificacdo para esta escolha reside no facto
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de que a estimacao pela maxima verosimilhanca encontrou desafios relacionados com os pressupostos
subjacentes ao modelo.

Consequentemente, e em face destes desafios, optou-se por recorrer a estimacdo nao-paramétrica
(Costa, 2006) apoiada pelo método de Bootstrap. Esta abordagem permite contornar as limitacoes
associadas a estimacao paramétrica pela maxima verosimilhanca, uma vez que nao se baseia na
imposicao de pressupostos especificos sobre a distribuicao dos erros (Costa, 2006). Em vez disso, a
estimacdo nao paramétrica complementada pelo método de Bootstrap ¢ mais flexivel e capaz de

fornecer estimativas robustas, mesmo quando os pressupostos paramétricos ndo sdo atendidos.

Tabela 13: Estimativas pela estimacdo nao-paramétrica para os parametros do modelo de espaco de

estados

6 | o [ e s
Estimativa | 0,8998 | 1,0013 | 0,0019 | O

As estimativas nao paramétricas sao semelhantes as estimadas pela maxima verosimilhanca (Tabela
13). A estimativa 0}2 obtida nao pertence ao espaco do parametro o que é concordante com a estimativa
de maxima verosimilhanca ser zero para esta variancia. Neste sentido, sera considerado para o resto da
abordagem que a estimativa nao-paramétrica € igual a zero.

No ambito da investigacao, optou-se por utilizar a estimacao nao paramétrica, seguida da aplicacao do
filtro de Kalman. Apds a aplicacdo do filtro de Kalman, foram obtidas as estimativas dos estados no tempo
atual, representadas por ﬁt|t_1, as previsdes dos valores observados no tempo atual, representadas por
Yﬂt_l, e as inovacdes do modelo, que foram padronizadas. Com base nas estimativas dos ﬁﬂt_l, }?ﬂt_l
e inovacdes, procedeu-se a implementacao de uma estratégia de Bootstrap com reamostragem.

A aplicacdo do Bootstrap envolveu a geracdo de 1000 amostras aleatorias simples com reposicao das
inovacdes padronizadas, a partir das quais obtiveram-se 1000 séries temporais Y;. A cada nova série
Bootstrap sao estimados os parametros através dos estimadores nao paramétricos. Apds a execucao do
Bootstrap, foram obtidas 1000 estimativas para cada um dos parametros ci), i, 65. Com base nesse
conjunto de estimativas, é possivel calcular e construir intervalos de confianca de confianca Bootstrap para
o nivel de confianca pretendido. Nas Figuras 14, 15 e 16 encontram-se representadas as distribuicoes
das estimativas Bootstrap destes parametros. Na Tabela 14 apresentam-se as medidas descritivas para

as estimativas Bootstrap.
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Figura 15: Histograma, diagrama de caixa de bigodes e grafico das estimativas Bootstrap para (f)
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Tabela 14: Estatisticas descritivas das estimativas Bootstrap

Min. 1°Q. | Mediana | Média 3°Q. Max. Variancia
f|0,8850 | 0,9887 | 1,0008 | 1,0013 | 1,0137 | 1,1204 0,0004
qB 0,7255 | 0,8790 | 0,9038 | 0,8998 | 0,9293 | 0,9789 0,0016
62 | 0,0009 | 0,0016 | 0,0019 | 0,0019 | 0,0021 | 0,0036 | 1,414 x 1077

Tabela 15: Teste da Normalidade das estimativas Bootstrap

A

Teste Shapiro-Wilk [l o) o2
valores de prova 1,262 x 10718 2,2 x 107 0,04602
Hipotese Nula Rejeita Rejeita Rejeita

Teste Kolmogorov-Smirnov

valores de prova 0,0046 0,0049 0,9315

Hipdtese Nula Rejeita Rejeita Nao Rejeita
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Para além do teste de Kolmogorov-Smirnov ndo rejeitar a hipdtese nula da normalidade para a
distribuicao das estimativas obtidas a partir da abordagem Bootstrap para 6'%, 0 valor de prova do teste
de Shapiro-Wilk esta proximo dos 5% (Tabela 15). Os restantes testes a normalidade para os outros
parametros rejeitam a normalidade a um nivel de significancia de 5%. Neste caso especifico, a hipdtese
da normalidade da distribuicdo do estimador da variancia do erro na equacdo dos estados nao foi
rejeitada. Estes resultados sugerem que os estimadores nao-paramétricos, mesmo em séries temporais
de dimensao consideravel, nao tém distribuicées Normais por amostragem, ou que, a convergéncia
assintotica para a Normal, caso exista, € muito lenta.

Apos a execucdo da abordagem Bootstrap, foram obtidas 1000 estimativas para cada parametro,
como ja foi referido. Com base nesse conjunto de estimativas, calculou-se os quantis Bootstrap de 2, 5%
e 97,5% para que se construam os respetivos intervalos de confianca Bootstrap a 95% (Tabela 16) e
considera-se a média dos valores dos parametros nas 1000 réplicas como os valores estimados. Esse
procedimento permitiu avaliar a incerteza das estimativas nao-paramétricas e fazerem-se comparacoes

com 0s respetivos valores de estimacao de maxima verosimilhanca.

Tabela 16: Intervalos de confianca e erros-padrdo para a estimacdo paramétrica e estimacdo nao

paramétrica
Maxima verosimilhanga N&o Paramétrica
Estimativas erros-padrao  Lim. Inf. Lim. Sup. Estimativas Quantil 2,5% Quantil 97,5%  Erros-padrao
g | 1,0017 0,0251 0,9525 11,0509 1,0013 0,9505 1,0572 0,0278
¢ |0,93003 0,0159 0,8989 0,9612  0,8998 0,8105 0,9698 0,0418
6% | 0,0016 0,0001 0,0383 0,0431 0,0019 0,0012 0,0027 0,0004
80

Tabela 17: Semi-amplitudes dos intervalos de confianca para os parametros obtidos pela maxima

verosimilhanca (MV) e pelos estimadores nao-paramétricos com Bootstrap

Parametros Limite-inferior  Limite-superior
f 0,0492 0,0533
0 0,0312 0,0796
g 0,0024 0,0008

Da analise dos resultados podemos concluir que ambos os métodos de estimacdo apresentam
estimativas pontuais dos parametros muito semelhantes. No entanto, a diferenca mais significativa é

relativamente a 63, com estimacao pela maxima verosimilhanca a estimar esta variancia em cerca de
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15 vezes o valor da estimativa ndo-paramétrica.  Essa diferenca, embora clara, nao afeta
significativamente as conclusdes gerais da analise. A estimacao pela maxima verosimilhanca, embora
dependente de pressupostos sobre a distribuicdo dos erros, ainda ofereceu resultados interessantes do
ponto de vista da modelacédo, e as diferencas em relacdo a estimacao nao-paramétrica nao foram
significativas. Isso sugere que, apesar dos desafios observados nos pressupostos da estimacao pela
maxima verosimilhanca, este método continua sendo uma ferramenta robusta para a analise de
modelos de espaco de estados, pelo menos na aplicacao especifica deste estudo.

A abordagem nao paramétrica, por sua vez, permitiu contornar as limitacbes associadas ao
pressuposto da normalidade. No entanto, a discrepancia na estimativa de 6? em relacao a abordagem
pela maxima verosimilhanca destaca a necessidade de se considerar cuidadosamente a escolha da
abordagem de estimacao em funcao dos objetivos da analise e das caracteristicas dos dados.

Da Tabela 17 pode-se concluir que 0 método da maxima verosimilhanca produziu intervalos de
confianca com amplitudes inferiores aos estimadores nao-paramétricos, com a excecao da estimacao da
variancia og. A principal consequéncia da diferenca das estimativas da variancia de estado pela maxima
verosimilhanca e pelo estimador nao-paramétrico sera observada através da amplitude dos intervalos de
confianca para as previsdes a 1 passo para o indice do ISM, sem prejuizo na taxa de cobertura.

Em ultima analise, destaca-se a importancia de avaliar a adequacao das abordagens de estimacao
em relacao aos pressupostos e objetivos especificos do estudo. A escolha entre a estimacao pela maxima
verosimilhanca e a estimacdo nao parameétrica com Bootstrap deve ser feita com base numa compreensao

aprofundada das limitacdes e vantagens de cada método e nas nuances do problema em analise.

4.3.4 Previsoes

Neste seccao apresenta-se a obtencao de previsdes num contexto de modelacao estatistica, centrando-se
nos trés modelos ajustados. O periodo para qual se pretende obter as previsdes a 1 passo corresponde
a série de teste, isto &, estende-se desde janeiro de 2021 até maio de 2022, compreendendo um total
de 17 observacdes.

As previsdes serao obtidas por meio dos trés modelos diferentes: um modelo SARIMA (Modelo2
da Tabela 8), um modelo de espaco de estados cujos parametros foram estimados utilizando a maxima
verosimilhanca (Tabela 10) e um segundo modelo de espaco de estados, no qual os parametros foram
estimados através de um método nao paramétrico complementado pelo uso de Bootstrap para estimar
0s erros padrdo e os intervalos de confianca (Tabela 13). Uma caracteristica relevante deste estudo é a

consideracdo de intervalos de confianca a 95% para as previsdes a 1 passo obtidas a partir de cada um
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dos modelos. Esses intervalos de confianca fornecem uma medida da incerteza associada as previsdes
e sao fundamentais para avaliar os resultados.

As previsdes serao avaliadas com base em medidas de avaliacdo amplamente conhecidas e ja
referidas, em particular a Raiz do Erro Quadratico Médio (REQM). Essas medidas de avaliacao séo
essenciais para a comparacdo do desempenho dos modelos, permitindo a identificacdo daquele que

melhor se ajusta aos dados e proporciona previsdes mais precisas.
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Figura 17: Grafico com as previsdes para 17 meses do Modelo2 e os respetivos intervalos de confianca
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Figura 18: Grafico com as previsdes para 17 meses do Modelo de espaco de estados (ModeloMV) com

estimadores paramétricos e os respetivos intervalos de confianca
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Figura 19: Grafico com as previsdes para 17 meses do Modelo de espaco de estados (ModeloNP)com

estimadores nao paramétricos e os respetivos intervalos de confianca

Tabela 18: Erro quadratico médio e raiz do erro quadratico médio das previsdes dos 3 modelos e do

modelo de RLS.

Modelos EQOM REQM

ModeloMV  3,0957 1,7594
ModeloNP  3,1495 1,7747
Modelo2 4,4802 2,1167
RLS 42,9779 6,5557

Nas Tabelas 18 e 19 complementadas pela analise dos graficos nas Figuras 17, 18 e 19, encontra-
se a informacao para comparar a qualidade de previsao dos trés modelos. A Tabela 5 apresenta o RLS,
uma vez que ele representa a tendéncia ajustada aos dados por meio de um modelo de regressao linear.
Estes valores foram utilizados para ajustar os dois modelos de espaco de estados. Presta-se atencao aos
valores do EQM e REQM, sendo que o modelo que prevé com maior precisao € o modelo de espaco de
estados cujos parametros foram estimados pela maxima verosimilhanca. No entanto, também se pode
considerar o ModeloNP, uma vez que a diferenca entre as medidas nao é significativa. Ja as previsoes
do Modelo2 apresentam um erro quadratico médio e uma raiz do erro quadratico médio maiores.

Para além dos erros do ModeloMV serem menores, ao analisar a amplitude dos intervalos de
confianca na Tabela 19, verifica-se que a um nivel de confianca de 95%, existe uma pequena diferenca
entre os limites (grafico da Figura 18), com uma média de 4,2592. Este valor reforca a qualidade das

previsdes a um passo deste modelo. Por outro lado, no ModeloNP, a amplitude é semelhante (grafico
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da Figura 19), com uma média da amplitude dos intervalos de confianca de 4, 5616, o que é aceitavel. A
taxa de cobertura dos intervalos de confianca para os 3 modelos € de 94,1177%, o que quer dizer que
apenas um valor previstos a 1 passo nao é observado dentro dos limites dos intervalos de confianca.

Na analise do Modelo2, a amplitude dos intervalos comporta-se de forma semelhante & dos outros
modelos, no entanto € o modelo com a menor diferenca entre os limites, com uma média de 4,1742
(grafico da Figura 17). Para os meses entre marco, abril e maio de 2021, ha uma sobrestimacdo dos
valores de previsdo comparando com os outros dois modelos e a série original, mas nos meses
seguintes, a qualidade das previsdes sao aceitaveis, com uma ligeira sobrestimacdo para 0s meses
entre marco e maio de 2022 (entre as observacdes 15 e 17, grafico da Figura 20). Com base nesta
andlise, conclui-se que o modelo que produz previsdes de maior qualidade ¢ o ModeloMV. E
igualmente importante analisar os erros de W;, uma vez que ¢ através deles que os modelos de espaco
de estados sdo ajustados. Com um valor considerado elevado de 42,9779, verifica-se que a tendéncia
nao segue corretamente os valores dos dados reais. Isso prejudica a qualidade das previsdes dos MEE,
uma vez que o modelo de regressao linear ndo é suficiente para captar o comportamento dos dados.
Em resumo, o Modelo2 proporcionou a estimacao intervalar das previsdoes com menores amplitudes,

mas o ModeloMV e ModeloNP proporcionaram as previsdes com maior precisao.
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Figura 20: Grafico com as previsdes para 17 meses dos 3 Modelos e série observada
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Tabela 19: Amplitude dos intervalos de confianca das previsées para 0s 3 modelos

Meses previstos ModeloMV  ModeloNP  Modelo2
janeior-2021 4,2564 4,5585 4,1676
fevereiro-2021 | 4,2567 4,5589 4,1648

marco-2021 4,2571 4,5593 4,1626
abril-2021 4,2575 4,5597 4,1718
maio-2021 4,2578 4,56 4,1940
junho-2021 4,2582 4,5604 4,1903
julho-2021 4,2585 4,5608 4,1872
agosto-2021 4,2589 4,5612 4,1841
setembro-2021 | 4,2592 4,5616 4,1807
outobro-2021 4,2596 4,562 4,1782
novembro-2021 | 4,26 4,5623 4,1744
dezembro-2021 | 4,2603 4,5627 4,1707

janeiro-2022 4,2607 4,5631 4,1705
fevereiro-2022 | 4,2610 4,5635 4,1673
marco-2022 4,2614 4,5639 4,1653
abril-2022 4,2618 4,5643 4,1627
maio-2022 4,2621 4,5647 4,1686
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5 Conclusao

Esta dissertacao teve como principal objetivo contribuir para a analise e previsao de séries temporais,
adotando uma abordagem baseada em modelos de espaco de estados, com foco na base de dados do
indice ISM. Uma das etapas cruciais na construcao de modelos de séries temporais envolve a estimacao
dos parametros destes, uma vez que essa estimacado é fundamental para a obtencdo de previsdes
precisas. Esta etapa € crucial para obter-se previsdes precisas sejam estas pontuais ou intervalares.

Neste contexto, consideraram-se abordagens diversas para a estimacao dos parametros de modelos
de espaco de estados. Inicialmente, recorreu-se ao método da maxima verosimilhanca, pressupondo
que tanto os erros de observacdo quanto os de estados seguem uma distribuicdo Normal. Contudo,
0s erros nao seguem uma distribuicdo Normal, optou-se entao por alternativas ndo paramétricas, como
os estimadores do tipo distribution-free como em Costa (2006). Nesse ambito, no trabalho obtiveram-se
estimativas robustas, incluindo os erros padrao e intervalos de confianca, aplicando a técnica de Bootstrap
(Stoffer & Wall, 1991) aos estimadores ndo paramétricos, conforme proposto por Costa (2006).

A base de dados estudada, Manufacturing PMI (indice do ISM), tem um carater econdmico e avalia
0 desempenho de varias industrias nos Estados Unidos da América, em intervalos mensais. Essa base
de dados desempenha um papel crucial para economistas e analistas de mercados financeiros, uma vez
que fornece indicadores de grande relevancia, sendo um dos primeiros indicadores disponibilizados no
inicio de cada més, Bognanni & Young (2018). Para obter-se as estimativas dos estimadores propostos
por Costa (2006), no ambito desta dissertacao desenvolveu-se uma funcéo especifica em linguagem R,
possibilitando a obtencéo das estimativas de parametros de modelos de espaco de estados, tanto no
contexto paramétrico pelo método da maxima verosimilhanca, assumindo normalidade dos erros, quanto
no contexto dos estimadores distribuiton-free. Essas estimativas, sejam elas pontuais ou intervalares,
foram subsequentemente aplicadas a séries temporais reais, representadas pelos dados econdémicos do
ISM.

E importante mencionar que a construcdo dos modelos de espaco de estados foi considerado como
covariavel as estimativas obtidas pelo modelo de regressao linear que representa a tendéncia subjacente
dos dados. Dessa forma, os modelos de espaco de estados consideraram como W, o nivel da tendéncia
linear, descrita na Eq.(4.83). O propdsito foi comparar as previsdes a 1 passo estimadas por trés modelos
diferentes: um modelo SARIMA, um modelo de espaco de estados cujos parametros foram estimados
via maxima verosimilhanca, ou seja, uma abordagem paramétrica, e um terceiro modelo de espaco
de estados no qual os parametros foram estimados por meio de um método estimacéo distribution-

free, sendo os erros padrao e os intervalos de confianca dessas estimativas obtidos por meio da técnica
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de Bootstrap. A avaliacdo das previsdes foi realizada considerando medidas de avaliacdo propostas no
Subcapitulo 3.6.1.

A analise comparativa entre estas abordagens e a avaliacao das previsdes estimadas proporcionam
uma visao abrangente sobre a eficacia e robustez dos modelos. Com base na analise a todos os
modelos considerados na Seccdo 4.3.4, o modelo de espaco de estados , no qual os parametros foram
estimados através de um método ndo paramétrico (proposto por Costa (2006)) complementado pelo
uso de Bootstrap para estimar os erros padrao e o intervalos de confianca, oferece um equilibrio entre a
precisdo e os intervalos de confianca comparando com os outros modelos. De todas as abordagens e

modelos esta foi a mais adequada para o indice do ISM.

5.1 Trabalho futuro

A luz das complexidades enfrentadas ao longo desta dissertacao e das questdes que surgiram no decurso
da investigacao, identificaram-se varias oportunidades para investigacdes futuras, propondo com maior

prioridade as seguintes:

¢ Desenvolver um estudo de simulacdes mais abrangente para examinar o desempenho dos
estimadores de maxima verosimilhanca e nao paramétricos, com foco particular na precisao por
meio da analise dos erros-padrao. No caso dos estimadores nao parameétricos, a avaliacao deve
incluir a utilizacao de métodos Bootstrap para estimar os erros padrdo e a taxa de cobertura dos

intervalos de confianca (Lima J.F. (submetido a 13 de novembro de 2023));

¢ Considerar o desenvolvimento de um package para o software estatistico R com o propdsito de
simplificar o ajustamento de modelos de espaco de estados. Esse package facilitaria a obtencao
de estimativas de maxima verosimilhanca e nao paramétricas, juntamente com a avaliacao dos
erros-padrao e a construcao de intervalos de confianca, tornando mais acessiveis futuros trabalhos

nessa area;

¢ Relativamente a modelacao do indice do ISM, a consideracao de modelos alternativos é uma
possibilidade. Por exemplo, podem ser explorados modelos GARCH (Francq & Zakoian, 2019),
que sao apropriados para lidar com a volatilidade, ou modelos de memoria longa. Os modelos
GARCH sao usados para capturar a variacdo condicional na volatilidade de séries temporais,
sendo Uteis na analise de fendmenos financeiros e econdmicos com variacoes irregulares de

volatilidade ao longo do tempo.
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