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1. Introducéo

Universidade do Minho
I

Generalidades

As figuras abaixo evidenciam as diferencgas entre uma engrenagem cilindrica de dentes retos e uma
engrenagem cilindrica de dentes inclinados. Nestas ultimas, o angulo de inclinacao dos dentes é
denominado angulo de hélice. O angulo de inclinacéo dos dentes varia entre 15 e 30°.

(@) (b) ' —
Engrenagens cilindricas exteriores: Roda cilindrica exterior de dentes
(a) Dentes retos; (b) Dentes inclinados inclinados de primeira geracao

As engrenagens cilindricas de dentes inclinados de primeira geracao eram constituidas pela associacdo em
paralelo de diversas rodas de dentes retos, em que entre elas existia um ligeiro desfasamento, tal como se
pode observar na figura acima a direita.

Com esta associacao de rodas cilindricas de dentes retos conseguiam-se transmissdes mais suaves e com
maior capacidade de carga.
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1. IntrOd U an Universidade do Minho

Escola de Enge i

Engrenagens Cilindricas de Dentes Inclinados de Eixos Paralelos e Cruzados

As engrenagens cilindricas de dentes inclinados podem ter eixos paralelos ou eixos cruzados nao
complanares, tal como se mostra nas figuras abaixo a esquerda. As engrenagens cilindricas em que os
eixos das rodas ndo sao complanares, denominam-se engrenagens torsas.

(a) (b) () (b) (c)

(a) Eixos paralelos; (b) Eixos cruzados (a) Dentado reto; (b) Hélice esquerda; (c) Hélice direita

As rodas dentadas helicoidais podem ser direitas ou esquerdas, conforme a inclinacéo dos dentes. E
também frequente a denominacé&o rodas com hélice direita e rodas com hélice esquerda (cf. figura acima).
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1. Introducéo

Engrenamento em Rodas de Dentado Reto e Inclinado

Nas engrenagens de dentes retos, o engrenamento entre um par de dentes é materializado por um
segmento de reta paralelo aos eixos das rodas, que se estende a toda a largura do dente.

Nas engrenagens de dentes inclinados, o engrenamento entre os dentes ocorre de forma progressiva, isto
€, inicia-se com um contacto pontual, o qual se vai desenvolvendo ao longo de uma linha a medida que o
engrenamento vai progredindo.

As engrenagens cilindricas de dentes inclinados sdo bastante mais suaves e silenciosas do que as
engrenagens cilindricas de dentado reto.

Linhas de contacto

(a) (b)

Engrenagens cilindricas: (a) Dente reto; (b) Dente inclinado

As engrenagens cilindricas de dentes inclinados desenvolvem esforcos axiais, 0 que nao acontece nas
engrenagens de dentado reto. Estes esfor¢os axiais sao transmitidos aos apoios das rodas.
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1 . I n tro d u g é.o Universidade do Minho

Rodas de Dupla Hélice ou de Dentado em Espinha

O inconveniente associado a existéncia de esforcos axiais desenvolvidos nas engrenagens cilindricas de
dentes inclinados pode ser ultrapassado se se utilizarem rodas de dupla hélice, também denominadas
rodas com dentado em espinha, tal como se mostra na figura abaixo.

Engrenagem cilindrica de dupla hélice ou de dentado em espinha

Numa engrenagem de dentado de dupla hélice sdo também desenvolvidos esforcos axiais durante o
engrenamento, contudo, como estes atuam em sentidos opostos, numa e noutra hélice, o esforco resultante
é nulo, ou pelo menos reduzido de forma bastante significativa.

Este tipo de engrenagem requer cuidados especiais, tanto no fabrico, como na montagem, sendo, por isso,
relativamente mais caras do que as engrenagens cilindricas de dentado inclinado simples.
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2. Geracao de Dentes Inclinados

Geracao de Evolvente Helicoidal

Quando um plano roda sem escorregar sobre um cilindro, entdo um qualquer segmento de reta que esta
contido no plano gerador paralelo ao eixo do cilindro gera uma superficie em evolvente de um dente reto (cf.
figura abaixo a esquerda).

Quando a linha geratriz € obliqua em relac&o ao eixo do cilindro, entdo o rolamento puro do plano gerador

da origem a superficie de um dente inclinado ou helicoidal. Esta ultima evolvente € denominada evolvente
helicoidal (cf. figura abaixo a direita).

Plano gerador Plano gerador

Geratriz Geratriz

Cilindro de base Cilindro de base

(@) (b)

Geracdo de uma superficie em evolvente: (a) Dente reto; (b) Dente Inclinado
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2. Geracao de Dentes Inclinados

Geracao de Evolvente Helicoidal

Considere-se um pedaco de papel em forma de paralelogramo, o qual € enrolado a volta de um cilindro,
denominado cilindro de base, como mostra a figura abaixo.

O papel é enrolado de tal modo que um dos lados coincide com a hélice do dentado inclinado.

Mantendo o pedaco de papel esticado e desenrolando-o em torno do cilindro, entdo cada ponto situado no
lado do paralelogramo, que representa a hélice, gera uma curva evolvente.

A superficie obtida pelas evolventes assim gerada forma a denominada envolvente helicoidal, tal como se
representa na figura abaixo.

Evolvente helicoidal

\ Perfil evolvente

Cilindro de base

Geracéao de uma evolvente helicoidal
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3. Terminologia Especifica

Hélices Primitiva e de Base, Angulos de Pressdo Normal e Transverso

A figura abaixo mostra um dente inclinado onde estéo representados os seguintes elementos:
Hélice primitiva, que é o resultado da intersecédo da superficie do dente com o cilindro primitivo,

= Hélice de base, que é o resultado da intersecdo da superficie do dente com o cilindro de base,
= Angulo de pressé&o real ou normal, «;,, que é medido no plano perpendicular ao eixo do dente,

= Angulo de presséo aparente ou transverso, «, que € medido no plano de rotagéo da roda.
Hélice primitiva

Hélice de base

[1Plano de rotacao

N - Plano normal
RGN N Circunferéncia primitiva

Circunferéncia de base

Representacao de um dente inclinado

5. Parametros 6. Namero 7. Rodas
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3. Terminologia Especifica

Passos Real, Transverso e Axial

A figura do lado representa a planificacao simplificada de uma roda cilindrica de dentes inclinados. Nesta
figura evidenciam-se os seguintes elementos:
ﬁﬂ

\ Eixo da roda

Representacao dos diferentes passos

= Angulo de inclinag&o primitiva, 5
= Passo real ou normal, p,,,
= Passo aparente ou transverso, p;,

= Passo axial, p,.

E evidente que em correspondéncia com 0s passos real e aparente existem os modulos real e aparente.
Assim, atendendo a definicdo de mdédulo tem-se que

em que m, e m, sdo o modulo normal, ou real, e 0 modulo aparente, ou transverso, respetivamente.

Para que haja engrenamento entre duas rodas cilindricas de dentes inclinados é necessario que ambas
apresentem o mesmo passo real, (0 mesmo maédulo real e 0 mesmo angulo de presséo real).

1. Introducéo 2. Geragéao 3. Terminologia 4. RelagGes 5. Pardmetros 6. Nimero 7. Rodas 10
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4. Relacdes Geomeétricas e Proporcdes dos Dentes

Angulos de Inclinacdo Primitiva e de Inclinagdo de Base

Com o intuito de estabelecer uma relacao matematica entre os angulos de inclinacao primitiva e de
iInclinacao de base considere a planificacdo do cilindro primitivo e do cilindro de base na extenséo do
correspondente avanco, tal como se ilustra na figura abaixo.

Hélice primitiva

(i) Hélice de base

\ Eixo da roda

nd
TCdb

|

i

i

[

i

|

|

i

i

L

Planificac&o de cilindro primitivo e do cilindro de base

Da analise da figura de cima pode escrever-se a seguinte expressao
_nd, md
95, 19p

em que L € o passo de hélice ou avanco, ou seja, a progressao da roda ao fim da uma rotacdo completa.

L
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4. Relacdes Geomeétricas e Proporcdes dos Dentes

Angulos de Inclinacdo Primitiva e de Inclinagdo de Base

O avanco é o mesmo, quer se considere a hélice primitiva ou a hélice de base, donde resulta que

d
tgf, = Fb tgs

No plano de rotacao da roda verifica-se que
d, =dcose,

onde ¢, € 0 angulo de pressao aparente, o qual é medido no plano de rotagdo da roda.

Assim, combinando as duas equacdes anteriores resulta que
tgf, =tgpcosa,

A andlise geomeétrica das engrenagens cilindricas de dentes inclinados, quando é feita no plano de rotacéo,
€ em tudo semelhante ao caso das engrenagens cilindricas de dentes retos.

Com efeito, no plano de rotacdo da roda pode estabelecer-se a seguinte relacao
d=m,z

em que d é o diametro primitivo, m, representa o0 modulo aparente, e z € o numero de dentes da roda.
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4. Relacdes Geomeétricas e Proporcdes dos Dentes
Passos Normal, Aparente e Axial

Com referéncia a figura do diapositivo 11, podem obter-se as relaces entre o passos real, aparente e axial

Py
= p, COS = p,cotgf = —"—
P, = P, COS S P, = p,cotgs senf

Para se obter uma relacao entre os elementos reais e aparentes, considere-se a figura abaixo, onde se
evidenciam o angulo de presséo real (), 0 angulo de pressédo aparente () e o0 angulo de hélice (5).

[ Plano de rotagao
Plano normal

Representacdo de um dente inclinado ou helicoidal

1. Introducéo 2. Geragéao 3. Terminologia 4. RelagGes 5. Pardmetros 6. Nimero 7. Rodas 13
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4. Relacdes Geomeétricas e Proporcdes dos Dentes

Relac&o entre Elementos Reais e Aparentes

Da observacao atenta da figura do diapositivo anterior verifica-se que o plano de rotacao e o plano
perpendicular ao eixo do dente sé&o definidos, respetivamente, pelos pontos POR e PTS.

Ainda da andlise daquela figura podem escrever-se as seguintes relacdes geométricas.

TS QR S — —
tga, = — tga, = =— PR = PS cos TS =0OR
g, = g, R b Q

Combinando estas equacdes resulta que
tga, =tga, cos B

Esta equacédo pode ser generalizada para estabelecer a relacao entre dois quaisquer elementos reais e

aparentes, ou seja

(Elemento real),, = (Elemento aparente), cos S

Deste modo tem-se que

P, = P, Cos S m, = m, cos 8 S, =S, C0s 3 e, =g Ccosp

1. Introducéo 2. Geragéao 3. Terminologia 4. RelagGes 5. Pardmetros 6. Nimero 7. Rodas 14
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4. Relacdes Geomeétricas e Proporcdes dos Dentes

Relacbes Geométricas e Proporcdes dos Dentes

A tabela abaixo inclui as principais relacoes geometricas e proporcoes dos dentes para engrenagens
cilindricas de dentes inclinados.

1. Introducéo

2. Geragao

Principais relactes geométricas e proporcoes dos dentes para

engrenagens cilindricas exteriores de dentado inclinado

Parametro Expressao
o 1| tga
Angulo de presséo aparente o =19 1[ g )
cos
A - my,Z
Didmetro primitivo d=mz=
cos
Saliéncia hy =m,
Reentrancia he =1,25m,
Altura do dente h=2,25m,

Diametro de coroa
Diametro de raiz

d, =m;(z +2cos )
d¢ =my(z—2,5co0s p)

. L+ 17y
Entre-eixo =my
2c0s 3
N - Z3
Relacdo de transmissao = 2.
1
3. Terminologia 4. RelacGes 5. Parametros 6. Niomero
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5. Parametros de Desempenho

Relacao de Conducéo

Na figura do lado esta representado o engrenamento
entre duas rodas de dentado inclinado.

O engrenamento de um parde dentess 7 >~
conjugados inicia-se no ponto A, que € 0
ponto em que o perfil da roda motora entra e
em contacto com o perfil conjugado da
roda movida.

O engrenamento termina no ponto B’, que
corresponde ao fim do contacto do par de Hélice primitiva
perfis conjugados ja no outro lado das rodas. \

\§

Da figura do lado observa-se que os perfis conjugados \ \

acima descritos se encontram desfasados Y Y @)
. - . 3 —

angularmente de um valor igual a ¢, ou seja \ \ !

\‘j\ \ :

N \‘ .

~. \ |

. : SN

em que o arco ll, é frequentemente denominado N S\
de recobrimento do dente. o,

|

Engrenamento entre duas rodas de dentado inclinado

1. Introducéo 2. Geragéao 3. Terminologia 4. RelagGes 5. Pardmetros 6. Nimero 7. Rodas 16



T.09 — ENGRENAGENS CILINDRICAS DE DENTES INCLINADOS

5. Parametros de Desempenho

Relacao de Conducéo

O recobrimento do dente pode ser expresso em funcdo da largura do dente,

I, =btgp
onde b € a largura das rodas e g representa o angulo de inclinacao primitiva.

O arco de conducao num engrenamento de duas rodas inclinadas € igual ao valor para o caso das
engrenagens de dentes retos, ao qual se acrescenta uma parcela relativa ao comprimento de recobrimento.
Atendendo ao conceito de relacao de conducao total, que relaciona o arco de conducéao total com 0 passo
da engrenagem, tem-se que

_a +btg,6’

Py Py
em que o primeiro termo do segundo membro desta equacéao corresponde a relacdo de conducéo de um
par de rodas cilindricas de dentes retos e o segundo termo diz respeito ao fator de recobrimento. Assim, a
relacdo de conducéo para engrenagens cilindricas de dentes inclinados é dado por

I N btgs

mm,cose, M,

E =

O primeiro termo do segundo membro da equacé&o anterior pode ser calculado utilizando a expresséo
correspondente ao engrenamento de duas rodas cilindricas de dentado reto, ou seja

Z,+2,
—_— \/—sen a, +2,C08 3+ Cos’ ,B+\/—sen a, +2,00s B +cos” B —-L—2seng,
TCOS, 2

1. Introducéo 2. Geragéao 3. Terminologia 4. RelagGes 5. Pardmetros 6. Nimero 7. Rodas 17
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5. Parametros de Desempenho

Rendimento

Para o calculo do rendimento de engrenagens cilindricas de dentes helicoidais podem considerar-se as
expressodes apresentadas para as engrenagens de dentes retos, sem que, por isso, sejam cometidos erros

significativos, ou seja ,u(I: N Ifz)(i +1)

2 2
nELZ,M’ cos” a,

em que |, e |; representam, respetivamente, os comprimentos de aproximacao e de afastamento, os quais
podem ser calculados da seguinte forma

2 2
l, = \/( r,+h,) —1, cos” o, —rsena, I, = \/(rl +h,,)" -’ cos’ o, —rsene,

O estudo das interferéncias de funcionamento em engrenagens cilindricas de dentado inclinado segue a
mesma metodologia apresentada para as engrenagens cilindricas de dentes retos.

Para tal, deve considerar-se o plano de rotacao, isto € o plano perpendicular aos eixos das rodas, donde o
esquema a analisar representa um corte feito por aquele plano, considerando

h,=m m, =m, cos
Assim, da aplicacdo dos mesmos procedimentos considerados para o caso das engrenagens cilindricas

exteriores de dentes retos, a definicdo do numero minimo de dentes que uma roda cilindrica de dentes
helicoidais deve ter, para que ndo haja interferéncias de funcionamento, € dada por

2C0Ss 8
sen’a,

2,>-7,+ \/222 + 4COSIB(222+ cos f3) Quando z, tende para infinito tem-se que 2z, >
sen’q,

1. Introducéo 2. Geragéao 3. Terminologia 4. RelagGes 5. Pardmetros 6. Nimero 7. Rodas 18
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6. Numero de Dentes Equivalente

Numero de Dentes Equivalente

A figura abaixo ilustra a planificacao de uma roda dentada de dentes inclinados, em que o angulo de
inclinac&o da hélice primitiva é representado por S.

Considerando que a roda € intersetada por um plano AA perpendicular ao eixo, entdo pode obter-se uma
circunferéncia primitiva de raio r. O raio de curvatura é igual ao raio transverso da circunferéncia primitiva. O
perfil do dente neste plano seria 0 mesmo que o perfil do dente de uma roda dentada de dentes retos com
um raio primitivo r.

Se se considerar um plano de corte BB perpendicular a hélice primitiva de um dente obtém-se uma elipse.
O raio de curvatura da elipse corresponde ao raio primitivo de uma roda cilindrica de dentes retos
equivalente e com carateristicas aproximadas as da roda de dentes helicoidais.

B
v 2

]
\ |

i \ B
A Corte AA

i
Corte BB
Representacdo de uma roda cilindrica de dentes inclinados cortada por um
plano perpendicular ao eixo e por um plano perpendicular a hélice primitiva

1. Introducéo 2. Geragéao 3. Terminologia 4. RelagGes 5. Pardmetros 6. Nimero 7. Rodas 19
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6. Numero de Dentes Equivalente

Numero de Dentes Equivalente

O raio de curvatura da elipse daquela figura pode ser calculado do seguinte modo
o T
© cos’f
em que r representa o raio primitivo. O perfil do dente no plano perpendicular a hélice do dente é o mesmo
que o perfil de uma roda de dentes retos com um raio primitivo r..

O numero de dentes equivalentes que uma roda de dentes retos deve ter para apresentar propriedades
idénticas as de uma roda de dentes helicoidais € dada por

em que d, € o didmetro primitivo equivalente e m, representa 0 modulo normal.

Combinando as duas equacdes anteriores resulta que
o 2r d
cos’ Am_ cos’ fm,

Z

c

Finalmente, atendendo a relacéo entre os médulos real e aparente e a relacdo fundamental do
engrenamento, vem que

yA

Z =
° cos’p

1. Introducéo 2. Geragéao 3. Terminologia 4. RelagGes 5. Pardmetros 6. Nimero 7. Rodas 20
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7. Rodas Cruzadas

Generalidades

A figura do lado ilustra o caso particular de duas rodas helicoidais cruzadas \i '
em gue o angulo entre os eixos das rodas €é igual a 90°. : -
)

No caso das rodas cruzadas, os angulos de hélice das rodas motora e
movida nao necessitam de apresentar o mesmo valor.

Nas rodas cruzadas, as rodas apresentam o mesmo tipo de hélice.

As rodas cruzadas devem apenas ser utilizadas quando as cargas
em jogo sao relativamente baixas.

Rodas Cruzadas

A figura do diapositivo seguinte diz respeito a planificacéao simplificada de duas rodas cruzadas, as quais
tém angulos de hélice distintos, isto &, f, e f,.

O valor do angulo definido pelos eixos das rodas € igual a soma dos angulos das hélices, ou seja

2:ﬁ1+ﬂ2

Quando as rodas cruzadas apresentam hélices distintas, entdo o angulo definido entre os seus eixos € igual
a diferenca entre os angulos de hélice.

1. Introducéo 2. Geragéao 3. Terminologia 4. RelacGes 5. Parametros 6. Nimero 7. Rodas 21
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7. Rodas Cruzadas

Relacdes Geométricas

Tal como nas engrenagens cilindricas helicoidais de eixos paralelos,

nas rodas cruzadas pode também escrever-se que Roda 2
d, =m,z, = Tmk
17 Ve T
cos S,
d, =m,z, = Thelz
2 7 h2s2 T
Cos f3,
Deve referir-se que nas engrenagens de rodas cruzadas
0s passos (ou modulos) normais sao iguais em ambas
as rodas. z

Assim, a distancia entre os eixos nas rodas
cruzadas é dada por

d +d,
a=
2

Planificacdo de rodas cruzadas

Considerando as equacdes anteriores, vem que
2 \COSf, Cosp,

1. Introducéo 2. Geragéao 3. Terminologia 4. RelacGes 5. Parametros 6. Nimero 7. Rodas 22
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7. Rodas Cruzadas

Relagcbes de Velocidades

A figura do lado mostra as componentes das velocidades existentes
no engrenamento de duas rodas cruzadas relativas ao ponto primitivo.

Da andlise desta figura pode observar-se que sao iguais as
componentes na dire¢cdo normal.

O mesmo néo acontece com as componentes tangenciais,
pelo que se verifica a existéncia de escorregamento. Na
verdade, nas rodas cruzadas existe escorregamento,
inclusive no ponto primitivo.

Atendendo ao que foi anteriormente dito e da analise da
figura do lado podem escrever-se as seguintes relacdes

V; =V, COS 4,

V; =V, COS ﬂz Velocidades no ponto de contacto

Combinando agora estas equacdes vem que a relacao de velocidades € dada por

cos S,
“ cos B,

1
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7. Rodas Cruzadas

Relac&o de Transmissao

As velocidades angulares das rodas podem ser obtidas do seguinte modo

Vl VZ
o, = W, =
d /2 d, /2
A relacao de velocidades angulares, i.e., a relacao de transmissao em rodas cruzadas, é dada por
a)l _ V1d2
a)z VZdl

Considerando a relacéo de velocidades apresentada no diapositivo anterior resulta que
iV, C0s p.d, _d,cosp,
v,cos pd, d cosp

Combinando agora as equacdes anteriores obtém-se que
i~ Mz, Cosf,cosfp, _ Mz, 2,
cosp,mzcosp mz oz

Observar-se que a relacao de transmissao €, de modo semelhante as engrenagens cilindricas helicoidais
de eixos paralelos, dada pelo quociente entre o numero de dentes das rodas movida e motora.

Refira-se que no caso das rodas cruzadas a relacéo de transmissao nao e expressa em termos dos
diametros primitivos como sucede nas engrenagens cilindricas de dentes helicoidais de eixos paralelos.
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