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T.12 — DINAMICA DE ENGRENAGENS

1. Introducéo

Generalidades

A analise dinamica de engrenagens confina 0os seguintes aspetos:
= Caélculo das forcas de engrenamento,
» Determinacao das reacdes nos apoios dos veios,
= Selecdo dos apoios para 0s veios,
» Efetuar o calculo dos dentes.
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Gear B, 300-mm dia.
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T.12 — DINAMICA DE ENGRENAGENS

1 . I n tro d u g é.o Universidade do Minho

Generalidades

A analise dinamica de engrenagens confina 0s seguintes aspetos:
» Célculo das forcas de engrenamento,
» Determinacao das reacdes nos apoios dos veios,
= Selecéo dos apoios para 0s veios,
» Efetuar o calculo dos dentes.

Na analise dindmica de engrenagens € habitual =
efetuar-se a simplificacdo que considera que
as forcas de engrenamento s&o pontuais e atuam o

na zona central dos flancos dos dentes.
Ft |

Por outro lado, durante o engrenamento de duas rodas =
dentadas € provavel que um dente seja mais solicitado F

do que os dentes adjacentes, por isso, € comum d,
considerar-se que a forca de engrenamento € totalmente

transmitido apenas num dente.

Na analise dindmica de engrenagens € habitual considerar-se que o @,
rendimento € unitario.
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T.12 — DINAMICA DE ENGRENAGENS

1. Introducéo

Generalidades

Observa-se que a forca de engrenamento F pode ser
dividida nas suas componentes tangencial e radial. /
@,

A primeira componente diz respeito a forca util, a qual
representa a forca responsavel pela transmisséo de
poténcia. 0,

A componente radial nao transmite poténcia e atua na
direcdo radial das rodas e no sentido dos respetivos F
centros de rotacao (forca de separacao).

o
Da analise deste engrenamento observa-se que Et |
R =Moo P, =R =M,a,
F
. o M d Fr
| = 1 = —2 Ml = Ft 1 E
w, M, 2 dy

~_ 2R . _ 60R o

d,o nd,n,

! o/
F'= Fttga F =
COSox
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T.12 — DINAMICA DE ENGRENAGENS

2. Diagrama de Corpo Livre

Conceito

Um diagrama de corpo livre ndo é mais do gue um desenho, um esguema ou um esboco do corpo,
componente ou subsistema em andlise, o qual é retirado, ou isolado, do sistema mecanico a que pertence e
onde se representam todas as forcas e momentos que sobre ele atuam .

A figura abaixo apresenta os digramas do corpo livre dos componentes que constituem um alicate.

Fél Fgl + Fil

n
I:15

t t
Fis Fas

n
Fas

Fe
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2. Diagrama de Corpo Livre

Universidade do Minho
ri

Exemplo

A figura seguinte mostra um trem de engrenagens constituido por trés rodas dentadas.

A figura abaixo diz respeito aos diagramas de corpo livre de cada uma das rodas do trem.
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T.12 — DINAMICA DE ENGRENAGENS NSO
2. Diagrama de Corpo Livre
Exemplo

As figuras abaixo ilustram um trem de engrenagens acionado pelo anel exterior, 1, que, por sua vez
transmite o movimento as rodas 2, 3 e 4. Aroda central, 5, esta estacionaria e ligada ao braco 6.
Representam-se também os diagramas de corpo livre simplificados dos elementos que constituem o trem.

of

/i,
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T.12 — DINAMICA DE ENGRENAGENS

3. Terminologia Especifica

Notacao em Dinamica de Engrenagens

Na figura do lado o fixe, ou estrutura, do sistema
mecanico é designado pelo numero 0.

A roda motora é atribuido o nimero 1,

sendo que as restantes rodas sao definidas
sucessivamente pelos numeros 2, 3, 4 etc. até a
ultima roda do sistema.

Pela mesma ordem de ideias, 0s veios das rodas
sao denominados pelas letras minusculas do
alfabeto, ou seja, a, b, c, d, etc.

As direcdes tangencial, radial e axial associadas aos engrenamentos s&o atribuidos os expoentes t, r e a,
respetivamente. De igual modo, as direcoes associadas aos eixos cartesianos sao referidas pelas
expoentes x, y e z.

Com efeito, F,, representa a for¢ca que a roda 2 exerce sobre a roda 1. Atendendo a terceira lei de Newton
sabe-se que F,; e F,, ttm a mesma dire¢do, a mesma magnitude, mas atuam em sentido contrario.

A forca que o veio a exerce na roda 1 é designada por F,,;, a qual tem duas componentes cartesianas.

O efeito do motor na roda 1 ¢ indicado por M_,, que representa 0 momento motor. E frequente omitir os
indices associados aos veios, assim tem-se que M_;=M,.
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T.12 — DINAMICA DE ENGRENAGENS

4. Engrenagens Cilindricas de Dentes Retos

Diagramas do Corpo Livre de um Engrenamento de Dentado Reto

A figura abaixo inclui uma engrenagem cilindrica de dentes retos, em que o pinhdo € o érgdo motor, bem
como os diagramas de corpo livre do pinhao e da roda.

Fa
I F.ﬂa

Em consonéancia com a nomenclatura apresentada anteriormente, a forga F,, denota a acéo que a roda
exerce sobre o pinhéo, a qual atua no ponto primitivo, na direcéo da linha de engrenamento e no sentido

contrario ao sentido de rotac&o do pinhao.
Da analise do engrenamento tem-se que
_ 27N,

d 60P r
?1 F), = ndlnll R=Mao, o= 60 Fy=Fytga F,= oSO

M 1= |:2t1
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T.12 — DINAMICA DE ENGRENAGENS

4. Engrenagens Cilindricas de Dentes Retos
Pinh&o: Orgdo Motor

As figuras abaixo representam as forcas tangenciais e radias que atuam no engrenamento em engrenagens
cilindricas de dentes retos em que o pinhao é o 6rgao motor e em funcéo do sentido de rotacéo.

Na representacao da figura (a) o pinh&ao roda no sentido indireto, ao passo que na representacédo da figura
(b) o pinh&o roda no sentido direto.

Deve referir-se que a definicdo do sentido de rotacéo do 6rgdo motor é importante no correto
estabelecimento do sentido de atuacéo das for¢cas de engrenamento, nomeadamente no caso das
engrenagens de dentes inclinados e engrenagens de parafuso sem-fim.
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T.12 — DINAMICA DE ENGRENAGENS

5. Engrenagens Cilindricas de Dentes Inclinados

Forcas de Engrenamento

A figura abaixo mostra, parcialmente, uma roda de dentes inclinados onde se podem identificar as diversas
forcas que atuam durante o engrenamento.

Da andlise da figura e atendendo a que o ponto de contacto pertence a hélice primitiva, pode escrever-se
que

r__ t a __
F' =Fsene, F =Fcosa,cosf F°=Fcosasens
em que F representa a forca total que se
desenvolve no contacto e F', Ft e F2 dizem
respeito as componentes radial, tangencial
e axial, respetivamente.

Pode ainda escrever-se que /
. 60P _,- \ ‘ (]
F'=—ro | L \
TCdn \'\ \\\/:/\/\ \\ ./.
'\ ./‘ O = I /./ 3
F2 — E't N \ S0 P [IPlano de rotagéo
9/8 , '\f) ! _,\ Plano normal
(04 N 4
F'= Fttgat = F! 94, N e Circunferéncia primitiva
: cospf S~
F

F =
cosa, CoS 8
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T.12 — DINAMICA DE ENGRENAGENS

5. Engrenagens Cilindricas de Dentes Inclinados
Pinh&o: Orgdo Motor

A figura abaixo evidencia os sentidos das forcas que se desenvolvem em engrenagens cilindricas de dentes

inclinados em funcao do sentido de rotacdo do orgao motor e do tipo de hélice.
Pinh&o: 6rgdo motor com hélice direita

t
l:21

Pinhdo: 6rgdo motor com hélice esquerda

Roda: 6rgdo movido com hélice esquerda

Roda: 6rgdo movido com hélice direita
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5. Engrenagens Cilindricas de Dentes Inclinados

Escola de Enge i

Hélice Direita e Hélice Esquerda

No atinente a definicdo do sentido de atuacédo da forca axial € oportuno recordar os conceitos de hélice
esquerda e direita.

As rodas dentadas helicoidais podem ser esquerdas ou direitas, conforme a inclinacdo dos dentes ou
hélices.

A direcao das hélices das rodas de dentes helicoidais € definida pela regra da mao direita. A figura abaixo
mostra, a titulo exemplificativo, rodas com hélice esquerda e com hélice direita, como como uma roda de
dentes retos.
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T.12 — DINAMICA DE ENGRENAGENS

6. Engrenagens Conicas

Forcas no Engrenamento

A figura abaixo mostra as forcas de engrenamento que se desenvolve em engrenagens exteriores conicas
de dentes retos, bem como as suas componentes tangencial, radial e axial. Da analise desta figura pode
observar-se que

F=F +F +F°

O estabelecimento das direcbes e sentidos
de atuacédo das componentes tangencial e
radial no caso das engrenagens conicas de
dentes retos € em tudo semelhante ao
procedimento apresentado para as
engrenagens cilindricas de dentes retos.

A componente axial da forca de
engrenamento atua sempre no sentido de
promover a compressao das superficies
dos dentes.

Na dindmica de engrenagens conicas de
dentes retos é frequente considerar-se que

a forca resultante atua perpendicularmente

a superficie do dente no ponto medio situado
no cone primitivo, tal como se pode observar na figura.
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T.12 — DINAMICA DE ENGRENAGENS

6. Engrenagens Conicas

Forcas de Engrenamento

Tal como no caso das engrenagens cilindricas, nas engrenagens conicas as componentes radial e axial da
forca de engrenamento séo expressas em funcao da forca tangencial ou transmitida e da geometria das
rodas. Assim, relembre-se que

60P
nd _n

Ft=

em que d,, representa o diametro medio da roda
no cone primitivo definido do seguinte modo

d_=d—bseno

F' =F'tgacoso

d/2

F* = F'tgasens

Ft
F = | |
COSx | Y R SR R . 1

A figura do lado mostra as diferentes componentes da forca de engrenamento que se desenvolve no
engrenamento em engrenagens exteriores conicas de dentes retos, bem como as principais variaveis
geometricas em jogo.
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6. Engrenagens Conicas

Forcas de Engrenamento

As figuras abaixo representam os sentidos das forcas que se desenvolvem no engrenamento de rodas
conicas de dentes retos em que o angulo de conicidade é igual a 90°. Esta representacéo é dependente do
orgao motor e seu sentido de rotacao.

Na figura (a) o pinh&o é o 6rgao motor que roda no sentido direto. Por seu lado, na representacao da figura
(b) o pinh&o é o 6rgdo motor da engrenagem, o qual roda no sentido indireto.

Da analise das figuras abaixo observa-se que
Fltz = F2t1
|:1r2 = in
Flz = F2r1

(D (D
() (b)
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7. Engrenagens de Parafuso Sem-Fim

Forcas que Atuam em Perfis Conjugados

Em geral, no funcionamento das engrenagens verifica-se um misto de rolamento e de deslizamento entre os
flancos dos dentes do pinh&o e da roda. Assim, durante o engrenamento entre os perfis conjugados dos
dentes de uma engrenagem desenvolvem-se forcas de atrito que atuam perpendicularmente a linha de
engrenamento, tal como se representa na figura abaixo.

Deve relembrar-se que o movimento de rolamento puro apenas acontece no ponto primitivo. Contudo, pode
dizer-se que o movimento entre os flancos em contacto é fundamentalmente de rolamento.

(__.4,

— ==
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7. Engrenagens de Parafuso Sem-Fim

Forcas de Engrenamento

Na perspetiva conica da figura abaixo estao representadas as diversas componentes das forcas que se
desenvolvem no engrenamento de uma engrenagem de parafuso sem-fim roda helicoidal, em que o
parafuso € rgdo motor. Atente-se ao facto de que a forca de engrenamento F, que atua

perpendicularmente a superficie dos filetes, origina uma forca de atrito 4F. Esta forca de atrito pode ser
dividida em duas componentes ortogonais entre si, tal como se observa na figura abaixo, ou seja

uFseng,  uFcosp,

Da figura do lado vem que

F'=F(cosa, cos B, + usenp,)
F'=Fsena,

F® = F(cosa, senf, — ucos f,)

uFseng;
Tal como acontece nas demais engrenagens,

nos parafusos sem-fim a forca tangencial ou
atil pode ser determinada do seguinte modo

|:t_60_P
7tdn
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7. Engrenagens de Parafuso Sem-Fim

Forcas de Engrenamento

A figura abaixo mostra os sentidos de atuacao das forcas que se desenvolvem no parafuso sem-fim e na
roda helicoidal em funcado do sentido de rotacdo do 6rgado motor, que € o parafuso sem-fim, e da inclinagéo
dos dentes do parafuso e da roda.

Pode dizer-se que a analise das forcas que se desenvolvem nas engrenagens de parafuso sem-fim é
idéntica a que se apresentou para as engrenagens cilindricas de dentes inclinados.

Deve salientar-se que no caso em
gue os eixos do parafuso sem-fim e
da roda helicoidal fazem um angulo
de 90° entre si, sdo validas as

seguintes relagdes:
t _ ra
|:12 - |:21
r
F12 - I:21
Fa _ Ft
22

Parafuso: 6rgdo motor com hélice direita
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