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Resumo

Sistemas Dedutivos para Légica Quantica Minimal

A definicdo de uma légica pode ser feita de duas formas distintas: semantica ou dedutivamente. No
primeiro caso, bastar-nos-a determinar a estrutura algébrica associada a essa logica para que esta fique
univocamente definida. No segundo caso, a abordagem nao é tao simples, ja que podemos definir mais
do que um sistema dedutivo para a mesma logica.

A equivaléncia entre estas duas abordagens é garantida pelos Teoremas da Correcéo e da Comple-
tude. Ja a equivaléncia entre os varios sistemas dedutivos pode ser obtida pela traducao entre os seus
conjuntos de derivacdes ou, alternativamente, demonstrando que cada um deles é correto e completo.
Assim, independentemente de se optar por uma definicado semantica ou dedutiva, é garantido que se esta
a definir a mesma légica.

Nesta dissertacdo, caraterizamos a Logica Quantica Minimal, através da semantica algébrica dos ortor-
reticulados e dos seus sistemas dedutivos Deducao Natural (Quéantica) e Calculo de Sequentes (Quantico).
Provamos a Correcao e Completude da Deducéo Natural (Quantica) e determinamos a equivaléncia de
demonstrabilidade entre os dois sistemas dedutivos, através de traducdes entre as suas derivacoes. No
sentido de tornar a exposicao mais acessivel, partimos de um contexto mais familiar, a Logica Classica,
para o qual determinamos a equivaléncia de demonstrabilidade entre dois dos seus sistemas dedutivos: a
Deducao Natural (Classica) e o Calculo de Sequentes (Classico). Fazemos ainda uma breve comparacao

entre ambas as logicas, evidenciando as suas diferencas através de exemplos.

Palavras-chave: Sistemas Dedutivos, Logica Quantica Minimal, Deducdo Natural, Calculo de Sequentes.

Vi



Abstract

Deductive Systems for Minimal Quantum Logic

The definition of a logic can be obtained in two distinct ways: semantically or deductively. In the first case,
it will be sufficient to determine the algebraic structure associated with this logic for it to be univocally
defined. In the second case, the approach is not that simple, as we can define more than one deductive
system for the same logic.

The equivalence between these two approaches is guaranteed by the Soundness and Completeness
Theorems. The equivalence between the different deductive systems can be obtained by the translation
between their sets of derivations or by demonstrating that each one of them is correct and complete. Thus,
regardless of whether one chooses a semantic or deductive definition, it is guaranteed that is defining the
same logic.

In this dissertation, we characterize Minimal Quantum Logic through the algebraic semantics of or-
tholattices and its deductive systems (Quantum) Natural Deduction and (Quantum) Sequent Calculus. We
prove the Soundness and Completeness of (Quantum) Natural Deduction and determine the equivalence
of demonstrability between the two deductive systems, through the translations between their derivations.
To make it clearer, we start from a more familiar context, the Classical Logic, for which we determined
the equivalence of demonstrability between two of its deductive systems: (Classic) Natural Deduction and
(Classic) Sequent Calculus. We also make a brief comparison between both logics, highlighting their dif-

ferences through examples.

Keywords: Deductive Systems, Minimal Quantum Logic, Natural Deduction, Sequent Calculus.
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Capitulo 1

Introducao

0 nascimento da légica quantica acontece com a publicacdo do famoso artigo “The Logic of Quantum
Mechanics”[1], de Birkhoff e von Neumann, numa tentativa de identificar que estruturas légicas poderiam
ser utilizadas para descrever teorias fisicas, como a Mecanica Quantica, que nao se coadunam com as
regras da Logica Classica. Dois exemplos deste tipo de logicas sao a Logica Quantica Ortomodular e a sua
versao mais fraca, a Logica Quéantica Minimal, também designada por Ortolégica [2], que apresentamos
em detalhe neste trabalho.

A definicao de uma légica pode ser obtida semantica ou dedutivamente. Do ponto de vista semantico,
enquanto a Logica Classica é associada as Algebras de Boole [4], a Logica Quantica Minimal é determinada
por um tipo de estrutura algébrica ordenada, usualmente nao distributiva - os ortorreticulados [7]. Ja do
ponto de vista dedutivo [6, 9, 13], ambas as l6gicas podem ser definidas por sistemas de Deducado Natural
[2, 7], Calculos de Sequentes [3, 8, 10, 12] ou Sistemas de Hilbert, que ndo apresentamos neste trabalho.

Dispor de definicdes semanticas e dedutivas equivalentes entre si é pertinente, na medida em que,
por exemplo, permite decidir se uma férmula é ou ndo uma verdade légica. Isso nao é visivel no caso
da Logica Classica, pois para se demonstrar que uma formula é uma verdade légica, basta provar que é
verdadeira para qualquer valoracao na algebra dos valores logicos. No entanto, no que respeita a Ldgica
Quantica Minimal, a forma que conhecemos de fazer a prova de uma verdade légica semanticamente
é através da Propriedade dos Modelos Finitos de Goldblatt [7], que enuncia que se uma formula ¢ é
verdadeira em todos os modelos algébricos finitos, entdo ¢ é uma verdade logica. Assim, ter a disposicao
sistemas dedutivos mostra-se como uma alternativa a esta abordagem.

O objetivo desta dissertacao ¢ entdo definir a Logica Quantica Minimal semanticamente, através dos

ortorreticulados, e dedutivamente, através dos sistemas dedutivos de Deducao Natural [2] e Calculo de
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Sequentes [10]. Embora os sistemas de Hilbert pudessem também ser aqui estudados, optamos por ndo
o fazer. A equivaléncia das duas definicOes € garantida pelos Teoremas da Correcao e da Completude,
cujas provas sdo apresentadas. Da mesma forma, e ainda que os dois sistemas dedutivos sejam distintos
e com especificidades proprias, a equivaléncia entre eles é obtida pela traducédo entre os seus conjuntos
de derivacoes.

Esta dissertacdo encontra-se dividida em 5 capitulos. No segundo capitulo, recordamos alguns con-
ceitos semanticos sobre a Logica Classica, apresentamos dois dos seus sistemas dedutivos - a Deducéo
Natural (Classica) e o Calculo de Sequentes (Classico) e provamos a equivaléncia de demonstrabilidade en-
tre ambos. No terceiro capitulo, introduzimos as caraterizacdes semantica e dedutiva da Légica Quantica
Minimal e apresentamos uma breve comparacao com a Logica Classica, através de exemplos ilustrativos.
No quarto capitulo, derivamos uma variante da Deducao Natural (Quantica) e provamos a sua equivalén-
cia de demonstrabilidade com o Calculo de Sequentes (Quantico). Por fim, no quinto e ultimo capitulo,
sao apresentadas algumas conclusdes sobre as contribuicdes desta dissertacdo, bem como a discusséo

sobre os resultados obtidos e tdpicos deixados em aberto, que poderéo ser alvo de trabalho futuro.



Capitulo 2

Revisoes sobre Logica Classica

2.1 Sintaxe e Semantica

Utilizamos (Vp e Ap = (Vp U{A,V,—,—, L} U{(,)} para denotar, respetivamente, o conjunto nume-

ravel das variaveis proposicionais e 0 alfabeto proposicional. O conjunto de todas as palavras em Ap €

*

representado por ﬂp

Definicédo 1 (Conjunto de Férmulas). O conjunto das férmulas, ¥p, € o subconjunto de A, definido

indutivamente por:
1. paratodop € Vp, p € Fp;
2. LeFp,
3. paratodo ¢ € Fp, (—¢) € Fp;
4. paratodo ¢,y € Fp, (pOY) € Fp, O € {A,V, >}

Por convencao, podem também ser omitidos os paréntesis mais externos de cada férmula. Conven-
cionamos ainda que as letras gregas minusculas ¢, ¥, o, etc. servirdo para representar formulas de 7-})
e a letra maidscula F denotara um conjunto finito de formulas em %5. Se F € um subconjunto finito de

Fpeo:Fp— Fp,entdooF ={op | ¢ € F}.

Definicdo 2 (Reticulado). Um conjunto parcialmente ordenado B = (B, <) diz-se um reticulado se,

para quaisquer a, b € B, existem infimo de {a, b} (notacdo: a A b) e supremo de {a, b} (notacéo: aV b).
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Alternativamente, um reticulado é uma estrutura algébrica 8 = (B; V, A), tal que, para quaisquer

a,b,c € B:
e aAb=bAaeaVb=0>bV a(comutatividade);
e aN(bAc)=(anb)AceaV (bVc)=(aVb)V c (associatividade);
* aANa=aeaV a= a (idempoténcia);
* aAN(avb)=aeaV (aAb)=a(absorcdo).

Numa tal estrutura algébrica, define-se a < b se a A b = a. Prova-se que < é uma relacao de ordem

parcial em B; a A b = infimo de {a, b} e a V b = supremo de {a, b}.
Definicao 3 (Algebra de Boole). Um estrutura B = (B;<, 7,0,1) é uma Algebra de Boole [4] se:

e (B, <) é um reticulado;

(B, <) édistributivo: a A (b V ¢) = (a A b) V (a A c), para quaisquer a, b,c € B;
e (B, <) élimitado:av O=aeaAl=a,paratodoa € B;
e (B, <) é complementado: aVv @’ =1ea A a’ =0, paratodoa € B.

Um exemplo de Algebra de Boole é a algebra dos valores logicos, 2 = ({0,1}, V, A, 7, 0,1), onde A,

V e’ sdo dados pelas familiares tabelas de verdade.

Definicdo 4 (Valoragao). Sejam B = (B; <, /,0,1) uma Algebra de Boole e RS 7—}, Uma funcao

v: Fp — B é uma valoracao em B se:
e (L) =0;
* o(=p) =0(p)’;
* o(pOy)=0v(p) DoY), D€ {AV]
* o(p > P) =0v(p) V().

Definicao 5 (Verdade Légica). Uma formula ¢ € uma verdade logica (ou tautologia) da Logica Propo-
sicional Classica (notacdo: =1 - ¢) se, para qualquer dligebra de Boole B, para qualquer valoracdo v em

B,v(p) =1.
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Teorema 1. =7 ¢ se e 5O se, para qualquer valoracdo v em 2, v(¢p) = 1.

Demonstracdo. Detalhes da demonstracao podem ser consultados em [11]. O

2.2 Axiomatizacao

Definicao 6 (Conjunto de todos os Multiconjuntos Finitos). Representamos por IM o conjunto de

todos os Multiconjuntos Finitos de férmulas de ?})
e Usamos . para denotar o multiconjunto vazio;

e As letras gregas maiusculas -T', A, X, ©, ... - sdo utilizadas para representar multiconjuntos finitos

de formulas;
* A unido de dois multiconjuntos T" e A é representada por T, A.

Definicao 7 (Funcao G). A funcéo G é a funcéo que, a cada multiconjunto finito de IM, T', faz corres-
ponder o conjuntos das formulas em 7-}) que sdo membros de I’ - ou seja, é o conjunto que resulta de

I' quando se ignoram as multiplicidades.

Definicao 8 (Funcao >). A funcdo X é a funcéo que, a cada conjunto finito de formulas em ?}, F, faz
corresponder um multiconjunto de IM, constituido pelas formulas ¢ com multiplicidade 1, tais que ¢ é

elemento de F.
Definicao 9 (Sequente). Um sequente é uma expressao da forma
T'rA

onde T, A representam multiconjuntos.

A expressdo & esquerda do simbolo + chamamos antecedente e & expresséo & direita do mesmo
chamamos consequente do sequente. Ambas as expressoes podem ser vazias.

DadosT = ¢1,....,on € A = Y, ..., Ym, a interpretacdo do sequente &, intuitivamente, a mesma da

formula:
(@1 Ao Apn) = (Y Voo V Um).

Se 0 antecedente for vazio, o sequente reduz-se a formula

W1V oV Yim).

5
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Por outro lado, se o consequente for vazio, o sequente tem o mesmo significado intuitivo da formula

(1 Ao Apn) — L.

Introduzimos dois sistemas dedutivos da Logica Proposicional Classica: a Deducao Natural (NC) e o

Calculo de Sequentes (GC), definindo cada um deles tendo por base os conceitos introduzidos acima.

2.2.1 Deduciao Natural (NC)

A Deducao Natural (NC) consiste na definicao indutiva de um conjunto de derivacoes, a que chamamos
regras de inferéncia. Uma derivacdo 9 é uma arvore de férmulas, cuja raiz representa a concluséo e
cujas folhas sao hipoteses, que podem estar ou nao canceladas. Uma derivacdo com conclusao ¢ e
hipoteses nao canceladas ¥, ..., Jn € uma demonstracdo formalizada que mostra como provar ¢ a
partir de provas de ¥, . . ., Yn.

Usamos ¢ para denotar uma derivacao de ¢, isto €, uma derivagéo cuja conclusao € ¢. Para repre-

sentar uma derivacdo que tem 1y como hipotese cancelada (pela aplicacdo de uma regra de inferéncia
a

V] T

etiquetada com (a)), utilizamos a notacdo 9 . Denotamos ainda por 9 uma derivacao a partir de T,
isto &, uma derivacao cujo conjunto de hipdteses nao canceladas esta contido em I'.
Definimos indutivamente o conjunto das derivacdes da Deducdo Natural (NC) [13] como sendo o

sistema dedutivo constituido pelo Caso de Base:

¢
e pelas regras:
P92 1A :
o1 A 9> IA o E;A,onde i € {1,2}
a
[¢]
v /
| — L ¢ E—
ooy @ ¥
a
[%]
== () P
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L
7] EL
a b
[e] [V]
y D1 Dy
Pi . ; AY o) o
o1V or l;V,onde i € {1,2} 5 Ev(a),(b)
a
[—¢]
?
7 R/—\A(a)

2.2.2 Calculo de Sequentes (GC)

Tal como acontece com NC, o Célculo de Sequentes (GC) consiste na definicdo indutiva de um conjunto
de derivacoes, a que chamamaos regras de inferéncia. Uma derivacao 9 é uma arvore de sequentes, cuja
raiz representa a conclusao. Denotamos por I' + A a derivacao do sequente I' + A, isto é, a derivacao
que tem como raiz o sequente I' + A. Utilizamos um traco de inferéncia para representar a aplicacdo de
uma dada regra de inferéncia e um traco de inferéncia duplo quando queremos representar a aplicacao
sequencial da mesma regra de inferéncia duas ou mais vezes.

Definimos indutivamente o conjunto das derivacdes do Calculo de Sequentes (GC) [13], através das

suas regras de inferéncia, que consistem no axioma:
—id
pro

nas regras estruturais:

'O
p,T'+0O

LW

p, 0, + O

o, I'+0O LC

nas regras operacionais:

Ire bt

I'r®,0,¢

'O
I'r0,¢

'r0,¢
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I'r0,¢ p,IT+0
—oTre Tro-p
i, 'O 'r0,91 THO,¢0

LiA,onde i € {1,2}

o1A¢2T+O ['FO, 91 Agp
L0 ¢+ 6 RO L
o VerTre - T+ 6,0,V 0y R;V,onde i € {1,2}
[+8¢ yI+e ALY
o> Y,THO - Tregpoy R

e ainda na regra do corte:

F'r®,¢ o,AFA
TAFOA Corte

2.2.3 Equivaléncia entre NC e GC

Demonstramos agora a equivaléncia entre os sistemas dedutivos NC e GC, para a Ldgica Proposicional

Classica.

Proposicao 1. Para todo F subconjunto de 7—}, eq € 7—}) temos que: se existe uma derivacdo D em

NC de ¢ a partir de F, entdo existe D’ derivacdo em Calculo de Sequentes (GC) do sequente =(F) F ¢.

Demonstracdo. Queremos provar que, para toda a derivacao 9 em NC, para todo F subconjunto de 7-},
para todo ¢ € Fp:

F
P(D) = se %o) entdo existe derivacao 9’ em Calculo de Sequentes do sequente =(F) F ¢.

Para tal, usamos o Principio de Inducao Estrutural associado a NC. Note-se, no entanto, que, dada a
natureza introdutdria desta seccao, apenas demonstramos em detalhe uma amostra dos casos represen-

tativos, sendo os restantes casos apresentados de forma mais sucinta.

1. Caso de Base.
Sejam F subconjunto de % e e 7—‘p e suponhamos que D é derivacédo de ¢ a partir de F em

NC. Falta ver que existe derivacdo do sequente X(F) + ¢ em Calculo de Sequentes.

Ora, como D = ¢’, temos que:
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a) ¢ = ¢’ (aconclusdo de D é ¢’);

b) ¢’ € F (¢’ ¢ hipotese ndo cancelada de D).
Entdo, 3(F) = 31, ¢ e uma derivacdo em Calculo de Sequentes de 3(F) + ¢ é:

o' r o

— W
DN

. Caso IA.

Sejam D1 e D, derivacdes em NC e suponhamos P(D1) e P(D»).

Seja D7 a derivacao obtida a partir de 1 e Do, por aplicacdo da regra IA, em NC. Queremos
demonstrar P(D3).

Sejam F subconjunto de 7-}) ep e 7—}) e suponhamos que D4 € derivacdo de ¢ a partir de F, em

NC. Falta ver que existe derivacao do sequente X(F) ¢ em Calculo de Sequentes.

Ora, temos que:

a) ¢ =1 A2
b) ¢; é concluséo de Dj;
c) F contém as hipoteses nao canceladas de Ds5.
Entdo:
i. Como as hipdteses nao canceladas de 9y estéo contidas no conjunto das hipoteses
nao canceladas de D3, entdo tambem estao contidas em F. Logo, 9 ¢ derivacéo a
partir de F.

ii. Analogamente, ), também é derivacéo a partir de F.

Por P(D1), temos entdo que existe derivacéo Z)i em Calculo de Sequentes do sequente %(F)
¢1. De forma analoga, por P(9»), temos que existe derivacéo Z)é em Calculo de Sequentes do

sequente X(F) F ¢p.

Basta entdo tomar a seguinte derivacdo em Calculo de Sequentes, obtida através da Regra de
Introducado de A a direita:
I4 4
Dl DZ
S(F) Fo1 Z(F) koo
2(F) ko1 Ao
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3. Caso EjA,ondei € {1,2}.
Seja D1 derivacdo em NC e suponhamos P(Dy).
Seja D a derivacéo obtida a partir de D, por aplicacao da regra EjA,onde i € {1,2}, em NC.
Queremos demonstrar P(D).

Sejam F subconjunto de 7-}, eq € 7—}) e suponhamos que D é derivacao de ¢ a partir de F, em

NC. Falta ver que existe derivacao do sequente X(F) ¢ em Calculo de Sequentes.

Ora, temos que:

a) ¢ = oi;
b) @1 A @2 € conclusao de Dy;
c) F contém as hipdteses ndo canceladas de 9. Como as hipéteses nao canceladas de D séo

as hipoteses nao canceladas de 91, F contém as hipoteses nao canceladas de 9. Logo,

P4 € uma derivacao a partir de F.

Por P(D1), temos entéo que existe derivacéo Z)i em Calculo de Sequentes do sequente X(F) +
P1 A 2.
Basta entéo tomar a seguinte derivacdo em Calculo de Sequentes, obtida através da aplicacédo de
uma Regra do Corte e da Regra de Introdugéo de A a esquerda - LjA,onde i € {1,2}:
4
z)1 i F Qi LA

S(F)Fo1 Ao o1 Aok !
Corte
Z(F) v o

4. Casol_s.

Seja D1 derivacdo em NC e suponhamos P(D1).

Seja D a derivacao obtida a partir de D, por aplicacao da regra I, em NC. Queremos demons-

trar P(D).

Sejam F subconjunto de ?}, eq € ?}) e suponhamos que D é derivacao de ¢ a partir de F, em

NC. Falta ver que existe derivacdo do sequente % (F) + ¢ em Calculo de Sequentes.

Ora, temos que:

a) ¢ =¢1 > ¢2;

10
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b) ¢, € conclusdo de Dy;

c) F contém as hipdteses ndo canceladas de 9. Como ¢ € hipotese cancelada por O, as
hipéteses néo canceladas de 91 estéo contidas na unido de F com {¢} Logo, D1 é uma

derivacéo a partir de F U {¢1}.

Por P(D1), temos entdo que existe derivacéo Z)i em Calculo de Sequentes do sequente X(F U

{¢1}) F 91 — ¢o. Notemos que, pela definicao de =, X(F U {¢1}) = Z(F), 1.

Basta entdo tomar a seguinte derivacdo em Calculo de Sequentes, obtida através da Regra de
Introducao de — a direita - R—s:
4
D1
2(F), o1+ @2

R
SF) ko>

No que respeita aos restantes casos, apresentados abaixo, omitimos o detalhe das suas provas e

apresentamo-las num estilo mais abreviado.

. Caso E_,.

A derivacao, em Calculo de Sequentes, equivalente a derivacdo obtida em NC, por aplicacédo da
regra E—,, é a seguinte e obtém-se através da aplicacdo de tantas Regras de Contracéo a Esquerda
quantos os elementos de X (F), de uma Regra do Corte e da Regra de Introducdo de — a esquerda -
L—,, de uma regra de Enfraguecimento a Direita e de tantas Regras de Enfraquecimento a Esquerda

quantos os elementos de X(F):

D,
S(F) F ¢y P2 F 92 LW
D] 2(F) F 2,01 022(F) F gy |
Z(F) ko1 — @ 2(F), 91 = @2 F 92 Corte -
3(F),2(F) + ¢
3(F) + o2

em que Z)i e Z)é sdo dadas por hipotese de inducéo.

. CasoI-.
A derivacao, em Calculo de Sequentes, equivalente a derivacdo obtida em NC, por aplicacdo da

regra I, é a seguinte e obtém-se através da aplicacao da Regra de Introducéo de — a direita - R—:

11
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4
Dl
S(F), @'+ L

S(F) k=g’

—_

em que Z)i ¢ dada por hipétese de inducao.

. Caso E-.
A derivacao, em Calculo de Sequentes, equivalente a derivacdo obtida em NC, por aplicacdo da
regra E—, é a seguinte e obtém-se através da aplicacdo de tantas Regras de Contracao a Esquerda
quantos os elementos de X (F), de uma Regra do Corte e da Regra de Introducao de — a esquerda
- L
/
4 Dz ’
1)1 S(F) F—g
S(F)r¢' 2(F),¢'+ L

>(F),%(F) r L
S(F)r L

Corte

em que Di e Z)é s30 dadas por hipotese de inducéo.

. CasoE .
A derivacao, em Calculo de Sequentes, equivalente a derivacdo obtida em NC, por aplicacédo da

regra E | , é a seguinte e obtém-se através da aplicacdo da Regra do Corte:

’

Dy
S(F)r L J_I—(p’C t
S(F) + ¢’ ore

em que Z)i é dada por hipétese de inducéo.

. CasoI;V,ondei € {1,2}.
A derivacao, em Calculo de Sequentes, equivalente a derivacdo obtida em NC, por aplicacédo da
regra I;V, é a seguinte e obtém-se através da aplicacdo da Regra de Introducao de Vv a direita -
R;Vv,onde i € {1,2}:
4
Dl
2(F) F ¢
S(F)Fo1 Ve

RiV

12
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10.

11.

em que Di ¢ dada por hipétese de inducao.

Caso EV.
A derivacao, em Calculo de Sequentes, equivalente a derivacdo obtida em NC, por aplicacédo da
regra EV, é a seguinte e obtém-se através da aplicacdo de tantas Regras de Contracdo a Esquerda

quantos os elementos de X (F), de uma Regra do Corte e da Regra de Introducao de V a esquerda

-LV:
/ 4
Z)2 , Z)3 ,
D] (.o vo” ZF)gake
S(F) F Voo S(F), @1V o+ ¢ Corte
3(F),2(F) + ¢’
S(F) k¢

em que D, Z)é e Z)é sa0 dadas por hipotese de inducao.

Caso RAA.
A derivacdo, em Calculo de Sequentes, equivalente a derivacdo obtida em NC, por aplicacédo da
regra de RAA, é a seguinte e obtém-se através da conjuncao de regras de introducao de — a

esquerda e a direita e de uma Regra do Corte:

24 o're
%(F),—¢' L Folmg’
SE) F gl r

S(F) v ¢’ Corte

em que Z)i é dada por hipétese de inducao.

Proposicdo 2. Para todos os 3, 3’ multiconjuntos finitos de férmulas e ¢ € 7-}) temos que:

e se existe uma derivacdo D em Célculo de Sequentes (GC) do sequente 3. + ¢,’, entdo existe

em NC uma derivacdo D’ de ¢ a partir de G(X) U =G ('),

* se existe uma derivacdo 9 em Calculo de Sequentes (GC) do sequente 3. +, entéo existe em NC

uma derivacdo D’ de L a partir de G(3).

13
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Demonstracdo. Queremos provar que, para toda a derivacdo 9 em Calculo de Sequentes, quaisquer

%, %" € M, qualquer ¢ € Fp:

P(D) = P{(D) A Py(D)

em que,

G(3) U—=G(3)
D DI
* Pi(D):=se3+ ¢, entdo existe derivacdo D’ em NC, tal que 7, :
G(2)
/

D D
o P5(D) :=se 3+, entdo existe derivacdo D’ em NC, tal que L
Para tal, usamos o Principio de Inducao Estrutural associado as derivacdes em Calculo de Sequentes.

Uma vez mais, dada a natureza desta seccao, apenas demonstramos em detalhe uma amostra dos casos

representativos, sendo os restantes casos apresentados de forma mais sucinta.

1. Identidade (id).
Sejam %,%" € M, ¢ € Fp e suponhamos que D € derivacao do sequente 3 + ¢, >/, em Célculo
de Sequentes. Falta ver que existe derivacéo de ¢ a partir de G(X) U =G(Z’), em NC (P> (D) ¢

trivialmente verdadeira).

Ora, como D = ¢’ + ¢’, temos que:
a) ¢ =¢;
b) -G(Z)=0:
c) ==¢’ logo G(2) = {¢}.

Entdo, G(Z) U =G(X) = {¢’} U 0 = {¢’} e uma derivacio em NC de ¢ a partir de G(Z) U
-G(¥) &

2. Caso LW.

Seja 1 uma derivacéo em Célculo de Sequentes de I'  © e suponhamos P(Dy).

14
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Seja O a derivacao em Calculo de Sequentes, obtida a partir de 91, por aplicacdo da regra

estrutural LW, isto é:
Dy
I'r®

o', T+0 LW

Suponhamos P(D1). Queremos demonstrar P(D).

Comecemos por demonstrar P> (D). Seja %, tal que D ¢é derivagao de X . Queremos mostrar
existe derivacdo D’ em NC de L a partir de G(). Como D ¢ derivacao de ¢’,T + ©, segue
que:

e % =¢',T,donde G(Z) = {9’} UG(D);

s ©=0.
Entdo D1 é derivacdo de T + e por P(D), temos que existe derivacéo Z){ em NC, tal que:

G(T)
’
Z)l

1 .

Como as hipéteses ndo canceladas de Z)i pertencem a G(T') C {¢"} U G(T'), basta tomar D’
_ 4
= Z)l.
Demonstremos agora P1 (D). Sejam X, >/, @, tais que D é derivacéo de X + ¢, >/, Queremos
mostrar existe derivacdo 2’ em NC de ¢ a partir de G(2) U{p’}U-G(Z’). Como D & derivacdo
de ¢/,T + ©, segue que:

e ¥ =¢',T,donde G(2) = {9’} UG(D);

e 9=¢,%.
Por P(D1), temos que, para ¢ € ©, existe derivacao Z)i em NC, tal que:

G(T) U-G(X)

’
Dl
¢

Como as hipdteses ndo canceladas de Z)i pertencem a G(T) U =-G(Z’') € G(I) U {¢'} U
-G(2'), basta tomar D’ = Z){.
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3. Caso RW.

Seja D1 uma derivacéo em Calculo de Sequentes de I'  ® e suponhamos P(Dy).

Seja O a derivacao em Calculo de Sequentes, obtida a partir de 91, por aplicacéo da regra

estrutural RW, isto é:
Dy
'O
T'+0,q¢ RW

Suponhamos P(D1). Queremos demonstrar P(D). Ora, P> (D) é trivialmente verdadeira.

Sejam 2,3/, ¢, tais que D é derivacio de X + ¢, 3. Queremos mostrar existe derivacdo D’ em

NC de ¢ a partir de G(Z) U =G ().

c ©=0.
Dy
I'r
Temos que D =T + ¢’

RW

Como D é derivacao de T + ¢’, segue que:
- X =T, donde G(2) = G(I);
- ¢ =¢,3 donde p = ¢’ > = 0.
Queremos uma derivacdo D’ de ¢’ a partir de G(T').

Por P(D1), temos que existe derivacao Z)i em NC, tal que:

G(I)
4
Dy
L.

Basta tomar a seguinte derivacao em NC, obtida através de D1, seguida de uma aplicacao

daRegra E | :
G(D)
4
111
= EL
* ®#0.
Dy
r-e

Temosque D =T + O, ¢’ RW.

Como D é derivacao de T + ©, ¢’, segue que:
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- > =T, donde G(2) = G(I);
- 9,3 =0,¢’, donde:
¢=¢ (pg®)oug# ¢ (pc0)
* Se g =¢"
Seja ¢”” € ©. Por P(Dy), temos que existe derivacao Z)i em NC, tal que:
G(I), =G(3)
D)

144

¢

Queremos uma derivacao D’ de ¢’ a partir de G(I') U -G(©) = G(T) U-G(Z') U
{=¢""}.
Basta tomar a seguinte derivacao em NC:
G(T),~G(¥')
/
.
- '
1
o

E-

*x Seq # ¢

Temos que ¢ € © e, por P(D1), temos que existe derivacéo Z)i em NC, tal que:

G(D), ~G(¥)
D
4

Como as hipoteses nao canceladas de Z)i pertencem a G(T) U -G(Z') € G(T) U
—{¢’} U =G(X’), basta tomar D’ = Z)i.

4. Caso LC.

As derivacoes, em NC, equivalentes a derivacao obtida em Calculo de Sequentes, por aplicacdo da

regra Regra de Contracdo a Esquerda (LC), sdo as seguintes:

* Se®=0,como {¢’} U{p} UG(T) = {¢’} UG(T), basta tomar a derivacao:
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¢’,¢’,G(T)
/
Z)l
1
em que Z)i ¢ dada por hipdtese de inducao.
e Se® # 0, como {¢’}U{p’} UG(T) U-G(X) = {¢’} UG(T) U-G(Y), basta tomar
a derivacéao:
¢’,¢’,G(I), ~G(Z)
z)/
1
@

em que Z)i ¢é dada por hipotese de inducao.

5. Caso RC.
As derivacoes, em NC, equivalentes a derivacdo obtida em Calculo de Sequentes, por aplicacédo da

regra Regra de Contracado a Direita (RC), sao as seguintes:

* Se ¢ = ¢’, basta tomar a derivacéo:

a
G(I),~G(0), [-¢]
D,
a 1
[—¢] ¢’ -
;} RAA )

em que Z)i ¢ dada por hipotese de inducao.

* Seqp # ¢, isto ¢, se ¢ € O, tomamos ¢”” € © e, como G(I') U =G(2') U {=¢'} =
G(T) U =G(Z) U {=¢"} U {=¢’}, basta tomar a derivacao:
G(T),~G(©),—~¢’, —¢’
4
Dl

124

¢

em que Z)i ¢ dada por hipotese de inducao.

6. Caso L.

A derivacao, em NC, equivalente a derivacdo obtida em Calculo de Sequentes, por aplicacdo da
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regra Regra de Introducédo do L & Esquerda (L_L), é a seguinte e obtém-se através da aplicacdo da

Regra de Eliminacaodo L - EL:

e
¢

7. Caso L—.
As derivacdes, em NC, equivalentes a derivacdo obtida em Calculo de Sequentes, a partir da
derivacao 91 do sequente I' + O, ¢@’, por aplicacao da regra Regra de Introducdo do — & Esquerda

(L—), sao as seguintes:

e Se © = (), basta tomar a derivacao:

G(T)
2

em que Z){ ¢ dada por hipotese de inducéo.
e Se © # (, basta tomar a derivacao:

G(I), ~G(Z), ¢’
D!
1
7

@

em que Z)i ¢é dada por hipotese de inducao.

8. Caso R—.
As derivacdes, em NC, equivalentes a derivacdo obtida em Calculo de Sequentes, a partir da
derivacao 9 do sequente ¢’,T + ©, por aplicacdo da regra Regra de Introdugdo do — & Direita

(R—), sé@o as seguintes:

e Se © = (), basta tomar a derivacao:

a
[¢], G(T)
Z)/
l1
T(p' I=(a)

em que Z)i € dada por hipdtese de inducao.
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* Se® # 0 ep=-¢’, basta tomar a derivacao:

a
[¢L<3GUZﬂG(20
.
- d
1
7@

E-

em que Z)i ¢ dada por hipdtese de inducao.

e Se@#0eqp+ ¢ istoé ¢ € ® tomamos ¢’ € © e basta tomar a derivacéo:

/ a/
¢’ [-¢] e

_L |
= RM(g) ,
@ ,G(I'), -G(X)
2
([)”

em que Z)i ¢ dada por hipdtese de inducao.

9. CasoLjA,ondei € {1,2}.

As derivacdes, em NC, equivalentes a derivacdo obtida em Calculo de Sequentes, a partir da
derivagdo D; do sequente ¢;, T + ©’, pg, por aplicacdo da regra Regra de Introdugdo de A &

Esquerda (L;A), é a seguinte:

* Se O = (), basta tomar a derivacao:
P1LA P2
¥i E
D!

i
1

i G(I)

em que Z)lf ¢ dada por hipotese de inducao.
e Se © # (, basta tomar a derivacéo:

PLAP
o EIA,,G(r)ﬁG(z@
D}.

¢

em que Z)lf é dada por hipotese de inducao.
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10. Caso RA.

As derivacdes, em NC, equivalentes a derivacao obtida em Calculo de Sequentes, a partir das
derivacdes D1 e D, dos sequentes I' + ©,¢p1 e I' + O, ¢y, respetivamente, por aplicacdo da

regra Regra de Introducdo do A & Direita (RA), sdo as seguintes:

* Se ¢ = @1 A @), basta tomar a derivacao:

G(T),-G(®) G(T),~G(O)

14 14

P P,

1 2
P11 NP2 In

em que Z)i e Z)é sdo dadas por hipdtese de inducéo.

* Sep # ¢ Ay, istoé, se g € ©, tomamos ¢’ € © e basta tomar a seguinte derivacao:

b c
G(I),=G(X), [-¢1] G(I),=G(X), [-¢s]
14 4
" 22
[—o™] ¢ ¢ [-o™] ¢
1 - 1 -
o1 A®) s
—(p1 A ¢2) v1A 02 A
L RAA() )
@

em que Z)i e Dé sd0 dadas por hipotese de inducéo.

11. Caso LV.

As derivacdes, em NC, equivalentes a derivacdo obtida em Calculo de Sequentes a partir das
derivagoes Dy e D, dos sequentes ¢, + ©,0g € ¢2,T + @, ¢g, respetivamente, por

aplicacdo da regra Regra de Introducéo do Vv a Esquerda (LV), sdo as seguinte:

* Se © = (), basta tomar a derivacao:

a b
[o1], : (T)  [e2l, C (T)

Dl z)2
P11V @2 1 1
T Ev(a),(b)

em que Z)i e Z)é s30 dadas por hipotese de induco.
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* Se © # (, basta tomar a derivacéo:

a b
[01], G(T),~G(¥')  [¢2]. G(T), ~G(X')

/ V4
1 2
1V ® [
7 Ev(a),(b)

em que Z)i e Z)é s30 dadas por hipatese de induco.

12. CasoR;V,ondei € {1,2}.
As derivacdes, em NC, equivalentes a derivacao obtida em Calculo de Sequentes a partir da deriva-

cao D; do sequente I' + O, ¢;, por aplicacao da regra Regra de Introdugéo do V a Direita (R;V),

Sa0 as seguintes:

* Se ¢ = @1 V ¢y, basta tomar a derivacao:

G(I'),~G(©)
o,
Pi

< B AV
Vet

em que Z)lf é dada por hipotese de inducao.
* Sep # @V @y, istoé se p € O, tomamos ¢’ € O e basta tomar a seguinte derivacao:
. b
G(I), ~G(Z'), [-¢i]

’
z)i

4

[ﬂ?o'] ¢

E
1 -
7 RAA(b)

— |
~(@1 V 92) o1V 93 EV
J_ -/
% W)

em que Z)lf ¢ dada por hipétese de inducao.

13. Caso L —

As derivacdes, em NC, equivalentes a derivacao obtida em Calculo de Sequentes, a partir das
derivacoes D1 e D, dos sequentes I' + ©, 1 € @o, A + N, @, respetivamente, por aplicacéo

da regra Regra de Introducdo de — a Esquerda (L —), sdo as seguintes:
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* Se © = (), basta tomar a derivacao:

G(T)
D
P11 = P2 ?1 E
02 — ,G(I)
D,
1

em que Z)i e Z)é sdo dadas por hipotese de induco.

e Se © # (, basta tomar a derivacéo:

G(T), =G(), [-p1]

b
[92]. G(T), ~G(X) D]
D! a ’ ’

a 2 [-¢"] ¢ ¢
[-¢’] v ¢ L RAA
L - P = 92 1 ¢ ¢
=gy ~(b) 92 ¢ -

J_ |
& R

em que Z)i e Dé s&o dadas por hipdtese de inducéo.

14. CasoR —.

As derivacdes, em NC, equivalentes a derivacao obtida em Calculo de Sequentes a partir da deriva-
cdo D1 do sequente @1, I + O, ¢y, por aplicacao da Regra de Introducéo do — a Direita (R —),

Sa0 as seguintes:
* Se ¢ = ¢1 — @, basta tomar a deriva¢ao:

[¢11.G(T). ~G(®)

em que Z)i ¢ dada por hipdtese de inducao.

* Sep # @1 — ¢p,isto &, se ¢ € O, tomamos ¢’ € © e basta tomar a seguinte derivacao:
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b c

[o1], [~92]. G(T), ~G(X)
D)

[-¢] ¢’

2 RAA(()

Y2
—(p1 = ¢2) ¢1 — @2 E_’(b)

em que Z)lf ¢ dada por hipétese de inducao.

15. Regra do Corte.
As derivacdes, em NC, equivalentes a derivacao obtida em Calculo de Sequentes, a partir das
derivacdes D1 e D, dos sequentes I' + O, ¢’ e ¢, A + A, respetivamente, por aplicacdo da

regra Regra do Corte, sao as seguintes:

e Se ® =0 e A =0, basta tomar a derivacio:

G(I)

em que Z)i e Dé sdo dadas por hipdtese de inducéo.

e Se® # 0 e A =0, basta tomar a derivacao:

a
G(A),I[fp']
DZ
, £ L (a)
D)
(p//

em que Z)i e Dé sdo dadas por hipdtese de inducéo.

e Se® =0eA +# 0, basta tomar a derivacao:

G(I)
2
¢ ,G(A),-G(Z)
4
2
@
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em que Z)i e Dé sd0 dadas por hipdtese de inducéo.

* Se@#0eA+0eq=¢" €A, bastatomar a derivacao:

G(T),-G(©)
V4
z)1
¢ ,G(A), ~G()
4
D2
@

em que Z)i e Z)é sd0 dadas por hipdtese de inducéo.

* Se@#0eA+0eq=¢" €0, bastatomar a derivacio:

[0]. G(A), ~G(M)\{=¢""}

14
1444 13/2/
- @ £
= (a)
~G(),G(I), 7
14
o1
@

em que Z)i e Z)é sa0 dadas por hipétese de inducgo.

O

Fica entao provada a equivaléncia de demonstrabilidade entre o Calculo de Sequentes e a Deducéo
Natural (NC) na Légica Proposicional Classica. Sao varias as ilacées que podemos extrair desta demonstra-
¢ao e que estao detalhadas em cada passo da mesma. De uma forma mais geral, conseguimos perceber

que:

e As regras de introducdo em NC tém correspondéncia direta com as regras de introducéo a direita

em Calculo de Sequentes.

* As regras de eliminacdo em NC sao uma conjugacao entre uma regra de introducdo a esquerda,

seguida da aplicacao de uma regra do corte, em Calculo de Sequentes.

e Pelo Hauptsatz [5], concluimos entao que a correspondéncia entre uma derivacao em NC e uma
derivacdo em Calculo de Sequentes nao é Unica, porque qualquer derivacao que possui uma prova

no Calculo de Sequentes que utiliza a Regra do Corte, também possui uma prova que néo a utiliza.
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Nas regras de introducéo a direita em Calculo de Sequentes, quando tomamos ¢ igual a formula

que foi introduzida, também ha correspondéncia direta com as regras de introducao em NC.

As regras de introducao a esquerda em Calculo de Sequentes correspondem, em geral, a regras

de eliminacdo em NC, escritas “ao contrario”.

O facto de existirem conclusdes multiplas em Calculo de Sequentes é colmatado em NC pela
introducao de hipdteses correspondentes a negacao das conclusdes “a mais”. Por outro lado, as
derivacdes que possuem sequentes com conclusao vazia em Calculo de Sequentes sdo mapeadas

para derivacdes de absurdo em NC.

Numa perspetiva mais particular, a Lei do Corte em Calculo de Sequentes corresponde a uma subs-
tituicdo implicita de hipoteses nao canceladas pelas suas derivacées. Podemos, entao, entender a

Lei do Corte em Calculo de Sequentes como uma composicao de derivacdes em NC.
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Capitulo 3

Logica Quantica Minimal

A Légica Quantica Minimal (LQM), também designada por Ortolégica, € um exemplo de abstracado logica
utilizada para compreender os fendmenos da Mecanica Quantica, que nao se coadunam com as leis da
Fisica Classica, descritas pela Logica Classica. Neste capitulo, aprofundamos algumas ideias sobre esta

logica, seguindo de perto as ideias do artigo [2].

3.1 Sintaxe e Semantica

Analogamente ao que acontece com a Logica Classica Proposicional, utilizamos Vy e Ap = Vp U
{A, Vv, =} U{(,)} para denotar, respetivamente, o conjunto numeravel das variaveis da Logica Quantica

Minimal e o seu alfabeto. O conjunto de todas as palavras em Ap € representado por &Z{; :

Definicdo 10 (Conjunto de Férmulas). O conjunto Fp de férmulas é o subconjunto de A, definido

indutivamente por:
1. para todo p € (Vp, pE ?},
2. paratodo ¢ € ?}, (—p) € ?})
3. paratodo ¢,y € Fp, (¢ N Y) € Fp.
0 conectivo de disjuncao, V, é definido através da Lei de De Morgan
VY ==(m Ayh).

Por convencao, podem ser omitidos os paréntesis mais externos de cada formula. Convencionamos

também que as letras gregas minusculas ¢, ¥, o, etc. servirdo para representar formulas de ﬁ, e as letras
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CAPITULO 3. LOGICA QUANTICA MINIMAL

gregas mailsculas A, I, etc. denotarao conjuntos finitos ou infinitos de férmulas em ﬁ, (ao contrario do
que acontece na Logica Classica, em que os conjunto de férmulas com que trabalhamos sdo somente os
finitos).

Podemos ainda definir o conjunto de férmulas que inclui o conectivo de disjuncéo, V, que sera Uutil

para definir alguns dos sistemas dedutivos:

Definicao 11 (Conjunto de Formulas com Disjunc¢ao). O conjunto 7—;)\/ de formulas é o subconjunto

de ﬂ;,

definido indutivamente por:

1. paratodo ¢ € Fp, ¢ € 7—;,\/;

2. para todo ¢ € 7—})\/, (—o) € 7—;)\/;

3. para todo ¢,y € ?;,V, (p ANY) € ?;,V;
4. para todo ¢, € 7—;)\/, (p VY)e ?;)V.

De um ponto de vista semantico, sdo varias as semanticas utilizadas para caracterizar a Logica Quan-
tica Minimal, como a semantica de Kripke e a semantica algébrica, sendo esta ultima a sua caracterizacao
mais natural. Por esse motivo, sera esta a semantica que abordaremos neste trabalho. Com efeito, co-

mecamos entao por definir o conceito de ortorreticulado:

Definicdo 12 (Ortorreticulado). Uma estrutura B = (B,C,’, 1,0) é um ortorreticulado se:
* (B,C) é um reticulado limitado, com elemento maximo 1 e elemento minimo 0.
e A operacdo unaria’, que designamos por ortocomplemento, satisfaz as condicoes:

4 .
- (l/ =a,

—aCbseeséseb’ Cd;

- and =0.

Alguns exemplos de ortorreticulados séo:
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SN
\\// ~

Figura 1: 2. Figura 2: My. Figura 3: Hexagono.

/\ I
|

\/ N

0

Figura 4: G»>. Figura 5: Outro exemplo de ortorreticulado.
Proposicdo 3. Sejam B = (B,C,/,1,0) um ortorreticulado e a, b € B. Temos que:
1. 17=0;
2.0 =1;

w

(aub) =d nb;
4. (anb) =d LUV,
5.aud =1.
Demonstracdo. Sejam B = (B,C,,1,0) um ortorreticulado e a, b € B.

1. Temosque 1”7 2 0, ja que 0 é o elemento minimo de B. Por outro lado, 1’ C O see sose 0’ C 1”.

Como 1”7 = 1e1é o0 elemento maximo de B, temos que 0’ C 1 e, portanto, 1’ C 0. Logo, 1’ = 0.

2. Temos que 0’ C 1, ja que 1 é o elemento maximo de B. Por outro lado, 0’ 2 1seesdse 1’ 3 0”.

Como 0" = 0 e 0 é o elemento minimo de B, temos que 17 3 0 e, portanto, 0’ 3 1. Logo, 0/ = 1.
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CAPITULO 3. LOGICA QUANTICA MINIMAL

3. Pelas propriedades do infimo e do supremo, temos que a C allb, donde (alib)’ C a’ e b C allb,
donde (a LI b)’ C b’. Daqui, segue que (a LI b)’ T a’ M b’. Por outro lado, e novamente pelas
propriedades do infimo e do supremo, temos que a’Mb’ C @/, donde a C (a’1b’) ea’mb’ C ¥/,
donde b C (@’ M b’)’. Daqui, segue que a LI b C (a’ mb’)’, donde (¢’ mb")” C (a1 b)’, ou

seja,a’ Mb' C (aub). Logo, (aLb) =d’ Mb.

4. Pelas propriedades do infimo e do supremo, temos que arb C a, donde a’ C (amb)’ earb C b,
donde b’ C (a M b)’. Daqui, segue que @’ LIb” C (a M b)’. Por outro lado, e novamente pelas

propriedades do infimo e do supremo, temos que @’ C a’ U b’, donde (¢’ LY') € d” = a

eb’ C a UM, donde (a’ LD) C b” = b. Daqui, segue que (a’ U b’)’ € an b, donde

(amb) C (@ ub’)’, ouseja, (amb) Ca’ Lb. Logo, (amb) =a’ Lb .

5. Temos que alla’ C 1, ja que 1 é o elemento maximo de B. Por outro lado, 1 C a LI @’ se e sO
se (ald’) ©1.0ra temosque (ala’) =ad’ma” =a’ ma=0equel” =0, donde

1Caua seesose0CO0,oque éverdadeiro. Logo, alla’ = 1.
]

Note-se que, regra geral, os ortorreticulados nao satisfazem as leis distributivas de M e LI. Por exemplo,

tomando o ortorreticulado da Figura 4, temos que:

ani(buc)=ank’=a mas(anb)U(ame)=0U0=0

all(bnc)=all0=a mas(aUb)M(alc)=k' Nk’ =k

Note-se ainda que todas as Algebras de Boole sdo ortorreticulados, mas o inverso n&o acontece -

veja-se, por exemplo, os casos da Figura 2 ou da Figura 3.

Definicido 13 (Valoracdo). Sejam B8 = (B,C,,1,0) um ortorreticulado e ¢,y € 7-}) Uma funcéo

v : Fp — B € uma valoragdo em B se:
* 0(-p) =0(p)’;
e v(p AY) =0(p) No(y).

Definicdo 14 (Realizacao Algébrica da LQM). O par A = (B,v) diz-se uma realizagdo algébrica

da LQM se B é um ortorreticulado e v é uma valoracdo em B.
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Dada uma realizacao algébrica A = (B,v) e um conjunto finito de formulas T' = {¢1, ..., n},

utilizamos a notacéo o(I') = v(¢1) M ... Mo(pn).

Definicao 15 (Verdade e Verdade Légica). Sejam A = (B, v) uma realizacao algébrica da LOM e
pEFp.

* Diz-se que ¢ € verdadeira na realizacao A, e escreve-se =g ¢, se e s6 sev(p) = 1;

* Diz-se que ¢ é uma verdade logica da LQM, e escreve-se |:LQM ¢ (ou = ¢, se ndo houver

ambiguidade), se e so se =g ¢ para qualquer realizacéo algébrica A.

Diz-se também que A é um modelo de ¢ quando = ¢. Por outro lado, A é um modelo de um

conjunto de formulas ' (=4 I') se e s6 se = g /, paratodo € T,

Definicao 16 (Consequéncia numa Realizacao e Consequéncia Légica). Sejam A = (B,v)

uma realizacéo algébrica da LQM e T C Fp .

* Diz-se que ¢ é uma consequeéncia na realizacdo A de T, e escreve-se T’ =4 ¢, se e s0 se para

qualquer elemento a de B:

se, para qualquer y € T',a T v(y), entdo a C v(¢);

* Diz-se que ¢ € uma consequéncia logica de T, e escreve-seI' =popr ¢ (0uT |= ¢, se ndo houver

ambiguidade), se e so seT' =g ¢ para qualquer realizacao algébrica A.
SeT ={y}, emvezde {y} [ ¢, escrevemos ¥ |= ¢, omitindo as chavetas.

Note-se que a Definicdo 15 ndo € mais do que um caso particular da Definicdo 16, ja que = ¢ se e

sosed = o.
Proposicéo 4. Sejamy € Fp e I' um conjunto finito de férmulas de Fp. Temos que:
I' =y seesdsev(T) Co(y), para qualquer realizagdo algébrica A.

Demonstragdo. Seja A = (B, v) uma realizagao algébrica. Suponhamos primeiramente que ' = ¢/. Pela
defini¢do 16, temos que para qualquer a € B, se para qualquer ¢; € T', a T 0(¢;), entdo a T o(¢). Em
particular, para a = v(¢@q1) M ...Mo(en) = o(T'), temos que v (1) M...Mov(pn) E v(e;), para todo i,
donde o(I") E v(¢). Suponhamos agora que o(I') E v(¢). Seja a € B. Suponhamos que a C v(¢;),
para todo ¢; € T'. Entéo, a C v(¢q) M ... Mo(en) = o(T). Como, o(T) C o(y), temos que a E o(¥),
dondeT [ ¢. ]
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3.2 Problema da Implicacao

Ao contrario de outras logicas, todos os conectivos de implicacao propostos para a Logica Quantica Mi-
nimal sdo, de certa forma, anomalos, ndo respeitando certas propriedades usualmente satisfeitas por
conectivos de implicacao. Comecemos entao por ver que condicdes sao impostas para que um conectivo
seja considerado um conectivo de implicacao.

Seguindo o artigo [2], uma aproximacao inicial ao conceito de conectivo de implicacdo € a de que um

conectivo binario — se diz um conectivo de implicacao se e s6 se satisfaz as seguintes condicoes:
1. Identidade: ¢ — ¢ é verdadeiro em qualquer realizacdo algébrica A;

2. Modus Ponens: em qualquer realizacao algébrica A, se ¢ é verdadeiro e ¢ — 1 é verdadeiro,

entdo ¢ é verdadeiro.

No caso particular da Logica Quantica Minimal, uma condicao suficiente para um conectivo — ser

um conectivo de implicacéo é:
para qualquer realizacdo algébrica A = (B,v), Eg ¢ — Y seesésev(p) E o ().
Daqui, em conjunto com a Proposicao 4, segue que:

Fo—oyseesosep E.

E razoavel admitir a condicéo suficiente como condicdo minimal para um conectivo ser conectivo de
implicacao.

No entanto, ao contrario do que acontece na Ldgica Classica, um conectivo definido por

Q=Y i=e VY

nao origina um conectivo de implicacao, pois nao satisfaz a condicao minimal, ja que existem realizacdes

algébricas A = (B, v) tais que v(—¢ V ) = 1, mas v(p) Z o(y). Tomemos v(p)=b e v(¥)=c no
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ortorreticulado da Figura 4. E trivial que v(¢) I v(1) e temos que:

v(=p V) =0(=(=(=¢) A =Y)) [Def. de V]
= (0(==p) A=)’ [Def. 14]
= (v(@)” Moy [Def. 14]
= (v(p) o)) [Def. 12]
=(ndy [o(@) = b, 0(¥) =]
=0 [Fig. 4]
=1 [Prop. 3]

3.3 Axiomatizacao

Estamos agora em condicdes de definir uma axiomatizacao para a Légica Quantica Minimal, independente
de qualquer ideia de implicacéo logica quantica. Para isso, comecamos por introduzir alguns conceitos,
que nos conduzirdo a definicdo de dois sistemas dedutivos para esta logica: Deducdo Natural (NQM) e

Calculo de Sequentes (GQM).
Definicao 17 (Sequente). Um sequente é uma expressao da forma
'-e

onde © eT representam conjuntos finitos (possivelmente vazio) de formulas.
A expressdo & esquerda do simbolo + chamamos antecedente e & expresséo & direita do mesmo
chamamos consequente do sequente.
EscrevemosT, A para denotar T'UA e, de forma anéloga, T, ¢ para representar a expressdoT' U{¢}.
DadosT = {1, ...Y¥m, © = @1, ..., on € A = (B,v) uma realizacéo algébrica, a interpretacéo do

sequente ' + © &, intuitivamente, a seguinte:
para qualquer elemento a em B: se para qualquer ; € T', a C v(y;) entdoa E v(@q) U --- U o(epn).

Comoov(gq)U---Uo(en) =v(eq V-V en), 0sequente anterior também pode ser interpretado

como:
I'EeV..Von

Se o0 antecedente for vazio, o sequente reduz-se a
FO.
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Por outro lado, se o consequente for vazio, o sequente tem o mesmo significado da expressao
para qualquer elemento a em B: sea E v(y1 A ... A Ym), entdo a E 0.

ou seja, v(Yq A ... ANym) = 0.

Definicao 18 (Regra de Inferéncia). Uma regra de inferéncia tem a forma

rl F @1, ceey rn F @n
'+o

Aos sequentesT| + ©1, ..., In + ©n chamamos premissas da regra e ao sequente I' + © chamamos

conclusao.

Se o0 conjunto das premissas for vazio, estamos perante uma regra impropria e escrevemosI' + © .
Utilizamos um traco de inferéncia duplo quando queremos representar a aplicacdo sequencial da

mesma regra duas ou mais vezes.

Definicao 19 (Derivacao). Uma derivacdo é uma arvore de sequentes em que a raiz representa a

conclusao.

Definicdo 20 (Derivabilidade). Sejam I',© C Fp. © diz-se derivavel a partir de T e escreve-se
'+ LOM © (ouT + O, se ndo houver ambiguidade) se existe uma derivacdo tal que o sequente T + ©

é o ultimo elemento - a raiz - da derivacéo.

Estamos entdo em condicdes de partir para a definicdo dos sistemas dedutivos de Deducao Natural

com Sequentes (NQM) e Calculo de Sequentes (GQM).

3.3.1 Deducao Natural com Sequentes (NQM)

A Deducao Natural com Sequentes (NQM), adaptada do artigo [2] para conjuntos finitos € um sistema
dedutivo independente de qualquer tipo de ideia de implicacao quantica, que consiste num conjunto de
regras de introducdo e eliminacdo, num estilo de deducédo natural. Os seus sequentes sdo da forma
I' - ¢, em que T é subconjunto de 7-}) e ¢ é uma formula de Tp O conjunto de derivacdes deste sistema

dedutivo é definido, indutivamente, pelo seguinte conjunto de regras de inferéncia:

id 't Aory
ok
pre TAFy Corte
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— E;A,onde i € {1,2
LogAga ko 1.2}

Lo1,o20F0

LopAgabo HA

m [Fraca—

RwAﬂwkaS

F'rer Trep
I'Fop Ao

RIA

pryY @ry
F -

Absurdo

m [Forte—

pry

CP
—ﬂp - —|(p

Este sistema possui restricdes aos contextos nas regras do Absurdo, em que o antecedente da con-

clusao é obrigatoriamente um conjunto vazio, e da Contraposicao - CP, onde tanto o antecedente como o

consequente da conclusao sao férmulas negadas.

Na seccao 4.1, propomos uma nova variante de NQM, cujo formato de regras se aproxima daquele

gue usualmente encontramos nas regras de Deducado Natural para outras logicas.

3.3.2 Calculo de Sequentes (GQM)

Uma das primeiras formulacdes ao estilo de Gentzen para a Logica Quantica Minimal foi proposta por

Cutland e Gibbins [3], mas apenas admitia a eliminacéo de certas formas de corte. Algumas formulacdes

foram entretanto propostas, até se chegar finalmente ao Calculo de Sequentes (GQM) de Nishimura [10],

gue apresentamos abaixo. Este calculo utiliza sequentes da formaI" + ©, em que I" e © sdo subconjuntos

de 7—})\/ e ¢ definido, indutivamente, pelo axioma:

orp
e pelas regras de inferéncia:
| C)
ATFreA"
' L
-O,T+
o, '+ O
-, '+ O L=
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i, 'O

W Ll/\, ondei € {1, 2}

PrO pr+0O
PV 0O

LV

-¢;, ' F O
=(p1 V)., T+HO

L;j—V,onde i € {1,2}

rk®,(p1V(p2

'k 'k
?1 @2 RA
L'k Ao
'O, p;

R;V,onde i € {1,2}

F'k=p1 T'F-ep
L'k =(p1 V)

R-V

—|(p1l-® —|(p2l—®L A\ I'+©,-p; R
(1 App)FO® ['FO,=(p1 Ag2)

i=A,onde i € {1,2}

I'k=pp Tk
1V @2, Tk

P FO —.(p2|—®
FO, 01 A @)

L\/(—l)

R/\(—|)

Este sistema dedutivo é constituido por um axioma, uma regra estrutural de Enfraquecimento (W),
7 regras de introducao a direita e 7 regras simétricas as anteriores, de introducao a esquerda. Destas,
temos que L=, R—, LV e RA possuem restricbes aos contextos, exigindo, nas primeiras duas regras,
respetivamente, o consequente e o antecedente da concluséo vazios e nas restantes duas, respetivamente,
0 antecedente e 0 consequente das premissas com apenas uma formula. No que concerne as regras
estruturais, temos ainda que, a semelhanca do que acontece para a Légica Classica no sistema GC, as
regras da Contracdo (LC e RC) sdo admissiveis, ja que os sequentes deste sistema sao formados por
conjuntos. Temos também que sao admissiveis formas restritas do Corte. Mais detalhes acerca deste
tema sdo apresentados na seccao 4.2.

No que concerne a decisdo de se uma formula é ou nao uma verdade logica, este calculo da-nos

ainda um procedimento que torna possivel obter uma resposta para este problema [10].

3.3.3 Correcao e Completude de NQM

Neste capitulo, estabelecemos algumas definicdes sintaticas e utilizamo-las posteriormente para demons-
trar os Teoremas de Correcao e Completude do sistema NQM. Como no capitulo 4 provamos que 0s
sistemas GQM e NQM derivam os mesmos sequentes, segue, desse resultado, que GMQ é também um

sistema correto e completo.
Definicao 21 (Teorema Légico). Seja ¢ € 7—}, @ é um teorema logico da LOM (- @) see so se @ + .
Definicdo 22 (Consisténcia). Sejal’ C Fp.
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e T dizse inconsistente se existe ¢ € Fp tal que T + ¢ A =,
e T diz-se consistente, caso contrario.

Definicdo 23 (Fecho Dedutivo). Seja ' C Fp. O fecho dedutivo T deT é o conjunto {p|T+e}T

diz-se fechado dedutivamente se e s seT =T.

Definicao 24 (Compatibilidade Sintatica). Seam ', A C 7—}; Diz-se que T e A sdo sintaticamente

compativeis se e sO se, para qualquer ¢ € 7—},:
sel' + ¢, entdo A ¥ —e.

Teorema 2 (Teorema Fraco de Lindenbaum). Sejam I'’A C Fp e ¢ € Fp. Se T ¥ —¢, entéo

existe A, tal que A é compativel comT e A+ ¢.

Demonstragdo. Seja ¢ € Fp. Suponhamos que I' ¥ —¢ e tomemos A = {¢p}. E trivial que ¢ + ¢
(identidade). Falta ver que {¢} e I sdo sintaticamente compativeis. Suponhamos, por absurdo, que {¢}
e I ndo sao sintaticamente compativeis. Entdo, existe y € Fp, tal que ¢ + ¢ e T' - —1). Temos entao

que:

prY

CP

e, por transitividade, I' + —¢, o que contradiz a hipdtese inicial. Logo, {¢} e I' sdo sintaticamente

compativeis. 0
Teorema 3 (Teorema da Correcéo). SejamI' C Fpep € Fp. Sel' + ¢, entdoT | ¢.
Demonstracdo. Queremos provar que, para toda a derivacdo 9 de NQM, P(D), onde:
P(D):=sel+ ¢, entéo T = ¢.
Para tal, usamos o Principio de Inducéo Estrutural associado as derivacdes do sistema dedutivo NQM.

1. (ldentidade) D =T, F ¢
Sejam I’ € Fp e ¢ € Fp. Suponhamos que D ¢ derivacao do sequente T', ¢ + ¢. Falta ver que ¢
é consequéncia logica de I, ¢. Seja A = (B, v) uma realizacéo algébrica. Ora, pelas propriedades

dos ortorreticulados, é imediato que v(T') Mo(¢) C v(¢@). Logo T, ¢ = ¢.
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F're ANory
2. (Corte) D = LLArY

Seja 91 uma derivacao do sequente I + ¢ e suponhamos P(D1). Seja D, uma derivacéo do
sequente I' + ¢ e suponhamos P(2»). Queremos demonstrar P(D). Por P(D1) e P(D5) temos,
respetivamente, que o(T") € v(¢) e que v(A) Mo(p) T o(y).

Seja A = (B, v) uma realizacéo algébrica. Ora, por P(D1), o(T) Mo(A) E v(¢) Mo(A) e, por
P(D»), v(p) Mo(A) T o(). Logo, o(T) Mo(A) Co(y) eT,A E .

pry or-y
3. (Absurdo) D = F o

Seja 1 uma derivacdo do sequente ¢ + 1 e suponhamos P(Dq). Seja Do uma derivacao do

sequente @ + =1/ e suponhamos P(D,). Queremos demonstrar P(D). Por P(D1) e P(D5) temos,
respetivamente, que v(¢) C o(¥) e que v(¢) C v(=y), ou seja, v(¢) C o(¥) No(y)” = 0.

Seja A = (B, v) uma realizagao algébrica. Ora, por P(D1) e P(D»), v(¢) = 0. Logo, v(—¢) =
0(p)’ =0 =1. Logo, E —¢.

Os restantes casos sdo demonstrados de forma analoga aos casos apresentados. ]

Teorema 4 (Teorema da Completude). Sejam T C Fpeg € Fp. Sel | ¢, entao T + ¢.

Demonstracdo. E suficiente construir um modelo algébrico A = (B, v), tal que:

F'repssel Fg o.
Como consequéncia, é imediato que:
Sel'¥ g, entaoT 7 ¢

e, pela Definicdo 16, segue que:

Sel g @, entao T £ o.

Seja I o conjunto de todos os conjuntos de formulas consistentes e dedutivamente fechados. O modelo

algébrico A = (B, v) é entao definido como:

e« B=(B,C, ’,1,0) é um ortorreticulado, em que:
B={acI|a=d"};

1=1
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0=0;
qqaa,beB,aCbseesosea Cb;

a ={i€l|qqj € a,indo é sintaticamente compativel com j}.

* o ¢ afuncéo de valoragao definida porv(p) = {i € I | p € i}.

E trivial que C é um relacdo de ordem parcial (¢ uma inclusdo de conjuntos). Temos que amMb =anb

eallb = (aUb)” e os elementos maximo e minimo sdo os apresentados acima. Temos ainda que,

para todo p, v(p) € B, isto &, v(p) = v(p)”, que segue facilmente do facto de os elementos de I serem

dedutivamente fechados. Resta ver que a operacao unaria de ortocomplemento satisfaz as condicoes da

Definicdo 12.

Comecemos por ver que a operacdo unaria satisfaz as condicdes exigidas. Sejam a, b € B. Ora,

1.

a=a":

O resultado segue diretamente da definicao de B.

.SeaCb,entaod’ C a:

Suponhamos que a C b, isto &, que a C b. Queremos demonstrar que b’ C a’. Sejai € b’. Falta
ver que, para todo j € a, i ndo é sintaticamente compativel com j. Ora, dado j € a, j € b, ja que

a C b, e i ndo é sintaticamente compativel com j, pois i € b’. Logo, b’ C a’, ou seja, b’ C a’.

arna =0:

Queremos demonstrar que ama’ = 0, isto é, que a N a’ = 0. A demonstracdo é por reducédo
ao absurdo. Suponhamos que existe k € a N a’. Pela definicdo de a’ e porque k € a, temos que
para todo i € a’, i ndo é sintaticamente compativel com k. Como k € a’, temos, em particular,
que k nao é sintaticamente compativel com k. Entdo, existe ¢ tal que k + ¢ e k + —¢. Logo,

k + ¢ A—g, donde k ¢ I, 0 que € um absurdo. Logo, ndo existe k € ana’ e, portanto, ana’ = 0.

Lema 1 (Lema do modelo canénico).

qq @ € Fp:qqi€ i€ v(p) seesdseq € i.

Demonstracdo. Queremos provar que, para qualquer formula ¢ € ﬁ), icou(p)seesose ¢ € i. Para

tal, usamos o Principio de Inducao Estrutural associado a 7—},
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Lo=ppeVp

Segue diretamente da definicdo de v(p).

2. 9=y
Suponhamos que i € v(1) se e s6 se ¢ € i. Queremos demonstrar que i € v(—y) se e s se
-y €.
Suponhamos primeiramente que i € v(—v/). Entdo, i € v(y)’, isto ¢, para qualquer k € o(v), i
nao ¢ sintaticamente compativel com k, o que, por hipotese de inducao, € equivalente a: qualquer
¥, se ¥ € k, entdo i ndo é sintaticamente compativel com k. Como k é dedutivamente fechado,
temos que: qualquer ¥/, se k + i/, entdo i ndo é sintaticamente compativel com k. Daqui, segue
imediatamente pelo contra-reciproco do Teorema 2 que i + —. Como i € dedutivamente fechado,

temos que =y € i.

Suponhamos agora que =t/ € i. Seja j € v(y). Por hipotese de indugdo, temos que ¥ € j e,
portanto, i e j sao sintaticamente incompativeis, ja que i e j s@o conjuntos de formulas dedutiva-
mente fechados e i + =i/ e j + 1. Segue, pela definicdo de ortocomplemento, que i € v(y)’.

Logo, pela defini¢do de valoracao, i € v(—y).

3 ¢=01 N2
Suponhamos que i € v(pq) seesose g1 € iequei € v(pp) see sése gy € i. Queremos

demonstrar que i € (@ A @) seesose p; A @y € i.

Suponhamos primeiramente que i € v(@ A¢@5). Entdoi € v(¢q)No(¢y) e, portanto, i € v(¢pq)
e i € v(¢pp). Por hipdtese de inducdo, temos que @1 € i e ¢ € i. Como i € um conjunto de

formulas dedutivamente fechado, segue, por aplicacdo da regra IA, que ¢ A ¢ € i.

Suponhamos agora que @1 A @5 € i. Como i € um conjunto de formulas dedutivamente fechado,
segue, por aplicacao das regras E1A e Eo A, que @1 € i e ¢y € i. Por hipotese de inducéo, temos
que i € (1) ei € v(¢py), donde i € v(¢pq) Nov(¢py). Segue, pela definicdo de valoracdo, que

i€ou(pr A @)
(|

Estamos finalmente em condicdes de mostrar que I' + ¢ se e s6 se I' =g ¢. Como a implicacédo

da esquerda para a direita € uma consequéncia do Teorema 3, ¢é suficiente mostrar que se I" ¥ ¢, entao

40



CAPITULO 3. LOGICA QUANTICA MINIMAL

I' -4 ¢. Para tal, adaptamos para a semantica algébrica a demonstracao que ja existe, em [2], para a
semantica de Kripke.

Suponhamos que T' ¥ ¢. Queremos mostrar que existe a € B tal que: paratodo ¢ € T', a C v(¢) e
a g o(e).

Ora, tomemos a = (N{v(¢) | ¥ € T'}. Temos que a € B (ver Lema 2.2.2. de [2], que garante que a
intersecao de uma familia de “proposicdes”é uma “proposicao”). Por definicao de intersecéo, para todo
Y eT, N{o(¥) | € T} C o(). Vejamos agora que N{v() | € T} € v(p). Seja j = T. Temos,
pelo Lema 1, que, para ¢ € T, T e o(y)seesdose parayy €T, Y € T, 0 que é verdadeiro, ja que
I CT.logo, j € N{v(y) |y eT}.MasT ¥ ¢, peloque ¢ ¢ T e, pelo Lema 1, T ¢ (). Logo,
(Wo(¥) | ¢ € T} € v(p). Concluimos entdo que I' [~ ¢. O

Corolério 1. SejamI' C Fpep € Fp. T EFpseesoseT + ¢.

3.4 Breve comparacao com a Légica Classica

Quando comparamos a Logica Classica (LC) com a Légica Quantica Minimal (LQM), é imediato que: se
|:LQM ¢, entdo =1 ¢. Consideremos a seguinte proposicao [10], referente ao Célculo de Sequentes

da Logica Quantica Minimal (GQM):

Proposicao 5. Se adicionarmos a regra do Corte (sem restricées),

F'r®,¢ ¢, AFA
ILAFOA

Corte

ao calculo de sequentes GOM, obtemos um sistema dedutivo para a Ldgica Classica.

Demonstracdo. Basta demonstrar que sdo admissiveis as seguintes regras de inferéncia:

'r06,¢
wp,l“l—@(l' e
o, 'O
T+ 0, qo(_')c

0, I'+O ¢, I'+0O
@1V(p2,FI—®

(LV)c
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I'-0,91 THO, ¢
I'HO,01 A2

(RA)¢

Ora,

Suponhamos que existe derivacao D do sequente I' + ©, ¢. Queremos mostrar que existe deriva-
cao do sequente —¢, T' + ©. Ora, basta tomar a seguinte derivacéo, obtida a partir da aplicacao

da regra L—, seguida de uma Regra do Corte:

D pro L
'r®,¢ ¢,m¢pr ="
0. T+ O Corte

2. (R=)e.

Suponhamos que existe derivacdo 9 do sequente ¢, I" - ©. Queremos mostrar que existe deriva-
céo do sequente I' + ©, —¢. Ora, basta tomar a seguinte derivacéo, obtida a partir da aplicacéo

da regra R—, seguida de uma Regra do Corte:

4 R D
Fog,o ™7 o, THO
TrO ¢ Corte

3. (LV)e.

Suponhamos que existe derivacbes D1 e Do dos sequentes ¢1,I' F © e ¢, + O, respeti-
vamente. Queremos mostrar que existe derivacdo do sequente ¢ V ¢5,I' + ©. Ora, tomando
I' = yq,....Yn, basta tomar a seguinte derivacao, obtida a partir de aplicacdes sucessivas de

regras classicas e quanticas, seguida de aplicacdes sucessivas da Regra do Corte:

Dy D)
ol r® o $2IFO o
Yn + Yn L 91+ 0,0 @2 FO,T Ly
—Un, Un F (R=) p1V eyt O, (L)
l//n F —|—|lﬁn ¢ —|—|l//1, cees —|—|l//n, o1Vert (] Cortec
W e W, 01V 92, Y - O
Y1+ B :
R0 40 (R=) :
L 41 ‘ LoV @ Yn kO

@1V @2, V1, ... Yn + O Corte
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4. (RA)c.

Suponhamos que existe derivacbes D1 e Do dos sequentes I' + ©,¢1 e I' + O, ¢y, respeti-
vamente. Queremos mostrar que existe derivacdo do sequente I' + ©, @1 A ¢o. Ora, tomando
© = iy, ..., Yn, basta tomar a seguinte derivacao, obtida a partir de aplicacdes sucessivas de

regras classicas e quanticas, seguida de aplicacdes sucessivas da Regra do Corte:

Dy D>
I'+0 I'+oe
o (7 Tarres L gy
, : R AR Oy
~6,T F 9| A ¢ (Roye  FImUn
Lo A@y =0 ¥n  C  —=Ynryn Cort C
Tk Yn, 01 A @2, =2, oo 72 ™
; e
5 At (L)
[k .¥n o1 A @2, ~— ~Yi Cortec

TEYL o Un 01 A g

O

Temos entdo, que se adicionarmos a Regra do Corte (sem restricdes) ao Calculo de Sequentes da
Logica Quantica Minimal, obtemos um Calculo de Sequentes para a Logica Classica. Para além de nao
podermos adicionar a regra do Corte sem restricoes, o Calculo de Sequentes da Ldogica Quantica Minimal
tem algumas regras de inferéncias restritas, como ¢é o caso das regras LV, RA, L=, R—. Neste sentido,
uma questado que surge naturalmente é: quais sdo as consequéncias destas restricoes?

Ora, em primeiro lugar, a diferenca semantica entre as algebras de Boole e os ortorreticulados ¢
correspondida pela diferenca entre o Calculo de Sequentes Classico (GC) e o Calculo de Sequentes da
Légica Quantica Minimal (GQM), devido aos meta-teoremas de Correcado e Completude vigentes em ambas
as logicas.

Segundo, a diferenca entre os sistemas dedutivos das duas légicas conduz a situacdes em que & mais
complexo derivar certas férmulas na Logica Quantica Minimal, devido as restricdes impostas nas regras
de inferéncias dos seus sistemas dedutivos.

Por ultimo, ha alguns casos em que é até impossivel derivar tautologias da Logica Proposicional
Classica na Légica Quéantica Minimal.

Apresentamos entao, nas subseccoes seguintes, alguns exemplos ilustrativos.
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CAPITULO 3. LOGICA QUANTICA MINIMAL

3.4.1 Teoremas (simultaneamente) Classicos e Quanticos

Sejam ¢ e ¢ formulas. Um exemplo de Teorema da Logica Classica Proposicional que € também Teorema

da Logica Quantica Minimal é:
(e Vi)V (=g A=y).

Uma derivacdo no Calculo de Sequentes da Logica Proposicional Classica é:
pre¢ yry

pro.y R yro.y

Fo. Y e oy

A

Fe VYo Ay

Fle V)V (mp A—y)

RW
R—
RA
Rl V, R2V
Rl V, R2V

A regra de inferéncia RA na derivacdo anterior nao é possivel na Logica Quantica Minimal, por ter
mais formulas para além da conjuncao no consequente da sua conclusdo. Posto isto, uma derivacao no
Calculo de Sequentes da Logica Quantica Minimal, que faz uso das regras de inferéncia admissiveis da

contraposicdo (CP) e do Corte-1:

're F'rB,¢ ¢oFA
——— CP .
—“Or - Tro.A Corte-1

abordadas com mais profundidade na seccao 4.2, tem a forma:
F F
<p(pF <pipe// W l//l//F <pl,//¢ W
= R{V,RpV == R{V,RpV
proVy YyreVy
: (D) 2 (1)
pVYroVy (e VY)F e ﬂ((pvl//)kﬂlﬁRA
Fo Vi, —(e V) _ (e V) Fop Ay
(2)
FoVi,—pA-
VY, mp Ay RV, RV

Fo Vi)V (=e A=)

onde em (1) (respetivamente (2)), se utilizou a admissibilidade de CP (respetivamente, Corte-1).
Ter a regra admissivel CP significa que se existe uma derivacdo D de um sequente I + ©, entdo
existira também uma derivacdo D’ do sequente —® + —T', que podera resultar de uma transformacéo
extensa de 9, aumentando significativamente o seu comprimento. O mesmo podera ocorrer, de forma

analoga, com a aplicacdo da regra do Corte-1.
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3.4.2 Teoremas (somente) Classicos
Sejam ¢, ¥/, w formulas. Temos que:
a:==(pA Y Vo) V{(eA))V(pAo))

€ um Teorema da Ldgica Proposicional Classica, visto que existe uma derivacdo de a no seu Calculo de

Sequentes (GC):

F F F
_ Y% wew —2Y v —2? wrw —2EC W rw
QpYre AW fPJ//HWP/\wRA PPNy, PpoFeAY0 RA
QpYFroAY 9 Nw w,wl-(p/\I//,qo/\wL
\Y%

OYVOFOAY, 0N
PpYVor(eAY)V(pAw)
pANYVo)-(pAY)V (pA o) ~

Folen G Vo) AP Vpre) T
F=(p A V) VAP V(pAw) 7

RiV,RyVv
LiA, LA

A aplicacéo da regra LV nao é possivel em GQM, por ter mais formulas para além da disjuncéo no
antecedente da sua conclusao. No entanto, nao é possivel contornar a aplicacdo dessa regra com regras
admissiveis, ja que a ndo é uma verdade logica na Logica Quantica Minimal. Tomemos v(¢)=a, v(i/)=b e

v(w)=c no ortorreticulado da Figura 4. Entao,

v(@) =o(=(p A (Y V)V {(eA))V(¢Aw))
=0(=(==(@ A =(=Y A =) A ==(=(p AY) A =(p A w))))
= ((0(@) M () Mo()))” 1 ((v(p) M) 1 (v(p) No(w))”)
= ((0(@) M () Mo(@))) 1 ((e(p) M) M (v(p) No(w))))’
=((an@' nc))n((anb)’nanc’))
= ((ankyn (0’0"
=(an1)
=d
# 1.

Entao, pelo meta-teorema da Correcao, a nao é um Teorema da Légica Quéantica Minimal.
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Capitulo 4

Equivaléncia entre NQM e GOM

4.1 Variante da Deducao Natural (NQM*)

Nesta seccao, apresentamos algumas consideracdes sobre o sistema dedutivo Deducao Natural com
Sequentes (NQM), apresentado na seccao 3.3.1, que conduzem a um novo sistema, a Variante da Deducao
Natural (NQM*), cuja estrutura se aproxima aos sistemas de deducao natural a que estamos habituados,
pois procura que as regras de inferéncia atuem no consequente dos sequentes (mantendo, ainda assim,
excecdes). A demonstracao da equivaléncia das duas deducdes naturais & apresentada no fim desta

Seccao.

4.1.1 Metateoria do Sistema NQM

Apresentamos, abaixo, algumas notas sobre a Deducao Natural com Sequentes (NQM), introduzida na

seccao 3.3.1.

Proposicao 6. A regra do enfraquecimento:

|
Lyro

W

é derivavel.

Demonstracdo. Suponhamos que existe derivacdo 9 do sequente I'  ¢. Queremos mostrar que existe
derivacao do sequente I', ¢ - ¢. Ora, basta tomar a seguinte derivacéo, obtida a partir da aplicacao da

Regra do Corte:
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D
Lo Yoro

Lyro

id
Corte

Proposicao 7. Aregra LIA:

Loyro

oAy ro LA

é derivavel a partir das restantes regras do sistema (e, consequentemente, redundante).

Demonstracdo. Suponhamos que existe derivacdo D do sequente I', ¢, + o. Queremos mostrar que
existe derivacao do sequente I', ¢ A ¢ 0. Ora, basta tomar a seguinte derivacao, obtida a partir da

aplicacao dupla da Regra do Corte:

— E4A D

EoA LoAYFo 1 I‘,q),lﬁl—ac
ToAyry 2 LoAyyro, orte
LoAYyFro
|
Proposicao 8. A regra:

FForhNep .
W E l/\, ondei € {1, 2}

é derivavel.

Demonstracdo. Suponhamos que existe derivacao D do sequente I' + ¢ A ¢o. Queremos mostrar que
existe derivacdo do sequente T' + ¢;, onde i € {1,2}. Ora, basta tomar a seguinte derivacéo, obtida a

partir da aplicacao da regra E; A, seguida de uma Regra do Corte:

D ;
E;A,ondei e {1,2
F'rer Ao @1 Appkbo; 71 te{l.2}
Corte

rl-(pl'
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Proposicao 9. A regra:

I're
'k -

é derivavel.

Demonstracdo. Suponhamos que existe derivacao O do sequente I' F ¢. Queremos mostrar que existe
derivacdo do sequente I' F —=—¢. Ora, basta tomar a seguinte derivacao, obtida a partir da aplicacao da

regra IFraca—, seguida de uma Regra do Corte:

D -
F're Lot

'k =

IFraca—
Corte

Proposicao 10. A regra:

FI-—|—|q)
I'ke

é derivavel.

Demonstracdo. Suponhamos que existe derivacao 9 do sequente I' F ——¢. Queremos mostrar que
existe derivacéo do sequente I' + ¢. Ora, basta tomar a seguinte derivacao, obtida a partir da aplicacao

da regra IForte—, seguida de uma Regra do Corte:

D -
Ttomg T,-—gr g IForte—
Tt Corte
O
Proposicao 11. A regra:
F'ro A ,
TTry

é derivavel.
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Demonstracdo. Suponhamos que existe derivacdo O do sequente I' - ¢ A =¢. Queremos mostrar que
existe derivacéo do sequente I' + 1/. Ora, basta tomar a seguinte derivacéo, obtida a partir da aplicacéo
da regra Duns Scotus, seguida de uma Regra do Corte:

D -
FT'roA-p T,pA-@FY
-y

DS
Corte

4.1.2 Sistema NQM*

A partir da Deducao Natural com Sequentes da seccdo 3.3.1 e respetivas observacdes apresentadas na
subseccao anterior, podemos definir uma nova variante da Deducao Natural (NQM*), que é constituida

pelo axioma

Loreo

e pelas regras:

r A
SEOLAD2 pra ondei € {1,2) Lre Iy
T+ o; L F'teAY
rl——|—|(pE I'ro |
FI—(/) o FI——|—|go o
TroA-p pry
IW—(// DS —|¢|-—|(pCP
F F o 'k AoF
¢ ¢|_ —?{()p ¢Absurdo ?AFZZ 17bCorte

Note-se que esta nova versao deixa de contar com regras improprias e redundantes e passa a ter

regras de introducéao e regras de eliminacdo para 0s conectivos A e =— e uma nova versao da regra DS,

para além das regras CP, Absurdo e Corte.

4.1.3 Equivaléncia com o sistema NQM

A equivaléncia entre os sistemas NQM e NQM* ¢é obtida tomando as proposicoes da seccdo 4.1.1 e as

provas de derivabilidade em NQM* apresentadas abaixo.
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Proposicao 12. A regra:

— E;A,onde i € {1,2
Lot Aot 1.2}

é derivavel em NOM*.

Demonstracdo. Queremos mostrar que existe derivacao do sequente I', o1 A ¢ + @; em NQM*. Ora,

basta tomar a seguinte derivagéo, obtida a partir da aplicacao da regra E; A:

id
Lotneat o117 02 pr) onde e {1,2)
"> ’

Loo1 Ao ko

Proposicao 13. A regra:

m [Fraca—

é derivavel em NOM*.

Demonstracdo. Queremos mostrar que existe derivacao do sequente I, ¢ + =—=¢ em NQM*. Ora, basta

tomar a seguinte derivacao, obtida a partir da aplicacao da regra I——:

W id
r’qol——|—|(p

—//

Proposicao 14. A regra:

m [Forte—

é derivavel em NOM*.

Demonstracdo. Queremos mostrar que existe derivacao do sequente I', =—¢ + ¢ em NQM*. Ora, basta

tomar a seguinte derivacao, obtida a partir da aplicacéo da regra E——:

F, —|—|(p - —|—|qp Id
—r’ ¢ N 0 -
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Proposicao 15. A regra:

T,qo/\wWDS

é derivavel em NOM™.

Demonstracdo. Queremos mostrar que existe derivacao do sequente I', ¢ A =¢ + ¥ em NQM*. Ora,

basta tomar a seguinte derivacdo, obtida a partir da aplicaco da regra DS’:

id
T,oAN=@F@ A~
% Qro % DS’

LoA-pry

4.2 Metateoria do Sistema GQM

Vejamos algumas notas sobre a o Calculo de Sequentes (GQM), apresentado na seccédo 3.3.2, que nos

serao Uteis para as demonstracdes das seccoes seguintes.

Proposicao 16. A regra da Contraposicao:

I'r®

=0 F -l CP

€ admissivel.

Demonstracdo. Apresentamos apenas as linhas gerais da demonstracao - os detalhes da prova podem
ser consultados em [10]. Para provar a admissibilidade da regra da contraposicao, é introduzido um
sistema auxiliar, GQM#, que admite como axiomas 0s sequentes ¢ F ¢@; @, =@ F € F @, =, que nao

possui as regras de inferéncia L— € R— e que conta com duas regras de inferéncia adicionais:

01 FO q02l-@
FO, (@1 V ¢2)

Fl—(pl Fl—(pz
(@1 A @2), T+

A (=) V(=)

Posto isto, demonstra-se que:
1. Seum sequente =—¢, T" + © é derivavel em GQM#, entdo também é derivavel o sequente ¢, I" + ©;

2. SeumsequenteI' - ©, == é derivavel em GQM#, entdo também é derivavel o sequente I' + ©, ¢.
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A partir dos resultados anteriores, prova-se que:

3. Aregra de inferéncia da Contraposicao (CP) é admissivel em GQM#.

Uma vez mais, fazendo uso dos resultados provados até ao momento, demonstra-se que:

4. Se um sequente I' + © é derivavel em GQM#, entdo também é derivavel o sequente =0, T +;
5. Se um sequente I + © ¢ derivavel em GQM#, entao também é derivavel o sequente + ©, —I.

Finalmente, recorrendo aos resultados (4) e (5), prova-se a equivaléncia entre os sistemas GOM e
GQM# e, portanto, a admissibilidade da regra da Contraposicdo no sistema GQM.

O

Teorema 5 (Teorema da Eliminacao do Corte). Se os sequentesT + ©, ¢ e p, A + A séo derivaveis
comouA = @ ou® = 0, entdo o sequente ', A + ©, A é também derivavel. Por outras palavras, as
regras do Corte (restritas):

'r®,¢ ¢orA F're ¢, AFA
TroA  cortel T.AFA

Corte-2

sdo admissiveis.

Demonstracdo. A prova é feita por inducado no grau das férmulas e comprimento das derivacdes e o0s

seus detalhes podem ser consultados em [10]. O

4.3 Equivaléncia entre NQM e GQM

4.3.1 NQM => GQM
Proposicao 17. SeT I ¢ é derivavel em NQM*, entdo I' + ¢ € derivavel em GOM.

Demonstracdo. Queremos provar que, para toda a derivacao 9 em NQM*:

P(PD) :=paratodo T C 7-}; @ € Fp, se D ¢ derivacdo em NQM* do sequente I' + ¢, entao existe
derivacao D’ em GQM do sequente T + ¢.

Para tal, usamos o Principio de Inducao Estrutural associado a NQM*. Note-se, no entanto, que apenas
demonstramos em detalhe os primeiros quatro casos, sendo os restantes casos apresentados de forma

mais sucinta.
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1. Identidade (id).
Seja D a derivacdo do sequente I', ¢ + ¢ em NQM™, obtida por aplicacdo da regra id. Falta ver
que existe derivacao do sequente I, ¢ + ¢ em GQM. Ora, basta tomar a derivacdo em GQM, obtida

através da aplicacdo de uma regra do enfraquecimento (W):

pro

F,wqﬂw

2. Caso E;/\, onde i € {1,2}.
Seja D1 derivacao em NQM* do sequente I' F ¢ A ¢o. Seja D a derivacao em NQM*, obtida a
partir de D1, por aplicacado da Regra E;/\, onde i € {1,2}, isto é:
Dy

I'bo1 Ao

D= Tr o E; Aondei € {1,2}

Queremos demonstrar que existe derivacdo D’ em GQM do sequente T’ + ¢;.
Ora, por P(D1), temos que existe derivacao Z){ do sequente I' + @1 A @ em GQM.
Basta entdo tomar a derivagdo em GQM, obtida através da aplicacdo daregra LA, onde i € {1, 2},

seguida da aplicacdo de uma regra do Corte:

D’ .
1 Qi+ @ LA

CroiAex pihearai
T Corte-1
F @i

3. CasoIA.
Sejam D1 e Do derivacoes em NQM* dos sequentes I' + @1 e T' F ¢p, respetivamente. Seja D

a derivacao do sequente em NQM*, obtida a partir de 1 e D5, por aplicacdo da Regra IA, isto

é:
Dy Dy
I‘l—qol rl-qoz
D= Fl—(pl/\qoz

Queremos demonstrar que existe derivacdo 9’ em GQM do sequente T + ©1 N 9.

Ora, por P(D1) e P(D»), temos que existem, respetivamente, derivacao Z){ dosequente I' + ¢q
e derivacao Z)é do sequente I' + > em GQM.

Basta entao tomar a derivacdo em GQM, obtida através da aplicacdo de uma regra RA:
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/ /
rZ)1 FDZ
F F
?1 92 o
A )

4. Caso E——.
Seja D1 derivacéo do sequente I' - =—=¢ em NQM* e suponhamos P(D1). Seja D a derivacéo
em NQM?*, obtida a partir de 91, por aplicacéo da Regra E——, isto é:

Dy
FI——|—|(p
D = 'k

/1

Queremos demonstrar que existe derivacdo D’ em GQM do sequente T' + ¢.
Ora, por P(D1), temos que existe derivacao Z){ em GQM do sequente I" F ¢ em GQM.
Basta entdo tomar a derivacdo em GQM, obtida através da aplicacdo da regra L——, seguida da

aplicacao de uma regra do Corte-1:

/
Dy gty
rl——|—|(p —|—|(p|—g0
|

L_l_l

Corte-1

5. Caso I-—.
A derivacdo, em GQM, equivalente a derivacao obtida em NQM* a partir da derivacdo 9y do
sequente I F ¢, por aplicacdo da regra [-—, é a seguinte e obtém-se através da aplicacao da
regra R——:

%
g °

em que Z)i ¢ dada por hipotese de inducao.

6. CasoDS’.
A derivacao, em GQM, equivalente a derivacao obtida em NQM* a partir da derivacado 94 do
sequente T' + @ A =, por aplicacdo da regra DS’, é a seguinte e obtém-se através da aplicacéo

das regras W e L; A, seguida da aplicacdo de uma regra do Corte-1:
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pro
oo F L™
4 L@+
I+ z)/1\ (P/\ - klpz// LiA
4 LA 4 d Corte-1

F'ry

em que Z)i ¢ dada por hipétese de inducao.

. Caso CP.
A derivacdo, em GQM, equivalente a derivacao obtida em NQM* a partir da derivacdo 94 do
sequente ¢ + ¥, por aplicacdo da regra CP, é a seguinte e obtém-se através da aplicacao da regra
admissivel da Contraposicao, CP:
D
pry

CP
Y kg

em que Z)i ¢ dada por hipétese de inducao.

. Caso Absurdo.

A derivacao, em GQM, equivalente a derivacao obtida em NQM* a partir das derivacées D e Dy,
respetivamente, dos sequentes ¢ i e ¢ + =, por aplicacdo da regra do Absurdo, é a seguinte
e obtém-se através da aplicacao das regras R— e da regra admissivel CP, seguida da aplicacao de

uma regra do Corte-1:

I4 ’
DZ Dl
- F
s 5 S
|__|(p orte-

em que Z)i e Dé s30 dadas por hipotese de inducgo.

. Caso Corte.
A derivacao, em GQM, equivalente a derivacao obtida em NQM* a partir das derivacdes D1 e Dy,
respetivamente, dos sequentes ' + ¢ e A, ¢ + 1/, por aplicacdo da regra do Corte, € a seguinte e

obtém-se através da aplicacao da regra do Corte-2:

4 V4
Z)1 D2 g&
'k Agtr
TAFy Corte-2
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em que Di e Z)é s30 dadas por hipotese de inducéo.
O

Como os sistemas NQM e NQM* sdo equivalentes, fica entdo demonstrado que: se T' F ¢ é derivavel

em NQM, entdo I" - ¢ é derivavel em GQM.

4.3.2 GQM => NQM

Conforme vimos na seccao 3.3, os sequentes do sistema NQM (e, por conseguinte, do sistema NQM*)
sdo da forma I' + ¢, em que I é um conjunto de formulas (possivelmente vazio) de ?}) e ¢ éuma
formula de 7—}, Posto isto, para demonstrar a implicacao pretendida, temos de definir, em primeiro lugar,
uma funcao que traduza as férmulas com disjuncdo utilizadas em GOM em férmulas (sem disjuncao)
utilizadas em NQM. Note-se que a traducdo inversa € apenas uma simples funcao de inclusao, ja que
7—}) € um subconjunto de 7—;,\/, pelo que, na subseccéo anterior, assumimos simplesmente que qualquer

formula de 7—}, ¢ também uma formula de ?})V.

Definicao 25 (Funcao F). A funcéo F é a funcéo que, a cada férmula de ?;,V faz corresponder uma

formula de 7-}) e é definida, recursivamente, por:
1. F(p) = p, paratodop € Vp,
2. F(-¢) = =F(¢p), para todo ¢ € ?},V,'
3. F(p AY) = F(p) A F(), para todo ¢, € 7—;,V,-
4. F(p V) = =(=F(p) A —~F(y)), para todo ¢,y € 9—;;/.
Temos que, seI' = {1, ..., on}, entdo F(T') = {F(¢1), ... F(¢n)}.

Definimos ainda uma série de conceitos e resultados, que nos permitirdo, como ja referido, ultrapassar
o facto de os sequentes do sistema NQM™ terem apenas uma formula no seu consequente.

Como ?;)V € um conjunto numeravel, esta definida uma bijecao entre N e 7—;)\/, gue nos garante que é
possivel definir uma relacdo de ordem para as férmulas de um dado conjunto de férmulas de 7-})\/. Assim,

estamos em condicdes de introduzir a ideia de listas de formulas e da sua disjuncao.

Definicdo 26 (Conjunto (?;)V)"’). O conjunto (7—;0\/)+ das listas de formulas de 7-;0\/ é definido, indu-

tivamente, por:
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1 segpe %V, entéo ¢ € (%V)Jr;
2. seqp€ 7—})\/ el e (TPV)"', entdo (¢ =1 L) € (7-;0\/)"'.
Usamos a notacdo ¢ :: ... :: ¢n para representar a lista [¢1, . . ., ¢n].

Definicdao 27 (Funcao V™). A funcdo v, que a uma lista ndo vazia de formulas de 7-;,\/ faz corres-

ponder a disjuncao das suas formulas, é definida recursivamente por:
* V() = ¢
e Vi(p:L)=¢Vv V(D).

Definicdo 28 (Funcdo \V*). Sejal € (7—})\/)+ e € a lista vazia. Fixemos uma formula o € 7—})\/. A fungéo

V*, que a uma lista de formulas de ?},V faz corresponder a disjuncao das suas formulas, é definida por:
e V¥(L)=Vt(L), seL #¢;
e V¥(e) = a A a.

Temos ainda que a bijecao N — 7—;)\/ determina L : Pfin(ﬁ’-;,v) — (7—;)\/)"' e permite definir uma
nova funcdo V*, como vV* : ?fin(?})v) - ?})V, tal que, dado um conjunto finito de férmulas © de
?})V, V¥(®) = VI (L(©)).

Utilizamos a notacao I' 4+ © para indicar que I" é derivavel a partir de © (© + I') e © é derivavel a

partirde I" (IT' + ©).
Lema 2. SeT,0 ¢ me(?})v) néo vazios, entdo V*(T' U ©) 4 V*(T') V V*(©) em GOM.

Demonstracdo. Segue diretamente da comutatividade (@1 V @2 4+ @5 V ¢1) e da associatividade (@1 V

(o2 V @3) 4F (@1 V @2) V ¢3) da disjuncéo. |
Lema 3. Sejam ¢, ¢’ € ?})V. A regra:

¢ ¢’
F(p) 4+ F(¢’)

é admissivel em GOM.

Demonstragdo. Segue diretamente de ¢ 4+ F(¢) e de aplicagdes da Regra do Corte. m|
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Lema 4. Se ¢ -+ ¢, entdo:

I'ro
I'ko
é admissivel em NOM™.
Demonstracdo. Caso particular da Regra do Corte. O

Estamos entdo em condicdes de demonstrar a seguinte proposicao:
Proposicdo 18. SeT + O ¢ derivavel em GQM, entdo F(T') + F(V*(®)) ¢ derivavel em NQM*.

Demonstracdo. Queremos provar que, para toda a derivacao 9 em GQM:
P(D) :=paratodoI',® C 7—;,\/, se D ¢é derivacdo em GQM do sequente I" + ©, entdo existe derivacao
D’ em NQM* do sequente F(T') - F(V*(0)).

Para tal, usamos o Principio de Inducao Estrutural associado a GQM. Note-se que, uma vez mais,
apenas demonstramos em detalhe uma amostra dos casos representativos, sendo os restantes casos

apresentados de forma mais sucinta.

1. Identidade (id).
Sejagp € 7—},\/ e suponhamos que D ¢é derivacao do sequente ¢ + ¢ em GQM. Falta ver que existe

derivacéo do sequente F(¢) + F(V*(p)) em NQM*.
Ora, temos que F(V*(¢)) = F(¢p).

Basta entéo tomar a derivacao em NQM™:

F(p) v F(p)

2. CasoW.
Seja D a derivacdo do sequente I' - ® em GQM e suponhamos P(D1). Seja D a derivacdo em

GQM, obtida a partir de 1, por aplicacao da Regra W, isto é:
Dy

I,e

D= ArroalV

Queremos demonstrar que existe derivacdo D’ em NQM* do sequente F(A,T) + F(V*(©, A)).

Ora, temos que:
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a) F(A,T) = F(A),F(T);

b) Pelo Lema 2, V*(©,A) 4 V*(©) vV V*(A);

¢) Segue entdo, pelo Lema 3, que F(V*(©, A)) 4 F(V*(®) V V*(A));

d) Pela definicio da funcao F, temos que F(V*(®)VV*(A)) = =(=F(V*(®))A-F(V*(A)));

e) Por P(D), existe derivacédo Z){ do sequente F(T) + F(V*(©)) em NQM*.

Basta ent&do tomar a seguinte derivacdo em NQM*:

Dy
F(I') v F(V*(O©)) =F(V*(©)) A =F(V*(A)) F =F(V*(©)) A =F(V*(A)) £/ A
F(A),F(T) + F(V*(©)) - -F(V*(©)) A =F(V*(A)) + ~F(V*(©)) cp !
F(A),F(T) v ==F(V*(0©)) -=F(V*(©)) + ~(=F(V*(©)) A =F(V*(A))) Corte

F(A),F(T) F =(=F(V*(®)) A =F(V*(A)))
F(AT) F F(V*(©,A))

a)ad)elema4d

3. Caso L—.
Seja D4 a derivacao do sequente I' - © em GQM e suponhamos P(D1). Seja D a derivacao em
GQM, obtida a partir de 1, por aplicacao da Regra L, isto é:
Dy

I'r®©
D= -0,T +

L=

Queremos demonstrar que existe derivacdo D’ em NQM* do sequente F(—=®,T) + F(V*(0)).

Ora, tomando © = 04, ..., Oy, temos que:

a) F(=©,T) = ~F(6}),...,~F(6n), F(D);
b) Pela definicio das funcées F e V*, temos que F(V*(0)) = a A —a.
c) Por P(Dy), existe derivacéo Z){ do sequente F(T') + F(V*(©)) em NQM*;

d) Pela definicdo das funces F e V*, temos que F(V*(©)) 4+ —(=F(01) A --- A =F(6y)),
pelo que 1)1 é derivacdo do sequente F(I') F =(=F(61) A --- A =F(6p)).

Basta entdo tomar a seguinte derivacdo em NQM*:
Dr Dr

-F(6y),..., =F(60,),F(T) F (=F(61) A -+ A=F(0,)) A—=(=F(61) A--- A=F(6,)) :3/\8'
—F(6),..., -F(0,),F(T) + a A ~«
F(=O,T) r F(V*(0))

a), b)
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onde Dy ¢€ a derivacao:

=F(0),..., —-F(GF),F(F) F=F(0,)
| A sucessivos

-F(6),..., =F(6,),F(T) + =F(0;) =F(6y),..., ﬂF(Qn),:F(I“) k-2 A=F(6,)
—lF(91) ..... ﬁF(@n),F(F) + —|F(9]) JANRREAN —|F(9n) I

e Dp ¢é a derivacao:

D
F(T) F ~(=F(61) A --- A =F(6r))
=F(61),...,~F(0,), F(T) k =(=F(01) A -+ A =F(6y))

em que Z)i ¢ dada por hipétese de inducao.

4. Caso R—.

A derivacdo, em NQM*, equivalente a derivacao obtida em GQM a partir da derivacdo 94 do

sequenteI' - ©, em que T = {yy,...,yn}, por aplicacdo da regra R—, é a seguinte:
o, Dr
i P

Absurdo

*

FS(<F (V7 () A ~=(=~F (1) A A ——F(ya)))
FF(V*(©,-I))

onde Dy é uma derivagéo do sequente =F(V*(®)) A ==(==F(y1) A --- A ==F(yn)) *+

F(y1) A -+ A F(yn) facil de obter e onde Dp, ¢é a derivacao:

SF(V*()) A ==(==F(y1) A+ A ==F(yn)) F 2F(V'(0)) A ~=(==F(y1) A+ A==F(y)) o,
—F(V*(©)) A ==(==F(y1) A --- A ==F(yn)) F =F(V*(©)) L

SF(V(0)) A =(—=F(y) A A =~F(ym) F ~(F(y1) A~ A F(r)) Corte

e, por sua vez, D;z é a derivacao:

D,
F(yi) A+ - ANF(yn) F F(y1) A+ AN F(yn) , F(y1),. .-, F(yn-1), F(yn) F F(V*(©)) !
F(y1) A A F(yn) F F(y1) " TFQ) A A F(p) F F(V(O)) Cort:
F(y) A A F() FEV(O)

—F(VH(0)) F =(F(y1) A -+ A F(yn))

em que Z)i ¢ dada por hipétese de inducao.
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0 passo de inferéncia = segue de F(V*(©,-I)) 4+ =(=F(V*(®)) A ==(==F(y1) A -+- A
—=F(yn))) e do Lema 4.

5. Caso L——.
A derivacdo, em NQM*, equivalente & derivacdo obtida em GQM a partir da derivacdo 94 do

sequente ¢, I' - ©, por aplicacao da regra L——, é a seguinte:

—=F(¢) F ==F(p) 0}

-

SF(p) FF(p) = F(g).F(T) F F(V*(®))
~~F(¢). F(T) F F(V'(©))

Corte

em que Z)i é dada por hipotese de inducao.

6. Caso R——.
A derivacdo, em NQM*, equivalente & derivacdo obtida em GQM a partir da derivacdo 9y do

sequente I'  ©, ¢, por aplicagdo da regra R——, é a seguinte:

Dr
D, ;
F(T) F F(V*(©,9)) 2 o Fo cp
F(T) b =(=F(V*(®)) A =F(p)) —~(=F(V*(0)) A =F(9)) F ~(=F(V*(®)) A ===F(p)) Corte
F(T) F ~(=F(V*(0)) A ===F(¢))
F(T) F F(V*(©,~9))

1

onde Z)i € dada por hipotese de inducdo e Dpg € a derivagao:

~F(V*(0)) A 7==F (@) F ~F(V'(0)) A ===F(9)
~F(V*(0)) A 7=F(@) F ~F(V'(0)) A =~—F(g) ~F(V*(0)) A 7=F (@) F ~=F(9)

’
E)A

’
E/A

—F(V*(0)) A ===F (@) F ~F(V*(0)) ~F(V'(©)) A ==F(g) F ~F(gp) N o
—F(V*(©)) A ===F(g) F ~F(V(©)) A =F(9p)

e 0s passos de inferéncia «l e x2 seguem de F(V*(©, ==¢)) 4+ =(=F(V*(©)) A ===F(¢))
e F(V*(©, ¢)) 4+ =(=F(V*(©)) A =F(¢)), respetivamente, e do Lema 4.

7. Caso L;jA.
A derivacdo, em NQM*, equivalente & derivacdo obtida em GQM a partir da derivacdo 94 do

sequente ¢;, I' - ©, por aplicacdo da regra L; A, é a seguinte:

F(@1) ANF(@2) - F(p1) A F(g2) E A Dy
F(p1) AF(@2) F F(¢;) " F(¢:),F(T) r F(V*(©))

F(g1) A F(g2), F(T) F F(V*(0))

Corte

61



CAPITULO 4. EQUIVALENCIA ENTRE NQM E GQM

em que Di ¢ dada por hipétese de inducao.

. Caso RA.
A derivacao, em NQM*, equivalente & derivacéo obtida em GQM a partir das derivacées D1 e Do
dos sequentes I" + @1 e I' + ¢y, por aplicacdo da regra RA, € a seguinte:

Dy D;

F(T) - F(p1) F(T) F F(¢2)
F(T) - F(g1) A F(g2)

IA

em que Z)i e Dé s30 dadas por hipotese de inducéo.

. CasoLv.
A derivacao, em NQM*, equivalente & derivacao obtida em GQM a partir das derivacées D1 e Do

dos sequentes ¢ F © e ¢ + O, por aplicacdo da regra LV, € a seguinte:

Dy D,
F(g1) F F(V*(0)) F(g2) F F(V*(0))

—F(V'(©)) F ~F(¢1) —F(V¥(©)) F ~F(g2)
—F(V*(0)) F ~F(g1) A =F(¢2)

—(=F (1) A =F(¢2)) F 7=F(V*(0))
=(=F(¢1) A =F(¢2)) F F(V*(0))

cP

CP

-

em que Z)i e Dé sd0 dadas por hipétese de inducao.

. Caso R;V.
A derivacao, em NQM*, equivalente a derivacdo obtida em GQM a partir da derivacdo 94 do

sequente I' O, @;, por aplicacao da regra R; A, € a seguinte:

Dy Dr
F(T) + F(V*(©,¢;)) :
F(T) + ~(=F(V*(©)) A ~F(¢)) e
F(T) F ~(=F(V*(©)) A =~(=F(p1) A ~F(¢2)))
F(T) F F(V*(©, 01 V ¢2)) *

onde Z)i € dada por hipotese de inducao e Dpg € a derivagao:

—F(V'(0)) A ==(=F (1) A ~F(g2)) F 2F (V¥ (0)) A ==(=F(¢1) A =F(92))
—F(VI(©)) A 7= (=F(¢1) A =F(g2)) F =F(V*(O)) -

~F(VH(0)) A 7=(=F (1) A ~F(g2)) F 2F(V*(0)) A =F(¢:)
~(=F(V*(©)) A =F(¢i) F =(=F(V*(©)) A ==(=F(g1) A =F(¢2)))

’
E/A
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11.

12.

13.

e, por sua vez, D;z é a derivacao:

—F(V*(©)) A ==(=F(p1) A =F(¢2)) F =F(V*(©)) A ==(=F(p1) A =F(¢2))
—F(V*(©)) A ==(=F(p1) A =F(¢2)) F ~=(=F(¢1) A =F(92))
—~F(V*(®)) A ==(=F(p1) A =F(¢2)) F ~F(p1) A =F(¢2)
—~F(V*(©)) A ==(=F(p1) A =F(¢2)) F =F(¢:)

’
E)\A

E—|—|

Ein

Os passos de inferéncia =1 e +2 seguem de F(V¥*(©,p1V@r)) 4F =(=F(V*(©)) A== (=F(p)A
—F(92))) e F(V*(8,¢;)) 4+ ~(=F(V*(©)) A =F(¢;)), respetivamente, e do Lema 4.

Caso L;j—V.
A derivacao, em NQM*, equivalente a derivacdo obtida em GQM a partir da derivacdo 94 do
sequente —¢;, I' + ©, por aplicacao da regra L;—V, € a seguinte:

==(=F (1) A =F(¢2)) F ==(=F(¢@1) A =F(¢2)) -
"2 (2F(e) AF(2)) F ~Fe) A=F(2) D]
—~=(=F(¢1) A =F(¢2)) + =F(¢:) ' —F(¢:), F(I') F F(V*(©)) Corte
—~=(=F(¢1) A =F(¢2)), F(I) F F(V*(©))

em que Z)i ¢ dada por hipotese de inducao.

Caso R—V.
A derivacao, em NQM*, equivalente & derivacéo obtida em GQM a partir das derivacées D1 e Do
dos sequentes I' + -1 e I' + —¢p, por aplicacao da regra R—V, € a seguinte:

Dy D;
F(T) - =F(p1) F(T) + =F(¢2)
F(T) + =F(¢1) A =F(¢2)
F(T) F =—(=F(p1) A —F(g2))

em que Z)i e Dé s30 dadas por hipotese de inducéo.

Caso L—A.
A derivacao, em NQM*, equivalente a derivacao obtida em GQM a partir das derivacées D1 e Do
dos sequentes —pq F © e =@y + O, por aplicacdo da regra L—A, € a seguinte:

Dy D

1 2
=F(p1) + F(V*(©)) ~F(p2) FF(V'(O)
—F(V*(©))  ==F(p1) ~F(V'(0)) F ~~Flgs)
—-F(V*(®) F F(p1) = ~-F(V'(©)FF(p)

~F(V*(©)) F F(g1) A Fg2)
~(F(@1) A F(g2)) F ==F(V*(0))
—(F(g1) A F(g2)) F F(V(©))

cP

bl |
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em que Di e Z)é s30 dadas por hipotese de inducéo.

14. Caso R;—A.
A derivacdo, em NQM*, equivalente & derivacdo obtida em GQM a partir da derivacdo 94 do
sequente I' + ©, —¢;, por aplicacdo da regra R;—A, é a seguinte:

Dr

Di :
F(T) F F(V*(O,=¢;)) ) o F cp
F(T) + ~(=F(V*(©)) A ==F(g;)) *  —~(=F(V*(©)) A ==F(p;)) F =(=F(V*(®)) A ==(F(¢p1) A F(92))) Corte
F(T) F ~(=F(V*(0)) A == (F(¢1) A F(¢2)))
F(T) F F(V*(O, (g1 A 92)))

1

*

onde D1 € dada por hipotese de inducdo e Dpg € a derivagao:

Z)/
~F(V*(©)) A = (F(g1) A Flg2)) F 2F(V'(0)) A 2=(Flg)) AF(2)) o, ER
—F(V*(0)) A == (F(¢1) A F(¢2)) - =F(V*(©)) UL ix
—F(V*(©)) A == (F(¢1) A F(92)) F =F(V*(©)) A ~=F(¢:)
e, por sua vez, D;z é a derivacao:
~F(V'(©)) A == (F(g1) A Flg2)) F 2F(V'(©) A 2=(Flo)) AF(2)) o,
2

~F(V*(©)) A ==(F(¢1) A F(¢2)) F == (F(¢1) A F(g2))
~F(V*(©)) A == (F(¢1) A F(¢2) F F(p1) ANF(p2) _ =
—F(V*(©)) A ==(F(g1) A F(g2)) + F(¢:) ’
~F(V*(©)) A ~=(F(p1) A F(g2)) F~=F(p)

Os passos de inferéncia 1 e 2 seguem de F(V¥(©,=(p1 A 92))) 4+ =(=F(V*(©)) A
—=(F(p1) A F(92))) e F(V*(©,7¢;)) 4 ~(=F(V*(®)) A =—F(¢;)), respetivamente, e

do Lema 4.

15. CasoL V (7).
A derivacao, em NQM*, equivalente & derivacéo obtida em GQM a partir das derivacdes D1 e Do
dos sequentes T' + -1 e I' F —¢», por aplicacéo da regra L V (—), é a seguinte:
Dr

b A(F(p) ASF(p2). ) =) A=Flp2)
=(=F(¢1) A =F(92)), F(I) F (=F(¢1) A =F(¢2)) A ~(=F (1) A =F(¢2)) DS’
~(=F(p1) A ~F(92)), F(T) F a At

onde Dy, ¢ a derivacao:
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D] D,
F(T) + =F(¢1) F(I) F=F(¢2)
F(T) v =F(¢1) A =F(¢2)
~(=F (1) A =F(¢2)), F(T) k =F (1) A =F(¢2)

em que Z)i e Z)é s30 dadas por hipotese de inducéo.

16. CasoR A ().
A derivacao, em NQM*, equivalente & derivacéo obtida em GQM a partir das derivacbes D1 e Do

dos sequentes —¢q + © e =@y + O, por aplicacdo da regra R A (—), € a seguinte:

D
EL —~F(V*(®)) A =(F(¢1) A F(@2)) + ~F(V*(©)) A ~(F(¢1) A F(g2))
o F o —F(V*(0)) A =(F(¢1) A F(@2)) F =~(F(p1) A F(92)) b
F2(2F(VI(©)) A =(F(p1) A F(g2)))
FF(V*(O, 01 A ¢2))

’
ESA
surdo

onde Dy ¢ a derivacao:

D] D]
—~F(p1) + F(V*(9)) —~F(p2) F F(V*(©)) cp
—~F(V*(®)) + ~=F(¢1) ﬁ_| —~F(Vv*(©)) F ==F(¢2) Em
—F(V*(©)) + F(¢1) —~F(V*(©)) + F(¢2)
—~F(V*(©)) + F(¢1) A F(g2)
—F(V*(©)), =(F(¢1) A F(2)) F F(¢1) A F(@2)
—~F(V*(©)) A =(F(p1) A F(¢2)) F F(p1) A F(g2)

LIA

em que Z)i e Z)é sdo dadas por hipotese de inducéo.

0 passo de inferéncia = segue de F(V*(0, 1 A ¢2)) 4 =(=F(V*(©)) A =(F(p1) AF(¢>)))

e do Lema 4.
m]

Como os sistemas NQM e NQM* sao equivalentes, fica entdo demonstrado que: se I' + © é derivavel
em GQM, entdo F(T') + F(V*(0)) é derivavel em NQM.

Assim, pelas proposicdes 17 e 18 fica demonstrada a equivaléncia entre os sistemas dedutivos NQM e
GQM. Analogamente ao que acontece na Logica Classica, a traducéo das derivacoes da Deducao Natural

(NQM) em Calculo de Sequentes (GQM) segue o seguinte padrao:

* As regras de introducao em NQM tém correspondéncia direta com as regras de introducéo a direita

em GQM;
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¢ As regras de eliminacdo em NQM sdo uma conjugacéo entre uma regra de introducao a esquerda,

seguida da aplicacao de uma regra do corte, em Calculo de GQM;

e Avregra DS e a regra Absurdo em NQM correspondem a aplicacdo, em GQM, de varias regras,

seguidas de um Corte-1;
e Avregra CP em NQM é mapeada diretamente para a regra CP em GOQM;
* Avregra do Corte em NQM corresponde a regra do Corte-2 em GQM.

Como o Calculo de Sequentes (GQM) usufrui da propriedade de eliminacao do corte [10], concluimos
que a correspondéncia entre uma derivacdo em NQM e uma derivacado em GQM nao é Unica, porque
qualquer derivacdo que possui uma prova em GQM que utiliza a Regra do Corte, também possui uma
prova que nao a utiliza.

Por outro lado, quando analisamos a traducao inversa das derivacdes do Calculo de Sequentes (GQM)
em Deducado Natural (NQM), vemos que ndo existe um padrdo, ja que regras de introducéo a esquerda
e a direita sdo mapeadas, por vezes em simulténeo, para regras de eliminacao e introducao. Isto deve-
se facto de o sistema NQM, mesmo depois de convertido na variante NQM*, continuar a possuir regras
pouco comuns em sistemas de deducao natural, como a regra CP e a regra do Corte, que, nos sistemas
de deducao natural usuais, corresponde a uma substituicao implicita de hipoteses ndo canceladas pelas

suas derivacoes.
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Capitulo 5

Conclusoes

Nesta dissertacao, abordamos os sistemas dedutivos de Deducdo Natural e Calculo de Sequentes para a
Légica Quantica Minimal e provamos a equivaléncia entre os sistemas GQOM e NQM, através da traducdo
das derivacoes de cada um dos sistemas em derivacdes do outro sistema. Apresentamos ainda uma
revisao das caraterizacdes semantica e dedutiva da LQM e, através das provas dos seus Teoremas de
Correcédo e Completude, concluimos que as duas abordagens sao equivalentes.

Na prova de equivaléncia entre os sistemas dedutivos, verificamos que, no sentido NQM => GQM, a se-
melhanca do que acontece na Logica Classica, existe um padrao: as regras de introducao (respetivamente,
eliminacao) do primeiro sdo mapeadas diretamente em regras de introducdo a direita (respetivamente,
introducdo a esquerda, seguida de um Corte-1) do segundo; o mapeamento das regras DS e Absurdo de
NOM termina com um Corte-1 em GQM e a regra do Corte em NQM tem uma correspondéncia direta
com a regra do Corte-2 em GQM. Porém, no sentido GQOM => NQM, nao existem padrdes de traducéo
como na Logica Classica ou na traducéo inversa, o que se deve ao facto de NQM nado ser um sistema de
deducao natural usual, j& que possui regras como a contraposicao (CP) e o Corte.

Por outro lado, o facto de o sistema NQM (respetivamente, NC, na LC) restringir o consequente dos
seus sequentes (respetivamente, a conclusao das derivacoes, na LC) a apenas uma féormula obriga a
uma adaptacdo dos sequentes originais no processo de traducdo: em LC, as conclusdes adicionais sdo
transformadas em hipoteses negadas e, em LQM, as varias conclusdes sao transformadas numa unica
formula que corresponde a sua disjuncao. Este processo leva naturalmente a que cada derivacao dos
calculos de sequentes corresponda a mais do que uma derivacdo nas deducdes naturais.

No que concerne a decibilidade da Logica Quantica Minimal, o sistema GOM da-nos um procedimento

que torna possivel decidir a légica, mas o sistema NQM nao, visto que possui a regra do Corte. Fica entéo
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em aberto a questdo de se é possivel a eliminacdo do Corte em NQM, como foi ja provado por Nishimura
[10] para GQM. A prova da equivaléncia entre GQM e NQM* poderia dar uma prova de eliminacao do Corte
em NQM*: toma-se D € NQM*, traduz-se em GOM e obtém-se 1 € (GQM + Corte); pela admissibilidade
do corte em GQM, obtém-se D, em GQM. Porém, no passo final, a traducéo de volta a NMQ* produz
D3 € NMQ*, mas D5 tipicamente contém Corte novamente, pelo que se falha em conseguir essa prova.

A nossa conjetura é a de que o Corte ndo pode ser eliminado do sistema NQM*, que, a ser verdadeira,
implica entdo que NQM* nao serve para ser base de um algoritmo de decisao para a Logica Quantica

Minimal.
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