Um estudo sobre reticulados distributivos

Joao Manuel Guerra Fontes Gongalves

UMinho | 2021

’l\

Universidade do Minho
Escola de Ciéncias

Joao Manuel Guerra Fontes Goncalves

Um estudo sobre reticulados distributivos

Dezembro, 2021



-
-




Universidade do Minho
Escola de Ciéncias

Joao Manuel Guerra Fontes Goncalves

Um estudo sobre reticulados distributivos

Dissertacao de Mestrado

Mestrado em Matematica

Trabalho realizado sob a orientacao da
Doutora Carla Albertina Carvalhinho

da Silva Mendes

Dezembro, 2021



DIREITOS DE AUTOR E CONDICOES DE UTILIZAGAO DO TRABALHO POR TERCEIROS

Este ¢ um trabalho académico que pode ser utilizado por terceiros desde que respeitadas as regras e

boas praticas internacionalmente aceites, no que concerne aos direitos de autor e direitos conexos.
Assim, o presente trabalho pode ser utilizado nos termos previstos na licenca abaixo indicada.

Caso o utilizador necessite de permissdo para poder fazer um uso do trabalho em condi¢cdes nao
previstas no licenciamento indicado, devera contactar o autor, através do RepositériUM da Universidade
do Minho.

Licenca concedida aos utilizadores deste trabalho

@080

Creative Commons Atribuicao-NaoComercial-Compartilhalgual 4.0 Internacional
CC BY-NC-SA 4.0

https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.pt



Agradecimentos

Gostaria de manifestar a minha sincera gratiddo a Doutora Carla Albertina Carvalhinho da Silva Men-
des por todo o seu trabalho em orientar-me ao longo de toda a elaboracao desta dissertacao de mestrado.
Todos os seus conselhos e sugestdes, todo o conhecimento que me transmitiu, toda a ajuda que me pres-

tou foram verdadeiramente indispensaveis para a conclusdo e aperfeicoamento deste trabalho.



DECLARACAO DE INTEGRIDADE

Declaro ter atuado com integridade na elaboracao do presente trabalho académico e confirmo que ndo
recorri a pratica de plagio nem a qualquer forma de utilizacédo indevida ou falsificacao de informacdes ou

resultados em nenhuma das etapas conducente a sua elaboracao.

Mais declaro que conheco e que respeitei 0 Cddigo de Conduta Etica da Universidade do Minho.



Resumo

Nesta dissertacao de mestrado, intitulada "Um estudo sobre reticulados distributivos”, é desenvolvido
um estudo sobre um dos ramos mais antigos da teoria de reticulados: os reticulados distributivos.

Um reticulado distributivo € um reticulado cujas operacdes binarias sao distributivas uma face a outra.
Assim sendo, quando a teoria dos reticulados é restringida apenas ao estudo destes reticulados, torna-se
necessario saber caraterizar e representar os reticulados distributivos de modo a simplificar a sua identi-
ficacdo em relacdo aos restantes reticulados. Como sera constatado ao longo da dissertacao, existem, de
facto, varias formas de os caraterizar e representar; para tal, tem-se por auxilio alguns conceitos da teoria
de reticulados como os ideais/filtros, as relacées de congruéncia, os homomorfismos e os elementos
A-irredutiveis/ V-irredutiveis/primos/complementados.

Inicialmente, sao recordados conceitos basicos sobre conjuntos parcialmente ordenados, algebra uni-
versal e teoria geral de reticulados; destaque-se que é equivalente um reticulado ser considerado como
um conjunto parcialmente ordenado ou como uma estrutura algébrica.

O capitulo final desta dissertacao é reservado ao estudo das algebras de Boole. O interesse em abordar
estas algebras deve-se ao facto de as mesmas terem um reticulado distributivo como reduto, para além de
serem as estruturas algébricas que estdo envolvidas na génese da teoria de reticulados e, em particular,
da de reticulados distributivos. Sdo apresentadas varias propriedades destas estruturas algébricas, com

o0 objetivo de encontrar caraterizacoes e representacdes das mesmas.

Palavras-chave: Algebra; Algebra de Boole; Conjunto parcialmente ordenado; Reticulado; Reticulado

distributivo.




Abstract

In this master’s dissertation, entitled "A study on distributive lattices”, a study is developed on one of
the oldest branches of lattice theory: the distributive lattices.

A distributive lattice is a lattice whose binary operations are distributive towards each other. Therefore,
when the lattice theory is restricted to the study of these lattices, it becomes necessary to know how to
characterize and represent the distributive lattices in order to simplify their identification in relation to the
other lattices. As will be seen throughout the dissertation, there are, in fact, several ways to characterize and
represent them; for that, some concepts of the lattice theory, such as ideals/filters, congruence relations,
homomorphisms and A-irreducible/ V-irreducible/prime/complemented elements, are used as help.

Initially, basic concepts about partially ordered sets, universal algebra and general lattice theory are
recalled; it shall be highlighted that it is equivalent for a lattice to be considered as a partially ordered set
or as an algebraic structure.

The final chapter of this dissertation is reserved for the study of Boolean algebras. The interest in
approaching these algebras is due to the fact that they have a distributive lattice as a reduct, in addition
to being the algebraic structures that are involved in the genesis of the lattice theory and, in particular, of
the distributive lattice theory. Several properties of these algebraic structures are presented, with the aim

of finding characterizations and representations of them.

Keywords: Algebra; Boolean algebra; Distributive lattice; Lattice; Partially ordered set.
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Introducao

0 tema da presente dissertacao insere-se num dos ramos que mais recentemente surgiram na histd-
ria da matematica: a teoria de reticulados. O grande desenvolvimento deste ramo da matematica deve-se
em muito aos estudos que Garrett Birkhoff realizou em meados da década de 1930; porém, a origem
da teoria de reticulados remonta ao século XIX quando George Boole, nos seus estudos em légica clas-
sica, investigava estruturas algébricas que viriam mais tarde a ser conhecidas como algebras de Boole,
as quais, como agora se sabe, formam uma classe especial de algebras que admitem como reduto um
reticulado distributivo. No entanto, s6 em finais do século XIX é que veio a ser formalizado o atual conceito
de reticulado, por Charles Pierce e Ernst Schroder, aquando das suas investigacoes acerca de axiomas re-
lativos as algebras de Boole. No mesmo periodo de tempo, outro matematico, Richard Dedekind, nos seus
estudos em teoria de numeros, introduzia a nocao de reticulado modular, sendo a classe dos reticulados
distributivos uma subclasse da classe dos reticulados modulares.

Os reticulados distributivos sdo, portanto, um dos topicos mais antigos da teoria de reticulados e
um dos mais envolvidos na origem desta area matematica. O objetivo principal desta dissertacéo &,
precisamente, estudar os reticulados distributivos e as suas propriedades, sobretudo aquelas que tornam
mais facil a sua distincdo em relacao aos restantes reticulados.

Assim, recordam-se, num capitulo inicial, alguns conceitos basicos sobre conjuntos parcialmente or-
denados, algebra universal e teoria de reticulados, que sao cruciais para a definicdo de reticulado distri-
butivo. Em particular, sdo recordadas as duas nocdes equivalentes (cf. Teorema 0.3.4) de reticulado que
se podem formular: um reticulado pode ser definido como um conjunto parcialmente ordenado ou como
uma algebra munida de duas operacdes binarias. Sado também estudados varios topicos da teoria geral
de reticulados por serem essenciais para os assuntos a tratar nos capitulos posteriores.

O Capitulo 1 é a parte central da dissertacdo, no qual sdo desenvolvidos os assuntos relativos aos
reticulados distributivos; nele sdo apresentadas as principais nocdes relacionadas com os reticulados
distributivos e sdo investigadas as suas propriedades, recorrendo, para o efeito, a conceitos como os de
ideal/filtro, de congruéncia, de homomorfismo, de elemento irredutivel, definidos e estudados no Capitulo
0, com o objetivo de estabelecer resultados que auxiliem na caraterizacado e representacao de reticulados

distributivos.
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No Capitulo 2, faz-se um estudo sobre algebras de Boole e as suas principais propriedades. Grosso
modo, uma algebra de Boole é um reticulado distributivo limitado ao qual é associada a operacao de com-
plementacao, para além das operacdes de infimo e supremo que um reticulado ja possui por definicao.

S&do também apresentados alguns teoremas de caraterizacdo e de representacdo das algebras de Boole.



Conceitos introdutorios

Neste capitulo, recordam-se, nas duas primeiras seccoes, conceitos e resultados basicos sobre con-
juntos parcialmente ordenados e nocbes basicas de algebra universal, para assim, numa ultima seccao,
poderem ser abordados topicos relativos a teoria geral de reticulados, que se revelam fundamentais para
0 estudo desenvolvido nesta dissertacao.

Para uma melhor compreensao por parte do leitor, admitem-se conhecidos conceitos basicos de Teoria
de Conjuntos (cf. [1], pp. 1-3; [3], pp. 1-3) e de assuntos relacionados com estes conceitos introdutdrios;

neste capitulo, apenas se fara referéncia ao que é considerado essencial para o presente trabalho.

0.1 Relacoes de ordem e relacoes de equivaléncia

No inicio desta seccao, relembram-se alguns conceitos basicos sobre relacdes binarias.

Definicao 0.1.1. Seja X um conjunto. Chama-se relacdo bindria em X a qualquer subconjunto de
X% =X xX.

Sendo p uma relacéo binaria num conjunto X, é usual escrever-se xpy em vez de (x,y) € p.
Definicao 0.1.2. Uma relacdo binaria p num conjunto X diz-se:

* reflexiva se, para qualquer x € X, xpx;

* simétrica se, para quaisquer x,y € X, xpy = ypx;

* antissimétrica se, para quaisquer x,y € X, (xpy A ypx) =— x =1y;

* transitiva se, para quaisquer x,y,z € X, (xpy A ypz) = xpz.

Para o estudo de reticulados sao importantes as relacdes binarias designadas por relacdes de ordem

parcial.



CAPITULO 0. CONCEITOS INTRODUTORIOS

Definicao 0.1.3. Seja X um conjunto. Chama-se relacdo de ordem parcial em X ou, simplesmente,
ordem parcial em X a qualquer relacdo binaria em X que seja, simultaneamente, reflexiva, antissimétrica

e transitiva.

Dado um conjunto X, representa-se uma ordem parcial em X por <y, ou apenas por <, caso nao

haja ambiguidade.

Definicao 0.1.4. Sejam P um conjunto ndo vazio e < uma relacdo binaria em P. Diz-se que o par
(P; <) é um conjunto parcialmente ordenado (abreviadamente, c.p.o.) ou que o conjunto P é ordenado

pela relacdo < se < for uma ordem parcial em P.

Um c.p.o. (P; <) podera ser representado apenas por P no caso de ser dbvia a ordem parcial consi-

derada; além disso, dados x, y € P, é usual escrever-se:
* x <y, e dizer-se que x é menor ou igual a y, para representar (x,y) € <;
* x >y, e dizer-se que x é maior ou igual a y, em alternativa a y < x;
* x <uy,edizersequex é menorquey,sex <yex #y;
* x > y, e dizerse que x é maior que y, em alternativa a y < x;

* x <y, e dizerse que y é um sucessor de x em P ou que x é um antecessor de y em P, caso

x < y e nao exista qualquer z € Ptal que x < z < y.

Definicao 0.1.5. Seja (P; <) um c.p.o.. Dois elementos x e y de P dizem-se comparaveis se x < y

ou y < x; caso contrario, diz-se que x e y sdo incomparaveis.

Qualquer c.p.o. finito P pode ser representado através de um diagrama, designado por diagrama de
Hasse, onde cada elemento de P é representado pelo respetivo simbolo e, sempre que, em P, x < y,
posiciona-se o simbolo de y acima do simbolo de x e unem-se ambos os simbolos com um segmento de

reta, como por exemplo,
y [}

.

X X

A partir de uma ordem parcial definida num conjunto P, é possivel definirem-se, de forma natural,

outras relacdes de ordem parcial.

Proposicao 0.1.6. Sejam (P; <) um c.p.o. e Q um subconjunto néo vazio de P. A relagéo binaria <|0

definida em Q de tal modo que, para quaisquer x,y € Q,
XS|0Y se x<yemP,

4
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é uma ordem parcial em Q, ou seja, (Q; SIQ) é um c.p.o..

Definicdo 0.1.7. Sejam (P; <) um c.p.o. e Q um subconjunto ndo vazio de P. Chama-se ordem parcial
induzida por < em Q & ordem parcial SIQ tal como definida na proposicéo anterior e diz-se que (Q; S|Q)

é um c.p.o. em (P; <).
Proposicao 0.1.8. Sejam (P; <) umc.p.o. e <2 relacdo bindria em P definida por

x§5y se y < x,

para quaisquer x,y € P. Entéo, (P; S(S) é um c.p.o..

Definicao 0.1.9. Seja (P; <) um c.p.o.. Chama-se ordem parcial dual de < a ordem parcial <9 definida
tal como na proposicao anterior e da-se a designacao de conjunto parcialmente ordenado dual de P ao
c.p.o. (P; 35).

Dado um c.p.o. (P; <), denota-se o c.p.o. (P; 35) por P5; além disso, é habitual usar-se a notacao

> para representar a relacdo <0

Definicao 0.1.10. Seja & uma afirmacao sobre c.p.o.. Chama-se afirmacéo dual de ® a afirmacao @5,

obtida a partir de ® substituindo cada ocorréncia, quer explicita quer implicita, de < por S‘S.

Note-se que quando uma afirmacao ® é verdadeira num c.p.o. P, também a afirmacao @9 ¢ verdadeira

em P9. Generalizando esta observacao, obtém-se o resultado seguinte.

Proposicao 0.1.11 (Principio de Dualidade para c.p.o.; cf. [7], p. 5). Se uma afirmacao ® for valida

em qualguer c.p.o., entdo o mesmo sucede com a sua afirmacao dual, @9,
Definicdo 0.1.12. Sejam (P; <) umc.p.o. e Q C P. Um elemento x de P diz-se:
* um elemento minimal de Q se x € Q e, paraqualquery € Q,y <x = x =y,
* um minorante de Q se, para qualquery € Q, x < y;
* um elemento minimo de Q se x for um minorante de Q tal que x € Q;
* um infimo de Q se x for um minorante de Q e, para qualquer minorante y de Q, y < x.

Os conceitos de elemento maximal, majorante, elemento maximo e supremo sao duais dos conceitos

anteriores, respetivamente.

Seja P um c.p.o.. Um subconjunto Q de P tem, quando muito, um elemento minimo; este, quando

existe, denota-se por OQ ou, se nao houver ambiguidade, 0. Também o infimo de Q, quando existe, é
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unico e representa-se por inf (Q). Se Q = {xy,...,x;} paracertos k € Ne xy,...,x; € P, ¢ habitual
escrever-se inf{xy, ..., x;} para representar inf (Q), em vez de inf ({x1, ..., x;}).

Pelo Principio de Dualidade para c.p.o., os resultados duais dos descritos no paragrafo anterior tam-
bém sdo validos. As notacdes 1¢, 1, sup(Q) esup{xy,...,x;} tém o significado dual de 00,0, inf (Q)
e inf{xy,...,x;}, correspondentemente.

Atendendo as nocdes anteriormente apresentadas, nao é dificil provar os seguintes resultados.

Proposicao 0.1.13. Seja (P; <) um c.p.o.. Entéo, para quaisquer x,y € P,
x<y & inf{xy} =x = sup{x,y} =y.
Proposicao 0.1.14. Seja (P; <) um c.p.o. e sejam x,y,z,w € P taisquex < zey < w.
(i) Se existirem inf{x, y} e inf{z, w}, entdo inf {x,y} < inf{z, w}.

(i) Se existirem sup{x,y} esup{z, w}, entdo sup{x,y} < sup{z, w}.

Definem-se seguidamente algumas classes de c¢.p.o. com propriedades especiais.

Definicao 0.1.15. Seja P um conjunto nao vazio. Um par (P; <) diz-se um conjunto parcialmente
ordenado limitado se (P; <) for um c.p.o. no qual exista elemento minimo e elemento maximo, simulta-

neamente.
Definicdo 0.1.16. Seja (P; <) um c.p.o..

» Diz-se que P satisfaz a condicao minimal se, para qualquer subconjunto ndo vazio Q de P, algum

elemento de Q for minimal.

* Dualmente, diz-se que P satisfaz a condicdo maximal se, para qualquer subconjunto nao vazio Q

de P, algum elemento de Q for maximal.

Definicao 0.1.17. Um c.p.o. (P; <) diz-se um conjunto totalmente ordenado ou uma cadeia se quais-

quer dois elementos de P forem comparaveis.
Definicdao 0.1.18. Seja (P; <) um c.p.o.. Chama-se cadeia em (P; <) a qualquer c.p.o. em (P; <)

gue seja uma cadeia.

Apresentam-se seguidamente algumas condicdes que poderdo ser satisfeitas pelas cadeias de um

C.p.0 e que serdo Uteis para o estudo a desenvolver nesta dissertacao.

Lema 0.1.19 (Lema de Zorn; cf. [7], p. 117). Sejam A um conjunto e X um subconjunto néo vazio de

©(A) tal que, para qualquer cadeia C em (X; <), |JC € X. Entéo, X tem um elemento maximal.
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Definicao 0.1.20. Seja (P; <) um c.p.o..

* Diz-se que P satisfaz a condicdo da cadeia ascendente (abreviadamente, c.c.a.) se, para qualquer
cadeia ascendente

X1 Sxp <x3 < -
em P, existir algum n € N tal que, para qualquer k € N, x;, 1. = xn.
e Diz-se que P satisfaz a condicdo da cadeia descendente (abreviadamente, c.c.d.) se, para qualquer

cadeia descendente

X| 22Xy 2x3 2"
em P, existir algum n € N tal que, para qualquer k € N, x,, 1. = xn.
Teorema 0.1.21 (cf. [9], Theorem 1.13, p. 17). Seja P um c.p.o.. Entao,
(i) P satisfaz a c.c.d. se e sO se P satisfaz a condicdo minimal;
(i) P satisfaz a c.c.a. se e so se P satisfaz a condicdo maximal.

Demonstracdo. Como as condicdes (i) e (ii) sdo duais uma da outra, basta provar uma delas; demonstre-
se (i).

Suponha-se, primeiramente, que P satisfaz a c.c.d.. Seja Q um subconjunto nao vazio de P. Entao,
tome-se arbitrariamente algum elemento de Q, q1. Caso g1 seja um elemento minimal de Q, da-se por

concluida a prova. Caso g1 nao seja um elemento minimal de Q, entao existe g € Q tal que

q1 > 92-

De igual modo, se g for um elemento minimal de Q, a prova termina; caso contrario, existe g3 € Q tal
que

a1 > 92 > 93
Usando sucessivamente o mesmo raciocinio, ou se obtém, a dado momento, algum qn € Q (n € N) tal

que gn seja um elemento minimal de Q ou se obtém uma cadeia ascendente infinita

Qq>92>93>->qn > """,

0 que, devido a hipdtese, nao pode acontecer. Logo, P satisfaz a condicdo minimal.
Admita-se, agora, que P satisfaz a condicdo minimal. Entdo, em particular, qualquer cadeia descen-
dente

X 2XxXp 2Xx3 2"

em P possui algum elemento minimal xj, para certo n € N. Logo, para qualquer k € N, tem-se

Xp4k = Xn. Portanto, P satisfaz a c.c.d.. O
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De entre as aplicacdes entre c.p.o., destacam-se aquelas que preservam as ordens parciais dos c.p.o.
envolvidos: os homomorfismos de c.p.o..

Definicao 0.1.22. Sejam (P; <p) e (Q; SQ) c.p.o.. Uma aplicacdo ¢ de P em Q diz-se:

* jsotona ou um homomorfismo de c.p.o. se, para quaisquer x,y € P,
x<py = ¢(x) <0 ¢(y);

* um mergulho de ordem se, para quaisquer x,y € P,
x<py = ¢(x) <g ¢(y);

* um isomorfismo de c.p.o. se ¢ for, simultaneamente, sobrejetiva e um mergulho de ordem.

Definicao 0.1.23. Sejam P e Q c.p.o.. Diz-se que P é isomorfo a Q se existir algum isomorfismo de
c.p.o. de Pem Q.

Observe-se também que um mergulho de ordem é uma aplicacao injetiva e que, por consequéncia,

um isomorfismo de c.p.o. & uma bijecao.

Proposicao 0.1.24. Sejam (P; <p) e (Q; SQ) c.p.o.. Uma aplicacéo ¢ de P em Q é um isomorfismo

1

de c.p.o. se e sO se ¢ é invertivel e ¢ e ¢~ sdo isotonas.

Repare-se que, dados dois c.p.o. P e Q, se P for isomorfo a Q, também Q sera isomorfo a P, pelo que
podera dizer-se simplesmente que os c¢.p.o. P e Q sao isomorfos, podendo, como alternativa, escrever-se

P = Q para indicar essa informacao.

Um dos exemplos mais comuns de construcoes de c.p.o. sdo os produtos diretos de c.p.o..
Primeiramente, recorde-se que, sendo I um conjunto, o produto cartesiano da familia de conjuntos
(Xj)ieg € o conjunto de fungdes {f : I — U;er X; | f(i) € X;}.

Proposicao 0.1.25. Sejam I um conjunto, ((P;; <;));jej uma familia de c.p.o. e T a relagcdo binéria

em [];e1 P; definida de tal modo que, para quaisquer x,y € [[;c1 P;,
xCy se Viel, x(i) < y(i).
Entéo, o par (I 1;e1 PisE) é um c.p.o..

Definicao 0.1.26. Sejam I um conjunto e ((P;; <;j));es uma familia de c.p.o.. Designa-se o c.p.o.
(IT;e1 Pis E) por produto direto de ((Pj; <;))ie]-

Para o estudo desenvolvido nesta dissertacao, é também util recordar o conceito de relacdo de equi-

valéncia.
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Definicao 0.1.27. Seja X um conjunto. Chama-se relacdo de equivaléncia em X ou, simplesmente,
equivaléncia em X a qualquer relacdo binaria em X que seja, simultaneamente, reflexiva, simétrica e

transitiva.
Sendo X um conjunto, representa-se por Equ(X) o conjunto de todas as equivaléncias em X.

Definicdo 0.1.28. Sejam X um conjunto e 0 € Equ(X). Para qualquer x € X, o conjunto

[x]g = {y € X | xOy}

diz-se uma classe de equivaléncia de 6 em X; em particular, [x]g diz-se a classe de equivaléncia de x

maodulo 8, ou simplesmente a classe de equivaléncia de x, caso ndo haja ambiguidade.

Dados um conjunto X, 0 € Equ(X) e x € X, podera representar-se a classe de equivaléncia [x]g

apenas por [x], quando for dbvia a relacéo tratada.

Definicdo 0.1.29. Sejam X um conjunto e 8 € Equ(X). Chama-se conjunto quociente de X por 6 ao

conjunto de todas as classes de equivaléncia de 8 em X, representado usualmente por X /0, isto &,

X/0={[x]g | x € X}.

0.2 Algebra universal

Nesta seccao, recordam-se algumas nocdes basicas de algebra universal, area matematica que gene-
raliza o estudo que é feito em estruturas algébricas mais concretas, tais como grupos, anéis, reticulados,

procurando investigar as propriedades que estas tém em comum.

A nocéo de algebra é nuclear para o estudo em algebra universal. No sentido de a formalizar, recor-

dam-se, de seguida, alguns conceitos necessarios para tal.

Defini¢do 0.2.1. Sejam A um conjunto néo vazio e n € N. Uma aplicacao f de A" em A diz-se uma

operagdo n-aria em A ou uma operacéo de aridade n em A; n diz-se a aridade de f.

Dados um conjunto nao vazio A, n € N e f uma operacdo n-aria em A, em situacées em que nao
seja necessario indicar a aridade de f, pode simplesmente dizer-se que f é uma operacdo em A. Além

disso, a operacao f diz-se nuldria, undria, bindria se a aridade de f for, respetivamente, 0, 1, 2.

Definicdo 0.2.2. Sejam A um conjunto nao vazio, n € N, f uma operacéo n-driaem AeX C A. O

conjunto X diz-se fechado para a operacéo f se, para qualquer (x1,...,xn) € X",

fxq,....xn) € X.
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Habitualmente, as operacdes séo representadas por simbolos, tais como f, g, +, -, X, designados

por simbolos de operacéao.

Definicao 0.2.3. Um tipo algébrico ou, simplesmente, tipo consiste num par (O, (”f)feo) onde O
¢ um conjunto formado por simbolos de operacéo e (”f)feo ¢ uma familia de numeros inteiros nao

negativos; para cada f € O, n f diz-se a aridade de f.

Definicao 0.2.4. Define-se algebra de tipo (O, (”f)feo) ou, somente, algebra como sendo um par
A = (A; F) onde A é um conjunto nao vazio e F é uma familia (fﬂ)feo de operacdes em A indexada
pelo conjunto O, de tal modo que, para cada simbolo de operagado f € O de aridade ne, fﬂ € uma
operacao nf-éria em A. Designa-se o conjunto A por universo de ‘A e cada operacao fﬂ € F por

operacéao fundamental de A. Diz-se que o conjunto O é o conjunto dos simbolos de operacao de A.

Para cada operacdo fundamental fﬂ de uma algebra A, também pode escrever-se f em vez de
fﬂ, caso nao haja ambiguidade.

Note-se que, dada uma algebra A = (A;F) de tipo (O, (”f)feo): o conjunto de simbolos de
operacao de A pode ser finito ou infinito. Caso seja finito e nao vazio, isto ¢, O = {fy,..., fi.} para
algum k € N, e supondo, sem perda de generalidade, que np > e 2 ng. é usual representar a
algebra (A; F) por (A; flﬂ, .. .,f,;ﬂ) ou, se ndo houver ambiguidade, por (A; f1, ..., fi); neste caso,

também ¢é frequente denotar o tipo de A por (O, g .,nfk) ou somente por (nfl’ .. "nfk)'

Definicao 0.2.5. Seja A = (A; F) uma algebra de tipo (O, (”f)feo)- Chama-se reduto de ‘A a
qualquer algebra B = (B; G) de tipo (U, (mg)geU) talque B=A, U C O e, paracadag € U,
mg:ngegB :gﬂ

Definicao 0.2.6. Seja A = (A; F) uma algebra. Um subconjunto B de A diz-se um subuniverso de ‘A

se B for fechado para toda a operacdo fundamental de ‘A.

Definicdo 0.2.7. Sejam A = (A;F) e 8 = (B; G) duas algebras, ambas de tipo (O, (”f)feO)-
Diz-se que B é uma subadlgebra de A, e escreve-se B < A, se B for um subuniverso de A e, para
quaisquer f € O e (by, .. .,bnf) e B"f,

fB(bl,...,bnf) :fﬂ(bl,...,bnf).

O conceito de homomorfismo de algebras consiste numa aplicacao entre universos de algebras que
¢ compativel com as operacoes das algebras envolvidas. Esta nocao, que sera formalizada de seguida,

tem, de facto, um papel muito importante no estudo da algebra universal.

Definicao 0.2.8. Sejam A = (A;F) e B = (B; G) duas algebras do mesmo tipo (O, (”f)feo)-

Uma aplicacao ¢ de A em B diz-se:

10
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* um homomorfismo de A em B, e escreve-se ¢ : A — B, se, para quaisquer f € O e
(al,...,anf) EAnf,

o(f 7 (ar.....anp)) = P (0(ar)......p(an,));
* um epimorfismo se ¢ for sobrejetivae ¢ : A — B;
* um monomorfismo se ¢ for injetivae ¢ : A — B;

* um isomorfismo se ¢ for bijetvae ¢ : A — B.

Definicao 0.2.9. Seja A uma algebra. Da-se a designacao de endomorfismo em A a qualquer homo-

morfismo de A em A.

Definicao 0.2.10. Sejam A e B algebras do mesmo tipo. Diz-se que A é isomorfa a B se existir

algum isomorfismo de A em B.

E simples verificar que, dadas duas algebras A e B do mesmo tipo, se A for isomorfa a B, entdo
também B ¢ isomorfa a A. Por isso, podera apenas dizer-se que A e B sdo isomorfas e usa-se a
notacdo A = B para indicar essa informacao; neste caso, também se diz frequentemente que "A e B

sao iguais, a menos de um isomorfismo”.

Definicao 0.2.11. Seja A uma algebra. Da-se a designacao de imagem homomorfa de ‘A a qualquer

algebra B tal que exista algum epimorfismo de A em B.

A composicao de homomorfismos de algebras continua a ser um homomorfismo de algebras, tal

como ¢é estabelecido no teorema seguinte.

Proposicao 0.2.12 (cf. [3], Theorem 6.5, p. 48). Sejam A, B e C algebras do mesmo tipo. Para

quaisquer  : A — B e : B — C, a composicdo ¢ o ¢ é um homomorfismo de A em C.
Apresentam-se, de seguida, os conceitos de congruéncia numa algebra e de algebra quociente, e

ver-se-4 como estes se relacionam com a nocao de homomorfismo de algebras.

Definicdo 0.2.13. Sejam A = (A; F) uma algebra de tipo (O, (”f)feO) e 0 € Equ(A). Dizse que
0 é uma relacdo de congruéncia em A ou, somente, congruéncia em A se, para quaisquer f € O e
(al,...,anf), (bl,...,bnf) € Anf,

(Vie{l,....ns}, aifb;) = fﬂ(al,...,anf)efﬂ(bl,...,bnf).

0O conjunto de todas as congruéncias em (A é denotado por Con(A). Observe-se que (Con(A); <)
é um c.p.o. limitado, sendo a relacéo identidade A4 = {(a,a) € A2 | a € A} e arelagdo universal

VA= A2 o5 seus elementos minimo e maximo, respetivamente.

11
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Definicao 0.2.14. Sejam A = (A; F) uma algebra de tipo (O, (”f)feo) e 0 € Con(A). Chama-se
algebra quociente de A por 0 & algebra A /0 = (A/6; (fﬂ/e)feo), também de tipo (O, (nf)feO),

onde, para quaisquer f € O e ay, .. .,anf €A,
0 arlg.. . Lan l) = [Far. . anp)]p.

Segue-se a definicdo de nucleo de um homomorfismo de algebras, o qual se prova tratar-se de uma

congruéncia definida no dominio do homomorfismo.

Definicdao 0.2.15. Sejam A = (A;F) e 8 = (B;G) algebras do mesmo tipoe ¢ : A — B.

Designa-se por nticleo de ¢ a relacao binaria em A definida por

Nuc(p) = {(a,b) € A% : p(a) = p(b)}.

Proposicao 0.2.16 (cf. [3], Theorem 6.8, p. 49). Sejam ‘A e B algebras do mesmotipoe¢p : A — B.

Entédo, Nuc(¢) é uma congruéncia em A.

Proposicao 0.2.17 (cf. [3], Theorem 6.10, p. 50). Sejam A = (A; F) uma algebra e 0 € Con(A).

A correspondéncia g de A em A/ 0, definida por
mg(a) = [a]g, Ya € A,
é um epimorfismo de A em A /6.

Definicao 0.2.18. Sejam A = (A; F) umaalgebrae 8 € Con(A). Chama-se homomorfismo natural

de A em A /O ao epimorfismo 7y definido tal como na proposicéo anterior.

Teorema 0.2.19 (Teorema do Homomorfismo; cf. [3], Theorem 6.12, pp. 50-51). Seja A = (A;F)
uma algebra de tipo (O, (n f) feO)- Qualguer imagem homomorfa a A € isomorfa a alguma algebra
quociente de A: sendo B = (B; G) uma dlgebra tal que existe um epimorfismo ¢ de A em B e

definindo & = Nuc(¢) e ¥ como sendo a correspondéncia de A/6 em B tal que

Y(lalg) = ¢(a), V]alg € A/O,

tem-se que Y é um isomorfismo de A /6 em B tal que y o my = ¢, ou seja, tal que o diagrama

A B

é comutativo.
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Anteriormente, foram apresentados conceitos, como o de subalgebra e o de algebra quociente, que
sao exemplos de processos de construcao de novas algebras a partir de outras dadas. Contudo, nos que
até agora foram tratados, as algebras obtidas tém complexidade inferior ou igual as algebras originais.
De seguida, descreve-se um processo de construcdo de algebras em que, a partir da combinacao de
varias algebras, se obtém uma algebra com complexidade superior a qualquer uma das algebras iniciais.

Trata-se do produto direto de algebras.

Definicao 0.2.20. Sejam I um conjunto e (A;)icr = ((A;; F;))jer uma familia de algebras de
tipo (O, (”f)feo)- Chama-se produto direto de ((A;);cs @ algebra ([ ;e Ais (ineI ﬂi)feo), tam-
bém de tipo (O, (nf)feo), representada habitualmente por [[;c7 A;, onde, para quaisquer f € O e
X1 - - .,xnf € [lier Ai,

fllier Ay . ) () = i (x (i), .. X (1),
paracadai € I.

Sendo I = {iy, .. .,ik}, para certo k € N, escreve-se &Z(il X oo X &Z(l-k para representar o produto
direto [ [;e7 A;. Sendo A uma algebra, denota-se porﬂl o produto direto [ [ ;7 A; onde, para qualquer
iel A =A; alémdisso, se I = {iy,..., ik}, para certo k € N, escreve-se ﬂk para representar o
produto direto A;jy X - - X ﬂik quando A =--- = ﬂik = A.

0.3 Reticulados

Nesta seccao, estudam-se alguns topicos da teoria geral de reticulados.

0.3.1 Duas definicoes de reticulado

A nocao de reticulado pode ser definida sob dois pontos de vista: um reticulado pode ser tratado como

um conjunto parcialmente ordenado ou como uma algebra.

Defini¢do 0.3.1. Um c.p.o. (R; <) diz-se um reticulado se, em R, existirem inf{x, y} e sup{x,y},

para quaisquer x,y € R.

Equivalentemente, um c.p.o. (R; <) é um reticulado se, para qualquer subconjunto ndo vazio finito S

de R, os elementos inf (S) e sup(S) existirem em R.

Definicao 0.3.2. Um reticulado (R; <) dizse completo se, para qualquer subconjunto S de R, os

elementos inf (S) e sup(S) existirem em R.
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Um reticulado pode também ser visto como uma estrutura algébrica. De facto, uma vez que, num
reticulado (R; <), existem sempre inf {x, y} e sup{x, y}, para quaisquer x,y € R, e ambos s&o univo-
camente determinados, entdo é possivel definir, em R, operacdes binarias, habitualmente denotadas por

A eV, conforme as igualdades
x Ay =inf{x,y} e x Vy=sup{x,y}.

Assim, (R; A, V) é uma algebra (de tipo (2, 2)). Além disso, as operacdes A e V satisfazem (ver demons-
tracao do Teorema 0.3.4)

* a propriedade de idempoténcia, isto €, para qualquer x € R,

XAX=x¢e xVX=Xx,

* a propriedade comutativa, isto €, para quaisquer x,y € R,

XANYy=yAx e xVy=yVvx,

* a propriedade associativa, isto é, para quaisquer x, y, z € R,

xAN(yYyAnz)=xAy)AzexV(yVvz)=(xVy) Vz

* a propriedade de absorgdo, isto €é, para quaisquer x,y € R,

xAN(xVy)=xe xV(xAy)=x.

Considerando a propriedade associativa satisfeita pelas operacdes de um reticulado R, para quaisquer
X, 1,z € R, podera escrever-se x Ay Azemvezde x A (y Az)ou (x Ay) Az, bemcomoxVyVz

emvezdex V (yVz)ou(xVy)Vz.

Faz sentido, portanto, definir reticulado tratando-o como uma estrutura algébrica.

Definicao 0.3.3. Seja R um conjunto nao vazio. Uma algebra (R; A, V) de tipo (2, 2) designa-se reti-
culado se as operacdes binarias A e V satisfizerem as propriedades de idempoténcia, comutativa, asso-

ciativa e de absorcao.

Apesar de as duas definicdes de reticulado aqui expostas serem de naturezas diferentes, elas relaci-
onam-se e até podem dizer-se equivalentes no sentido em que, se um reticulado, definido sobre um
conjunto R, satisfizer uma das definicoes, entao é possivel construir-se, de modo Unico, um reticulado,
sobre 0 mesmo conjunto R, conforme a outra definicdo. Esta relacdo entre as duas definicdes de reticulado

¢ estabelecida no resultado seguinte.
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Teorema 0.3.4 (cf. [7], Theorem 3, pp. 12-14). Seja R um conjunto ndo vazio.
(i) Se (R; A, V) for um reticulado, entdo (R; <), onde < é a relagdo definida por
x<y se x=xAUy,
é um reticulado, onde, para quaisquer x,y € R,

inf{x,y} =xAy e sup{x,y} =xVuy.

(i) Se (R; <) é um reticulado, entéo (R; A, V), onde, para quaisquer x,y € R,
x Ay =inf{x,y} e x Vy=sup{x,y},
€ um reticulado. Além disso, para quaisquer x,y € R,

xSy & x=xANy & xVy=y.

Demonstracéo. (i) Suponha-se que (R; A, V) é um reticulado. A relacdo < é uma ordem parcial em
R: primeiramente, sendo x € R, como, pela idempoténcia, x = x A x, entdo x < x e, portanto,
< ¢é reflexiva; além disso, dados x,y € Re admitindoque x < yey < x,istoé, x = x Ay
ey = y A x, segue, pela comutatividade, que x = y, logo < é antissimétrica; por fim, dados

X, Y,z € Rtaisquex <yey <z, ouseja, x=xAyey=yAz, tem-se

xANz=(xAYy) Az [hipdtese]
=xA(yAz) [associatividade]
=xAy [hipotese]
= x, [hipotese]

pelo que x < z e, portanto, < é transitiva. Conclui-se assim que (R; <) é um c.p.o.. Sejam, agora,

x,y € R. Ora, por um lado, tem-se

(xAYAx=(YAx)Ax [comutatividade]
=yA(xAXx) [associatividade]
=xAyYy [idempoténcia e comutatividade]

e, por outro lado,

(xAyY Ay=xA(yAy) [associatividade]

=xAvy, [idempoténcia]
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(ii)

o que implica que x A y ¢ um minorante de {x,y}. Seja z um minorante qualquer de {x, y}.

Assim, z =z A x e z = z A y e, consequentemente,

ZA(xAy)=(zAx)AYy [associatividade]
=zAYy [hipotese]
=z, [hipotese]

ou seja, z < x Ay, donde se conclui que inf {x, y} existe e é dado por x A y. Analogamente,

sup{x, y} também existe e coincide com x V y. Portanto, (R; <) é um reticulado.

Suponha-se que (R; <) é um reticulado. Ja foi observado anteriormente que ambas as opera¢des
binarias A e V estdo, de facto, bem definidas, pelo que (R; A, V) é uma algebra. E simples veri-
ficar que as operacdes A e V satisfazem a idempoténcia, a comutatividade e a associatividade. A
absorcdo também é verificada. De facto, dados x,y € R, é claroque x < x e x < sup{x, y}, ou
seja, x € um minorante de {x, sup{x, y}}. E imediato que, tomando um qualquer minorante z de

{x,sup{x, y}}, se tem z < x. Logo,
inf{x, sup{x, y}} = x,

ou seja,

xA(xVy) =x.

Analogamente se prova que
xV(xAy)=x.

Portanto, a algebra (R; A, V) é um reticulado. Finalmente, pela Proposicao 0.1.13, é imediato que
xSy & x=xNy &< xVy=y,

para quaisquer x,y € R. O

Atendendo ao resultado estabelecido no teorema anterior, ao longo deste trabalho, nao se fara dis-

c.p.o.,

tincdo entre tratar um reticulado como uma algebra, usando a notacdo (R; A, V), e tratd-lo como um

usando a notacdo (R; <), a ndo ser que tal seja necessario. Assim, escrever-se-a simplesmente R

significando (R; A, V) e (R; <), simultaneamente.

Todos os conceitos e resultados estudados na seccao 0.2 podem ser especificados para o caso dos

reticulados definidos como algebras e adaptados, segundo o Teorema 0.3.4, para o caso dos reticula-
dos tratados como c.p.o.. Apresentam-se, de seguida, alguns deles, no sentido de introduzir a notacéo

estabelecida no caso dos reticulados.
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0.3.2 Homomorfismos, sub-reticulados, produtos diretos
Definicdao 0.3.5. Sejam (R; /\R, VR) e (S; /\S, VS) reticulados. Uma aplicacdo ¢ de R em S tal que,
para quaisquer x,y € R,
o(x AR y) = 0(x) A 0(y) e o(x VR y) = p(x) V¥ 0(y),
diz-se um homomorfismo de reticulados.

Tendo em conta o que foi estudado na seccao anterior, facilmente se definem os conceitos de mo-
nomorfismo/ epimorfismo/ isomorfismo/ endomorfismo de reticulados, imagem homomorfa de um reti-

culado e de reticulados isomorfos.

Proposicao 0.3.6. Sejam (R; AR VR) e (S; AS, \/S) reticulados e <R e <5 as relacées de ordem

associadas, respetivamente, a (R; /\R, VR) ea(S; /\S, vS ). Entao, os reticulados R e S sédo isomorfos

se e 56 se 0s c.p.o. (R, <R) e (S, <5) sdo isomorfos.

0 termo sub-reticulado é usado para designar uma subalgebra de um reticulado.

Definicao 0.3.7. Seja (R; A, V) um reticulado. Uma algebra (S; AS, VS) de tipo (2, 2) diz-se um sub-
-reticulado de (R; A, V) se (S; AS, VS) é uma subalgebra de (R; A, V).

Seja (R; A, V) um reticulado. Se (S; /\S, VS) € um sub-reticulado de R, entdo S é fechado para as
operacdes A e V de R; além disso, para quaisquer x,y € S, x AS y=x AR yex VS y=x vR y. Caso
(S; /\5, VS) seja um sub-reticulado de (R; /\R, VR), ¢ usual dizer-se apenas que S é um sub-reticulado
de R.

E muito simples verificar o resultado seguinte, o qual afirma que qualquer imagem homomorfa de um

reticulado € um sub-reticulado.

Proposicao 0.3.8. Sejam R e S dois reticulados quaisquer e ¢ um homomorfismo de R em S. Entéo,

@ (R) é um sub-reticulado de S.

Os subconjuntos de um reticulado a seguir definidos, designados por intervalos, sdo exemplos de
subconjuntos fechados para as operacoes do reticulado e, portanto, séo o universo de sub-reticulados

desse reticulado.

Definicao 0.3.9. Seja R um reticulado. Um subconjunto de R da forma
{xeR|a<x<b}

onde a e b sao elementos de R tais que a < b, diz-se um intervalo de R e representa-se por [a, b].
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E simples perceber que, se [a, b] é um intervalo definido num reticulado (R; A, V), entdo a algebra

([a,b]; A, V"), onde A" e V/ sdo as operacdes binarias definidas por
x/\'y:x/\y e x\/’yszy,

para quaisquer x, y € [a, b], € um sub-reticulado de R.

0 resultado seguinte estabelece que a classe dos reticulados é fechada para a formacao de produtos

diretos.

Proposicao 0.3.10. Sejam (R; /\R, VR) e (S; /\S, VS ) reticulados. A dlgebra (R x S; M, 1), onde M e

LI sdo as operacoes definidas por
(x,2) M (y,w) = (x AR y,z/\s w) e (x,z)U(y,w) = (x vR Y,z Vo w),
para quaisquer (x, z), (y, w) € R X S, é um reticulado.

Definicao 0.3.11. Sejam R e S reticulados. Chama-se produto direto de R por S ao reticulado definido

na proposicao anterior.
Generalizando, obtém-se o seguinte resultado.

Proposicao 0.3.12. Sejam I um conjunto e ((R;; AL Vi))ie 7 uma familia de reticulados. A algebra

(I'1ier Ris ™, L), onde 1 e LI sdo as operacdes definidas por
(x1 Mxp) (i) = x1 (i) Al x5(i) e (xq Uxp)(i) = x1(i) Vi xp (i),
para cada i € I, para quaisquer x1,x» € [l;er R;, é um reticulado.

Definicao 0.3.13. Sejam I um conjunto e ((R;; AL Vi))ie[ uma familia de reticulados. Chama-se

produto direto de (R;);cy ao reticulado definido no resultado anterior.

0.3.3 Ideais e filtros

De entre os subconjuntos de um reticulado R que sao fechados para as operacdes de R, destacam-se

o0s ideais e filtros de R, devido a sua importancia no estudo de reticulados.
Definicao 0.3.14. Seja (R; A, V) um reticulado.

* Um subconjunto ndo vazio I de R diz-se um ideal de R se I for fechado para as operacdes A e V
de R e, para quaisquer x € Rea € I, x Aa € I. Nocaso de I C R, dizse que I é um ideal

proprio de R. Um ideal proprio I de R diz-se primo se, para quaisquer x,y € R,
xANyel = (xel ou yel).
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e Um subconjunto nao vazio F de R diz-se um filtro de R se F for fechado para as operacdes A e V
de R e, para quaisquer x € Reb € F,x Vb € F. No caso de F C R, dizse que F é um filtro

proprio de R. Um filtro proprio F de R diz-se primo se, para quaisquer x, y € R,

xVyeF = (xeF ou yeF).

E simples verificar que, se I é um ideal de um reticulado (R; A, V), entdo a algebra (I; /\I, VI), onde
as operacoes aevi sao, respetivamente, as restricoes de A e V a I, & um sub-reticulado de R.

O mesmo se pode concluir sobre os filtros.

Definicdo 0.3.15. Seja R um reticulado. Chama-se espectro de R, e representa-se por Esp(R), ao

conjunto de todos os ideais primos de R.

0 lema seguinte descreve outra forma de caraterizar um ideal de um reticulado.

Lema 0.3.16 (cf. [7], Lemma 5 (i), p. 32). Seja (R; A, V) um reticulado. Um subconjunto ndo vazio I

de R é um ideal de R se e so se ambas as condicbes seguintes sdo satisfeitas:

(i) Ya,bel, aVvbel;

(i) Vx e R, Vael, x<a = x €l

Demonstracdo. Seja I um subconjunto ndo vazio de R.
Suponha-se, primeiramente, que I € um ideal de R. A condicao (i) é claramente satisfeita, visto que
I é fechado para as operacoes de R. Sejam x € Re a € I tais que x < a. Entdo, x = x A a. Ora, pela
definicdo de ideal, x A a € I. Logo, x € I e, por conseguinte, a condicado (ij) também é satisfeita.
Reciprocamente, admita-se que as condicdes (i) e (ii) sdo validas. Sejam a,b € I. Por (i), aV b € 1.
ComoaAb e ReaAb < a,entdo, por (i), a Ab € I. Logo, I é fechado para as operacdes de R.
Além disso, dados x € Re a € I, visto que x A a < a, entdo, novamente por (ii), x A a € 1. Portanto,

conclui-se que I € um ideal de R. |

Nao é dificil obter o resultado dual do lema anterior, o qual estabelece uma caraterizacao alternativa
de um filtro de um reticulado.
Sendo R um reticulado, representa-se o conjunto de todos os ideais de R por Id(R), sobre o qual

pode ser definido um reticulado, tal como estabelece o seguinte teorema.

Teorema 0.3.17 (cf. [2], Theorem 2.6, p. 27). Seja (R; A, V) um reticulado. Entéo, o conjunto Id(R),

quando ordenado pela relacdo de inclusdo, é um reticulado, onde, para quaisquer I, J € Id(R),

(@ IAN]=1IN];
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() IVJ={xeR|x<aVb, paraalgunsaclebe J}.

Demonstracdo. Sejam I, J € Id(R).

Primeiramente, como I # O e J # 0, existem a € I e b € J. Entdo, uma vez que I, ] € Id(R),
seguequeaAbeleanbe J,peloqueaAbelIn].Logo, IN Jéum subconjunto ndo vazio de R.
Dados a,b € IN J,temseque a,b € I e a, b € J. Assim, como I e J sdo fechados para as operacdes
deR,seguequeavbeleaVvbe J ouseja aVvbeln]. Sejam,agora,x € Rea € IN ] tais que
x < a. Entdo, como a € I e I € Id(R), tem-se, por (ii) do Lema 0.3.16, que x € I. De forma analoga,
também se confirma que x € J. Logo, x € I N J. Portanto, pelo Lema 0.3.16, I N J € Id(R). Como
I N J éum minorante de {I, J} e, para qualquer C € Id(R) talque C CIeC C J,setemC CINJ,
conclui-se que existe infimo de {1, J}, o qual é dadopor IN J, peloque I A J=1N].

Considerando, agora,
L={xeR|x<aVb,paraalguinsaclebe ]},

tem-se que L # (. De facto,comoI # O e J # (), existema € Ieb € J. Assim,umavezquea < aV b,
a € L. Sejam, agora, x,y € L. Entdo, x < aVbey < cVd, paracertosa,c € I eb,d € J. Como
IJ€ld(R),entioavcelebVde]e umavezque

xVy<(avb)V(cVvd) [Proposicao 0.1.14]

=(aVve)Vv(bVvd), [comutatividade e associatividade]

exVy € R, temsequex Vy e L. Sejam, agora, x € Rec € L taisque x < c. Entdo, c < a Vv b,
para certosa € I e b € J. Logo, por transitividade, x < a Vv b, pelo que x € L. Portanto, pelo Lema
0.3.16, L € Id(R). Também se prova que L ¢ um majorante de {I, J}: de facto, dado a € I, tem-se que,
para qualquer b € J, a < a V b e, portanto, visto que J # @, a € L. Logo, I C L. Analogamente se
verifica que J C L. Considere-se, agora, qualquer D € Id(R) talque I C De J C D. Seja c € L. Entdo,
c<aVvb, paracertosa € Ieb € J. Assim, a,b € D, donde, por D € Id(R), resultaque a vV b € D.
Logo, por (ii) do Lema 0.3.16, ¢ € D. Portanto, L C D. Conclui-se, assim, que existe supremo de {I, J},
o qual é dado por L, peloque IV J = L.

Confirma-se, enfim, que Id(R), quando ordenado pela relacdo de incluséo de conjuntos, constitui um

reticulado. O

Definicdo 0.3.18. Seja R um reticulado. Ao reticulado (Id(R), C) da-se a designacéo de reticulado

dos ideais de R.

Observe-se que, dado um reticulado R, o reticulado (Id(R), C), enquanto estrutura algébrica, ¢ a
algebra (Id(R), A, V), onde A e V sdo as operacdes binarias definidas de acordo com o indicado no
Teorema 0.3.17.
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Dado um reticulado R, denota-se o conjunto de todos os filtros de R por Fil(R) e, por dualidade,
tem-se o resultado seguinte.

Teorema 0.3.19. Seja (R; A, V) um reticulado. Entéo, o conjunto Fil(R), quando ordenado pela rela-

cdo de inclusdo, é um reticulado, onde, para quaisquer F, G € Fil(R),
(3 FAG=FNG;
() FVvG={x€R|aAb<x, paracertosa € F eb € G}.
Defini¢do 0.3.20. Seja R um reticulado. Chama-se reticulado dos filtros de R ao reticulado (Fil(R); C).

Apresenta-se, de seguida, a nocao de ideal gerado por um subconjunto nao vazio de um reticulado.
Observe-se, primeiramente, que, dado um reticulado R, a intersecdo de uma familia de ideais de R
continua a ser um ideal de R; além disso, dado um subconjunto nao vazio S de R, existe sempre um ideal

de R que contém S: basta tomar o préprio R.

Proposicao 0.3.21. Sejam R um reticulado e S um subconjunto nao vazio de R. O conjunto dado por
(Ueld®sc

é um ideal de R, sendo, alias, o menor ideal de R que contém S.

Definicao 0.3.22. Sejam R um reticulado e S um subconjunto nao vazio de R. Chama-se ideal de R

gerado por S, e representa-se por id(S), ao menor ideal de R que contém S.
Dados um reticulado R e x € R, escreve-se id(x) para denotar id({x}).

Proposicao 0.3.23 (cf. [7], Lemma 5 (ii), pp. 32-33). Sejam (R; A, V) um reticulado e S um subcon-
junto nédo vazio de R. Entao,

id(S)={x€R|x<syV---Vsy, paraalgunsn e Nesq,...,sp € S}.
Demonstracdo. Denote-se 0 conjunto
{xeR|x<syV---Vsp paraalgunsn e Nesq,...,sp €S}

por L. Claramente, L é nao vazio e, usando o Lema 0.3.16, é muito simples justificar que L é um ideal

de R. Também ¢ dbvio que S C L. Seja I um ideal de R tal que S C I. Ora, dado x € L, tem-se que
X <81 V---Vsp,

para certosn € N e sq,...,sp € S. Assim, s1,...,sp € I e, por aplicacao sucessiva de (i) do Lema
0.3.16,
31\/"'\/3” el.
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Logo, por (i) do mesmo lema, tem-se que x € I, pelo que L C I. Portanto, conclui-se que, de facto,
id(S) = L. O

Como consequéncia imediata da proposicao anterior, tem-se o seguinte resultado.

Corolario 0.3.24 (cf. [7], Lemma 5 {iii), pp. 32-33). Sejam (R; A, V) um reticulado e x € R. Entéo,
idx)={yeR|y<x}={xAy|yeR}

Definicao 0.3.25. Sejam R um reticulado e x € R. Da-se a designacao de ideal principal de R gerado

por x ao ideal id(x).

Teorema 0.3.26 (cf. [7], Corollary 7, p. 33). Seja (R; A, V) um reticulado. Entéo, a aplicacdo ¢ de R
em Id(R) definida por
¢(x) = id(x)

& um monomorfismo de reticulados de (R; A, V) em (Id(R); A, V).

Demonstracdo. Sejam x,y € R.
Claramente, a aplicacao ¢ esta bem definida, uma vez que, sempre que x = y, se tem id(x) = id(y).

Suponha-se, agora, que id(x) = id(y). Entdo, para qualquer a € R,

as<x < ac<y.

Assim, como x < x, tem-se também que x < y. Além disso, como y < y, entdo y < x. Logo, pela
antissimetria, x = y. Portanto, a aplicacéo ¢ é injetiva.
Por ultimo, mostre-se que ¢ é um morfismo de reticulados.
Seja
z € id(x) Aid(y) = id(x) Nid(y).

Assim, z < x ez < y. Logo, z < x A y, pelo que
z €id(x A y).

Reciprocamente, se

z€id(x A y),

entdoz < x Ay.Comox Ay<xexAy<y,entdoz < xez <y,peloque
z € id(x) Nid(y) = id(x) A id(y).

Portanto,

id(x) Aid(y) =id(x A y),
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ou seja,
P(x) A p(y) = p(x A y).

Seja, agora,

z € id(x) Vv id(y).

Assim, pelo Teorema 0.3.17, z < a V b, para certos a € id(x) e b € id(y). Comoa < xe b < y,

temseaV b < xVuy,logoz < xVuy,ou seja,
z€id(x Vvy).

Reciprocamente, se

z €id(x vV y),

entdo z < x V y, com x € id(x) e y € id(y). Assim,

z € id(x) Vv id(y).
Logo,
id(x) vid(y) =id(x v y),
ou seja,
P(x) Vo(y) = p(x Vy).
Portanto, ¢ €, de facto, um monomorfismo de reticulados. m]

Dado um reticulado R, definem-se, por dualidade, os conceitos de filtro de R gerado por S, sendo
S um subconjunto nao vazio de R, e filtro principal de R gerado por x, onde x € R, 0S quais sdo
representados, respetivamente, por fil(S) e fil(x), bem como se estabelecem os resultados duais dos

anteriores, envolvendo estes conceitos.

0.3.4 Relacoes de congruéncia

Também as relacdes de congruéncia tém um papel relevante no estudo de reticulados.

Definicdo 0.3.27. Sejam (R; A, V) um reticulado e & € Equ(R). Diz-se que 6 é uma relacdo de

congruéncia em R ou, simplesmente, congruéncia em R se, para quaisquer x, y, z, w € R,

(x0z e yow) = ((xAy)B(zAw) e (xVyb(zVw)).

Os resultados seguintes sao Uteis no estudo de congruéncias.
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Lema 0.3.28 (cf. [9], Theorem 9.2, p. 181). Sejam (R; A, V) um reticulado e 6 € Equ(R). A relacdo

0 é uma congruéncia em R se e sO se, para quaisquer x, 1,z € R,
x0y = ((xA2)0(yAz) e (xVz)0(yV2)).

Lema 0.3.29 (cf. [7], Lemma 11, pp. 37-38). Seja (R; A, V) um reticulado. Uma relacao binaria 6 em

R é uma congruéncia se e so se cada uma das condicoes seguintes é verificada:
(i) 6 é reflexiva;

(i) para quaisquer x,y € R,

x0y — (xAy)B(xVy),;
(iii) para quaisquer x,y,z € Rtaisquex <y < z,

(x0y e ybz) = x0z;

(iv) para quaisquer x,y € R tais que x < vy,

x0y = (VweR (x Aw)f(yAw) e (xVw)i(yVw)).

Demonstracdo. Seja 6 uma relacao binaria em R.

Suponha-se, primeiramente, que @ é uma congruéncia. E obvio que (i) e (iii) sdo satisfeitas, além
de que (iv) € uma consequéncia imediata do Lema 0.3.28. Mostre-se que (ii) também se verifica. Sejam
x,y € R. Supondo que x0y, segue, pelo Lema 0.3.28, que (x A x)8(y A x), pelo que x0(x A y).
Dualmente, x0(x V y). Logo, pela simetria e transitividade de 6, (x A y)0(x V y). Reciprocamente,

suponha-se que (x A y)8(x V y). Assim, usando novamente o Lema 0.3.28, tem-se que

((xAy) Ax)0((x Vy) Ax),

donde (x A y)60x. Analogamente, (x A y)6y. Logo, pela simetria e transitividade de 6, x0y.
Admita-se, agora, que a relacao 6 satisfaz (i)—(iv). A reflexividade de 6 € garantida por (i). Quanto
a simetria de 0, ¢ facilmente retirada de (ii): dados x,y € R tais que x0y, entdo (x A y)0(x V y),
donde, pela comutatividade de A e de Vv, segue que (y A x)8(y V x), pelo que yOx. Prove-se, agora,
que O é transitiva. Nesse sentido, repare-se, primeiramente, que, para quaisquer x, y, a, b € R tais que

x <a<y, x<b<yex0y, tem-se que afb. De facto, como x0y e x < y, entdo, por (iv),
(xA(aVvb)d(yA(aVb)).
Claramente, x A (aVb) =xey A (aVb)=aVb.Logo,
x6(aV b).
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Seguidamente, como x < a V b, entao, por (iv),
(xV(anb)B((aVvb)V (anb)).

Eclaroque (aV b) V (a Ab) =aV b. Além disso, tem-se x < a A b, peloque x V (a Ab) =a A b.

Por conseguinte,
(aAb)B(aVDb).

Portanto, por (i), a@b. Sejam, agora, x, y, z € R tais que x0y e yOz. Assim, por (i),
(xAyb(xVy) e (ynz)d(yV z).
Umavez que x A y < x V y, segue, por (iv), que
(xAy) Ay A2)0((x Vy) A(yAz))

e, consequentemente, comoy A z < x V y, tem-se

(x AyAz)0(y Az).
De forma semelhante, obtém-se que

(yvz)(xVvyVz).

Ora, como

XAYAz<yAz=<yvz<xVyvz

(xAyAz)0(yAz), (yrz)0(yvz)e (yvz)o(xVvyVz),
entdo, aplicando (iij) duas vezes, tem-se que
(x AyAnz)0(xVuyVz).
Agora,comou=xAyAz,0=xVyVz xezsaoelementosde Rtaisqueu < x <o, u<z<v
e ubv, entdo, tendo em conta o que foi provado anteriormente, tem-se que x0z, concluindo, assim, a

prova da transitividade de 6. Portanto, 0 € Equ(R). Sejam, agora, x, y, z € R com x0y. Entéo, por (i),

(x Ay)@(x V y), donde, por (iv), segue que

(x AyAz)0((xVy) Az)

((xAy)Vz)0(xVyVz).

Assim,umavezqueu =xAyAz,v=(xVy)Az a=xAz b=yAzsaoelementos de R tais que
u<a<ou<b<oveubo, tem-se que abb, ouseja, (x Az)0(yAz). Mais, vistoque r = (x Ay) Vz,
s=xVyVz,c=xVzed=yVzsaoelementosde Rtaisquer < c <s,r <d < ser0ls, tem-se

que cfd, ou seja, (x V z)0(y V z). Portanto, pelo Lema 0.3.28, 6 é uma congruéncia. O

25



CAPITULO 0. CONCEITOS INTRODUTORIOS

O conjunto de todas as congruéncias num reticulado R ¢ denotado por Con(R). Observe-se que 0
par (Con(R), C) é um c.p.o..
O resultado seguinte & muito simples de provar, mas facilita a demonstracao do teorema que se lhe

segue.

Lema 0.3.30 (cf. [7], Theorem 12, p. 38). Seja R um reticulado. Entéo, para qualquer X C Con(R),
N X € Con(R).

Teorema 0.3.31 (cf. [7], Theorem 12, pp. 38-39). Seja (R; A, V) um reticulado. O c.p.o. (Con(R); C)

é um reticulado, onde, para quaisquer 6, 9 € Con(R),
e OANI=0NY;
dneN, dr,r,....,rmeR:
*e OVvi=1(x7y) € R? xANy=ri<rp<---<rp=xVy,
Vie{l,2,....,n—1}, r,-@ri+1 ou riﬁriﬂ
Demonstragdo. Sejam 6, 3 € Con(R).
Tendo em conta o lema anterior e as propriedades da intersecdo de conjuntos, ¢ muito simples verificar

que 8 N J ¢éoinfimo de {6, 9}, peloque 6 A I =0nN 3.

Represente-se por & a relacdo binaria dada por
dneN,3dry,rp,...,rp €R:
(x,y) €R2 XAY=ri<rn<s---<rm=xVy,
Vie{l,2,...,n—=1}, rj0rjyq ou ridriyq
Prove-se, primeiramente, que ¢ € Con(R). Para tal, basta mostrar que & observa cada uma das condi-
coes (i)-(iv) do Lema 0.3.29. Ora, € 6bvio que ¢ é reflexiva, ou seja, satisfaz (i) do Lema 0.3.29. Também
nao é dificil verificar que ¢ satisfaz a condigéo (i) do mesmo lema. Prove-se, agora, (iii). Sejam x, y,z € R

tais que x < y < z, x&y e yéz. Por um lado, existem rq, o, ..., rn € R, para algum n € N, tais que
XANYy=ri<rp<:---<rp=xVy

e,paracadai € {1,2,...,n—1}, r;0r; ;1 ou r;dr;,q1. Por outro lado, existem s1,sp,...,sm € R, para
algum m € N, tais que

YANz=s1<sp<---<sm=yVz
e, para cadaje{1,2,...,m—1},s]-95j+1 ou s]-z95j+1.0ra,
XANzZ=x=xAYy=r <rp<---<ry1q
Srmm=xVy=y=yAz=81=<53 < ---<5sy, 1

<sm=yVz=z=xVz,

26



CAPITULO 0. CONCEITOS INTRODUTORIOS

ou seja,

XANz=r|<rp<---<rm=s1<sp)<---<sp=xVz
Definase p = n+m—1 € Nety,tp,...,tp como sendo os elementos de R tais que, para cada
ke{l,2,....p},

@ tp =rpseke{l,2,...,n};
(b) ty =sp_py1 ek €{n+1Ln+2,... p}.

Assim, tem-se que

XNz=t1 Slp<---<tp=xVgz

onde, para cada I € {1,2,...,p — 1}, se tem, claramente, que t;0t;, 1 ou t;dt;,1. Logo, x&z. Por-

tanto, a condicéo (iii) do Lema 0.3.29 é observada por £. Para mostrar que a propriedade (iv) do Lema

0.3.29 também se verifica, tomem-se arbitrariamente x,y € R tais que x < y e x&y. Entéo, existem

.1, ..., € R, para algum n € N, tais que

XANYy=risrp<--<rm=xVy
e,paracadai € {1,2,...,n—1}, r;0r;;q ou r;drj,1. Seja w € R. Ora, pela Proposicéo 0.1.14,

XAYAW=AWSIHAWS - <mAw=(xVy) Aw,

além disso, tem-se, claramente, que

(xAW)A(YAW)=(xAy) Aw;
também nao é dificil ver que

(xAW)V(yAw)=yAw=(xVy) Aw.

Assim, definindo sq, 5o, ..., sn como sendo os elementos de R tais que, para cada k € {1,2,...,n},

Sk = rp A w, tem-se que
(xXAWIA([YAW) =51 <sp < <sp=(xAw)V (yAw),

onde, para cada j € {1,2,...,n — 1}, s;0s;,1 ou sjJs;,q, uma vez que 6 e J sdo congruéncias em
R. Logo, (x A w)&é(y A w). Por analogia, também se prova que (x V w)&(y Vv w). Conclui-se, assim,
que ¢ € Con(R).

Mostre-se, agora, que & é o supremo de {6, o}. Sejam x, y € R tais que x0y. Entéo, por (i) do Lema
0.3.29, tem-se (x A y)8(x V y). Como, além disso, x A y < x V y, segue que x&y. Logo, 8 C &. Por

argumentos semelhantes, também se mostra que ¢ C ¢&. Falta verificar que & é a menor congruéncia
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nestas condicdes. Seja { € Con(R) talque 8 € { e & C . O objetivo é mostrar que & C . Sejam,

entdo, x, y € R tais que x&y. Assim, existem rq,rp,...,rn € R, para algum n € N, tais que
XANYy=ri<rp<---<rm=xVy

e,paracadai € {1,2,...,n—1}, r;0r;,1 our;dr;,q1. Por conseguinte, paracadai € {1,2,...,n—-1},

ri{r;,1. Pela transitividade de {, tem-se que r1{ry, ou seja, (x A y){(x V y), donde segue, por (ii) do

Lema 0.3.29, que x{y. Efetivamente, & C ¢. Portanto, & é o supremo de {0, 3}, pelo que 8 vV § = &.

Fica, assim, concluida a prova de que (Con(R); C) é um reticulado. O

Definicao 0.3.32. Seja R um reticulado. Chama-se reticulado das congruéncias em R ao reticulado
(Con(R); ).

Observe-se que, de acordo com o que foi estudado na Seccéo 0.2, o reticulado das congruéncias de

um reticulado ¢é limitado.

Tendo em conta o Teorema 0.3.31, ¢é simples deduzir o seguinte resultado.

Teorema 0.3.33 (cf. [7], Theorem 37, p. 51). Sejam (R; A, V) um reticulado e I um conjunto. Entao,

Con(R) é um reticulado completo e, dada uma qualquer familia (6;);cy de congruéncias em R, tem-se
* Nier0i = Nier 0i;

dneN, dry,rp,...,rp €R:
* Vierti= (X,y)ERZ XAYy=ri<rn<s---<m=xVy,
Vie{l2...,n-1}, Jiel: rjbirj

Define-se, de seguida, o conceito de congruéncia gerada por uma relacao binaria ndo vazia. Para tal,

veja-se, primeiramente, o seguinte resultado.

Proposicao 0.3.34 (cf. [7], Lemma 13, p. 39). Sejam R um reticulado e p uma relagdo binaria ndo

vazia em R. O conjunto dado por
ﬂ{e e Con(R) | p C 0}
€ uma congruéncia em R, sendo, alias, a menor congruéncia em R que contém p.

Demonstracao. Seja
9= {0 € Con(R) | p C 0}.
Pelo Lema 0.3.30, é imediato que ¢ € Con(R). Sendo também 6bvio que p C 9, resta demonstrar que

J é a menor congruéncia em R nestas condicdes. Seja & € Con(R) tal que p C &. Por conseguinte,
£e {0 eCon(R)|pc b}

Logo, € claro que ¢ C £&. Portanto, & é a menor congruéncia em R que contém p. O
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Definicdo 0.3.35. Sejam R um reticulado e p uma relacao binaria ndo vazia em R. Chama-se con-
gruéncia em R gerada por p, e representa-se por con(p), a menor congruéncia em R que contém p.
Se p = {(x,y)}, para alguns x,y € R, a relacdo con(p) designa-se por congruéncia principal em R
gerada por {(x,y)}.

Sendo R um reticulado e x,y € R, é usual representar-se a relacdo con({(x,y)}) por con(x,y).

Além disso, dado um ideal I de R, é usual denotar-se a congruéncia con(Iz) por con(I).

0 seguinte resultado ¢ uma consequéncia trivial da condicao (ii) do Lema 0.3.29.
Proposicao 0.3.36. Seja (R; A, V) um reticulado. Entédo, para quaisquer x,y € R,
con(x,y) = con(x A y,x Vy).

A proposicao anterior € importante, pois dela se conclui que, para o estudo das congruéncias prin-
cipais num reticulado, basta que sejam consideradas aquelas que sao geradas por pares de elementos

comparaveis.
Com o conceito de congruéncia principal, & possivel estabelecer a seguinte forma de descrever uma

congruéncia gerada por alguma relacdo binaria nao vazia.

Proposicao 0.3.37 (cf. [/], Lemma 14, p. 39). Sejam R um reticulado e p uma relagcdo binaria ndo

vazia em R. Entao,
con(p) = \/{con(x,y) | xpy}.
Demonstracdo. Seja
0=\/{con(xy) | xpy}.

Pelo Teorema 0.3.33, é imediato que 8 € Con(R). Também nao é dificil verificar que p C 6. De facto,
para quaisquer x,y € R tais que xpy, tem-se con(x,y) C 0, logo x0y. Seja, agora, 3 € Con(R) tal
que p C 9. Entdo, para todo (x,y) € p, tem-se (x,y) € &, pelo que con(x,y) € J. Logo 6 C J.
Portanto, con(p) = 6. O

Proposicao 0.3.38 (cf. [9], Theorem 9.10, pp. 189-190). Sejam (R; A, V) um reticulado e 6 uma
congruéncia em R. O conjunto quociente de R por 6, R/6, quando munido das operacées A9 e VO tais

que, para quaisquer x, y € R,
[x1g A% [ylg = [x A ylg e [xlg VO [yl = [x V ylo,
é um reticulado.

Definicdo 0.3.39. Sejam (R; A, V) um reticulado e 8 € Con(R). Chama-se reticulado quociente de

R por 0 ao reticulado (R/0; /\0, \/9) definido tal como na proposicéo anterior.

Definicdo 0.3.40. Sejam R um reticulado, 8 € Con(R) e R/ o reticulado quociente de R por 6.

Chama-se classe de congruéncia a qualquer [x]g € R/0.
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0.3.5 Elementos especiais

Existem classes de elementos que desempenham um papel importante no estudo de reticulados.

Definem-se seguidamente alguns desses elementos.

Definicdo 0.3.41. Seja (R; A, V) um reticulado com elemento minimo 0. Um elemento x de R diz-se

um atomo de R se O < x.

Seja (R; A, V) um reticulado com elemento minimo. Representa-se por At(R) o conjunto de todos os
atomos do reticulado R. Além disso, dado x € R, representa-se por at(x) o conjunto de todos os atomos

a de R tais que a < x, ou seja,
at(x) = {y € At(R) | y < x}.

Definicdao 0.3.42. Seja (R; A, V) um reticulado com elemento minimo 0. O reticulado R diz-se atémico

se, para qualquer x € R\ {0}, existe a € At(R) tal que a < x.

Exemplo 0.3.43. Sendo X um conjunto, o reticulado (p(X); N, U) ¢ atémico, onde
At(p(X)) = {{x} | x € X}.

Faz-se, agora, um estudo acerca dos elementos irredutiveis de um reticulado.
Definicao 0.3.44. Seja (R; A, V) um reticulado.

¢ Um elemento x de R diz-se A-irredutivel se x # 1 (no caso de R ter elemento maximo) e, para
quaisquer r,s € R,

x=rAs = (x=r ou x=s).

* Um elemento y de R diz-se V-irredutivel se y # O (no caso de R ter elemento minimo) e, para
quaisquer r,s € R,

y=rVs = (y=r ou y=s).

Seja R um reticulado. Representa-se por Z (R) o conjunto de todos os elementos A-irredutiveis de R
e por S(R) o conjunto de todos os elementos V-irredutiveis de R. Para cada x € R, denota-se por S(x)

o conjunto de todos os elementos V-irredutiveis de R menores ou iguais a x, isto €,
S(x)={ye SR |y < x}.

Exemplo 0.3.45. Seguem-se alguns exemplos de elementos A-irredutiveis e V-irredutiveis de reticula-
dos.

e Em qualquer cadeia, apenas o elemento 1, caso exista, ndo é A-irredutivel.

30



CAPITULO 0. CONCEITOS INTRODUTORIOS

* Em qualquer reticulado (p(X); N, V), onde X é um conjunto nédo vazio qualquer e p(X) repre-

senta o conjunto das partes de X, tem-se
S(p(X)) = {{x} [ x € X}.

* Nos reticulados M3 e Ng dados, respetivamente, por

SN
\/ \O,/s

tem-se 7 (M3) = {a,b,c} = S(M3) e T (N5) = {r,s,t} = S(Nj).

Proposicao 0.3.46. Sejam (R; AR VR) e (S; NS, VS ) reticulados e seja ¢ um isomorfismo de R em

S. Entdo, para qualquer x € R,
(i) x € IT(R) seesoseq(x)eI(S);
(i) x € S(R) seesdsep(x)eS(S).

Demonstracdo. Observe-se, primeiramente, que, sendo R e S reticulados isomorfos, R tem elemento
maximo (minimo) se e sé se S tem elemento maximo (minimo). Ora, caso R tenha maximo, para qualquer
x € R, tem-se x = 1R se e s6 se ¢(x) = 1g. De facto, se x = 1g e uma vez que, para qualquer y € S,

y = ¢(z), para certo z € R,

y v p(x) =y v° p(1p)
= ¢(2) V° p(1p)
= p(zvR1p)
=¢(1R)
=¢(x),

donde se obtém ¢(x) = 1g. Reciprocamente, se ¢(x) = 1g, entdo, para qualquer w € R,

0(x) = p(x) VS (w)
= o(x VR w),

donde, pela injetividade de ¢, se obtém x = x VR 4. Logo, x = 1R. De modo analogo, caso R tenha

minimo, tem-se x = Og se e s6 se ¢(x) =
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Sejax € R.
Mostre-se que (i) é verificada. Suponha-se que x € 7 (R). Sejam a, b € S tais que ¢(x) = a AS b.

Como ¢ é um isomorfismo de reticulados, existem u, v € R tais que a = ¢(u) e b = ¢(v). Assim,
p(x)=an’b=0p@w) A° (o) = p(u A" o).
Pela injetividade de ¢, x = u AR 4. Por hipotese,
X=u OU x =0,

pelo que
¢(x) = @(u) =a ou ¢(x) =¢(v) =b.
Além disso, como x # 1R, entéo, pelo que se provou antes, ¢(x) # 1g. Logo, ¢(x) € Z(S).
Reciprocamente, admitindo-se que ¢(x) € 7 (S) e tomando-se quaisquer y,z € R tais que x =
y /\R z, tem-se
p(x) = ¢y AR 2) = p(1) A° 0(2),

donde, por hipétese, se retira que

@(x) = ¢(y) ou ¢(x) =¢(2)

e, pela injetividade de ¢, segue

X=y ou x =z

Além disso, como ¢(x) # 1g, entdo, pelo que foi visto inicialmente, x # 1g. Portanto, x € 7 (R).

Conclui-se que (i) é valida e, por raciocinios analogos, também se verifica (ii). O

Teorema 0.3.47 (cf. [2], Theorem 4.8, p. 59). Seja (R; A, V) um reticulado que satisfaz a c.c.d.. Entao,
R tem elemento minimo e qualquer x € R\ {0} pode ser representado como o supremo de um numero

finito de elementos V-irredutiveis de R.

Demonstracdo. Por (i) do Teorema 0.1.21, tem-se que R satisfaz a condicdo minimal, pelo que, em
particular, R tem, pelo menos, um elemento minimal, x1. Se R contivesse algum outro elemento minimal,
xp, entdo nado existiria x1 A xp, 0 que nao acontece pois R € um reticulado. Logo, x1 € o unico elemento
minimal de R. Portanto, xq = 0.

Seja, agora, x € R\ {0}. Se x € S(R), a prova termina. Se x ¢ S(R), entdo existem y, z € R tais
quex=yVzx>yex >z Sey,z € S(R), conclui-se o pretendido. Caso y ¢ S(R) ou z ¢ S(R),
entdoy = u Vo, paracertosu,o € Rtaisquey > uey > o,0uz =rVs,paracertosr,s € R tais que
z > r ez > s. Repetindo este procedimento, ou se obtém que x é o supremo de um numero finito de
elementos V-irredutiveis ou se obtém alguma cadeia descendente infinita. No entanto, o segundo caso ¢
falso, pois contraria a c.c.d..

Da-se, assim, por concluida a prova. O
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Corolario 0.3.48. Seja (R; A, V) um reticulado que satisfaz a c.c.d.. Entdo, para qualquer x € R,

X = \/S(x).
0=\/0=\/35(0).

Além disso, dado x € R\ {0}, como R satisfaz a c.c.d., tem-se, pelo Teorema 0.3.47, que x € 0 supremo

Demonstracéo. E trivial que

de algum conjunto de elementos V-irredutiveis menores ou iguais a x, ou seja, x = \/ S, onde S C S(x).

x:\/SS\/S(x)SX,
x:VSm,

como era pretendido mostrar. m]

Assim,

pelo que, de facto,

Outra nocao importante é a de elemento primo de um reticulado.

Definicdao 0.3.49. Seja (R; A, V) um reticulado. Um elemento x de R diz-se primo se x # O (caso O

exista) e, para quaisquer r, s € R,
x<rVvs = (x<r ou x <s).

Sendo (R; A, V) um reticulado, denota-se o conjunto de todos os elementos primos de R por P (R);
dado x € R, representa-se por £ (x) o conjunto dos elementos primos de R menores ou iguais a x, isto
é,

Px)={ye PR |y <x}.
Proposicdo 0.3.50 (cf. [6], p. 92). Seja (R; A, V) um reticulado. Entdo, P(R) € S(R).

Demonstracdo. Seja x € P(R). Entdo, x # 0, caso O exista, e, para quaisquer r,s € R tais que

x=rVs,temsex < roux <s.Porum lado, se x < r, tem-se
x<r<rVvVs=x,

donde se retira x = r. Por outro lado, se x < s, entdo, de forma analoga, tem-se x = s. Portanto,

x € S(R). O

Estes ultimos conceitos apresentados sao particularmente importantes no estudo de reticulados fini-

tos.
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Teorema 0.3.51 (cf. [6], Theorem 1, pp. 92-93). Seja (R; A, V) um reticulado finito e considere-se
n € N como sendo o numero maximo de elementos primos de R incomparaveis dois a dois. Se n > 1,
entdo existem n cadeias finitas C1,C», ...,Cn em R e um homomorfismo de reticulados i de R no

produto direto H?Zl C; tais que, para quaisquer x,y € R,

Y(x) =y(y) = Px)=P(y).

Demonstracdo. Suponha-se que n > 1. Como n é o numero maximo de elementos primos de R incom-
paraveis dois a dois, entdo qualquer conjunto de n + 1 elementos de #(R) contém, pelo menos, dois
elementos comparaveis. Por isso, atendendo ao Teorema 1.1 de [5], p. 161, tem-se que P (R) ¢ a uniao
disjunta de n cadeias D1, Dy, ..., Dp. Paracada i € {1,2,...,n}, defina-se C; = D; U {0} (note-se

que Cq,Cy, ..., Cp s@o cadeias em R). Para cadax € Rei € {1,2,...,n}, seja

xi:\/{zecilex}.

Seja 1 a aplicacdo de R em H?:l C; tal que, para cada x € R,

v(x) = (%1, %0, ..., xn).

A aplicacao i esta bem definida; de facto, € claro que ¥/(R) C H?:1 C; e que, dados x, y € R tais que
x =y, Y (x) =¢(y).

Mostre-se que 1 € um homomorfismo de reticulados.

Sejam x, y € R quaisquer.

Pretende-se provar que

Y(xVy) =y(x) Uy(y),

isto &,
(VY. xVYy) = (X1, x0) U (YL, -5 Yn),
ou seja,
(V... (xVYy),) =(x1 VyL,....xn Vyn).
Assim, ¢ suficiente demonstrar que, para cada i € {1,...,n}, (x Vy); = x; V y;. Tome-se, entdo,
arbitrariamente algum i € {1, ..., n}. Ora,
(xVy)i:\/{zeCilex\/y}
e

xi\/yi:(\/{zeCi|z§x})V(\/{z€Ci|zSy})
:\/{zeCi|z£x ou z < y}.
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Assim, definindo-se
L={zeCj|z<xVy}

K={z€Cj|z<x ou z <y},

basta demonstrar que L = K. Ora, é obvio que K C L. Seja, agora, z € L. Entdo, z € C;jez < x V y.
Casoz = 0, é 6bvioque z < x ez < y, peloque z € K. Caso z € Dj, entdo z € P(R) e, por
conseguinte, como z < x V y, tem-se z < x ou z < y. Logo, z € K. Conclui-se assim que L C K e,
portanto, L = K.

Prove-se, agora, que

Y(xAy) =9¥(x) Ny(y).

Ora, pelo que se acabou de provar, tem-se

Y(x) =y (xV (xAy) =y (@) Uui(xAy),

donde
Y(x Ay) Cy(x).
De forma semelhante,
Y(xAy) EY(y).
Logo,
Y(xAy) EYx) My (y).
Resta mostrar que
Yy(x)NyY(y) Cy(xAy),

isto &,
(X1 Ay xn Ayn) E((XA Y)Y, ..., (x Ay)p).

Sejai € {1,...,n}. Como
xi:\/{zeCilzﬁx}Sx

yi=\/{zeClz<y} <y,

tem-se x; Ay; < x Ay. Além disso, é claro que x; Ay; € Cj. Logo, x; Ay; < (x A y);, constatando-se
assim o que era pretendido. Portanto, i ¢, efetivamente, um homomorfismo de reticulados.

Resta provar que, para quaisquer x,y € R,

Yy(x) =y(y) = P(x)=P(y).
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Sejam x, y € R. Suponha-se que

Y (x) =y (y),
isto &,
(x> xn) = (Y1, - - Yn).
Assim, paracada i € {1,...,n}, xj = yj;, ou seja,

\/{zeCi|z§x}:\/{w€Ci|w§y}.

Seja p € P(x). Entdo, p € P(R) e p < x. Assim, existe j € {1,...,n} tal que p € D C Cj, pelo
que
pef{zeCjlz<x}

Entao,
pS\/{zecj|z§x}:\/{wecj|w§y}§y.

Logo, p € P(y). Portanto, P (x) € P (y). Ainclusao contraria prova-se de forma analoga, donde resulta
que P(x) = P (y).

Reciprocamente, assuma-se que P (x) = P (y). Pretende-se provar que x = y, 0 que equivale a
mostrar que, para cada i € {1,...,n}, x; = y;. Sejai € {1,...,n}. Para mostrar que x; = y;, basta
ver que L = K, sendo

L={z€eCj|z<x}

K={weC(Cj|w<uy}

Sejaz € L. Entdo, z € C; e z < x. Ora, se z = 0, é trivial que z < y, pelo que z € K. Caso z € D;,
entdo
zeP(x)=Py),

pelo que z < y. Logo, z € K. Portanto, L € K. Analogamente se prova que K C L, donde se conclui o
pretendido. Portanto, ¢/(x) = ¢/ (y). O

Teorema 0.3.52 (cf. [6], Theorem 2, pp. 93-94). Sejam R um reticulado finito, n € Nq o numero
maximo de elementos primos de R incomparaveis dois a dois, m € Ny o0 numero maximo de sucessores
distintos de um qualquer elemento de R e p € Ny 0 nimero maximo de elementos V-irredutiveis de R

incomparaveis dois a dois. Entdo, n < m < p.

Demonstracdo. Prove-se, em primeiro lugar, que n < m. Se n = 0, é imediato. Se n # 0, sejam

r1,r, ..., rm € P(R) incomparaveis dois a dois. Definam-se os elementos
1,12
S—r1Vr2V---Vrn
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e, paracadai € {1,2,...,n},
uj=rq@V---Vri_q1VriyuV---Vran.
Além disso, considerem-se os elementos
t=ug ANup A---ANup
e, paracadai€ {1,2,...,n},
Vi =ug A AU ANUj A A up.

Claramente, u; < s, paracada i € {1,2,...,n}. Suponha-se, por absurdo, que u; = s, para algum

ie{l,2,...,n}. Sem perda de generalidade, considere-se que u, = s, ou seja,

MV -Vr,_1=rnV-:Vry.

Ora,

m<rV---Vrm=rV:--Vr,1.
Entdo, comory € P(R),tem-se que ry < rj, paraalgumj € {1,2,...,n—1}, o que é um absurdo, visto
que os elementos rq, o, . . ., rp &0 incompardveis dois a dois. Logo, u; < s, paracadai € {1,2,...,n}.

E também facil constatar que, para cada i € {1,2,...,n}, t < v;. Admita-se, por absurdo, que t = vj,

para algum j € {1,2,...,n}. Sem perda de generalidade, considere-se que t = vy, ou seja,
WA ANup=ug N Nuy_1q.
Assim,
UWN--ANuy_1 =1t =< up.

Além disso, como ry, < uj, paracadai € {1,2,...,n— 1}, entdo
rm S U A ANuy_1.

Logo, rn < up. Sendo assim,
Unp=rpViup=s,
algo que ja foi provado ser impossivel. Portanto, t < v;, para todo 0 i € {1,2,...,n}. Para cada
ie{l,2,...,n}, sejaw; € Rtal que t < w; < v;. Assim, para quaisquer i, j € {1,2, ..., n} tais que
i # j,tem-se
E<wiAwj <o Avj=1
Portanto, t = w; A wj, donde resulta que w; # wj; caso contrario, ter-se-ia t = wj, 0 que contradiria o

facto de t < wj. Entéo, wq, ..., wn sdo sucessores distintos de ¢, donde se conclui que n < m.

37



CAPITULO 0. CONCEITOS INTRODUTORIOS

Prove-se, agora, que m < p.

Tome-se x € R. Considere-se que os elementos z1,z5,...,zm € R sdao m sucessores distintos de
x. Entéo, nao ¢é dificil ver que, para cada k € {1,2,...,m}, S(x) € S(z;) mas S(x) # S(zp); de
facto, se existisse k € {1,2,..., m} tal que S(x) = S(z;), pelo Corolario 0.3.48, ter-se-ia

X = \/S(x) = \/S(zk) =z},
0 que seria uma contradicéo ao facto de x < zj.. Assim, paracadak € {1,2,..., m}, existe w;. € S(z})
mas wy. ¢ S(x). Suponha-se que existem k,I € {1, ..., m} tais que k # [ e wy. e w; sdo comparaveis,
assumindo, sem perda de generalidade, que wy < wy. Assim, w. < wy < z;. Como também wy. < z,
tem-se
Wi <z A 2] =X,

o que significa que wy. € S(x), uma contradicdo. Portanto, wy, ..., wm séo m elementos V-irredutiveis
de R incomparaveis dois a dois, 0 que leva a concluséo de que, efetivamente, m < p, terminando assim

a prova. O

Num reticulado limitado podem encontrar-se outros elementos especiais: 0s elementos complemen-

tados.

Definicao 0.3.53. Sejam (R; A, V) um reticulado limitado € x € R. Um elemento x de R diz-se

complementado se existir y € R tal que
xANy=0exVy=1;
neste caso, diz-se que y € um complemento de x em R.

Claramente, qualquer complemento de um elemento complementado é também, por si s6, um ele-

mento complementado.

Definicao 0.3.54. Um reticulado limitado R diz-se complementado se qualquer elemento de R for

complementado.

Generalizando o conceito de complemento, introduz-se o conceito de complemento relativo.

Definicao 0.3.55. Sejam (R; A, V) um reticulado e r, s € R tais que r < s. O intervalo [r, s] diz-se

complementado se, para qualquer x € [r, s], existir y € [r, s] tal que
XANy=rexVy=s,
neste caso, diz-se que y é um complemento relativo de x em [r,s].

Definicao 0.3.56. Diz-se que um reticulado R é relativamente complementado se, para quaisquer

r,s € R, ointervalo [r, s] for complementado.
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Reticulados distributivos

Ao longo deste capitulo, estudam-se os assuntos relativos ao tema central desta dissertacao: os re-
ticulados distributivos. Numa primeira seccao, apresentam-se conceitos basicos relacionados com esta
classe de reticulados, bem como algumas das suas principais propriedades. Na seccao seguinte e suas
subseccoes, estudam-se propriedades dos reticulados distributivos, recorrendo, para tal, a no¢cdes como
as de ideal/filtro, relacdo de congruéncia, elemento A-irredutivel/ V-irredutivel, complemento (relativo)
com o objetivo de estabelecer resultados que auxiliem na caraterizacao e na representacao de reticulados
distributivos.

1.1 Definicoes e propriedades principais

Existem reticulados (R; A, V) em que as operacdes A e V satisfazem propriedades adicionais aquelas
que constam na definicdo 0.3.3, dos quais se destacam os reticulados distributivos e os reticulados

modulares.

Definicdo 1.1.1. Seja (R; A, V) um reticulado. Diz-se que R é um reticulado distributivo se as operacdes

A eV satisfizerem as propriedades distributivas, isto €, para quaisquer x,y, z € R,
xAN(yVvVz)=xAy)V(xAz) e xV(yAz)=(xVy A(xVz).
Exemplo 1.1.2. Alguns exemplos de reticulados distributivos séo

o (Z;inf, sup), onde inf e sup representam, respetivamente, as operagoes infimo e supremo

guando em Z se considera a relacdo de ordem < usual;

* (p(X);N,V), onde X é um conjunto qualquer, ¢(X) representa o conjunto das partes de X e N
e U sao, respetivamente, as operacoes de intersecao e de uniao;

o (N;m.d.c., m.m.c.), onde m.d.c. e m.m.c. denotam, respetivamente, as operacées maximo

divisor comum e minimo multiplo comum.

39



CAPITULO 1. RETICULADOS DISTRIBUTIVOS

Para um reticulado ser distributivo, basta que uma das propriedades da Definicao 1.1.1 seja satisfeita,

uma vez que estas sao equivalentes.

Proposicao 1.1.3 (cf. [4], Seccdo 4.3, pp. 85-86). Seja (R; A, V) um reticulado. Entdo, sdo equiva-

lentes as seguintes condicoes:
() para quaisquer x,y,z € R, x A(yV z)=(xAy)V (x Az),
(i) para quaisquer u,v,w € R,uV (v Aw)=(uVo)A(uVvw).

Demonstracdo. Suponha-se que a condicao (i) é satisfeita. Sejam u, v, w € R. Entéo,

(uvoyA(uVvw)y=(uvo)Au)V ((uVo) Aw) [hipdtese]
=uV (wA (uVo)) [comutatividade e absor¢éo]
=uV(wAu)V(wAo) [hipotese]
=uV (v Aw). [comutatividade e absorcéo]

Logo,
uV@Aw)=wVo)Auvw),

ou seja, a condicao (ij) é verificada.

Por raciocinios analogos, prova-se que o reciproco também é valido. ]

Repare-se que, em qualquer reticulado, verificam-se as desigualdades
(xAyY)V((xAz)<xA(yVvz) e xV(yAz) < (xVy A(xVz).
Portanto, para averiguar se um reticulado ¢ distributivo, basta verificar se

xAN(yVvz)<(xAy)V(xAz) ou (xVy A(xVz)<xV(yAz).

Os reticulados distributivos séo casos particulares de uma classe de reticulados mais abrangente: os

reticulados modulares.

Definicdo 1.1.4. Seja (R; A, V) um reticulado. Diz-se que R é um reticulado modular se for verificada

a propriedade modular, isto é, para quaisquer x, y, z € R,
x<y = xV(yArz)=yA(xV2z).
Equivalentemente, um reticulado (R; A, V) € modular se, para quaisquer x, y,z € R,
(xAyYVyArz)=yA((xAy)Vz) ou xV((xVy Az)=(xVy A(xVz),
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jaquex <yseesdsex =x Ayseesosey=xVy.Aém disso, faciimente se verifica que em todo
o reticulado sao validas as desigualdades

(xAyY)VyAz) SyA((xAy)Vz) e xV((xVy Az)<(xVy A(xVz);
pelo que, para provar que um reticulado € modular, é suficiente justificar que

yA((xAy)Vz) < (xAy)V(yAz) ou (xVyA(xVz)<xV((xVy)Az).
Proposicao 1.1.5 (cf. [3], Theorem 3.4, p. 13). Qualquer reticulado distributivo é um reticulado modular.

Demonstragdo. Sejam (R; A, V) um reticulado distributivo e x, y, z € R. Entao,

xAyYVyrz)=(xAy) Vy) A((xAy) V2) [hipotese]
=yA((xAy)V2), [comutatividade e absorcéo]
donde segue que o reticulado R é modular. m|

Como ja foi estudado, é possivel formar novos reticulados a partir de outros ja dados, como é o caso
dos sub-reticulados, produtos diretos de reticulados e imagens homomorfas de reticulados. A questao
que pode ser levantada é se estes processos de construcao de reticulados respeitam as propriedades de
distributividade e modularidade. Ora, segundo o que afirma o resultado que se segue, a distributividade

e a modularidade sao preservadas por estas construcoes.

Proposicao 1.1.6 (cf. [4], Seccao 4.7, p. 88). (i) Se R é um reticulado distributivo (modular), entdo

qualquer sub-reticulado de R é distributivo (modular).

(i) Se R e S sao reticulados distributivos (modulares), entdo o produto direto R X S é distributivo
(modular).

(iii) Se R é um reticulado distributivo (modular), entdo qualquer imagem homomorfa de R é distributiva

(modular).

Demonstracao. Faz-se a prova apenas para a distributividade, visto que sao semelhantes os argumentos

usados para provar ambos 0s casos.

(i) E imediato.
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(i) Sejam (R; AR \/R) e (S; AS, VS) reticulados distributivos e (x, u), (y, v), (z, w) € RX S. Entao,
pela Proposicao 0.3.10, (R x S; 1, LI) é um reticulado; além disso,

(6, u) 11 ((y, 0) U (2, w))

= (o u) N (yvizovS w) [Definicao 0.3.11]
= (x AR (y vR Z),u AS (v vS w)) [Definicao 0.3.11]
= ((x AR y) VR (x AR 2), (u AS 0) VS (u AS w))  [distributividade de R e de S]
=(x ARy unSo)u(x ARz unr’w) [Definicao 0.3.11]
= ((x,u) M (y,0)) U ((x,u) M (z,w)). [Definicdo 0.3.11]

Logo, o produto direto (R x S; 1, LI) é distributivo.

(iii) Seja (R; /\R, VR) um reticulado distributivo. Sejam (S; /\5, VS) um reticulado e ¢ um homomor-
fismo de reticulados de R em S. Ora, pela Proposicao 0.3.8, sabe-se que a imagem homomorfa
(p(R); AS, VS) de R é um sub-reticulado de S. Prove-se que o reticulado (¢ (R); AS, VS) é distri-
butivo. Sejam p, ¢, r € ¢(R). Entéo, existem x,y,z € Rtaisque p = ¢(x),q = ¢(y) er = ¢(z).
Ora,

p A (gVor) = p(x) A (p(y) VP (2))
= p(x AR (y VR 2)) [ € um homomorfismo]
= o((x AR y) VB (x AR 2)) [distributividade de R]
= (p(x) AS 0(y)) VS (p(x) AS @(2))  [¢ € um homomorfismo]
=(p A5 VS (pASr).

Portanto, o reticulado (¢ (R); /\S, VS) ¢, de facto, distributivo. O

1.2 Teoremas de caraterizacao e de representacao

O objetivo desta seccao é estabelecer teoremas e resultados que auxiliem na caraterizacao e repre-
sentacdo de reticulados distributivos, recorrendo, para tal, a conceitos e propriedades fundamentais da

teoria de reticulados.
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1.2.1 Critério de distributividade de Birkhoff e outras caraterizacoes

Considerem-se os reticulados representados pelos diagramas de Hasse

SN
\O/ \O/y

e habitualmente designados por M3 e Ns, respetivamente. Observe-se que nenhum destes reticulados €

distributivo. De facto, néo ¢é dificil ver que, em M3,
aN(bVve)#(anb)Vv(anc)

e, em N,
xA(yVz)#((xAy V(xAz).

Quanto a modularidade, esta nao é respeitada no reticulado N5, uma vez que
(YyAx)V(xAz)#xA((yAx)Vz).

Contudo, com uma verificacao simples, prova-se que o reticulado M3 € modular. Estes reticulados per-
mitem estabelecer dois critérios que caraterizam a modularidade e a distributividade de um reticulado,

0S quais se apresentam no teorema seguinte.

Teorema 1.2.1 (Critério de modularidade de Dedekind e Critério de distributividade de Birkhoff; cf. [3],
Theorem 3.5 + Theorem 3.6, pp. 14-16). Seja (R; A, V) um reticulado. Entéo,

(i) R é modular se e s0 se R ndo possui qualquer sub-reticulado isomorfo a N5;
(ii) R € distributivo se e sO se R ndo possui qualquer sub-reticulado isomorfo a M3 ou a N5.

Demonstracéo. (i) Como o reticulado N5 nao € modular, entdo, por (i) e (iii) da Proposicao 1.1.6, se

N5 for isomorfo a algum sub-reticulado S de R, o reticulado R ndo sera modular.

Reciprocamente, admita-se que R ndo é modular. Assim, existem x, y, z € R tais que
(xAyY)VyAz) <yA((xAy)Vz).
Entédo, considerandoa = (x Ay) V(yAz)eb=y A ((x Ay) V z), tem-se que
zAb=zAyA((x ANy)V 2)

=zZAyY [comutatividade e absorcao]
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zVa=zV(xAy) V(yAz)

=zV(xAy). [comutatividade e absorcao]

Além disso, como z Ay < a < b, segueque z Ay < zAa < zAb=zAuy,peloque
zAa=2zAb=zAy.Analogamente, tambémsetemzVa=2zVb =2zV (xAy).Ora, fazendo
c=zAyed=zV(xAy),nao é dificil verificar que os elementos c, z, a, b, d séo distintos dois
a dois. Conclui-se assim que o reticulado

/\
\/

€ um sub-reticulado de R isomorfo a Ns.

(ii) Como os reticulados M3 e N5 nao sao distributivos, entao, se existir algum sub-reticulado S de R
isomorfo a M3 ou a N5, é imediato, por (i) e (iii) da Proposicéo 1.1.6, que R n&o sera distributivo.
Reciprocamente, suponha-se que R nao é distributivo e que R nao contém qualquer sub-reticulado
isomorfo a N5. Entéo, existem x, y, z € R tais que

(xAy) V(xAz)<xA(yVz)

e, por (i), R € modular. Sendo d, e, a, b e ¢ os elementos de R dados por

=(xAy)V(xAz)V(yAz)
e=(xVyY ) A(xVz)A(yVz)
a=(xANe)Vvd
b=(yAe)vd
c=(zANe)Vd,

nao é dificil de verificar que, para qualquer u € {a, b,c}, d < u < e. De facto, é 6bvio que d < a.

Além disso, comox Ay <xVy,xAy<xVzexAy<yV z entdo
XAY<(xVy) AxVz)A(yVz) =e.

Analogamente, prova-se que

xANz<e e yAz=<e.
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Logo,
d=(xAyY)V(xAz)V(yAz) <e.

Adicionalmente, uma vez que
eVa=eV(xAe)Vd
=eVd [comutatividade e absorcao]

= e, [d < €]

tem-se que a < e. Portanto, d < a < e. Por raciocinios analogos, prova-se que d < b < e e

d < ¢ < e. Observe-se, agora, que

xANe=xAN(xVyY)A(xVz)A(yVz)

=xAN(yVz) [absorcao]

xANd=xAN((xAy)V(xAz)V(yAz))

=(xAyY) VxA((xA2)V(yAz))) [modularidade]
=(xAy)V(xAz)V(XAYyAz) [modularidade]
=(xAy) V(xAz), xXAyAz<xAZ]

peloque x Ad < x A e. Como d = e conduz a uma contradicdo, conclui-se que d < e.

Demonstra-se, de seguida, que b A ¢ = d. Ora,

bAac=((yAne)Vvd)A((zAe)Vd)

=dVv((dV(yne)) AzAe) [comutatividade e modularidade]
=dV(eA(dVy AzAe) [comutatividade e modularidade (d < e)]
=dVv((dVy ANzAe) [comutatividade e idempoténcia]

=dV(EzZzA((xAZ)Vy A(xVy)) [absorcao e comutatividade]

=dV (((xAz2)V(zAYy)) A(xVy)) [modularidade]

=dV(xAz)V(zAYy) [(xAz)V(zAY) <x VU]

=d. [idempoténcia]
Por demonstracoes analogas, conclui-se que a A b = d e a A ¢ = d. Argumentos semelhantes
mostramqueaVb=e,aVc=eebVc=e.

Por fim, resta verificar que os elementos d, e, a, b e ¢ sdo distintos dois a dois. Suponha-se que
a = b. Entao,

d=aANb=aAa=a=aVa=aVb=e,
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0 que é uma contradicdo. Logo, a # b. Analogamente, mostra-se que a # ¢ e b # c. Admita-se,

agora, que e = b. Assim, por um lado,
d=aANb=aNe=aA(aVDbh)=a
e, por outro lado,
d=bAc=eAc=(bVc)Ac=c,

pelo que

d=aVc=e,
0 que é impossivel. Logo, e # b. Os restantes casos provam-se de forma analoga.

Portanto, o reticulado

€ um sub-reticulado de R isomorfo a M. m|

Seguem-se mais alguns resultados que estabelecem formas de caraterizar a distributividade de um
reticulado.

Teorema 1.2.2 (cf. [2], Exercise 5.3, p. 67). Seja (R; A, V) um reticulado. Entéo, R é distributivo se e

SO se, para quaisquer x,y, z € R,
(xAyY)VyArz)V(zAx)=(xVy) A(yVz)A(zVx).
Demonstracdo. Suponha-se, primeiramente, que o reticulado R é distributivo. Sejam x, y, z € R. Entao,

(xAyY)VyArz)V(zAx)=(yA(xV2)V(zAx) [comutatividade e hipotese]
=(yV(zAx)A((xVz)V(zAx)) [hipotese]
=(yV(zAx))A(xV2) [zAXx <xVZ]

=(xVy A(yVz)A(zVx). [hipdtese e comutatividade]
Reciprocamente, admita-se que, para quaisquer x, y, z € R,
(xAYVyAzZ)V(zAx)=(xVYyY) A(yVz)A(zVx).
Entao, para quaisquer u, v, w € R,
(unho)A)V(oAwW)V (WA (uAD)=(uAo)Vo)A(oVw)A(wV (uAo)),
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donde, pelas propriedades das operacoes A e V, segue
(uA)V@AW)V(WAuAo)=oA(oVWw) AWV (uAo))

e, consequentemente,

(uno)V(wAw)=ovA({(uAov)Vw). ()

Da hipotese, também resulta que, para quaisquer u, v, w € R,
uAN((uAo)VAw)V(wAu)=uA((uVo)A(@Vw)A(wVu)),
e, por absorcao, obtém-se
uAN((uAo)VOAwW)V(wAu)=uA(@Vw). (ll
Assim, dados u, v, w € R,

uAN(@Vw)=uA((uAo)V(0AW)V(wAu)) (1

=(uAo)VuA((wAu) V(o Aw))) [(I)ecomutatividade]

=(uAo)V(WAu)V(uAroAw) [N
=(uAno)V (uAw). [comutatividadee u Ao Aw < u A w]
Logo, o reticulado R ¢ distributivo. O

Teorema 1.2.3 (cf. [2], Theorem 5.1, p. 67). Seja (R; A, V) um reticulado. Entéo, R é distributivo se e

SO se, para quaisquer x,y, z € R,
(xANz=yAz e xVz=yVz) = x=y.

Demonstracdo. Suponha-se, primeiramente, que R é distributivo. Sejam x, y, z € Rtaisque x Az = yAz

exVz=yV z Entdo,

x=xA(xV2) [absorcéo]
=xA(yVz) [hipdtese]
=(xAy)V(xAz2) [distributividade]
=(xAy) V(yAz) [hipotese]
=yA(xVz) [distributividade e comutatividade]
=yA(yVz) [hipdtese]
=y. [absorcao]

Logo, x = y.
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Reciprocamente, admita-se que R nao é distributivo. Entao, por (ii) do Teorema 1.2.1, R possui algum

sub-reticulado S isomorfo a M3 ou a N5. Assim, o diagrama de Hasse de S tem uma das seguintes

SN ST
\O/ \O/y.

Em ambos os casos, observa-seque x Az=yAzexVz=yVz masx #y.

formas:

Da-se, assim, por concluida a prova. |

Existem também aplicacdes especiais que ajudam na caraterizacao de reticulados distributivos.

Sejam (R; A, V) um reticulado e a € R. Representa-se por A4 a aplicacdo de R em R tal que, para
cada x € R, Ag(x) = x Aa;epor Vg aaplicacdo de R em R tal que, paracada x € R, Vg(x) = x Va.

Mais, dados a, b € R, usar-se-do as notacoes ¢q € 15, para denotar, respetivamente, as aplicacoes

[b,avb] — [aAb,ad] . [aAb,al] — [baVb]

x B Ag(x) x = Vp(x)

Alem disso, para qualquer subconjunto S de R, denota-se a aplicacéo identidade em S por tg.
Teorema 1.2.4 (cf. [9], Theorem 4.9, p. 103). Seja (R; A, V) um reticulado. Entéo,
(i) R édistributivo se e s6 se, para qualquer a € R, a aplicacdo A g é um homomorfismo de reticulados;
(i) R édistributivo se e so se, para qualquera € R, a aplicacdo V 4z é um homomorfismo de reticulados.

Demonstracdo. Como as condicoes (i) e (ii) sdo duais uma da outra, basta provar uma delas; neste caso,
demonstrar-se-a (i).

Suponha-se, primeiramente, que R é distributivo. Seja a € R. Ora, para quaisquer x,y € R,
Aa(x Ay)=xAyAa=(xAa)A(yAa)=NAa(x) A Aa(y)
e, por hipotese,
Aa(xVY) = (xVy) Aa=(xAa)V (yAQ) = Aa(x) V Aa(y).

Logo, Ag € um homomorfismo de reticulados.
Reciprocamente, admitindo-se que, para qualquer a € R, A4z € um homomorfismo de reticulados,

entdo, para quaisquer x, y, z € R, tem-se
Ax(yV z) = Ax(y) V Ax(2),
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ou seja,
xAN(yVvz)=(xAy)V(xAz).

Portanto, R é distributivo. O

Teorema 1.2.5 (cf. [9], Theorem 4.10, p. 104). Seja (R; A, V) um reticulado. Entéo, as seguintes

afirmacoes sao equivalentes:
(i) R é modular;
(i) para quaisquer a,b € R,
Pa ° Yp = [anb,a]’

(i) para quaisquer a,b € R,
Yp © Qa = I[pavb]
(iv) para quaisquer a,b € R, ambas as aplicacdes ¢q € yy, sdo isomorfismos de reticulados satisfa-
zendo
¢a(x) =y &= Yp(y) =x,
para quaisquer x € [b,aV bl ey € [a A b, a].
Demonstracdo. As condicdes (ii) e (iii) sdo claramente equivalentes, pois sdo duais uma da outra.

Suponha-se que (i) é valida e sejam a, b € R. E claro que tanto ®a © Yy cOMO [anb,a] sao aplicacoes

de [a A b,a] em [a A b, a]. Mais, para qualquer x € [a A b, a], tem-se

(@a o Yp)(x) = Aa(Vp(x)) = Ag(x V b)

=(xVb)Aa
=xV(bAa) [x <ae(i]
=x [anb <x]
= anb,a] (X):

Logo, @q o ¥y, = [anb,a]’ pelo que (ii) é satisfeita, donde (i) = ({ii).

Admita-se, agora, que (ij) é valida. Entao, (iii)também o é. Logo, para quaisquer a, b € R, as aplicacdes
@a € Yy, sao invertiveis, sendo ¢q a inversa de ¥y,. Além disso, é obvio que as aplicacdes ¢q € 1, séo
isétonas. Logo, pelas Proposicoes 0.1.24 € 0.3.6, ¢4 € ¥y, séo isomorfismos de reticulados. Falta verificar

que, para quaisquer x € [b,aV bl ey € [a A b, al,

pa(x) =y = Yp(y) =x.

De facto, esta verificacdo € imediata, uma vez que ¢q € ¥y, sao funcdes invertiveis, sendo que uma € a

inversa da outra. Isto conclui a demonstracéo de (iv), pelo que (i) = (iv).
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Assuma-se, agora, que (iv) é valida. Suponha-se, por absurdo, que R ndo é modular. Entdo R contém
algum sub-reticulado isomorfo a Nj, isto é, existem x, y, z, a,b € R relacionados conforme o diagrama

de Hasse

Em particular, tem-se que y € [b,x] = [x A z,x]. Ora,

Vz(y) =y Vz=a,

coma € [z,x V z], mas

px(a) =aAx=x+#y,

0 que contradiz (iv). Portanto, R ¢ modular, donde (iv) = (i).

Fica assim concluida a demonstracéo do teorema. O

Repare-se que, tendo em conta a Proposicdo 1.1.5 e o teorema anterior, num reticulado distributivo

também sdo observadas as condicdes (ii)-(iv) do referido teorema.

1.2.2 Caraterizacao e representacao de reticulados distributivos

recorrendo a ideais e filtros

Nesta subseccao, estudam-se propriedades dos reticulados distributivos relacionadas com as nocoes

de ideal e filtro.

Teorema 1.2.6 (cf. [9], Theorem 4.6 2), p. 98; [7], Corollary 104, p. 111). Seja (R; A, V) um reticulado.

Entéo sdo equivalentes as seguintes condigoes:
(i) R é distributivo;
(i) o reticulado dos ideais de R, Id(R), é distributivo;
(iii) para quaisquerI, ] € Id(R), IV J={aVvb|acl be]J}.

Demonstracdo. Suponha-se, primeiramente, que R ¢ distributivo. Aplicando sucessivamente o Teorema
0.3.17, prova-se que Id(R) ¢é distributivo. De facto, dados I, J, K € Id(R) e

x€IA(JVK),
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tem-se que x € T e x € J V K, donde segue que x < aV b, paraalgunsa € Jeb € K e, como

I, ] € Id(R), tem-se que x A a € I N J. Analogamente, verifica-se que x A b € I N K. Além disso,

x=xA(aVb) [x <aVvb]

=(xAa)V(xAD), [hipotese]
donde, em particular, se retira que
x<(xAa)V (xAb).

Logo,
xe(IAN])V(IAK).

Portanto,
IN(JVK)C(IA]J)V(IAK).

Para provar a inclusao contraria, tome-se
xe(IAN])V(IANK)

arbitrariamente. Assim, tem-se que x < a V b, para determinadosa € INJeb € INK.Comoa, b € I,
segue, por (i) do Lema 0.3.16, que a vV b € I e, consequentemente, por (i) do mesmo lema, x € I. Além

disso, € trivial que x € J VK, umavezque a € J e b € K. Logo,
xelIAN(JVK).

Assim,
(IANJ)VUIAK)CIA(JVK).

Portanto,
IN(JVK)=(IAJ)V (IAK),

0 que demonstra o pretendido.
Suponha-se, agora, que Id(R) € distributivo. Sejam I, J € Id(R). Pelo Teorema 0.3.17, para provar
que
Iv]J={aVvblacl be]J},

basta verificar que L = K, onde

L={xeR|x<aVb,paracertosaclebe]J} e K={aVvblacl, be]J}.
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Ora, é 6bvio que K C L. Seja x € L. Entdo, existema € I e b € J tais que x < a VvV b. Assim,

x =x A (aV b), donde segue que

id(x) = id(x A (a V b))

=id(x) A (id(a) v id(D)) [Teorema 0.3.26]
= (id(x) Aid(a)) V (id(x) A id(D)) [hipotese]
=id((x A a) V (x A b)). [Teorema 0.3.26]

Assim, novamente pelo Teorema 0.3.26, tem-se x = (x A a) V (x A b); logo, umavezque x Aa € le

x Ab € J, x € K. Portanto, L C K e assim se conclui que
Iv]J={aVvblacl be]J}.
Admita-se, agora, que, para quaisquer I, J € Id(R),
Iv]j={aVvblacl be]J}.
No sentido de provar que R ¢ distributivo, mostre-se, inicialmente, que
idixA(yvz)=id((x Ay) V (x A2)).
Sejam x, y, z € R. Tome-se qualquer
r € id(x) A (id(y) v id(z)).
Entdo,r < xer=aV b, paracertosa < ye b < z. Assim, tem-se

a<aVb=r<x e b<avb=r<x,

pelo que

a € id(x) A id(y)
e

b € id(x) Aid(z).
Logo,

r € (id(x) Aid(y)) Vv (id(x) A id(2)).

Reciprocamente, dado

r € (id(x) Aid(y)) v (id(x) A id(2)),

temsequer =aVvb,ondea<x,a<y b<xeb<zAssimr<xer=aVbcomacid(y)e
b € id(z), pelo que
r € id(x) A (id(y) v id(2)).
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Portanto, conclui-se que
id(x) A (id(y) v id(z)) = (id(x) A id(y)) V (id(x) A id(2)),

ou seja,
id(x A (yVz)=id((x Ay) V (x A 2)).

Consequentemente, pelo Teorema 0.3.26,
xAN(yVvVz)=(xAy)V(xAz).

Logo, R é distributivo. m|

Teorema 1.2.7 (cf, [7], Theorem 106, p. 112). Seja (R; A, V) um reticulado distributivo. Entao, para
qualquer a € R, a aplicacdo ¢4 de R em id(a) x fil(a) definida por

pa(x) =(x Aa,xV a)
é um monomorfismo de (R; A, V) em (id(a) x fil(a); M, ).

Demonstracdo. Seja a € R. E simples verificar que @q esta bem definida. Claramente, para qualquer
x €R, (x Aa,x V a) € id(a) x fil(a). Além disso, se x,y € R so tais que pq(x) = @q(y), tem-se
xANa=yAaexVa=yVae, como R édistributivo, pelo Teorema 1.2.3, x = y. Logo, a aplicacéo
¢q € injetiva.

Sejam, agora, x,y € R quaisquer. Tem-se

pa(xANy)=((xAy)Aa,(xAy)Va) [definicao de ¢q]
=((xAa)A(yAa),(xVa)A(yVa)) [distributividade de R]
=(xAaxVan(yAayVa) [definicao de M em id(a) x fil(a)]
= @a(x) Mea(y). [definicao de ¢q]

Analogamente,

Pa(x Vy) = @a(x) U @a(y).

Portanto, ¢4 € um monomorfismo de reticulados. O

De seguida, estabelecem-se alguns resultados, que permitirao apresentar outra forma de caraterizar

a distributividade de um reticulado.

Teorema 1.2.8 (cf. [7], Theorem 115, pp. 116-117). Seja (R; A, V) um reticulado distributivo. Sejam
I € 1d(R) e F € Fil(R) tais que I N F = 0. Entéo existe P € Esp(R) talque] CPePNF=0.
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Demonstracao. Defina-se
X={Yeld(R)|ICY, YNF=0)}.

Claramente, X € @(R), uma vez que X C Id(R) C p(R),e X # 0, pois I € X.

Seja C uma cadeia em (X; C) e defina-se M = |J C. Prove-se que M € X. Mostre-se, primeira-
mente, que M € Id(R). Ora, como C € X C ¢(R), entdo M = | JC C R. Obviamente, M # 0, uma
vez que C # 0 e, paratodo Y € Id(R), Y # 0. Tomando, agora, quaisquer y,z € M, sabe-se que
existem Y,Z € Ctaisquey € Yez € Z. Assim, Y,Z € X e tem-se que Y e Z sdo comparaveis;
assuma-se, sem perda de generalidade, que Y € Z. Entdo, y,z € Z e, como Z € Id(R), segue, por (i)
do Lema 0.3.16,quey vV z € Z. Logo, y V z € M. Sejam, agora, x € Re y € M tais que x < y. Assim,
existe Y € Ctalquey € Y.Comox € R,y € Y, x < yeY € Id(R), entdo, por (ii) do Lema 0.3.16,
segue que x € Y e, portanto, x € M. O Lema 0.3.16 permite, assim, concluir que M € Id(R). Também
nao é dificil verificar que I € M. De facto, uma vez que I C Y, para qualquer Y € C, tem-se que
I C |JC = M. Suponha-se, agora, por absurdo, que existe x € M N F. Assim, em particular, x € M,
peloque x € Y paraalgum Y € C. Entdo, x € YN F, logo Y N F # @, o que é uma contradicdo, visto
queY € C C X e, portanto, Y N F = (). Portanto, M N F = (. Fica assim provado o que era pretendido.

Por conseguinte, pelo Lema de Zorn (Lema 0.1.19), pode afirmar-se que X possui algum elemento
maximal; seja P um elemento maximal de X. O objetivo & mostrar que P é um ideal primo de R. Suponha-
se, por absurdo, que o ideal P nao ¢ primo. Entdo existem a,b € Rtaisquea Ab € Pmasa ¢ Pe
b ¢ P. Definase Q = P vid(a) e T = P Vv id(b). Como P ¢ um elemento maximal de X e P C Q,
entdo O ¢ X. Mais, como Q € Id(R)eI C P c Qmas Q ¢ X, tem-se que Q N F # (. De forma
analoga, T N F # (. Assim, por um lado, existe x € F tal que x € Q, pelo que x = p V r, para certos
p € Per < a.Poroutro lado, existe y € Ftalquey € T,donde y = q V s, paraalgunsqg € Pes < b.
Definindo z = x Ay, temse que z = (p V r) A (g V s). Logo, z € F, uma vez que F € Fil(R). Além

disso,

z=(pVvr)A(qVs)
=((pvr)AQ V((pVr)As) [distributividade]
=(pAQV(rAqQ V(pAs)V(rAs). [distributividade]
Ora, tendo em conta que P € Id(R) e aplicando o Lema 0.3.16, ¢ facil concluir que pAg, TAG, pASE
r A s sdo elementos de P. Por conseguinte, z € P. Logo, z € PN F, ou seja, PN F # 0, o que contradiz

o facto de que P € X. O absurdo resultou de se supor que o ideal P nao é primo. Portanto, P &€ um ideal

primo de R, o0 que conclui a demonstracao. O

Corolario 1.2.9 (cf. [7], Corollary 116, p. 117). Seja R um reticulado distributivo. Entao, para quaisquer
Ield(R) ex € R\, existe P € Esp(R) talque] C Pex ¢ P.
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Demonstracdo. Seja F = fil(x). Tem-se que I N F = (. De facto, se existisse y € IN F, entdoy € I
e x < y, donde seguiria, por (i) do Lema 0.3.16, que x € I, o que seria uma contradicao. Assim,
aplicando o Teorema 1.2.8, sabe-se que existe P € Esp(R) talque I € Pe PN F = (. Logo, como

x € F, conclui-se que x ¢ P. |

Corolario 1.2.10 (cf. [/], Corollary 117, p. 118). Sejam R um reticulado distributivo e x, y € R tais que

x # y. Entdo existe um ideal primo de R que contém exatamente um dos elementos x e y.

Demonstracdo. Defina-se I = id(x), J = id(y), F = fil(x) e G = fil(y). Suponha-se, por absurdo,
queING #0eJNF # 0. Entdo, por um lado, existe z € I N G, peloque z < x e y < z, donde,
pela transitividade, segue que y < x; por outro lado, existe w € J N F e, analogamente, conclui-se que
x < y. Assim, x = y, 0 que é um absurdo. Logo, ING =0ou JNF = 0.

Ora,se IN G = 0, entdo y ¢ I. Por conseguinte, aplicando o Corolario 1.2.9, sabe-se que existe
P € Esp(R) talque I € Pey ¢ P.Logo, x € Pey ¢ P. Argumentos analogos mostram que, se
JNF =0, entdo existe Q € Esp(R) talquey € Qe x ¢ Q.

Portanto, em qualquer um dos casos, existe um ideal primo de R que contém exatamente um dos

elementos x e y. O

Como consequéncia do Teorema 1.2.8, também é possivel obter uma importante representacao dos
reticulados distributivos, provando-se que todo o reticulado distributivo é isomorfo a um sub-reticulado de
(p(X), N, V), para algum conjunto X. A um sub-reticulado de (p(X), N, U) da-se a designacéo de anel

de conjuntos.

Teorema 1.2.11 (cf. [7], Theorem 119, p. 118). Um reticulado R é distributivo se e s6 se R é isomorfo

a algum anel de conjuntos.

Demonstracdo. Seja (R; A, V) um reticulado.

Assuma-se, primeiramente, que R é isomorfo a algum anel de conjuntos. Entao, para algum conjunto
X, R é isomorfo a algum sub-reticulado de (p(X); N, U). Assim, como (p(X);N,U) é um reticulado
distributivo, por (i) e (iii) do Teorema 1.1.6, segue que R é distributivo.

Reciprocamente, admita-se que R ¢ distributivo. Para cada x € R, defina-se
I(x)={P € Esp(R) | x ¢ P}.

Considere-se o conjunto
I ={I(x)|x€R}.

Pretende-se demonstrar que (Z, N, U) é um anel de conjuntos.
Primeiramente, note-se que 7 # 0 (visto que R # 0) e que 7 C p(Esp(R)).
Sejam X,Y € 7. Entdo, X =7 (x) e Y = I (y), para alguns x,y € R.
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Mostre-se que X NY € T, ou seja, que existe z € Rtalque X NY = 7 (z). Seja P € X NY. Entao,
P éumideal primotal que x ¢ Pey ¢ P. Assim, pela definicdo de ideal primo (Definicdo 0.3.14), tem-se
que x Ay ¢ P.Logo, P € T (xAvy).Portanto, XNY C 7 (x Ay). Reciprocamente, dado P € 7 (x Ay),
tem-se que P é um ideal primo tal que x Ay ¢ P. Entdo, pela definicao de ideal (Definicao 0.3.14), tem-se
que x € Pey ¢ P; de facto, é simples ver que, se x € P ou y € P, entdo, pelo facto de P ser ideal,
tersesia x A y € P, o que contradiria a hipotese. Logo, P € X N'Y. Portanto, 7 (x Ay) C X NY.
Conclui-se, assim, o que era pretendido.

Verifique-se, agora, que X U'Y € 7, ou seja, que existe w € Rtalque X UY = I (w). Seja
P e XUY.Caso P € X, tem-se que P é um ideal primo tal que x ¢ P. Entdo, x V y ¢ P; caso
contrario, como x < x V y, terse-ia, por (i) do Lema 0.3.16, que x € P, o que nao acontece. Logo,
P € I (xVy). Analogamente se prova que, se P € Y, entdo P € 7 (xVy). Portanto, XUY C 7 (xVy).
Reciprocamente, seja P € 7 (x V y). Entdo, P é um ideal primo tal que x V y ¢ P. Por conseguinte,
x ¢ Pouy ¢ P; caso contrario, por (i) do Lema 0.3.16, ter-se-ia um absurdo. Portanto, P € X ou P € Y,
ou seja, P € X U'Y. Fica, assim, provado que X UY = 7 (x Vy),ouseja, XUY € I.

Mostre-se, agora, que é possivel definir um isomorfismo de (R; A, V) em (I, N, U). Para tal, considere-

se a aplicacéo ¢ de R em 1 tal que, para qualquer x € R,

¢(x) = I(x).

Esta aplicacado esta bem definida: para qualquer x € R, 7 (x) € I; além disso, é facil ver que, dados
X,y € Rtais que x =y, setem 7 (x) = I (y), ou seja, p(x) = ¢(y).

A aplicacéo ¢ é injetiva. De facto, se x, y € R s&o tais que x # y, entdo, pelo Corolario 1.2.10, existe
um ideal primo P de R que contém exatamente um dos elementos x e y. Por conseguinte, P pertence a
exatamente um dos conjuntos 7 (x) ou I (y). Logo, 7 (x) # I (y), ou seja, ¢(x) # ¢(y).

Seja, agora, X € 7. Entdo, X = 7 (x), para algum x € R. Logo, X = ¢(x). Portanto, além de ser
injetiva, a aplicacao ¢ € sobrejetiva, ou seja, ¢ € uma bijecao.

Foi visto anteriormente que, para quaisquer x,y € R, se tem
T(xny)=I(x)NI(y) e I(xVvy)=1I(x)VUI(y),

ou seja,
p(xAy)=p(x)Ney) e p(xVy) =ep(x)Ue(y).

Portanto, ¢ € um homomorfismo de reticulados.

Conclui-se, assim, o que era pretendido, donde resulta que R = 7. O
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1.2.3 Caraterizacao e representacao de reticulados distributivos

recorrendo a relacoes de congruéncia

Nesta subseccao, da-se continuidade ao estudo sobre relacées de congruéncia em reticulados, abor-

dando, agora, as suas propriedades quando os reticulados aos quais estdo associadas forem distributivos.

Teorema 1.2.12 (cf. [2], Theorem 8.10, p. 126). Seja R um reticulado distributivo. Entao, para quaisquer
x,y €R,

con(x,y):{(z,w)€R2|z/\x/\y:w/\x/\y e zVxVy=wVxVy}
Demonstracdo. Defina-se
9:{(z,w)€R2|z/\x/\y:w/\x/\y e zVxVy=wVxVuy}.

Mostre-se que 6 é a menor congruéncia em R que contém o par (x,y). E obvio que 0 é reflexiva e

simétrica. Sejam z, w, v € R tais que z8w e wlv. Assim,
() zAxANy=wAxAvy;
(M) zvxVy=wVxVy
(M wAxANy=ovAxAy;
(V) wvxVy=oVxVuy.

Logo, por (l)e (ll),zAxANy=o0vAxAye,por(llle(lV)zVxVy=ovVxVy,peloque z0v, o que
prova a transitividade de 6. Sejam, agora, z, w, r € R tais que zOw. Entdo, séo validas as condicdes (I)

e (ll), donde resulta

ZANAXAYy=EZAXAYAr=(WAXAYAr=(WAT)AXAY

(zAr)VxVy=EVxVy  A(rvxVvy) =wVxVy A(rVvxVvy =(wAr)VxVy.

Logo, (z A r)8(w A r). Procedendo de forma semelhante, também se conclui que (z V r)8(w V r).
Portanto, 8 ¢ uma congruéncia em R.

Também néo é dificil verificar que x8y. De facto,
XAXANY=xAy=yAxAy e xVxVy=xVy=yVvVxVvy.

Por fim, considere-se uma qualquer congruéncia ¢ em R tal que xdy. Sejam z, w € R tais que z0w.

Por um lado, por definicdo de 8, tem-se
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V) zAxAy=wAXx Ay
M) zvxVy=wVxVy.

Por outro lado, como ¢ é uma congruéncia, tem-se, por (ii) do Lema 0.3.29, (x A y)3(x V y) e, conse-

guentemente,
Vi) (zAx Ay)d(z A (xVy));
Vi) (zV (x Ay))3HzVxVy).

Ora, por (VI) e (VIII), tem-se
(zV(xAy))d(wVxVy),

pelo que
(zA(zV (x Az A (wVxVy),

ou seja,
z8((zAw)V(zAx)V (zAY)).

Além disso, por (V) e (VIl), segue que
(wWAxAYIHzA (xVYy)).

Assim,
(ZAW)V(WAXxAY))F(zAW)V (zA (xVY))),

ou seja,
(zAW)V(WAXxAY)IH(zAW)V (zAx)V (zAY)).

Logo, pela simetria e transitividade,
z8((wAz) V(WAXAY)),

isto &,
z8(w A (zV (x Ay))).

Além disso, por (VIll), tem-se
(WA (EZV((xAY))FIHwA(zVxVy)),

onde, por (VI),
wA(EZVXVYyY)=wA(WVxVy) =w.

Logo, por transitividade, z9w, pelo que 6 C 3.

Portanto, con(x,y) = 6. O
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Apresentam-se, de seguida, alguns corolarios do teorema anterior.

Corolario 1.2.13 (cf. [7], Theorem 141, pp. 138-139). Seja R um reticulado distributivo. Entao, para

quaisquer x,y € R tais que x < vy,
con(x,y) = {(z, w) € R |zAx=wAx e zVy=wVy}

Corolario 1.2.14 (cf. [8], Theorem 1, pp. 141-142). Seja (R; A, V) um reticulado distributivo e tomem-
-se x,y € R tais que x < y. Entdo, para quaisquer z,w € R tais que z < w, sdo equivalentes as

condicées seguintes:
() (z,w) € con(x,y);
(i) (xVz)yAw=z e (yvz) Aw=w,

Demonstracdo. Sejam z,w € R tais que z < w.

Suponha-se, primeiramente, que (z, w) € con(x, y). Entdo, pelo Corolario 1.2.13,

ZAX=WAX € zVy=wVuy.

Assim,

(xVz)Aw=(xAw)V(zAWwW) [distributividade]
=(xANz)Vz xXAw=xAzz<w
=z [absorcao]

e
(yVva)Aw=(yvw) Aw lyvz=yVvw]
=w. [absorcao]

Reciprocamente, assuma-se que a condicao (ii) € valida. Segundo o Corolario 1.2.13, para provar que

(z,w) € con(x,y), basta verificar que
ZAX=wAX € zVy=wVuy.
Ora,

ZAx=(xVzZ)AwWAX [hipotese]

=wAX. [absorcao]
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Além disso, como, pela Proposicdo 1.1.5, R é também modular, segue

w=(yVz)Aw [hipdtese]

=(yAw)Vz [z < w e modularidade]
Logo,

wVy=(yAw)VzVy

=zVy, [absorcao]

tal como se pretendia provar.

Fica assim concluida a demonstracao. ]

Corolario 1.2.15 (cf. [/], Corollary 143, p. 141). Sejam R um reticulado distributivo e x,y,z,w € R

taisquex <y<z<wouz <w<x <y.Entdo,
(z,w) € con(x,y) = z=w.

Teorema 1.2.16 (cf. [2], Theorem 8.11, pp. 126-127). Seja R um reticulado distributivo. Entao, a inter-
secdo de duas congruéncias principais em R é também uma congruéncia principal. Mais precisamente,

dados x,y,z,w € R taisquex <y ez < w, tem-se
con(x,y) Ncon(z,w) =con(y AwA (xVz),yAw).

Demonstracdo. Sejam x,y,z,w € Rtaisquex <yez < w.

Considerando o Lema 0.3.30, para mostrar que
con(y AwA (xVz),y Aw) C con(x,y) N con(z, w),
¢ suficiente verificar que
(yAwA(xVz),yAw)e con(x,y) N con(z,w).

Ora, ¢ facil ver que
(WAWA(xVZ)Ax=(yYAw)Ax

e que
YArwAxV2)Vy=y=(yAw)Vy.

Logo, pelo Corolario 1.2.13,

(yAwA (xVz),yAw)e con(x,y).
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De forma semelhante se prova que
(yAwA (xVz),yAw) € con(z,w).

Reciprocamente, seja (r,s) € con(x,y) N con(z, w). Entdo, sabendo que x < yez < we

recorrendo ao Corolario 1.2.13, tem-se
() rAx=sAx;
() rvy=sVvuy;
(M ranz=sAz
(V) rvw=sVw.

Além disso, comoy A w A (x V z) < y A w, sabe-se, pelo Corolario 1.2.13, que

con(YyAwA(xVz),yAw) = {(a b) c R2 aN(YAwA(xVz2)=bA(YAwA(xV2)), }

aV(yAw)=bV (yAw)

Ora,
FrAYAWA(xVZ)=(FAyAwAx)V(rAyAwAz) [distributividade]
=(rAxAw)V(rAzAy) [x <y, z < w]
=(SAXAW)V(SAZAY) [()e (1)
=(SAYAWAX)V(SAYAWAZ) [x <y; z < w]
=sAN(YyAwA (xVz)) [distributividade]
e
rv(yAw)=(rVy A(rvw) [distributividade]
=(sVy A(sVw) (1) e (IV)]
=sV(yAw). [distributividade]

Portanto, (r,s) € con(y A w A (x V z),y A w). Conclui-se assim que
con(x,y) Ncon(z,w) Ccon(y AwA (xVz),yAw),
0 que completa a prova. |

Teorema 1.2.17 (cf. [7], Corollary 142, pp. 140-141). Sejam R um reticulado distributivo e I € Id(R).
Entéo,
con(l) = {(x,y) €R? | x Vy=(x Ay) Va, para algum a € I}.

Além disso, I é uma classe de congruéncia de con(I) em R.
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Demonstracao. Defina-se
0={(x,y) € R | xVy=(xAy)V a,paraalguma € I}.

Pretende-se provar que 8 € Con(R).

Seja x € R. Como I # 0, existe a € I. Por conseguinte, x A a € I. Entéo,
xVx=x=xV(xAa)=(xAx)V(xAa).

Logo, x0x. Portanto, 8 satisfaz (i) do Lema 0.3.29.
E dbvio que 6 também observa (i) do mesmo lema.
Sejam x, y, z € R tais que x < y < z e suponha-se que x0y e yOz. Entao, existem a, b € I tais que

xVy=(xAy)VaeyVz=(yAz)Vbouseja,y=xVaez=yVb. Assim,
xVz=z=yVb=(xVa)Vb=(xAz)V(aVb),

coma V b € I. Logo, x0z, provando-se, assim, que (iij) do Lema 0.3.29 também é valida.
Sejam x,y € R tais que x < y e x0y. Entdo, existe a € I talque x Vy = (x A y) V a, ou seja,
y = x V a. Assim, como, para qualquer w € R, x Aw < y A w, entdo
(xAW)V(yAw)=yAw
=(xVaAw
=(xAw)V(aAw)

=((xAwW)A(yAw))V (aAw),
comaAw €I, tambem setemx Vw < y V w e, por isso,

(xVw)V(yvw)=yVvw
=(xVaVw
=(xVw)Va
=((xVw)A(yVw))Va
logo, (x Aw)O(yAw) e (xVw)B(yVw).Portanto, 0 respeita também a condicéo (iv) do Lema 0.3.29,
pelo que se confirma que 8 € Con(R).
Seja (u,v) € 2 Entdo,
uVo=(uAov)V (uVo),
onde, claramente, u V v € I. Logo, u6v, donde se conclui que 2 co.
Seja & € Con(R) tal que 2 c . Sejam, também, x,y € R tais que x0y. Entéo, existe a € I

talque x Vy = (x Ay) Va. Assim,comox Ay Aa €l temse (x ANy Aaa) € 2 e, portanto,
(x Ay A a)da. Como 3 € Con(R), segue que

(xAy)V(xAyAa)d((xAy)Va),
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ou seja,
(x ANy)d(x Vy),

donde resulta que xJy. Portanto, 6 C J.

Conclui-se, assim, que con(I) = 6.

Por fim, sejam a € I e b € R tais que (a,b) € con(I). Entdo, a vV b = (a A b) V u, para algum
u € 1. Assim,comoaAb,u € I,tem-seque aV b = (aAb)Vu € I. Portanto, umavezque b < aV b,

segue que b € I, ficando assim provado que I é uma classe de congruéncia de con(I) em R. m|

Estabelecem-se, de seguida, algumas caraterizacdes para reticulados distributivos, com base em pro-

priedades de congruéncias.

Teorema 1.2.18 (cf. [8], Theorem 2, pp. 143-145). Seja R um reticulado. Todas as condicdes seguintes

sdo equivalentes:
(i) R é um reticulado distributivo;

(i) para quaisquer x,y,z,w € R, se (z,w) € con(x,y), entdo é impossivel que x < w (ouz < y)

semprequey < x ew < z;

(iii) para quaisquer x,y € R ftais que y < x, o intervalo [y,x] é uma classe de congruéncia de

con(x,y) emR;
(iv) para quaisquer x,y,z, w € R tais que w < z < y < x, con(x,y) N con(z, w) = AR,

(v) para quaisquerI € Id(R) ex,y € R taisquey < x, (x,y) € con(I) seesésex =y V a, para
alguma € 1.

Demonstracdo. Suponha-se, primeiramente, que o reticulado R ¢ distributivo.

Pretende-se provar (ii). Para tal, sejam x, y, z, w € R. Admita-se que
(z,w) € con(x,y) = con(y, x)
equey < xew < z. Assim, (w, z) € con(x,y) e, pelo Corolario 1.2.14, tem-se
(yVvw)Az=w (I) e (xVw)Az=2z (l).

Ora, se x < w, entdo

z=(xVw)Az [(I
=wAz [x < w]
=w, [w < z]
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0 que contradiria a hipdtese. De modo analogo se prova que, se z < y, entdo, por (I), também haveria
uma contradicao. De facto, (ij) verifica-se.
Mostre-se, agora, que (i) também é valida. Para tal, sejam x, y € R tais que y < x. Para provar que

[y, x] é uma classe de congruéncia de con(x, y) em R, uma vez que y € [y, x|, basta mostrar que
(9, x] = [Ylcon(x,y)-
Seja z € [y, x]. Entéo, y < z < x. Assim, como (x, y) € con(x,y), tem-se
(z,y) = (x Az,y A z) € con(x,y).
Logo, z € [Y]con(x,y). donde segue que
[y’ x] - [y]con(x,y)'
Sejaz e [y]con(x’w. Entdo, (z,y) € con(x,y). Suponha-se, por absurdo, que z ¢ [y, x]. Assim,
ZAYy<y ou x<zVux,

defacto,sezAy=yex=2zVx,terseday < z < x, ou seja, z € [y, x], 0 que ndo acontece. Mais

ainda, uma vez que (z,y) € con(x,y) e, consequentemente, (z,x) € con(x, y), segue que

(zAy,y) = (zAy,yAy) € con(x,y)

(zVx,x)=(zVx,xVx) e con(x,y).

Ora, caso z A y < y, e juntando isso ao facto de (y,z A y) € con(x,y) e y < x, segue, por (i), que &
impossivel que y < y, 0 que é uma contradicdo. Analogamente se prova que x < z V x também conduz

a uma contradicéo. Logo, z € [y, x|, pelo que

[y]con(x,y) C [y, x].

Conclui-se, assim, que
[y: x] = [y]con(x,y)y

tal como era pretendido. Portanto, (i) também se verifica.

Prove-se, agora, a condi¢éo (iv). Para tal, tomem-se x, y, z, w € R tais que w < z < y < x. Entao,

con(x,y) N con(z, w) = con(y, x) N con(w, z) [qualquer congruéncia é simétrica]
=con(x AzA(yVw),xAz) [Teorema 1.2.16]
=con(z A y,z) [z<xew<y]

= con(z, z). [z <yl
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Uma vez que con(z, z) = AR, entéo
con(x,y) Ncon(z, w) = AR.

Portanto, (iv) também ¢é valida.

A condicao (v) é ébvia, atendendo ao Teorema 1.2.17.

Reciprocamente, admita-se que o reticulado R nao é distributivo. Entdo, por (ii) do Teorema 1.2.1,
existe algum sub-reticulado S de Rtal que S = M3 ou S = Ns5. Assim, para demonstrar que as condicées

(ii)-(v) ndo se verificam em R, basta provar que as mesmas condi¢oes falham nos reticulados M3 e N5
dados, respetivamente, por

SN ST
\O/ \O/s_

Mostre-se, primeiramente, que (ii) ndo € valida em M. Ora, definindo x = w =a,y=0ez =1,

tem-se x < w,y < xew < z. Porém, como

(a,0) = (x,y) € con(x,y),

entao
(1,b) = (aVv b,0Vb) e con(x,y),

e, por conseguinte,
(c,0) =(1Ac,bAc) e con(x,y).

Assim, por transitividade, (a, ¢) € con(x,y). Logo,
(z,w) =(1,a) = (¢ Va,aVa) € con(x,y),

pelo que (ii) falha em Ms5. Mostre-se, agora, que (i) ndo € valida em Ns. Definindo, agora, x = 1,

y=z=rew=s,temsez <y,y < xew < z. Mas, como

(1r) = (x,y) € con(x,y),

entdo

(t,0) = (1 At,r At) € con(x,y)

e, consequentemente,

(1,s) =(tVs,0Vs) e con(x,y).

65



CAPITULO 1. RETICULADOS DISTRIBUTIVOS

Logo, pela transitividade, tem-se
(z,w) = (r,s) € con(x,y),

0 que mostra que (i) também nao se verifica em N,

Veja-se, agora, que (iii) n&o € valida nem em M3 nem em Ns. Ora, em M3, tem-se que [0, a] = {0, a}.
Além disso, ja foi visto no paragrafo anterior que (a, 0) € con(a, 0) implica (¢, 0) € con(a, 0). Contudo,
¢ ¢ [0,a]. Logo, [0, a] ndo é uma classe de congruéncia de con(a, 0) em M3. De forma semelhante
se prova que [r, 1] ndo é uma classe de congruéncia de con(1,r) em N

Mostre-se, agora, que (iv) ndo so falha em M3 como também em Ns. Ora, em M3, tem-se que
1>a>a>0,mas

con(1,a) Ncon(a,0) # Ay

De facto,
(1,a) € con(1,a) N con(a,0)

e 1 # a. Analogamente, em Ng, tem-se
(r,s) € con(r,s) N con(s,0),

com r # s e, portanto,

con(r,s) Ncon(s,0) # AN,

apesarder > s >s > 0.
Resta provar que (v) ndo ¢ satisfeita quer em M3 quer em Ns. Considere-se I € Id(Ns) dado por
I =1d(s) = {0, s}. Como
(s,0) € ?c con(I),

tem-se
(Lt)=(sVvt0Vit) e con(l),
donde

(r,0) = Ar,tAr) e con(l),

com r > 0. No entanto, nao existe u € I tal que r = 0 Vv u. Analogamente se justifica que, considerando,
em M, o ideal J = id(a) = {0, a}, se obtém (c,0) € con(I), onde ¢ > 0, mas nao existe v € J tal
quec=0Vo.

Fica assim concluida a prova do teorema. ]

Seréd interessante analisar se a distributividade se verifica em Con(R), sendo R um reticulado.

Teorema 1.2.19 (cf. [7], Theorem 149, pp. 145-146). Seja R um reticulado. Entdo, o reticulado das

congruéncias em R, Con(R), é distributivo.
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Demonstragdo. Sejam 6,1, € Con(R). Pelo que ja foi estudado, para provar que

oAV =@An)V(OAD),
basta verificar que

OA(VY S OADVOAD.
Sejam x,y € R tais que x(6 A (n V {))y. Entdo, aplicando sucessivamente o Teorema 0.3.31, tem-se
x0y e x(n Vv {)y, pelo que existem r{, o, ...,y € R, para algum n € N, tais que

XANYy=r<r<---<m=xVy

e,paracadai € {1,2,...,n—1}, rjnrjpq ourj{r;q1. Ora, como x8y, entdo (x Ay)0(x Vy), ou seja,

r10rn. Assim, paracadai € {1,2,...,n -1},

(r,ri) =y Ariytn Ar;) €0

(ri,rig1) = (F A Tig1.tn Arigg) €0,

pelo que r;0r;,1. Por conseguinte, para cada i € {1,2,...,n =1}, r;(0 A n)rizq ou ri(0 A {)riyq.
Logo, x((8 A n) V (6 A L))y, o que conclui a prova. O

1.2.4 Caraterizacao e representacao de reticulados distributivos

recorrendo a elementos especiais

Nesta subseccao, sao abordadas propriedades dos reticulados distributivos envolvendo elementos
especiais desses reticulados, como € o caso dos elementos A-irredutiveis/ V-irredutiveis, dos elementos
primos e dos elementos complementados.

Em particular, prova-se que qualquer reticulado distributivo finito pode ser representado como um

sub-reticulado de um produto de cadeias finitas.

O Teorema 0.3.47 enuncia que qualquer reticulado (R; A, V) que satisfaz a c.c.d. tem elemento
minimo O e qualquer x € R\ {0} pode ser representado como supremo de um numero finito de elementos

V-rredutiveis de R. No caso dos reticulados distributivos, prova-se que essa representacao € unica.

Teorema 1.2.20 (cf. [2], Theorem 4.9, p. 59). Sejam (R; A, V) um reticulado modular que satisfaz a

c.c.d. ex € R\ {0}. Suponha-se que x tem duas representacoes

m n
= \ni=\ g
=1 j=1
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como supremo de um numero finito (m,n € N) de elementos V-irredutiveis de R (x;j, y j € S(R), para
quaisqueri € {1,...,m} ej € {1,...,n}). Entao, paracadai € {1,...,m}, existe j € {1,...,n} tal
que

X=xX1 V- VX g VYjVXi V- Vim.
Demonstracdo. Sejami € {1,..., m},
a=xq1 V- VX 1VXj1 V- Vxm

e, paracadat € {1,...,n}, defina-se zs =yt V a. Entdo, x =x; Vae

n n
\/thVytVa:x\/a:x.
t=1 t=1

Como R ¢é modular, entdo, por (iv) do Teorema 1.2.5, tem-se que [x; A a,x;] = [a,x; V a]. Como

xj € S(R), entdo x; € S([x; A a, x;]). Assim, pelo Teorema 1.2.5 e pela Proposicéo 0.3.46, tem-se

x=x;Va=vya(x;) € S([a,x;Va]) = S([ax]).

Ora, uma vez que x = ?:1 zt, onde, para qualquer t € {1,...,n},
n
a<z < \/ Zt =X,
t=1
isto &, z; € [a,x], tem-se x = zj, para algum j € {1,...,n}. Logo,

XxX=zj=yjvVa=x1 V- VX 1 VYj VX1 V-V,
tal como era pretendido. O

Grosso modo, o Teorema 1.2.20 afirma que, num reticulado modular R que satisfaz a c.c.d. e em que

qualquer x € R\ {0} tem duas representacoes

m n
e=\/xi=\y
=1 j=1

como supremo de um numero finito de elementos V-irredutiveis de R, qualquer x; na representacao

\/;7;1 x; de x pode ser substituido por algum Yj da representacao \/;.’:1 yj de x.
Definicao 1.2.21. Sejam (R; A, V) um reticulado e x € R tal que

m

X = \/ Xi,

2

1
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commeNexq,...,xm € R.Seexistirk € {1,...,m} tal que
x:X1V"'VXk_1VXk+1V---me,

dir-se-a que o elemento x;. € redundante em \/;’jl X;; caso contrario, dir-se-a que o supremo \/l’.’i1 x;é

ndo redundante.

De modo informal, note-se que, num supremo de um numero finito de elementos de um reticulado
R onde haja componentes redundantes, basta retirar essas componentes para obter um supremo nao
redundante.

Por isso, doravante apenas se considerarao supremos nao redundantes.

Teorema 1.2.22 (Teorema de Kurosh-Ore; cf. [2], Theorem 4.10, p. 60). Sejam (R; A, V) um reticulado
modular que satisfaz a c.c.d. e x € R. Entao, todas as representacdes de x como supremo nao redundante

de um numero finito de elementos V-irredutiveis de R tém o0 mesmo numero de componentes.

Demonstracdo. Suponha-se que
m n
\/ X; € \/ yj,
i=1 j=1

com m,n € N, sdo duas representacdes de x como supremo nao redundante de um numero finito de
elementos V-irredutiveis de R. Sem perda de generalidade, admita-se que m € N é 0 menor numero
possivel de componentes de uma representacdo de x como supremo nao redundante de um numero
finito de elementos V-irredutiveis de R. Assim sendo, ¢ claro que m < n. Resta provar que n < m. Ora,
pelo Teorema 1.2.20, pode substituir-se x1 em \/;’;1 X; por algum Yj» ou seja, existe j1 € {1,...,n}
tal que

x:yj1Vx2\/---me,

sendo que o supremo

Yjy Vo Voo Vxm

continua a ser nao redundante; caso contrario, contradir-se-ia 0 que foi pressuposto relativamente a m.
Deste modo, aplicando continuamente o Teorema 1.2.20, pode substituir-se cada x; em \/?11 X; por

algum Yj obtendo-se, assim,

m
x:thij\/---Vyjm:\/yji,
i=1

onde o supremo

m
\/ Yj
i=1

69



CAPITULO 1. RETICULADOS DISTRIBUTIVOS

¢ nado redundante. Como

{y]1’ y]2’ M me} g {yl, y2, c ey yn},
m n
\/ Yji = \/ Yj
i=1 ]:1
€ 0 supremo
n
V'
j=1

€ também nao redundante, entdo todas as componentes de \/;.‘:1 Yyj tém de fazer parte das componentes

da representacao \/;?11 Yj; de x; caso contrario, existiriam elementos redundantes entre as componentes

n
\Va7
e

de x, o que, por hipbtese, ndo acontece. Logo, n < m, como era pretendido. Portanto, n = m. ]

da representacao

Pelo teorema anterior, num reticulado modular (R; A, V) que satisfaz a c.c.d., todas as representacdes
de um elemento como supremo nao redundante de um numero finito de elementos V-irredutiveis de R
tém o mesmo numero de componentes. Se, adicionalmente, R for distributivo, além do que foi descrito,
verifica-se que qualquer elemento de x € R\ {0} tem uma Unica representacdo como supremo nao

redundante de um numero finito de elementos V-irredutiveis de R. E o que enuncia o teorema seguinte.

Teorema 1.2.23 (cf. [2], Theorem 5.2, pp. 69-70). Sejam (R; A, V) um reticulado distributivo que
satisfaz a c.c.d.. Entdo, qualquer x € R\ {0} pode ser representado, de forma tnica, como supremo

nao redundante de um numero finito de elementos V-irredutiveis de R.

Demonstracdo. Seja x € R\ {0}. Pelo Teorema 0.3.47, sabe-se que x admite alguma representacao
como supremo nao redundante de um numero finito de elementos V-irredutiveis de R. Assim, resta

mostrar que esta representacao é Unica. Suponha-se que x tem as representacdes

m n
e=\/xi=\y
=1 j=1

como supremo nao redundante de um numero finito de elementos V-irredutiveis de R. Uma vez que estas
duas representacdes de x sao nao redundantes e, pelo Teorema 1.2.22, se tem m = n, resta provar que,
para cada p € {1,...,m}, existe ¢ € {1,...,n} tal que Xp = yq- Seja, entdo, p € {1,...,m}. Ora,
pelo Teorema 1.2.20, tem-se que, para algum g € {1,...,n}, x = Xp V'r=yqVr, onde

r:xlv---pr_lpr+1v---me.
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Assim,
Xp=xp AX [absorcao]
=xp A(ygVr)
= (xp Ayq) V (xp A1), [distributividade]

donde, pelo facto de xp ser V-rredutivel, xp = xp Ayq OU xp = xp AT, 0USEJa, Xp < YgOUXxp < 1. So
gue nao é possivel que xp <1 efetivamente, ter-se-ia r = xp V r = x e, portanto, xp seria redundante
em \/;?il xj, 0 que contradiria a hipotese. Logo, xp < ygq. Aplicando, agora, novamente o Teorema
1.2.20, tem-se que, para algum k € {1,...,m}, x = Yqg Vs = xi Vs, onde

S=YLV - VYg-1 Vg1 V- Vin.

Por argumentos analogos aos anteriores, obtém-se Yqg < Xk Por conseguinte, Xp < Yg < X Entao,
X = Xp V X, pelo que, se p # k, Xp seria redundante em v?i1 Xj, 0 que, por hipotese, ndo acontece.

Portanto, p = k, donde resulta Xp =Yg, tal como era pretendido. O

No resultado seguinte, estabelecem-se algumas caraterizacdes da distributividade de um reticulado

finito com base nos conceitos de elemento V-irredutivel e elemento primo.

Teorema 1.2.24 (cf. [6], Theorem 3, p. 94). Num reticulado finito R, sdo equivalentes as seguintes

condicoes:
(i) R é distributivo;
(i) qualquer elemento V-irredutivel de R é um elemento primo, ou seja, S(R) € P(R);
(iii) para qualquer x € R, x = \/ P(x);
(iv) para quaisquer x,y € R tais que x # y, P(x) # P(y).

Demonstracdo. Seja R um reticulado finito.
Suponha-se que R ¢ distributivo. Pretende-se demonstrar que S(R) € P(R). Seja x € S(R). Entao,

x # 0. Tomem-se quaisquer r, s € R tais que x < r V s. Assim,
x=xA(rVs)=(xAr)VvV(xAs),

gracas a distributividade de R. Como x é V-irredutivel, entdox = x Aroux = x A's,ou seja, x < rou
x < s. Logo, x € P(R).

Suponha-se, agora, que S(R) C P(R). Pretende-se comprovar a veracidade da condicéo (iii). Seja
x € R. Ora, pela hipotese, € muito simples perceber que S(x) C P (x). Além disso, pela Proposicao
0.3.50, tem-se P(x) C S(x), donde S(x) = P(x). Logo,

v S(x) = \/ P (x).
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Mais, pelo Corolario 0.3.48, obtém-se

x = \/S(x) = \/P(x).

Portanto, x = \/ P (x).
E muito simples verificar que (i) = (iv). De facto, para quaisquer x, y € R, tem-se, por aplicacao
de (i), que
xty = \[Px)#\/Ply) = Pk P

Suponha-se, agora, que (iv) é valida. Se R é um reticulado trivial, € dbvio que R ¢ distributivo. Se R
nao é trivial, entdo existem x,y € R tais que P (x) # P(y). Portanto, R tem elementos primos. Neste
caso, seja n € N o numero maximo de elementos primos de R incomparaveis dois a dois. Pelo Teorema
0.3.51, existem n cadeias finitas C1, Cp, ..., Cn em R e um homomorfismo de reticulados ¢ de R no

produto direto H?:1 C; tais que, para quaisquer x,y € R,

y(x) =y(y) = Px) =P@)

Facilmente se conclui por (iv) que ¥/ ¢ um monomorfismo de R em ]_[;’:1 C;. Logo, ¥ é um isomorfismo de
Rem y/(R), onde ¢/(R) é um sub-reticulado de H?:l C;, como estabelece a Proposi¢ao 0.3.8. Uma vez
que toda a cadeia C; é um reticulado distributivo, o produto H?:1 C; é também um reticulado distributivo.
Logo, ¥/(R) € um reticulado distributivo. Portanto, como R = 1/(R), R é um reticulado distributivo.

Fica, assim, concluida a prova do Teorema 1.2.24. O

Com tudo o que ja foi estudado, recorrendo, sobretudo, aos Teoremas 0.3.51, 0.3.52 e 1.2.24, ¢
possivel concluir que um reticulado distributivo finito pode ser mergulhado num produto direto de cadeias
finitas, isto &, é isomorfo a um sub-reticulado de um produto direto de cadeias finitas. No caso de um reti-
culado trivial, é 6bvio que esta afirmacéao se verifica. Na situacdo de um reticulado nao trivial, a veracidade

da referida afirmacdo segue do teorema seguinte.

Teorema 1.2.25 (cf. [6], p. 94). Sejam R um reticulado distributivo finito e n € N o nimero maximo de
sucessores distintos de um qualquer elemento de R. Entao, o numero maximo de elementos V-irredutiveis
de R incomparaveis dois a dois é dado também porn e, sen > 1, R é isomorfo a algum sub-reticulado

de algum produto direto de n cadeias finitas.

Demonstracdo. Sabe-se, pelo Teorema 0.3.52, que m < n < p, onde m, p € N sdo, respetivamente, o
numero maximo de elementos primos de R incomparaveis dois a dois e 0 nimero maximo de elementos
V-rredutiveis de R incomparaveis dois a dois. Além disso, como R é um reticulado distributivo finito,
entao, pela Proposicdo 0.3.50 e por (i) do Teorema 1.2.24, tem-se que as nocdes de elemento primo e

de elemento V-irredutivel sao equivalentes em R, pelo que m = p. Logo, n = m = p, donde se conclui,
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em particular, que, de facto, n também representa o nimero maximo de elementos V-irredutiveis de R
incomparaveis dois a dois.
Suponha-se que n > 1. Entdo, pelo Teorema 0.3.51, existem n cadeias finitas C1, C», ...,Cn em R

e um homomorfismo de reticulados i de R em H?:1 C; tais que, para quaisquer x,y € R,

Yy(x) =y(y) = Px)=P(y).

Ora, pela Proposicao 0.3.8, tem-se que /(R) é um sub-reticulado de H?:l Cj. Assim, considerando-se

a aplicacdo ¢ de R em /(R) definida por

¢(x) = ¥(x),

para qualquer x € R, facilmente se verifica que ¢ ¢ um isomorfismo de reticulados: a sobrejetividade é
obvia; a injetividade também ¢ imediata pela condicéo (iv) do Teorema 1.2.24. Portanto, R é isomorfo ao

sub-reticulado 1/(R) do produto direto H?:l C; de n cadeias finitas em R. O

Segue-se, agora, um estudo sobre reticulados distributivos e algumas das suas propriedades envol-

vendo elementos complementados.

Proposicao 1.2.26 (cf. [2], Theorem 6.1, p. 78). Qualquer reticulado modular complementado é rela-

tivamente complementado.

Demonstracdo. Sejam (R; A, V) um reticulado modular complementado, r,s € R taisque r < s e
x € [r,s]. Como R é um reticulado complementado, x possui algum complemento, y € R. Seja z € R
0 elemento de R tal que

z=rV(sAy).

Pela modularidade, também se tem
z=sA(rvy).

Claramente, r < ze z < s, pelo que z € [r, s]. Entao,

xAz=xAsA(rvy) [z=sA(rvy)l
=xA(rVvy) [x <s]
=rVv(xAy) [r < x e modularidade]
=rvo [y € um complemento de x]
=r
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e
xVz=xVrV(sAy) [z=rV (sAy)]
=xV(sAy) [r < x]
=sA(xVy) [x < s e modularidade]
=sAl [y € um complemento de x]

=S.

Logo, z ¢ um complemento relativo de x em [r, s]. Portanto, o reticulado R ¢ relativamente complemen-
tado. O

Corolario 1.2.27. Qualquer reticulado distributivo complementado é relativamente complementado.
Demonstracdo. |Imediato, tendo em conta as Proposicdes 1.1.5 e 1.2.26. O

Teorema 1.2.28 (cf. [2], Theorem 6.2, p. 78). Sejam R um reticulado distributivo (limitado) e x € R.

Caso existam, os complementos relativos (e os complementos) de x sado tnicos.

Demonstragdo. Sejam (R; A, V) um reticulado distributivo e x € R. Admita-se que existem dois comple-

mentos relativos y, z € R de x num intervalo [r,s] € R. Entao,
YAX=r=zAx e yvx=s=zVXx.

Logo, pelo Teorema 1.2.3, y = z. De forma semelhante se prova que, se (R; A, V) for um reticulado
distributivo limitado e x € R, entdo os complementos de x, caso existam, séo Unicos. Conclui-se assim

a prova. O

Teorema 1.2.29 (cf. [7], Corollary 103, p. 111). Um reticulado R € distributivo se e s6 se qualquer

elemento x de R tem, quando muito, um complemento relativo em qualquer intervalo que contenha x.

Demonstracéo. Seja (R; A, V) um reticulado.
Se R for distributivo, entao, segundo o teorema anterior, cada x € R tem, quando muito, um comple-
mento relativo em qualquer intervalo, em particular em qualquer intervalo que contenha x.
Reciprocamente, se R nao for distributivo, entdo R possui algum sub-reticulado isomorfo a M3 ou a

N5, ou seja, R possui algum sub-reticulado da forma

u o
SN
\uo/ \Uo/s
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Como facilmente se nota, em ambos 0s casos, existem elementos com mais do que um complemento
relativo: no primeiro caso, os elementos b # ¢ sd@o complementos relativos de a no intervalo [ug, u1]; no
caso restante, os elementos r # s sao complementos relativos de t no intervalo [vo, 01].

Fica concluida a prova. O
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Algebras de Boole

Este ultimo capitulo da dissertacao é dedicado ao estudo de uma das mais conhecidas classes de
algebras que admitem como reduto algum reticulado distributivo: as algebras de Boole. Estudam-se pro-
priedades basicas deste tipo de algebras e estabelecem-se teoremas de caracterizacéo e de representacao
para algebras de Boole.

2.1 Nocoes e propriedades principais

Na seccao 0.3 introduziu-se o conceito de elemento complementado em reticulados limitados. O
complemento de um elemento, caso exista, nao €, em geral, unico. Num reticulado distributivo limitado,
sabe-se, no entanto, pelo Teorema 1.2.28, que cada elemento complementado admite um Unico comple-

mento. E o que motiva o estudo da classe de reticulados a seguir definidos.

Definicao 2.1.1. Chama-se reticulado de Boole a qualquer reticulado distributivo complementado.
Pela definicao anterior, sendo (R; A, V) um reticulado de Boole, é simples concluir que
¢ R é um reticulado limitado;
* cada elemento x de R admite um Unico complemento, que habitualmente se denota por x”.

O elemento minimo de um reticulado de Boole (R; A, V) é representado por Op (ou apenas por O,
caso nao haja ambiguidade) e o elemento maximo é representado por 1 (ou apenas por 1).

Considerando que, num reticulado de Boole R, cada elemento admite um unico complemento, pode
definir-se uma operacdo unaria em R, denominada complementacao, que, a cada elemento x € R, faz

corresponder o seu Unico complemento x”. Esta operacdo é usualmente representada por ’.
Definicdo 2.1.2. Chama-se dlgebra de Boole a qualquer algebra (B; A, V,”) de tipo (2,2, 1) onde
* (B; A, V) éum reticulado de Boole;

* aoperacdo unaria’ é a operacdo de complementacdo em B.
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Portanto, dada uma algebra de Boole (B; A, V,”), a algebra (B; A, V) é um seu reduto que é um
reticulado distributivo.
Para simplificar a escrita, é usual representar uma algebra de Boole (B; A, V,”) apenas por B, caso

nao haja ambiguidade.

Exemplo 2.1.3. Sendo X um conjunto qualquer, a algebra (p(X); N, U,”), onde ’ é a operacdo unaria
em @(X) definida por
Y =X\Y,

para qualquer Y € 9(X), é uma algebra de Boole.
Eis algumas das principais propriedades da operacdo de complementacao numa algebra de Boole.

Lema 2.1.4 (cf. [2], Theorem 6.7, p. 82; [3], Lemma 1.2, pp. 130-131; [4], Seccao 4.15, pp. 93-94;
[9], Theorem 5.1, pp. 129-130). Seja (B; A, V,”) uma algebra de Boole. Entéo,

(i) 0/ =1el’=0;
(i) para qualquer x € B, x" = x;
(iii) para quaisquer x,y € B,sex Ay=0exVy=1,entdox =y’;
(iv) para quaisquer x,y € B,

(xAny)' =x"vy e (xvy' =x"ry;
(v) para quaisquer x,y € B,

XAy = (x’Vy’)/ e xVy= (x’/\y')’,‘
(vi) para quaisquer x,y € B,

x<y e Y <x &= xAry)=0 = xvy=1;

(vii) para quaisquer x,y,z € B,

XANYy<z & sz\/y’ e zZxVy — z/\y’ﬁx.

Demonstracdo. As condicoes (i) e (i) sao imediatas.
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(iii) Sejam x,y € Btaisquex Ay=0ex Vy = 1. Entéo,

x=xA1
=xA(yVvy)
=(xAY V(xAY)
=0V (xAy)

=xAy,
pelo que x < y’. De forma semelhante se prova que y’ < x. Logo, x = ¢//.
(iv) Sejam x,y € B. Entdo, x” V y’ € B. Para provar que
(xAy) =x"vy,
basta mostrar que
(xAPYA(X'VY)=0 e (xAay Vv (X' vy)=1
Ora,

xAY A VY)=(xAyAx)V(xryry)
=(yA0)V(xAO0)
=0V 0
= 0.

Analogamente, se mostra que (x A y) V (x’ Vy’) = 1. Logo, (x Ay)’ = x" v ¢/. Procedendo

de forma semelhante, também se prova que (x Vy)' = x" A Y.
(v) Sejam x,y € B. Por (ii) e (iv), obtém-se

x/\y:(x/\y)”:(x'Vy')'

xVy=xVvy = ry).

(vi) Sejam x,y € B.

Suponha-se, primeiramente, que x < y. Entdo, x = x A y. Assim, por (iv),
X =(xnAy) =x"vy.
Logo, v’ < x’.
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Admita-se, agora, que y’ < x’. Entao,
xAy <xAx'=0.

Logo, x A y’ = 0.

Seguidamente, se x A y’ = 0, entéo
(x A y')’ =0

donde, por (iv), (i) e (i),
x'v y=1

Assuma-se, agora, que x” V y = 1. Entdo,

xA (X Vy)=xAl,

pelo que
(x AX")V(xAy) =x,
ou seja,
OV (xAy)=x,
donde
XAYy=x.
Logo, x < y.

(vii) Sejam x,y,z € B. Ora,

xAy<z = (xAy)Vy <zvy
= (xVy)AlyVvy)<zvy
= (xvy)al<zvy
= xVvy <zvy

— x<zVvy. [uma vez que x < x V 1]
De forma semelhante se prova que
szVy' — x ANy <z

Logo,

xANy<z & x<zVy.

Argumentos semelhantes provam que
z<xVy z/\y'Sx.
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Conclui-se assim a demonstracédo do Lema 2.1.4. m]

As condicdes da alinea (iv) do Lema 2.1.4 sao conhecidas como leis de De Morgan.

Os conceitos que se seguem nao sao mais do que especificacdes dos que ja foram estudados na

Seccdo 0.2.

Definicdo 2.1.5. Sejam (B; A, V,”) uma algebra de Boole e A C B. Uma algebra (A; A, V,”), onde as
operacdes A, V,’ sdo as mesmas que as respetivas operacdes de B restritas a A, diz-se uma subdlgebra
de (B; A, V,”) se

* (A; A, V) éum sub-reticulado de (B; A, V);

* para qualquer x € A, x” € A.

Definicdo 2.1.6. Sejam (B; AB VB, ") e (C; AC VE, *) élgebras de Boole e f uma aplicacéo de B

em C. Diz-se que f é um homomorfismo de algebras de Boole se

* f preserva infimos e supremos: para quaisquer x,y € B,

fxnABy) = f(x) A€ fy)
FxvBy) = £0) VE f(y);

* f preserva complementos: para qualquer x € B,
f&) = (Fx)"

Tendo em conta a definicdo anterior e o que ja foi estudado na Seccao 0.2, é simples entender como
se definem os termos monomorfismo/ epimorfismo/ isomorfismo de algebras de Boole.
No lema seguinte, encontram-se algumas propriedades destes homomorfismos, que mostram que as

condicoes da Definicao 2.1.6 nao sao independentes entre si.

Lema 2.1.7 (cf. [4], Seccao 4.17). Sejam (B; /\B, vB, "y e (C; /\C, Vc, *) élgebras de Boole e f uma
aplicacdo de B em C.

(i) Se f preserva infimos e supremos, entdo as seguintes condi¢bes sdo equivalentes:

(a) f preserva complementos;

(b) f preserva minimos e maximos:
f(0g)=0c e f(1p) =1c.
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(i) Se f preserva complementos, entéo f preserva infimos se e s6 se f preserva supremos.

Demonstracéo. (i) Suponha-se que f preserva infimos e supremos.

Primeiramente, se (a) for vélida, entao

f(0p) = f(0g AP 0g")

= f(0p) A€ £(0p") hipétese]
= f(0p) AC (f(0p))* [(a)]
= 0.

Dualmente se prova que f(1g) = 1.

Inversamente, suponha-se que se verifica (b). Seja x € B. Uma vez que f(x”) € C, para concluir

que f(x") = (f(x))*, basta mostrar que

FAC f(x)=0c e f(x')VE f(x) =1c.

Ora,
F(x') VE f(x) = F(x' vB x) [hipétese]
= f(1p)
=1c. [(b)]

Por dualidade, tem-se f(x”) AC f(x) = 0.

(i) Admita-se que f preserva complementos e infimos. Entdo, para quaisquer x, y € B,

FxVvBy) = (" ABY)) [Lema 2.1.4 (v)]
= (f(x’ AB y’))* [f preserva complementos]
= (f() A Fy))° [f preserva infimos]
= (FGN* AC (F™” [f preserva complementos]
= f(x) V€ f(y). [Lema 2.1.4 (v)]

Portanto, f também preserva supremos.

Analogamente se prova que, se f preserva complementos e supremos, entdo também preserva

infimos. |
Proposicao 2.1.8. (i) Qualquer subalgebra de uma algebra de Boole é uma algebra de Boole.
(i) Qualquer imagem homomorfa de uma algebra de Boole é uma algebra de Boole.
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Demonstracéo. (i) Seja (B; A, V,”) uma algebra de Boole e (S; A, V,”) uma sua subalgebra.

(ii)

Uma vez que (B; A, V) é um reticulado distributivo, e (S; A, V) € um sub-reticulado de (B; A, V),

entdo (S; A, V) é um reticulado distributivo.

O reticulado (S; A, V) € limitado. De facto, como S # 0, existe x € S. Como S ¢ fechado para as

operacdes A, Ve’ segueque Og=xAx’ € Selg=xVvx' €S.

Como Og,1g € S e S ¢é fechado para a operagdo ’, claramente, cada elemento de S é comple-

mentado em S.

Logo, (S; A, V,”) € uma algebra de Boole.

Sejam (B; /\B, vB, ’) uma algebra de Boole e (H; /\H, VH,*) uma sua imagem homomorfa.
Entdo, H = ¢(B), para algum epimorfismo ¢ de (B; AB VB, "y em (H; AH VH ).
Pretende-se, primeiramente, mostrar que (H; /\H, vH) ¢ um reticulado de Boole.

Como (B; /\B, VB) é um reticulado distributivo, entao, por (iii) da Proposicdo 1.1.6, também
(H; AH, VH) é um reticulado distributivo.

Prove-se que o reticulado (H; AH, VH) é limitado. Para tal, mostre-se que ¢(0p) e ¢(1p) séo,
respetivamente, o elemento minimo e méaximo de H. Seja x € H. Entdo, x = ¢(y), para certo
y € B. Ora,

x A p(0p) = p(y) AH (0p)

=¢(y AB 0g) [¢ ¢ um homomorfismo]
=¢(0p).
Analogamente se mostra que
x v p(1p) = p(1p).
Logo, ¢(0p) =0 e p(1p) = 1p.
Prove-se, agora, que (H; /\H, VH) é um reticulado complementado. Seja x € H. Entdo, tem-se

x = ¢(y), para certo y € B. Mostre-se que ¢(y’) é o complemento de x em H. Claramente,
@(y’) € H. Além disso,

x A o) = o(y) AE 0 ()

= o(y AB y) [ & um homomorfismo]
= ¢(0p)

= 0p.
Analogamente se mostra que x Vi o(y) =1g.
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Portanto, (H; /\H, VH) & um reticulado de Boole.

Falta demonstrar que * é a operacdo de complementacdo em H, ou seja, mostrar que, para cada
x € H, x* é o complemento de x em H. Seja x € H. Entdo, como ¢ ¢ um epimorfismo ¢ de
(B; AB VB, ) em (H; A VH *), x = ¢(y), para certo y € B. Assim,

x A x* = o (y) AT (p(y)*

= o(y) AT o(y)) [p: (B;AB VB = (H; AT VH %)
=y ABY) [ : (B;AB VB = (H; AT V)]
= ¢(0p)

— 0y,

Analogamente se prova que x vH x* = 1g.

Termina, assim, a demonstracao. O

As demonstracdes dos seguintes dois resultados podem ser consultadas em [2], pp. 82-83.

Teorema 2.1.9 (cf. [2], Theorem 6.8, p. 82). Seja (B; A, V,”) uma dlgebra de Boole tal que (B; A, V)
é um reticulado completo. Entdo, para qualquer x € B e para qualquer familia (y;);cy de elementos de

B, onde I é um conjunto, tem-se
x/\\/yi= \/(x/\yi) e xVv \yi=/\xvy)
iel iel iel iel
Corolario 2.1.10 (cf. [2], Corollary, p. 83). Seja (B; A, V,”) uma élgebra de Boole tal que (B; A, V) é

um reticulado completo. Entéo, para qualquer familia (x;);cy de elementos de B, onde I é um conjunto,

(Ax,. /e (vxi A

iel iel i€l iel

tem-se

2.2 Teoremas de caraterizacao e de representacao

Nesta seccdo, sdo estabelecidos resultados que fornecem formas de caraterizar e/ou representar
algebras de Boole.

Pelo Teorema 1.2.11, sabe-se que um reticulado é distributivo se e s6 se é isomorfo a um anel de
conjuntos. No caso das algebras de Boole, obtém-se uma caraterizacao semelhante, estabelecida no

Teorema 2.2.2. Para tal, introduz-se, primeiramente, a definicdo de corpo de conjuntos.

Definicao 2.2.1. Da-se a designacao de corpo de conjuntos a qualquer subalgebra de uma algebra de

Boole (p(X);N,U,”), para algum conjunto X.
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Teorema 2.2.2 (cf. [2], Theorem 6.11, p. 86). Qualquer dlgebra (B; A, V,™) de tipo (2,2,1) é uma

algebra de Boole se e s6 se B é isomorfa a algum corpo de conjuntos.

Demonstracdo. Seja (B; A, V,™) uma algebra de tipo (2,2,1).

Suponha-se, primeiramente, que B é isomorfa a algum corpo de conjuntos, isto &, B é isomorfa a
alguma subalgebra (C; N, U,”) de uma algebra de Boole (p(X); N, U,”), para algum conjunto X. Ento,
por (i) da Proposicdo 2.1.8, (C; N, U,”) é também uma algebra de Boole. Logo, B é imagem homomorfa
de uma algebra de Boole, donde, por (i) da mesma proposicao, se chega a conclusao de que B é uma
algebra de Boole.

Suponha-se, agora, que (B; A, V, ™) € uma algebra de Boole. Para cada x € B, defina-se
I(x)={P e Esp(B) | x ¢ P},
onde Esp(B) é o conjunto dos ideais primos do reticulado (B; A, V). Considere-se o conjunto
I ={I(x)|xe€eB}

e sejam N, U, ” as operacdes usuais de intersecao, unido e de complementacéo em ¢ (Esp(B)). O
objetivo é mostrar que (73N, U,”) é subalgebra de (p(Esp(B)); N, U,”). Na demonstracao do Teorema
1.2.11, ja foi provado que (; N, U) é uma subalgebra de (p(Esp(B)), N, U) e, portanto, ¢ um anel de
conjuntos. Assim, para provar que (£, N, U,”) é um corpo de conjuntos, resta provar que Z é fechado
para a operacao de complementacéo de (p(Esp(B)), N, U,”). Para tal, falta ver que, para cada x € B,
(Z(x))" = Esp(B) \ 7 (x) € I.Mostre-se que, para cada x € B, se tem

(I(x)) =1(x"),
isto &,
Esp(B) \ 7(x) = T (x%).

Ora, se J € Esp(B) \ 7 (x), entdo x € J. Sendo J um ideal primo de B, segue que x* ¢ J. De facto,
se x* € J, entdo

1B:x\/x*€],

pelo que, para qualquery € B,y € J, donde J = B, o que ¢ absurdo. Logo, J € I (x*). Reciprocamente,
se J € I(x*),entao J € Esp(B) ex™ ¢ J.Como J é umideal primoe x Ax™ = 0pg € ], entdo x € J;

consequentemente, J € Esp(B) \ 7 (x). Para cada x € B, x* € B, e, portanto,
Esp(B) \ I (x) = I(x" el.

Portanto, (7, N, U,”) é um corpo de conjuntos.
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Na demonstracdo do Teorema 1.2.11, também ja foi provado que a aplicacéo ¢ de B em I definida
por
¢(x)=1(x),Vx € B,

€ um isomorfismo de reticulados de (B, A, V) em (Z, N, U), ou seja, ¢ preserva infimos e supremos.
Verifique-se que ¢ também preserva complementos. Com efeito, foi mostrado anteriormente que, para
qualquer x € B,

I(x") = (I(x)),

pelo que,
o(x*) = (p(x)).

Portanto, a aplicacdo ¢ é um isomorfismo de (B; A, Vv, *) em (I,N,U,”). O

Pelo teorema anterior, sabe-se que toda a algebra de Boole é isomorfa a algum corpo de conjuntos,
isto é, a uma subalgebra de uma algebra de Boole (p(X); N, U,”), sendo X um conjunto. Contudo, uma
algebra de Boole nem sempre ¢ isomorfa a uma algebra de Boole (p(X); N, U,”), para algum conjunto
X. Por exemplo, uma algebra de Boole que nao seja completa nao pode ser isomorfa a uma algebra de
Boole (p(X);N,U,”), onde X seja um conjunto, visto esta ultima ser completa. Por isso, o objetivo do
que se segue é estabelecer condicdes que auxiliem na identificacdo das algebras de Boole que sejam

isomorfas a alguma algebra de Boole (¢ (X); N, U,”), para algum conjunto X.

Teorema 2.2.3 (cf. [2], Theorem 6.12, pp. 86-87). Seja (B; A, V, ™) uma dlgebra de Boole. Entdo, as

seguintes condicbes sao equivalentes:
(i) (B; AV, %) = (p(X);N,U,”), para algum conjunto X;
(i) (B; A, V) é um reticulado completo e atémico.

Demonstracdo. Suponha-se, primeiramente, que (B; A, V, ™) = (p(X);N,U,”), para algum conjunto
X. E claro que (p(X);N,U) é um reticulado completo e, pelo Exemplo 0.3.43, também & atémico.
Portanto, (B; A, V) é também um reticulado completo e atémico.

Admita-se, agora, que (B; A, V) € um reticulado completo e atémico.

Seja At(B) o conjunto de atomos do reticulado (B; A, V). Dado x € B tal que x # 0, seja
X =at(x) ={y € At(B) | y < x}

ez = \/ X (é garantido que \/ X existe, visto que o reticulado B é completo). E claro que z < x. Prove-se
que, na verdade, z = x. Por absurdo, suponha-se que z < x. Como (B; A, V) é um reticulado distributivo
complementado, entao, pela Proposicao 1.2.26, B é um reticulado relativamente complementado. Assim,

o intervalo [0, x] de B é complementado, pelo que z possui um complemento relativo nesse intervalo,
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ou seja, existe w € [0, x] tal que w # 0 que satisfazx =zV wezAw =0.Como (B;A,V) éum
reticulado atomico, existe a € At(B) tal que a < w. Assim, a < zV w = x. Logo, a € X, pelo que
a < z,donde a < z A w =0, o que é uma contradicdo. Portanto, x = \/ X.

Definam-se as aplicacoes ¢ : B — @(At(B)) por

at(x), sex #0;
p(x) = N
0, caso contrario;

ey : p(At(B)) — B por
VX, seX#0;

0, caso contrario.

y(X) = {

O objetivo é provar que 1 € um isomorfismo de algebras de Boole de (p(At(B)); N, U,”) em (B; A, V, ™).
Comece-se por mostrar que ¥ é uma aplicacao bijetiva. Nao ¢é dificil verificar que ¢ o ¢ = 1. Ora,

claramente, (¢ o ¢)(0) = 0. Mais, para qualquer x € B tal que x # O,

(Y o@)(x) = Y(p(x))
= y(at(x)) [x # 0]
= v at(x) [at(x) # (0, uma vez que B é atdmicoe x € B\ {0}]
=x

[pelo que foi provado anteriormente]

=1g(x).

De facto, verifica-se que ¢ o ¢ = 1, donde se conclui que a aplicacéo i € sobrejetiva. Prove-se, agora,
que a aplicacao i € injetiva. Sejam X, Y € p(At(B)) tais que ¥(X) = ¥ (Y). Se ¢(X) = ¢(Y) =0,
entao X =0=Y.Seyy(X) #0ey(Y) #0,entdo \/ X = \/ Y. Sejay € Y. Entéo,y < VY = V X.

Por conseguinte,

y:y/\\/X

= \/(y A X), [Teorema 2.1.9]

ondey AX ={yAx|xeX} Comoy e At(B), existe x € X tal que 0 < y A x < y. De facto, se

tivéssemos y A x = 0, para qualquer x € X, entdo y A X = {0}, pelo que

y=\/{0}=0,

0 que n&o é possivel visto que y é um atomo de B. Como O < y, entdo y A x =y, donde y < x. Como
x € X € At(B), 0 < x, peloque y = x € X. Logo, Y C X. Analogamente se obtém X C Y. Portanto,
X =Y, donde se conclui que ¢ é injetiva, sendo, por isso, bijetiva. Uma vez que ¢ é bijetiva, entéo ¢ é

invertivel. Uma vez que i o ¢ = 1, tem-se ¢_1 = ¢.
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Mostre-se, agora, que i é isétona. Sejam X, Y € p(At(B)) taisque X C Y.Se X =Y =0, entdo

¥(X) =0=y(Y),

pelo que ¥(X) < (Y).Se X =0e Y # 0, entdo

PO =0<\/Y=y().

SeX #0eY # 0, entdo, como VX < VY, tem-se ¢(X) < ¢(Y). Confirma-se, assim, que ¢ é
isotona.

Prove-se que ¢ também & isotona. Sejam x, y € B tais que x < y. Ora, se x =y = 0, entdo

¢(x) =0=0¢(y),

pelo que ¢(x) € ¢(y).Sex =0ey # 0, entdo

¢(x) =0 Cat(y) = o(y).
Sex#0ey # 0, entdo
p(x) = at(x) < at(y) = ¢(y).
Portanto, ¢ é, de facto, isotona.
Como ¢ é isdtona, invertivel e a sua inversa, ¢, é também is6tona, conclui-se, atendendo as Proposi-
coes 0.1.24 e 0.3.6, que ¥ € um isomorfismo de reticulados de (B; A, V) em (p(At(B)); N, V).

Verifique-se, agora, que 1 preserva complementos. Seja X € @(At(B)). Para provar que
y(X') = (X)),
basta mostrar que 1/(X”) € B (o que é 6bvio) e que

YO AYX) =0 e y(X) VY(X) =1

Ora,
Y(X) AY(X) = ¢(X N (Ae(B) \ X))
=y(0)
=0
e

Y(X) vV Y(XT) = (X U (At(B) \ X))
= Y(At(B))

=\/ At(B)
=1
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Verifique-se que, de facto, \/ At(B) = 1. Para tal, suponha-se, por absurdo, que existe um majorante
z de At(B) tal que z < 1. Como (B; A, V) é um reticulado atdmico, entao existe a € At(B) tal que
a<z" Assim,0<a<zAz" oqueéum absurdo.

Portanto, ¢ ¢ um isomorfismo de algebras de Boole, pelo que
(B; AV, ™) = (p(At(B)); N, U,").
Fica, assim, concluida a demonstracéo. O

Corolario 2.2.4 (cf. [2], Corollary, pp. 87-88). Seja (B; A, V, ™) uma dlgebra de Boole finita. Entdo, B

tem 2™ elementos, onde n € N é o numero de dtomos de B.

Demonstracdo. E simples notar que (B; A, V) é um reticulado completo e atémico. Logo, pelo teorema
anterior, (B; A, V,*) = (p(X);N,U,”), para algum conjunto X. Uma vez que B ¢ finito, X ¢ finito.
Assuma-se, sem perda de generalidade, que X = {x1,...,xn}, para certo n € N. Denote-se por 2 a

cadeia de dois elementos {0, 1} e considere-se a aplicacao f : p(X) — 2" definida por

fY) =1, yn),

onde, paracadai € {1,...,n},

1, sex;ey;
Yyi = L
0, caso contrario.

E dbvio que f esta bem definida.

Suponha-se que a aplicacéo f € bijetiva. Entdo o conjunto (X)) tem o mesmo numero de elementos
que o conjunto 2™, tendo este ultimo 2™ elementos. Sabe-se que X tem n elementos, o que significa que
©(X) possui exatamente n conjuntos singulares, os quais correspondem aos atomos de (p(X); N, V).
Logo, como B = (X)), conclui-se que B possui 2™ elementos, sendo n o numero de atomos de B.

Resta, portanto, provar que f é uma aplicacéo bijetiva.

Inicialmente, mostre-se que f € injetiva. Para tal, verifique-se que, para quaisquer Y, Z € p(X),
YCZ & f(Y)C f(2).
Sejam Y, Z € p(X). Entao,
fY)=(y1.....un) e f(Z2)=(21,....2n),

para certos (yq,...,yn), (21,...,2n) € 2". Temse Y C Z se e so se, para cada i € {1,...,n},
xj € Y implicax; € Z;ouseja, Y C Zseesodse paracadai € {1,...,n},y; = 1implica z; = 1.

Assim, Y C Z se e so se

fY)=(y1,....,un) E (21,...,2n) = f(2).
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CAPITULO 2. ALGEBRAS DE BOOLE

Logo, f é um mergulho de ordem de (p(X); C) em (2™;C) e, portanto, f €& injetiva.

Mostre-se, agora, que f € sobrejetiva. Seja w = (wy, ..., wp) € 2™. Considerando
W=A{x;eX|ie{l,...,n},w; =1},

tem-se claramente que
f(W) =w.

Portanto, f é sobrejetiva.

Conclui-se assim o que era pretendido. ]
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