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Resumo

Neste trabalho, sao estudadas algumas questdes relativas a regularidade da solugdo de
problemas de célculo das variacGes e de Lagrange. Como resultado desse estudo, apresentamos
algumas estimativas explicitas para o controlo étimo de alguns problemas especificos. Estas
estimativas s3o ainda utilizadas para derivar um limite para a complexidade de um método de
ponto interior aplicado a um problema de Lagrange convexo.

Além disso, é ainda estudado o problema de rastreio regido pela equacao do calor. Obti-
vemos uma aproximacdo por um problema de otimizacdo de dimensdo finita e, baseando-nos
nessa aproximacgdo, encontramos um limite para a complexidade do método de ponto interior

aplicado ao problema de rastreio regido pela equacao do calor.
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Abstract

In this work, some questions regarding the regularity of solution for calculus of variations
and Lagrange problems are studied. As a result of this study, we present some explicit estimates
for the optimal control of some specific problems. These estimates are used to obtain bound
to the complexity of an interior point method applied to a convex Lagrange problem.

In addition, we study a tracking problem governed by the heat equation. We obtained an
approximation by a finite-dimensional optimization problem and, based on this approximation,
we find a bound for the complexity of the interior point method applied to the tracking problem

governed by heat equation.
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1 Introducao

Os primeiros trabalhos relativos a regularidade Lipschitziana de solu¢Ges de problemas de
célculo das variagdes datam de ha mais de um século [2, 31]. Nos Gltimos anos, os estudos
relativos a regularidade de problemas de célculo das variacdes e de controlo étimo tém-se
intensificado (ver [9, 10, 11, 5, 6, 4, 36]). Ainda assim, ndo temos conhecimento de nenhum
resultado que nos forneca uma estimativa explicita para o controlo 6timo em problemas de
Lagrange. Sob fortes condicGes, conseguimos obter essas estimativas. O método utilizado para
obter essas estimativas é muito semelhante ao que pode ser encontrado em [27, 32| e baseia-se
na equivaléncia entre um problema de Lagrange e um problema de tempo 6timo, sugerida por
Gamkrelidze [12]. A aplicagdo de condigdes necessarias de otimalidade promove a obtengdo das
estimativas explicitas para o problema de Lagrange original.

No caso do problema de céalculo das variacdes, a regularidade Lipschitziana ja tinha sido
provada por Clarke e Vinter em [9]. No entanto, a prova apresentada ndo é construtiva, pelo
que nao foi obtida nenhuma estimativa explicita para a constante de Lipschitz.

Baseando-nos nas estimativas encontradas, derivamos um limite para a complexidade de
um método de ponto interior aplicado a um problema convexo de controlo étimo. Como é
reconhecido da teoria da aproximacdo, a forma de como fun¢bes podem ser bem aproximadas
por fun¢des simples estéd inteiramente relacionado com a sua regularidade [15]. Usamos as
propriedades de regularidade para aproximar um problema convexo de controlo étimo por um
problema de programac3o convexa e obter a respetiva complexidade do método de ponto interior
[20].

Numa segunda fase do trabalho, debrugamo-nos sobre o problema de rastreio regido pela
equacgdo do calor. Vérios aspetos acerca deste problema sdo discutidos em [1, 3, 13, 14, 18,
19, 24, 25, 26, 30, 34]. Este problema pode ser considerado, no ramo da information-based
complexity, como um ramo da Matematica que estuda algoritmos de otimizagcdo e complexidade
computacional de problemas continuos com aplicagdes ao mundo real. Esta teoria lida com a

dificuldade intrinseca de aproximar solu¢des de problemas cuja informagdo é parcial, contami-



nada ou precificada [33]. No entanto, a nossa aten¢do virou-se apenas para o ponto de vista
da teoria da aproximacao.

Em [23], podemos encontrar um estudo do problema de rastreio regido pela equagio do
calor e, em [22], um estudo do problema de rastreio regido por equa¢des parabdlicas, assumindo
que o controlo é definido na fronteira e que tem a forma de uma combinac3o linear de funcdes
de forma.

Neste trabalho, estudamos o problema de rastreio regido pela equacdo do calor, assumindo
que o controlo esta definido no interior do dominio. Usamos a definicdo de solucdo introduzida
e estudada por Ladyzenskaja e sua escola [17]. Isso permite-nos garantir a existéncia de solu¢do
para o problema de rastreio e usar o principio do maximo, a fim de obter uma aproximagao por
um problema de otimizacdo de dimensao finita.

Baseados no nosso teorema de aproximacao, obtivemos ainda um estimativa para a com-
plexidade do método de ponto interior aplicado ao problema de rastreio regido pela equagao do

calor. Esta abordagem aqui considerada é uma alternativa para os métodos de regularizacdo

(ver [16]).



2 Conceitos Basicos

Comecemos por introduzir alguma notac3do utilizada nos pontos seguintes. Representamos
por AC([a, b],R™) o conjunto das fun¢des z : [a, b] — R™ absolutamente continuas. Dado um
vetor © € R™, representamos por |z| a sua norma Euclidiana. O produto interno de dois vetores
x1, T2 € R™ é representado por (x1,z5). A distancia entre z € R" e C' C R™ é denotada por
d(z,C). O fecho convexo de C' é denotado por co C. Representamos o cone tangente a C' em
z por T(C,z) = {v € R"limyo A" 'd(x + Mv,C') = 0}. O cone conjugado de um cone K é
representado por K* = {z* € R"|(z*,z) > 0,2 € K}. O gréfico de uma fungdo multivoca F’

é representado por gr F.

2.1 Problema de Calculo das Variacoes

Consideremos o funcional

() = / L(t, (t), () )dt (1)

onde z € AC([a,b],R™) e L : [a,b] x R" x R™ — R é uma fungdo tal que L(-, z(-),z(-)) é
integravel. A vari4vel t chamamos tempo e a varidvel x chamamos estado. Dado B C R?*",

podemos ainda definir a condicao de fronteira
(z(a), (b)) € B (2)
Chamamos problema de célculo das variacdes ao problema

minimizar: J(z),
sujeito a: (z(a),x(b)) € B.

Consideramos que B é um conjunto fechado. Dizemos que x é uma trajetéria admissivel
se x € AC([a,b],R"™) e L(-,z(-),2(-)) é integravel.

Dado o problema (2.1), representamos por H (t,z, &, ) a fun¢do de Hamilton definida por
H(t,z,&,\) = L(t,x, ) + (\, &). (3)
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Teorema 2.1 ([7]). Seja © uma trajetéria admissivel tal que i é essencialmente limitada.
Assumimos que x é um minimo (local) de J (isto é, J(x) < J(y), para todo y trajetdria

admissivel tal que |x(t) —y(t)| < e, a <t <b, para algum ¢ > 0). Entdo,

1. A fungdo \(t) = —L;(t,x(t),@(t)) € absolutamente continua e a igualdade

d

T La(t (1), 4(8) = La(t, o(t), 2(1))

verifica-se para quase todo a <t < b.

2. A condicdo de transversalidade
(L (b, 2(b), (b)), 2) — (La(a, x(a), i(a)), za) = 0

verifica-se para todo (z,, z;,) pertencente ao cone tangente a B no ponto (x(a), x(b)).

2.2 Problema de Lagrange

Chamamos problema de Lagrange a um problema do tipo

minimizar: J(z,u) = /bL(t,x(t),u(t))dt,
sujeito a: @(t) = g(t, z(t), u(t))
u(t) e U CR™,
(z(a),z(b) € B CR™,
onde g é uma fungao continua no conjunto A x U Chamamos a variavel u controlo e ao par

(x,u) processo.

Dado o problema (4), representamos por H(t,x, 4, A) a fungdo de Hamilton definida por

H(t,x,u, Ao, A) = NoL(t, z, %) + (X, g(t, z(t), u(t))). (5)



Teorema 2.2 ([7]). Seja (x,u) um processo admissivel tal que u é essencialmente limitado.

Assumimos que (x,u) é um minimo (local) de J. Entdo,

1. Existe uma fungdo absolutamente continua A(t), e uma constante Ay > 0 tais que (Ao, \)

nunca se anula e
d\__oH
dt  Ox

para quase todo a <t < b.

t, (), u(t), Ao, A(2))

2. A condigao de transversalidade
(A(b), 2) — (Aa), za) = 0

verifica-se para todo (z,, z,) pertencente ao cone tangente a B no ponto (z(a),x(b)).

2.3 Problema de Tempo Minimo

Seja F' : R™ — R™ uma fun¢do multivoca com valores compactos e Lipschitziana, isto é,

existe £ uma constante positiva tal que
F(Jil) - F(Ig) + ,C’l’l — I2|Bn,

onde B,, representa a bola aberta unitaria de dimensdo n. Consideremos o problema de tempo
minimo

minimizar: T

sujeito a: = € F(z), (6)

2(0) =z, x(T) €S,

onde S é um conjunto fechado e convexo. Seja & € AC(]0,T],R"™) uma solu¢do do problema.
Para cada t € [0,7], consideremos um cone convexo K(t) C T (gr coF, (i(t),z(t))) men-
suravel. Existem varias condicGes necessarias de otimalidade para problemas de tempo 6timo

com inclusdes diferenciais (ver [8, 35]). Para o nosso trabalho, a mais relevante é a proposi¢do

seguinte, que é uma consequéncia de [28, Teorema 5].
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Proposicao 2.3. Existe uma funcdo p € AC([0,T], R") tal que

L (p(t), p(t)) € =K=(t), {p(t), 2(1)) = h > 0;
2. p(T) € (T(S,2(T)))";
3. |p(T)| > 0.

No caso dos sistemas de controlo étimo suaves, a aproximagao seguinte ser escolhida como
o cone K(t). SejaU C R* e f: R" x U — R"™ uma funcio diferenciével em z e tal que o
conjunto f(x,U) é convexo, para todo = € R". Para (z,u) € R" x U denotemos v = f(Z,u)

e C=V,f(&,u), K=T(f(z,U),?). Recordemos a seguinte proposicdo [29, p. 38].
Proposicao 2.4. A inclusdo
{(z,v) e R" xR"|veCx+ K} CT(grf(-,U),(z,u0))
verifica-se.
Recordemos também a seguinte férmula [29, p. 50].

Proposicao 2.5. Seja C' : R" — R™ um operador linear e K C R™ um cone convexo. Ent3o,

verifica-se a igualdade

{(z,v) e " x R" |ve Cx+ K} ={(z",v") € R" X R" | 2" = —=C*"v*, v" € K*}.

2.4 Equacgoes Parabdlicas

Dado um conjunto aberto X C R", denotamos por L,(X,R), 1 < p < oo, o espago das
funcdes mensuraveis em X que satisfazem fX |f|Pdx < o0, por Lo (X, R) o espago das fungdes
essencialmente limitadas e por || - ||z, (x,r), 1 < p < 00, a norma usual em L,(X,R). Seja
um subconjunto aberto, conexo e limitado de R” e T' € R*. Usamos a notacdo (Qr para o
conjunto (0,7") x Q2. Dada uma fungdo F', o seu gradiente e a matriz Hessiana sdo denotados,

respetivamente, por V(F') e V2(F). Definimos ainda os seguintes espacos de Hilbert:
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e W2(Q) é o espago que consiste em todas as fun¢des u € Ly(£2,R) com derivadas gene-

ralizadas u,, e u;,, munido da norma
lullwzi) = lulla@r) + el zo@r) + el 2@ R);

e W, (Qr) é o espaco que consiste em todas as funcdes u € Ly(Qr,R) com derivadas

generalizadas u, e u;, munido do produto interno
(u,v)wzm(QT) = // (uv + ugv, + uvy)dxdt;
Qr

o W,°(Qr) é o espaco que consiste em todas as funcdes u de Ly(Qr,R) com derivadas

generalizadas u,, munido do produto interno

(u,v)W;,o(QT) = // (uv + ugv, )dzdt.
T

Ainda definimos os seguintes espagos de Banach:
e V45(Qr) é o espaco que consiste em todas as funces u € W, "*(Qr) com norma
|ulq, = esssup [|u(t, )| o) + [[tall2rR)
0<t<T
finita;
o V,’%(Qr) é o espaco que consiste em todas as funcdes u € Vi(Qr) tais que
lu(t + At,-) —u(t,-)||L,r) — 0 quando At — 0.

Recordemos os seguintes resultados sobre EDP’'s. Seja C' uma constante positiva. Consi-

deremos o problema

Uy = Cuxm - fa
u(t,z) =0, (t,x)e0,T]x dQ, (7)
u(0,z) = ¥(x).

Seja

Hhe o) = /Qu(tl’ Do(ty, ) dr — / 1 /Qucﬁtda:dt
0
t1 n n (8)
" /0 /Q <CZ Zu%¢wi + f¢> dzdt,

i=1 j=1

7



Dizemos que uma funcdo u € V,°(Qr) é uma solugdo do problema (7) se a igualdade

Hmmwzlyuwmwm

se verifica para todo t; € [0,7], ¢ € W, (Qr) com ¢(t,x) =0, z & Q.

Recordemos os seguintes resultados (ver, [17, ch. 3]).
Teorema 2.6 ([17]). O problema (7) tem uma tinica solucio u € V,"*(Qr).

Seja [|-[|,,. @ norma definida por

T r/q 1/r
lall,, = / (/ al dx) dt :
’ 0 Q

Assumimos que a condicdo
Hf”q,r < M1, (9)

é satisfeita quando ¢ e r satisfazem as condicoes

Loy \
roo2q 4’
2n
qe {—2,2] ,7 € [1,2], paran > 3,
qge (1,2],r €[1,2), paran =2,
4
qe(l,2],re {1,5] , paran = 1.
Teorema 2.7 ([17]). Assuma-se que, para os problemas
Uy = Ouxm - fm7
ult,r) =0, (t,2) € [0,T] x 99, (11)

u(0, ) = ¢ (),

as condicbes (9)-(10) sdo satisfeitas com as mesmas constantes. Assuma-se também que as
funcbes f™ e Y™ convergem para f e 1, respetivamente, nas normas dos espagos a que
pertencem, de acordo com as condi¢cdes (9)-(10). Entdo, as soluges u™ dos problemas (11)

convergem fortemente em V,""(Qr) para a solucdo u do problema (7).

8



Seja U = ([0, 7] x 92) U ({0} x Q).

Teorema 2.8 ([17]). Seja u € V,"°(Qr) a solucdo do problema (7). Se f = 0, ento,

min{O,essUinfu(t,x)} < u(t,x) < max{0,esssup u(t, z)}
U
para quase todo (t,z) em Qr.

Teorema 2.9 ([17]). Considere-se a fungdo I" definida por I'(t, x) =

Para todo t > 0, a igualdade

/n Pt 2)de = 1

verifica-se.

2.5 Método de Minimizacao de Ponto Interior

(4nCty2 P {

Dado um vetor v € R™ e uma funcdo F' : R” — R duas vezes diferenciavel, usamos a

notagdo |||y = ([V*(F)(z)] v, v)"2.

Seja P : R™ — R uma funcdo convexa. Consideremos o problema

Seja I a fungao definida por

F(z,0) = —In(oc — P(z)) — In(e — o) — Z In(K; — 22),

onde & = max, 2, ;-1 () e seja b = (0,1) € R" x R.

VB
1+/p

Consideremos 3 € (0, (3 —v/5)/2) e v > 0 tal que v <

Interior é apresentado na Tabela 1 (ver [21]).

(12)

— . O Método de Ponto



Inicializacdo: Tome ay = 0. Escolha uma precisao ¢ > 0, xg € R" e 09 € R tal

que
||V(F)(x07o-0)||€to,0'0) S /B

Passo k: Faca

i1 = O+
(x.0)

il

(Trs1, 0kr1) = (r, 0%) = [V(F) (@, 00)] 7 (apgrb + V(F) (25, 01)).

Tk, Ok

Pare o processo se

n+1-+

Q.

(B—l—\/n—|—1)5<€
1-p -

Tabela 1: Método de ponto interior

Para encontrar um ponto inicial que satisfaga HV(F)(xo,Uo)H@O o) < B podemos usar um
método auxiliar apresentado em [21].

Seja N o maior inteiro satisfazendo

1+ B8)n+1D)+B+vVn+1)B,
N < 7 5 +1,
8 (“ m)

onde (Z,6) = argmin (F)).

Teorema 2.10 ([21]). O Meétodo de Ponto Interior termina em nio mais do que N passos.

No momento final, obtemos |P(xx) — P(Z)| < €, onde & é a solucdo do problema (12).

10



3 Estimativas explicitas para a Constante de Lipschitz

O estudo da regularidade da solugao de problemas de otimizagdo é de fundamental im-
portancia. Em particular, a regularidade Lipschitziana permite-nos determinar uma classe de
problemas onde o fenédmeno de Lavrientiev ndo ocorre, permitindo-nos garantir que a solucdo
do problema pode ser bem aproximada usando problemas de dimens3o finita.

Nesta seccao, estabelecemos estimativas explicitas para a constante de Lipschitz de um
problema de célculo das variagbes (Teorema 3.8.) e para um problema de Lagrange com ponto
final livre (Teorema 3.13.) usando apenas os dados do problema. Com base nessas estimativas,
derivamos um limite para a complexidade do método de ponto interior aplicado a um problema

de otimizacao convexo.

3.1 Problema de Lagrange

Estudaremos um problema de Lagrange da forma

1
minimizar: J(x,u) :/ L(t,z(t),u(t))dt,
0
sujeito a: @(t) = g(t, #(t))ult), (13)
z(0) =0, z(1)€S,
onde L : R x R" x R™" — R, g é uma matriz de dimensdo n x m, S é o conjunto
{z € R"|Az < b}, onde A é uma matriz de dimensio k x n e b € (RU {o0})*. A condicio
x(1) € S pode ainda ser substituida por (1) = b, fazendo as devidas alteragdes. Obtemos

estimativas explicitas para a constante de Lipschitz em casos especiais deste problema:
1. Problema basico de calculo das variages: ¢(t,x) = 1;
2. Problema de Lagrange com ponto final livre: S = R"™.

Assumimos que as seguintes condi¢cGes se verificam:

11



(C1) A fungdo L(-,-,-) é continuamente diferenciavel e satisfaz a condigdo de super linearidade
L(t,z,u) > 0(|u|) > 0, para todo t,x,u,
onde lim, o 7/0(r) = 0.
(C2) A fungdo L(t,x,-) é estritamente convexa, isto é, existe uma constante p > 0 tal que

L(t,z,u) + (V,L(t,z,u),v — u) + glv —u|? < L(t,z,v), paratodo t,z,u,v.

(C3) Existem constantes £ > 0 e § > 0 tais que

(Vi) L(t, z,u)| < EL(E, z,u) + 0, para todo t,x, u.

(C4) Existem constantes ¢, > 0 e ¢y, > 0 tais que

lg(t,x)| < cg, |[Vuag(t,z)| < cygy, paratodo t,x.

Assumimos ainda que se verifica a condicao:
(C5) Existem constantes £ > 0 e 0 > 0 tais que

|V L(t, z,u)||u| < EL*(t,z,u) + 6, para todo t,z, u.

De facto, a condi¢do (C5) é uma consequéncia das condi¢des (C1) e (C3). Vejamos que, existe
ro > 1 tal que |u] < O(Ju|) sempre que |u| > 7. Sejam & e J; as constantes relativas a
condicdo (C3). Sem perda de generalidade, assumimos que & > 1 e §; > 1. Para |u| > o,

temos
V) L(E, 2, ) [|[u] < (§L(E 2, u) + 61)0(|ul)
< (Lt 7,u) + 0 L(t,x,u)
S ( 1L(t, ZL’,U) + 61)2
<2

EL(t, z,u) + 257

12



Se |u| < rge L(t,x,u) > 1, temos

|V(t7z)L(t, Z, U)HU’ S <€1L<t7 T, U’) + 51)TO

S (fle(ta x, U) + 51)T0'

Finalmente, se |u| <19 e L(t,z,u) < 1, temos

IV ta) L, @, w)[u] < (&L(E =, u) + 01)ro
< (& +d1)ro
< (L2(t, 2, u) + 1)(& + 01)ro.
Assim, basta tomarmos £ = max{1, 2%, (& + d1)ro} € § = max{1, 207, (& + d1)r0}-
Pelas condigdes (C1) e (C2), podemos concluir que o problema (13) tem uma solugdo
& € AC([0,1],R™). Dado (z,u) € AC([0,1],R™) x L*°([0, 1], R™) um processo admissivel do
problema (13) e ro > 0 tal que r/0(r) < 1, sempre que r > ry, consideramos

¢ =ro+ [} L(t,#(t),i(t))dt. Entso, dado M = {t € [0, 1]|[a(t)| < 6(|i(t)])}, temos

c2m+AE@ﬂmmmﬁ>/

mﬁ+/L@ammmﬁ
0,1\ M M

1
z/ rm+/mwmmz/mmm
[0,1\M M 0

uma vez que, para t € [0, 1] \ M, temos 1y > |u(t)|. Assim, podemos concluir que

(14)

|Z(t)] < cgc, te€]0,1].

Consideremos 2 = [0, 1] x ¢,cB,, onde B,, representa a bola aberta unitaria de dimens&o n.

3.2 Equivaléncia com o problema de tempo 6timo

O estudo deste problema seré feito usando, tal como sugere Gamkrelidze (ver [12, Sec. 8]),
a equivaléncia entre (13) e um problema de tempo 6timo, obtido através da introdug3o de uma

nova variavel 7, definida por



Notemos que 7 é absolutamente continua e monétona, uma vez que, de acordo com a condi¢do

(C1), L é estritamente positiva. Assim, a sua inversa, x(7), esta definida e temos

dk 1

dr— L(s(7), a(x(r)), u(x(r)))

Usando as variaveis y(7) = z(k(7)) e w(7) = u(k(7)), obtemos o problema

minimizar: T

sujeito a: (15)
A equivaléncia entre os problemas (13) e (15) é garantida pelo teorema seguinte.
Proposicao 3.1. As afirmagdes seguintes sdo validas:

1. Para cada processo admissivel (z,u) do problema (13), existe um processo admissivel

(k,y,w) do problema (15) tal que y(T') = x(1) e
- /IL(t,x(t),u(t))dt.

2. Para cada processo admissivel (k,y,w) do problema (15), existe um processo admissivel

(x,u) do problema (13) tal que x(1) = y(T) e
- /IL(t,a:(t),u(t))dt.

Demonstracdo. Seja (x,u) um processo admissivel do problema (13) e 7" = fol L(t, z(t),u(t))dt.

Sejam k a inversa da funcdo 7, definida por

T(K) = /0*”» L(s,z(s),u(s))ds, & €]0,1].

A fungdo x é crescente e verifica k(0) = 0 e k(7)) = 1. Consideremos ainda y e w as fungdes
definidas por y(7) = z(k(7)) e w(r) = u(k(7)). Temos y(0) = z(0) =0 e y(T) =z(1) € S.
Além disso, as funcdes ~ e y ainda verificam

dk 1 1

") = T, e, we ) L), (), (7))
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dy del) o dk L gle(r) yr)ulr)
27 = S ) = () ) = Fr I

Logo, (k,y,w) é um processo admissivel do problema (15).

Consideremos agora (k,y,w), um processo admissivel do problema (15). Consideremos a
fungdo (x,u) definida por (z,u)(k(7)) = (y,w)(7). A fun¢do (x,u) estd bem definida, uma
vez que Kk é mondtona e absolutamente continua. Temos z(0) = z(x(0)) = y(0) = 0 e
z(1) =z(k(T)) = y(T) € S. Além disso, da igualdade

dy . dr
ar I(F@(T))%

temos @(t) = g(t,z(t))u(t). Logo, (z,u) é um processo admissivel do problema (13). Além

disso, temos

/0 L(t, (), u(t))dt = /0 L(ﬁ(r),x(m(f)),u(f;(T)));l—fdr: /0 dr =T.
O

Seja f uma constante que verifica a condicdo 5 > §/£, onde § e £ sdo as constantes da

condi¢do (C3). Consideremos a fun¢do multivoca G definida por

_ nly — p __ry(ryw .
Gl = {0 € RX R = b S SR 0

Proposicao 3.2. A fungdo GG assume valores convexos e compactos.

Demonstracdo. Sejam (v;,m;) € G(k,y), i = 1,2. Existem p; € [0,1] e w; € R", i = 1,2, tais

que
U = pi ) n, = pZy(K,y)wz 3 1= ]-7 2.
L(l{vyv wl) + ﬂ L(Iﬁya wz) + 6
Vamos mostrar que, dados i,y ndao negativos tais que a; + as = 1, se tem

a1 (v, 1) + az(v2,m2) € G(k,y). Sejam

o — Q101 < 101 Qo 02 )_1
! L(K7y7w1>+ﬂ L(’iuy)wl)—i_ﬁ L(H7y7w2>+ﬁ

o — Q22 < a1p1 Qa2 )1
2 L</€>y7w2)+5 L(/f,y,QUl)“‘ﬁ L(K'>y7w2>+ﬁ .
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Obviamente o}, o, > 0 e o + o), = 1. Tome-se w = ajw; + ayw,. Considerando

_ a101 Qo P9
. (L(’%’yﬂwﬁ + B * L(k,y,ws) + ﬁ) (L(k, y,w) + ),

obtemos

VT - Qo — a1 01 [65Y%) _ p
PETTEE T Ly w) + B L(k,y,ws) + 8 L(k,y,w) + B

apig(k,y)wr | aepag(k,y)ws
ot = ) + B Lir,y,ws) 1 0

a1p1 Qa2 / ,
B T R, a Wy + aLw
(L(n,y,w1)+ﬁ L(ﬁ,y,w2)+5) 9(r,y)(ahws Hw2)

_ (L( 101 4 Q202 )g(li,y)w

"{ay7w1>+ﬁ L(K,y,l[]g)‘l‘ﬁ

_ pg(kyw
L(k,y,w) + B

Assim, para mostrar que G(k,y) é convexo, basta mostrar que p € [0, 1]. Ora, uma vez que L

é convexa, temos L(k,y,w) < o L(k,y,w1) + o4 L(k,y,ws) €, assim,

p= (g O (L) +

"iayawl)—i_ﬁ L(’i7y7w2)+6

101 QP2 , ,
= T ay L K,Y,w1) + « L K,Y,Ws) +
B (L(Ii,y,wl) + 5 L(k,y,ws) + ﬁ) (a1 L(k, y,w1) s L(k,y, w2) + B)

= a1p1 + QP2
< a1 + Qo
=1.

Portanto G(k,y) é convexo.

Vamos agora mostrar que G(k,y) é compacto. Da condi¢do (C1) temos

_lwl 0 e Gty (16)

1
ST R T ey

Seja

(0, 74 = ( Pr prg (K, y)wi )
ol L(K%yawk)—i_ﬂ’L(K/ayawk)—i_ﬂ ’
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onde wy € R" e py € [0,1], uma sucessdo em G(k,y) convergente para um ponto (v, 7).
Se a sucessdo wy € limitada, entdo a sucessdo (wy,px) tem uma subsucessdo convergente.
Passando ao limite, temos (vg,10) € G(k,y). Por outro lado, se wy, ndo é limitada, entdo tem
uma subsucess3o que converge para infinito. Das desigualdades (16), concluimos que (v, %)
converge para (0,0). Logo, (vg,m0) = (0,0) € G(k,y). Portanto G(k,y) é um conjunto
fechado. Também de (16) concluimos que G(k,y) é limitado. O

Suponhamos que se verificam (C3) ou (C5).
Proposicao 3.3. A fungdo GG é Lipschitziana no conjunto ().

Demonstracdo. Sejam (k1,y1) e (k2,y2) dois pontos em 2. Dado o ponto

(v1,m) = Z(-J/z;;igg(/’?;%l:_w; € G(k1, ),

consideremos o ponto

(P, pg (2, yo)w)
L(ka, yo, w) +
Uma vez que 5 > 0/¢, da condi¢do (C3) ou (C5) temos

(v2,m2) = € G(ka,12).

1
— < Vits _ _
|U1 U2| > )\rg[%’}ﬁ (t, )L(Alil I (1 — )\)/‘62,)\?/1 T (1 — /\)y%w) T3 (|’€1 ’i2| + |y1 y2|>
IVita) L(Ak1 + (1 = N)kg, Ayr + (1 = Ny, w)|
= max (|m1 = ma| + |y1 — v2l)

xel0,1] (L(AR1 + (1 — N)k2, Adyr + (1 — Nya, w) + 3)?

< %um—@mm—ym

g(Ak1 4+ (1 = X)kg, Ayr + (1 = Nyo)w
L(>\I€1 + (1 — )\)KZQ, )\yl + (1 — )\)yg, UJ) —+ B

|m — 2| < max

A€[0,1] (|1 — 2| + |y1 — y2l)

Vit

< (gcvg + (1 + %) fcg) (|1 — Kol + 1 — wal),

onde
)
=sup ——,
=S ey T A

portanto, GG é Lipschitziana no conjunto €. ]
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Seja (Z,1) uma solugdo do problema (13). Pela primeira parte da Proposicdo 3.1., existe

um processo (K, §,w)(T),T € [O,T], do problema

Consideremos

Ao = sup L(t,z,0),

(t,x)eN
Ay = sup |V,L(t,z,0)
(t,x)eN
e
o(r) = sup  ((V L(t,x,u),u) — L(t,x,u)).

(t2)€Q, |ul<r

A proposi¢do que se segue é uma consequéncia imediata da condigdo (C2).
Proposicao 3.4. A desigualdade
“ Ao — Adfu| + g\uP < Lt,z,u), ()€, (17)

verifica-se. A fung¢do o(r) tende a infinito quando r — oo.
Demonstracdo. A desigualdade (17) é uma consequéncia de

L(t,z,0) + (V,L(t,z,0),u) + g|u]2 < L(t,z,u).
Além disso, pela condi¢do (C2) temos

L(t,z,u) — (V,L(t,x,u),u) + g]u\Q < L(t,x,0).

Portanto,

%“2 — Ny < o(r).
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Seja @ > 0. Pela segunda parte da Proposicdo 3.4. existe 0 < Ty < 1 tal que
g =o((c+a)/Ty) > /¢ Consideremos

r
=sup ———,
1 7">%) H(T) _’_B

5= elevgteg&)n(c+Top) (18)

Ay = sup L(t, z,u).
(t,2)€Q, [ul=Y+a

Seja o > 0 tal que

r (0%

max{f(r), 512 — Ayr — Ao} + 3 = Ay + 58’ (19)

sempre que 7 > p.
No que se segue, usaremos a notac3o L(7) para representar L(i(7), (1), 1w (7)) e §(r) para

representar g(k(7), y(7)).

3.3 Problema de célculo das variagcées: g(t,x) =1

Nesta subseccdo, estudaremos o problema de célculo das variagdes

minimizar: J(z, 1) :/0 L(t, x(t), &(t))d, (20)

sujeito a: z(0) =0, =z(1) €S,

Seja Z uma solugdo do problema (20). Consideremos & a funcdo inversa de
T(k) = f;L(S,i(S),f(S))dS e y e w as fungdes definidas por ¢(7) = z(k(7)) e
Ww(t) = 2(k(1)), respetivamente.

Suponhamos que as condi¢des (C1)-(C4) se verificam.
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Proposicao 3.5. Existe uma fungcdo ndo nula (q,p) € AC(|0, T], R x R") tal que

dg, . (q(7) + (@(7),p(7))) Le(7) o1

7" Loy +pp )

dp . _ (a(r) + (@(7), p(r)) Val(r)

a7 (L(r) + B)> ’ 22
p(7) (q(m) + <l§(7),p(7)>)Vui(T> _0 (23)

L(T)+ (L(r) + B)? ’

a(r) + (@) p(M) _ ) (2)

Demonstracdo. Da segunda parte da Proposicdo 3.1., podemos concluir que (%, 7, w) é uma

solucdo do problema

minimizar: T,

), (Lu()
i ) T T,y () 1 B (25)

(r,9)(0) = (0,0) (k,y)(T) € (1,5).

sujeito a:

O problema de tempo 6timo

minimizar: T,

d(x,y)
d

T

sujeito a: (1) € G(k,y), (26)

(r,9)(0) = (0,0) (k,y)(T) € (1,5).

também tem uma solugcdo (%,7). O Lema de Filippov garante-nos que existe uma fungdo

mensuravel (p, ) tal que

Aplicando as Proposicdes 2.3.-2.5., podemos ver que existem (g, p) € AC([0,T], R x R"), uma
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funcdo ndo nula, e uma constante h > 0 tais que

dg a0 alr) + (), p()) Lu(E (), 5(7), (7))
a7 (L(#(r), 5(7), @(7)) + B)? | 27)
7y - BOA(r) + 45) ) Ve L) 5 ) 28)

7”5 pe[0,1, we R (29)

pr)p(7) _ P()(a(7) + (w(r), p(1))) Vu L(K(T), §(7), 0 (7))
L(&(7),y(7),w(T)) + B (L(R(7), 4(7), w(7)) + B)?

Se d(&,y)/dt = (0,0) num conjunto de medida n3o nula, entdo A = 0. Nos pontos onde

=0. (30)

p(1) > 0, como ¢(7) + (w(7),p(r)) = 0, da condi¢do (30), obtemos p(7) = 0 e, por con-
seguinte, ¢(7) = 0, o que é uma contradigdo. Logo, p = 0 em quase toda a parte, o que é
impossivel. Assim, d(&,§)/dr # (0,0), em quase todos os pontos 7 € [0,7]. Portanto, as
condi¢cdes (27)-(29) sdo satisfeitas e 5(7) > 0 em quase todos os pontos 7 € [0,7]. Logo,
h > 0, uma vez que a igualdade h = 0 implica, como acima, (¢,p) = 0. De (29) obtemos
p = 1. Assim, podemos identificar as trajetérias (k,7)(-) e (R,7)(-). Ambas sdo solugdo
do problema de tempo 6timo (26) e satisfazem as condi¢des de otimalidade (27)-(30) com

5=1. 0
Proposicdo 3.6. Se ¢(7) < 0, entdo |w(T)| > (c+ )/ To.

Demonstracdo. Multiplicando (23) por w(7), obtemos

(L(r) + B)(ib(7), p(7)) = (a(r) + (@(7), p(r))(VuL(7), @(7)). (31)

Uma vez que ¢(7) < 0, por (24), temos (w(7),p(7)) > 0. De (31), temos
), p(7)

(V) i(r)) = —LOLOD oy 4 g5 iy 4o

q(r) + (@(7), p(7))

e, portanto,

B <AVuL(r), () — L(7) < o(Jio(7)]).
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Assim, obtemos

()] = 0 (8) = o~ (a (C;OC“)) -te

O]
Proposicao 3.7. Se q(11) =0 e q(r) <0, 7 €)1y, 7, entdo |q(7)|/|p(T)| <7, T € [11, ).
Demonstracdo. Uma vez que ¢(7) < 0, 7 €]71, 2], temos
o) + 0Py o] _
p(M|(L() + B) — O(lw(n)]) + 5
Da desigualdade anterior, de (21) e da condigdo (C3), temos
'dQ(T) < la@) + @), pO)IL()] nlp(7)] 171G nelp(7)].
dr (L(7) + B)? L(r)+p
sempre que T € [11, T3]. De modo anélogo, temos
dp(7)
< .
‘ o | < &nlp(7)]
Daqui, obtemos
A la(m)| |dQ(T)/dTHp(T)!+|g(7)\|dp(T)/dT| <¢n (1+ |Q(7')|).
dr |p(7)| |p(7)] |p(7)]
Uma vez que ¢(71) = 0, aplicando o Lema de Gronwall, temos
|Q(7-)| < 6577(7'2—7'1) —1. (32)

Note-se que
I%(TQ) . A . X
To — T = / (L(t,z(t),a(t)) + B)dt < c+ (k(12) — k(11))0,
&(T1)
e k(p) — k(1) < Tp. De facto, uma vez que ¢(7) < 0 no intervalo |11, 7| e t € [A(11), £(T2)],

pela Proposicao 3.6. temos

c+«

0

> c+a.

Assim, a desigualdade (1) —~(71) > Ty contradiz (14). Logo, o —71 < ¢+ 7. Combinando

isto com as condi¢des (32) e (18), obtemos o resultado. O
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Teorema 3.8. A desigualdade

. 2 A A2+ 8ul
|i(t)’§€:max{07 ;_L(Ao—i_ﬁ)’ L 2’;+ a 0}

verifica-se para quase todo t € [0, 1].

Demonstracdo. Consideremos 7 € [0, 7] de tal forma que ¢(7) > 0. Da condicdo (C2), temos

L(7) = (VuL(r), () + S[i(7)? < Ao.

Daqui e da igualdade (31), obtemos

By g 6
Al < 8= L(r) + (Vuir), i) = Ao = Lr) + SO0y 1
Se (w(7),p(7)) > 0, entdo concluimos
Cho(r)? < Ao — L(r) + L(7) + 8= Ao+ 8
e, portanto,
| (7)| < . 2 (8o + ). (33)
Se (w(7),p(T)) <0, entdo, pela Proposicdo 3.4., temos
Sl(m)? < Ao = L(r) < 280 + Aafad(7)] = S[ad(7)
e, portanto, obtemos
hwﬂ§M+V$+mm. (34)

Consideremos agora 7 € [O,T] tal que ¢(7) < 0. Note-se que a condi¢do ¢(7) < 0, para
todo 7 € [0, 1] é impossivel, uma vez que, neste caso, pela Proposicdo 3.6., teriamos

c+«

0

a(t)] = [ (7())] =

> c+ a,

0 que contradiz a desigualdade (14). Uma vez que ¢(7) < 0, pela Proposi¢do 3.7.,

q(T) > —7|p(7)|. Pelo principio de maximo (23), temos

g(r) + (@(n),p(7)) o _4(r) + (3 + ) {p(7)/Ip(7)], p(7))
L(r)+ B — L(&(7), 9(7), (7 + )p(7)/Ip(T)]) + B (35)
alp(7)] S ()]

- L(#(7),9(7), (Y + )p(7)/Ip(T)]) + B~ Mo+ B
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Uma vez que ¢ > 0 é um nimero tal que, para todo r > ¢ a condi¢do (19) se verifica, se

tivermos |w| > o, ent3o, pela condicdo (C1) e pela Proposicdo 3.4., obtemos

q(1) + {w,p(1))  _ wllp(7)| alp(7)]
L(t(7), 9(r),w) + B~ max{f(jw]), flwl* = Asw| = Ao} + 5~ Ao+ 5

Ora, pela desigualdade (35), podemos ver que w # (7). Portanto,

w(7)| < 0. Combinando

isto com as desigualdades (33) e (34), obtemos o resultado. O

Corolario 3.9. Se L ndo depende da variavel t, entdo

: 2 A+ /A3 + 8l
|§;(t)|g£:max{ o (Ro+8), Lt 2;* . 0}

para quase todo t € [0, 1].

Demonstracdo. Uma vez que L n&o depende da variavel ¢, da condi¢do (21), temos dq/dr = 0.
Logo, g é constante. Como vimos anteriormente, n3o é possivel ter ¢ < 0. Logo, ¢ > 0. Assim,

a prova deste Corolario coincide com a prova do Teorema 3.8., para ¢ > 0. O]

Exemplo 3.1. Sejaw > 1/2. Consideremos o problema

! 1
minimizar: / (m’Q(t) + —) dt,
0 ! (36)

sujeito a: z(0) =0, z(1) =w,

cuja trajetdria étima é i(t) = wt. Tomando 6(r) = r* + 1/4, temos ry = 0, uma vez que
O(r) > r, para todo r > 0. A condigdo (C2) é satisfeita com |1 = 2 e as condi¢cdes (C3) e
(C5) sdo satisfeitas para quaisquer valores de e ¢ positivos. Usando & como uma trajetéria
admissivel, obtemos ¢ = w? + 1/4. Temos ainda Ag = 1/4, A; =0 e o(r) = r? — 1/4. Pondo
To = 1, temos 3 = (w? + 1/4 + a)* — 1/4. Desta forma, a estimativa obtida pelo Corolario
3.9. éw?+ 1/4+ . Para valores de o suficientemente pequenos, o erro cometido por esta

estimativa é aproximadamente w + 1/(4w) — 1, sendo aproximadamente 0, quando w = 1/2.
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3.4 Problema de Lagrange com x(1) livre
Consideramos agora o problema

minimizar: J(x,u) :/0 L(t,x(t), u(t))dt,

sujeito a: @(t) = g(t, z(t))u(t),

z(0) = 0.

Seja (Z,4) uma solugdo do problema (37). Consideremos 4 a fungdo inversa de
(k) = [y L(s,2(s),a(s))ds e § e w as fungdes definidas por §(r) = @(k(7)) e

w(7) = u(k(7)), respetivamente.

Proposicdo 3.10. Existe uma funco ndo nula (¢,p) € AC([0,T],R x R") tal que

s ) _ GO0 | 6lr) £ G )
dr L(t)+ 8 (L(7) + B)

;l_p(T) _ _{Veg(m)o(n),p(r)) | (a(7) + {g(7)(r) p(z)))VxL(T) (39)

T L(r)+ B (L(1) + B)

p(T) =0, (40)
g (rp(r) _ (a(7) + {(g(0)o(7), p(r)))VuL(T) _ (41)
L(t)+p (L(1) + B)?

o) + @i P _, )

L(r)+ 5

Demonstracdo. Da segunda parte da Proposicdo 3.1., podemos concluir que (%, 7y, w) é uma

solucao do problema

minimizar: T,

dr9) | (Lgln(r).y(n)ulr)
ar 7T L.y, w() + B )

)
(r,9)(0) = (0,0) w(T) =1.

sujeito a:
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O problema de tempo 6timo
minimizar: 7T
sujeito a: d(g;y) (1) € G(k,y), (44)
(r,9)(0) = (0,0) (T) = 1.

também tem uma solugdo (%,y). O Lemma de Filippov garante-nos que existe uma fungdo

mensuravel (p, ) tal que

Aplicando as Proposi¢des 2.3.-2.5., podemos ver que existem (q,p) € AC(]0, T], Rx R"™), uma

funcdo ndo nula, e uma constante h > 0 tais que

da\__p0)aE().5(r)il) ()
ar L(#(7),5(r), (7)) + 5 )
L Pa(r) + (g(F(r), 5 (). PO Ll (). (7). (7))
(LR 5). () + B
o P (Vag (). 5(0) (7). plr)
ar L), 5(r), 5(7) + .
AT () + (95 (). 5)(r). o)) Vo LUE(). 3(7). ()

’ SN g (48)
pla(7) +{g(K(7), §(7))w, p(7))) -
R 7GR R e B
Da condi¢cdo de maximo (48), temos
p(1)g"(R(7), 5(7))p(7)
L(#(7), y(7),w(7)) + B
(49)

Se d(&,y)/dt = (0,0) num conjunto de medida n3o nula, entdo A = 0. Nos pontos onde

p(1) > 0, como ¢(7) + (g(~(7),y(7))w(7),p(r)) = 0, das condigBes (46) e (47), obtemos
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p(T) = 0 e, por conseguinte, ¢(7) = 0, o que é uma contradigdo. Logo, p = 0 em quase toda

a parte, o que é impossivel. Assim, d(&,y)/dT # (0,0) em quase todos os pontos T € [O,T].

Portanto, as condicdes (45)-(48) sdo satisfeitas e /() > 0 em quase todos os pontos 7 € [0, T7.

Logo, h > 0, uma vez que a igualdade h = 0 implica, como acima, (¢, p) = 0. De (48) obtemos

p(1) = 1. Assim, podemos identificar as trajetérias (k,7)(-) e (K,9)(-). Ambas s3o solugdo

do problema de tempo 6timo (44) e satisfazem as condi¢des de otimalidade (45)-(49) com

p=1

Proposicao 3.11. Se ¢(7) <0, entdo |w(7)| > (c + a)/Tp.

Demonstracdo. Multiplicando (23) por w(7), obtemos

(L(r) + B)(g(r)(r), p(7)) = (a(r) + (§(r)e(7), p(7)))(VuL(7), d(7)).

Uma vez que ¢(7) < 0, por (24), temos (w(7),p(7)) > 0. De (31), temos

@) e
R (T o A

e, portanto,

Assim, obtemos
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Proposicao 3.12. Se q(m1) =0 eq(7) <0, 7 €]m, ], entdo |q(7)|/|p(T)| <7, T € [11, T2).

Demonstracdo. Uma vez que ¢(7) < 0, 7 €]71, 2], temos

q(r) + (g(r)a(7),p(1)) _ _ colio(7)] < e
p(OI(L(r)+8)  ~ @) +8 77

(i) po)] sl
pOIET) +5) — da@)+8 = "

Das desigualdades anteriores, de (38) e da condi¢do (C3), temos

‘ dg(7)
dr

~

< !<gt(TA) W(7),p(7))] N ((J(T)+(Q(TA)@(T)W(TD)\M(T)!
B L(t)+ 8 (L(1) + B)?

|Li(7)|

L(r)+ 8

< cygnlp(T)] + cgnlp(7)|

< (evg + cg€)nlp(T)],
sempre que T € [Ty, T3]. De modo anélogo, temos

dp(7)
dr

< (evg +cg&)nlp(7)].

Daqui, obtemos

d o) _ lda()fdrllp(r)] + la()dp(r)ar| _ ()
ar lp(r)] = GIE < (eoy 9’5)”(” )

Uma vez que ¢(71) = 0, aplicando o Lema de Gronwall, temos

|CI(T)| < elevgteg@n(rz—m1) _ 1 (51)
Ip(7T)| —

Note-se que
/(T2) . . . R
i = / (L, 2(t), (t)) + B)dt < ¢+ (A(rs) — k(m))B,
R(1)
e (1) — k(1) < Tp. De facto, uma vez que ¢(7) < 0 no intervalo [11, 72| e t € [£(71), R(T2)],

pela Proposicao 3.11. temos

c+ «

0

ja(t)] = |w(7 ()] =

>c+a.

Assim, a desigualdade (1) —~(71) > Ty contradiz (14). Logo, o —71 < ¢+ 7. Combinando

isto com as condi¢des (51) e (18), obtemos o resultado. O
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Teorema 3.13. Se g ndo depende da varidvel x, entdo a desigualdade

A1—|— \/A2—|—8[LA0}

2
la(t)] < €= max{\/; (Ao + 8) (1 +78),
verifica-se para quase todo t € [0, 1].

Demonstracdo. Se q(t) > 0, ent3o, de forma analoga a demonstracdo do Teorema 3.8., temos

()] Smax{@/%(Ao—{—ﬁ),Ale V;fg’mo}. (52)

Consideremos agora 7 € [0, 7] tal que ¢(7) < 0. Multiplicando (41) por (), obtemos

A

(G(r)(r), p(r))(L(7) + B) = (a(7) + {§(r)@(7), p(T))(VuL(7), (7).

Usando a condigdo (42), podemos reescrever esta igualdade como

(G(r)i(r),p(r)) = (V. L(7), @(r)).

Combinando com (42), temos

q(1) + @<Vui(7), w(r)).
L(t)+ 3

Da condigdo (C2), obtemos

&}Z) = IA/(T) + 8- <Vui(r),w(7)> < Ay — g|w(7_)|2 + 8.

e, portanto, uma vez que, pela Proposi¢do 3.7., —q(7) < ¥|p(7)|, temos

=

p(7)]
-

—UA}(T)‘zSAO—i-ﬁ—&;)gAO-Fﬁ—F

[\

Pela igualdade (39) e pela condigdo (C3), obtemos

Ap(Ol/h _ 1{a(r) + @) pONVLE] _ Vb _
i = (Lir) + 6y E(r)+6

e, uma vez que p(T) = 0, temos |p(t)|/h < T¢€. Para estimar T, consideremos &, uma solucdo

do problema
dk 1
= T I 005 (53)
k(0)=0

29



e y=0. O par (i, ¥) é uma solugio do problema (44) num intervalo [0, 7], onde T é tal que

%(T) = 1. Assim, uma vez que

T = /0 (L(R(7),0,0) + B)dr < /0 (Ao + B)dr = Ao + 5,

temos

T<T<AMA+5,

o que completa a prova. ]

Teorema 3.14. Se L e g ndo dependem da variavel t, entdo a desigualdade

Ay + /A2 A
Iﬁ(t)\éﬁzmaX{\/z(AoJrﬁ), T }

verifica-se para quase todo t € [0, 1].

Demonstracdo. Uma vez que, neste caso, o problema é auténomo, a condigdo (38) é equivalente
a dq/dr = 0. Assim, da Proposi¢do 3.11. e da desigualdade (14), podemos concluir que ¢ é
uma constante positiva. Assim, a demonstracao deste teorema é anédloga a demonstragdo do

Teorema 3.8., com ¢ > 0. O]

3.5 Limites para a Complexidade
Consideremos agora que g = g(t), isto &,

minimizar: J(x, ) :/0 L(t,z(t),z(t))dt,

sujeito a: #(t) = g(t)u(t), (54)

Assumimos que |u(t)] < ¢, t € [0,1]. Assumimos também que a fungdo L é estritamente

convexa nas variaveis (z,u), isto é,

L(t, Ty, U1> + <VxL(t, SCl,Ul),IQ — 371> + <VUL(t, Ty, ul),ug — U1> ( )
55
+ g(|a:2 — x1]2 + |ug — u1|2) < L(t,x9,us), paratodo t,xy,xs,uy,us.
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Seja
K; = max |V(t7z,u)L(t,:C,u)|.

te[0,1],|z|<lcg,|u|<Ll

Para estudarmos a complexidade do Método de Ponto Interior aplicado ao problema (54), vamos

considerar o problema discreto
1
minimizar: J(z, &) = / L(t,z(t),2(t))dt,
0

sujeito a: #(t) = g(t)u(t), w € Uy,

z(0) =0, (1) €S,

(56)

onde Uy C Loo([0,1], R™) denota o conjunto de todas as fun¢des constantes por partes u(-)

que tomam valores u(t) = u(rk), t €|tk,7(k+1)], k = 0,N —1, 7 = 1/N e satisfazem

|u(t)| < £. Obviamente, este problema tem também uma solugdo (Z, ).

Seja F : Uy x R — R a funcao definida por

Flu,0)=—1In (o - (e tg(s)u(s)ds,u(t) dt ) —In(G — o)
(=[] ))

— Zklln <bi — (A /01 g(S)U(S)ds) (i)> — i In(¢* — (uW(7k))?),

(57)

i=1 k=0
onde
1 t
6= L(0,0,0) + K (1 +((1+¢,)) > {Ilnflii(é}/ 3 (t/ g(s)u(s)ds,u(t)) d.
ullul<t} Jo 0
Sejam 8 € (0,(3 —/5)/2) e vy > 0 tal que v < 1%—5.
Teorema 3.15. Sejae > 0,
N> 2(2 + Z(Cvg + 209))KL
8 )
e
— (&,6)
N > 71— 28)e +1, v=(01).

ln(l—i— 7 )
B+ VEk+mN +1
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O Meétodo de Ponto Interior encontra um controlo admissivel o € Uy

() = /0 o(s)ii(s)ds

e a respetiva trajetoria

satisfazendo
1
| (@ea0),5(0) - Lt 0. a0) at| < <
0
e
! 2
| o = a0 + fate) ) de < ==
0
em, no maximo, N iteraces.
Demonstracdo. Seja z(-) € AC([0, 1], R") a fun¢3o definida por
z(0) =0,
1 t (k+1)7
() = B(kr) + © / o(s)ds / iu(s)ds, (58)
T Jkr kT
telkr,(k+1)71), keO,N—1, 7=1/N.
Por inducao, temos
[Z((k +1)7) = 2((k + 1)7)|
1 (k+1)7 (k+1)T (k+1)T
< |z(kT) — 2(k7)| + —/ g(s)ds/ u(s)ds —/ g(s)u(s)ds
T Jkr kT kT
(k+1)7 1 (k+1)7 (k+1)7
= |z(kT) — Z(kT)| + / —/ g(r)dra(s)ds — / g(s)u(s)ds
kT T Jkr kT

(k+1)7 (k+1)7
—latkr) —atkn) < | [ 2 [ ) = godri(s)as

< |z(kt) — z(kT)| + ETQCVQ,

e, portanto, |z(k7) — Z(kT)| < flreyy, K € 0,N—1. Notemos também que, se

t € [kT,(k+1)7), entdo

¢ (k+1)7
z(t) = z(kT) + l/ g(s)ds/k u(s)ds

T Jkr

1 t (k+1)T
=z((k+1)7)+ —/ g(s)ds/ "
(k+1)r k

T



Assim, se t € [k, (k+ 3)T), temos

7(6) — #(0)] < [#(hr) — (k7)) + |

1 t (k+1)7
<Irey,+ —/ g(s)/ (u(r) —u(s))drds
T Jkr kT
1 (k-i—é)T (k+1)7
<Utcy, + —/ cg/ 20drds
T Jkr kT

=l1eyy + 1cy

e, set€[(k+3)r, (k+1)7), temos

(1) (1)
t (k+1)T t
< ol 1)) i+ )0+ | gt [ is = [ it
1 t (k+1)T
(Teyg + |— s w(r) — u(s))drds
<treyt |2 [ o) [ G0 i)

= lTcyy + UTcy.
Logo, |Z(t) — 2(t)| < lr(cvy + ¢,4), t € [0,1]. Uma vez que a fungdo L(t,x,-) é convexa e
continua, e que a fungdo L(-,-,u) é Lipschitziana com constante K, no conjunto {(¢,x,u) |

L ke

t € [0,1],]z| < legy, |u] < £}, tomando a(t) = @(s)ds, temos

TkT

1 N-1  a(kt+1)r 1 [k+DT
/ L(t, z(t), u(t))dt = / Lt z), - / a(s)ds | dt
0 0 kT T Jkr

N-1  (k+1)r 1 (k+1)7
< Z / L | kr,z(kT), —/ a(s)ds | dt + TKp(l(cyy + ¢g) + 1)

T Jkr

N-1 o(k+1)r 1 (k+1)7
<> / ‘/ L(kr, &(kr), i(s))dsdt + 7K1 ({{cwy + ¢g) + 1)
k

k=0 kT T T
N-1 (k4+1)r
-y / L(kr, & k), a(0))dt + 7K1 (E(cwy + ¢g) + 1)
k=0 kT
N-1  o(k4+1)7
<Y / L(t, 2(8), a(t))dt + 7K1 (L(cg, +2¢,) + 2)
k=0 kT
1
= L(t,z(t),a(t))dt + TKL(l(cyy + 2¢4) + 2).
0
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Uma vez que (Z,u) é uma solugdo do problema (56), temos

/01 L(t, (1), a(t))dt < /01 L(t, (1), a(t))dt < /01 L(t (1), a(t)dt,

e, portanto, obtemos

/0 L(t, (1), a(t))dt — /0 L(t,a?(t),ﬁ(t))dt)STKL(K(cvg+2cg)—l—2).

Pela desigualdade

N> 2(2 + l(cvg + 209))KL’
9

temos

/01 L(t, z(t), u(t))dt — /01 L(t,f(t)7a(t))dt' <

Usando o Método de Ponto Interior, encontramos u € Uy tal que

i(t)z/o g(s)u(s)ds.

é uma solugdo admissivel para o problema (56) e que satisfaz

/OIL(t,i(t),ﬂ(t))dt — /01 L(t,j;(s),ﬁ(t))dt‘ <

Portanto, temos

1 1
/ L(t,i;(s),ﬁ(t))dt—/ L(t,ﬁc(t),ﬁ(t))dt’ <e.

0 0
Uma vez que |4| < ¢ podemos usar as condigdes de otimalidade (Teorema 2.1.)
d

EVHL(t, 2(t),u(t)) = Vo L(t, 2(t), u(t)), (59)

(Vo L(1,2(1),a(1)),z— 2(1)) >0, z€S.

De (55), obtemos



Ora, integrando por partes o terceiro termo do lado esquerdo da desigualdade e usando as

condi¢des (59), obtemos

1 9 1 1 9
/ (z(t)—z(t) P +|ut) —a)P)dt < = / L(t, (t), u(t))dt — / L(t,2(t),a(t))dt| < =e.
0 H1Jo 0 2

O ndmero de iterages necessarias é obtido pelo Teorema 2.10. [
Exemplo 3.2. Consideremos novamente o problema (36), com w = 1/\/§
! 1
minimizar: / (w'Q(t) + —) dt,
0 4
eito a: 2(0) = 0, (1) = —
sujeito a: x(0) =0, z(1) = —.
/ V2
Neste caso, temos K, = 2{. Usando a estimativa do Corolario 3.9, temos { = 3/4.
Seja
! 1 R, 1 N-1
Flu,0) =—1In (a % Zui — Z) —In(6—0)—In (N up — E) — Zln(@_ui),
k=0 k=0 k=0
onde u = (ug,- - ,uy_1) e d = 4.

Sejam 3 = 1/9, v = 5/36 e ¢ = 107, Usando N = 15, obtemos a solucio
u = {0.7071}'°, ao fim de 364 iteracSes. A estimativa para o nimero maximo de iteracées,

neste caso, é 1189.
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4 Problema de Rastreio

Nesta seccdo, estudaremos a complexidade do método de ponto interior para o problema

de rastreio regido pela equagao do calor.

4.1 Enunciado do problema

Sejam 0 € V,"°(Qr)NLoo(Qr, R) € p(0) = |0(t, 2)—0(t, x)|>. Consideremos Q; € W3(1Q),
j=1m, K; >0,j =1meb € Ly(Q,R). Assumimos que (); pode ser prolongado
continuamente a R" fazendo Q;(z) = 0,z ¢ Q e que 6, satisfaz a condigdo de compatibilidade

Oo(z) = 0,2 € 9. Fixemos 0 < C' € R. Consideraremos o problema de rastreio

minimizar: J(0) = // o(0(t, x))dzdt, (60)

m )

sujeito a: 0,(t,x) = CO,,.(t,x) + Z Q;(x)q;(t),
j=1

O(t,z) =0, (t,z)€[0,T] x 0N, \ (61)
0(0,z) = Op(x),

2;(0) =0, ¢l ®) < Kjo  j=1,m,)
onde (6,q1,- - ,qm) pertence ao espaco V,"(Qr) x (AC([0, T],R))™.

Seja A a fungdo definida por

A(tv Z,qy,- - 7qj) = \/0 \/Qr(t - T,T = 5) (Z Q](g)QJ(T)> dngv (62)

|z ]?
— e [
(4mCt)n/? P act
siderar também o problema auxiliar

onde I'(t,x) = } Ao longo da resolucdo deste problema, iremos con-

0°(t,x) = —A(t,z,q1, -+ ,q;), (x,t) €[0,T]x 09,

q] O) = 07 HqJHLoo((OvT)vR) S KJ’ j = ’m7

36



4.2 Resultados Principais

Vamos necessitar dos seguintes resultados no que se segue.

Lema 4.1. Sejam (0, q1, - , qm) € V3 °(Qr) x (AC([0,T],R))™ funcdes que satisfazem (63).

Entao, a desigualdade

> Qi

J=1

16012z < max{ 100ll,_ T

verifica-se.

Demonstragdo. Usando o Teorema 2.9 e a desigualdade de Holder, temos

M)l = | [ [ Te=ra—g (Z Qj@)qm) dedr

t m
<|[ [re-ro-gdir |y Q
<T|) Qi
=1 Loo(Qr,R)
<7D Qi
=1 Loo(Qr,R)
Pelo Teorema 2.8, obtemos
||0||L00(QT7R) < ma‘X{HQOHLOO(QV]R) ) ||A(7 LT 7qj)”Loo(QT,R)}7
o que completa a prova. ]

Uma vez que, pelo Teorema anterior, as trajetdrias admissiveis ¢ do problema (60), (61)

pertencem a um conjunto limitado, ©, definimos
K, =inf{l| |o(6h) — ¢(02)] < )6y — 0s],61,6, € OF}.

Lema 4.2. Sejam (00 ¢V ... ¢y € VXYQr) x (AC([0,T),R)™, | € {1,2}, funcdes

satisfazendo o problema (63). Entdo, a desigualdade

m

S0 (i)

Jj=1

|J(6W) — J(0@)] < T3V K,

Lo (QTvR)
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verifica-se.
Demonstracdo. Temos
7(6%) = J(6)] = ' J[ (w69 ¢.2) - pt62¢,2))) o
T
< / /Q K, |0W(t, z) — 0@ (t, )| dzdt
T

< TVoK, |10 — 091 orp)-

Pelo Lema 4.1, obtemos

16 = 09 iy < 723 (3 - )
=1 Loo(QrR)
Portanto, temos
10) = 10| < Vo, |3 Qs (47 - 47)
7=t Loo(Qr,R)
O]
Teorema 4.3. O problema (60)-(61) tem uma solugdo.
Demonstracdo. Seja ¢ o infimo do problema (60)-(61) e (¢, ¢, -- ,¢',) funcdes que satisfazem
(61) e tais que J(A') — ¢. Usando a notacdo A'(-,-) = A(-,~, ¢}, ,¢.,) temos
Aj(t, ) = CAL(tx) + > Qi(w)d) (1),
j=1 (64)

A0, 2) = 0.

Logo, as fungdes (6! — Al ¢!, -+ ,q') satisfazem (63).
Sejan! = (¢4, -+ ,¢'.). Uma vez que {n'} é limitada em L,((0,7"),R™), existe uma subsu-
cess3o {n'*} fracamente convergente em Lo((0,7),R™). Seja ° o limite fraco de {n*}. Pelo
: x TR ! — M @)y ol
Teorema de Mazur, existe uma sucessdo de combina¢des convexas de {n'}, & = Zi:p Ain',

tal que & — n® em Ly((0,7),R™). Uma vez que o problema (63) é linear, pelo Teorema 2.7, te-
mos ng Ni(0 =A%) — 69 em V,"°(Qr) C Lo(Qr,R) e ng Nigh — ¢ em Ly((0,T),R™).
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Uma vez que (6°, ¢°) verificam (63), também (6° + A° ¢%), onde A°(-,-) = A(-, ¢}, ,4%),
satisfazem (61). Portanto, uma vez que J é convexo, pelo Lema 4.2, obtemos

I(p)

JO+A) =J |1 Ai( A
(6" + A7) pggoz )+ Ao

1(p) I(p)

_ : nli : e

—J Z}LIEOZZ:;)\Z@ +;L%10;Aﬁ( A%+ Ag)
I(p)

_ l;
=J }}ggOZAe

I(p)
l;
plgloqo J 2; pWiz
I(p)

< lim ZAJ@Z

p—00 £

=/.

Logo, (0° + A%, ¢°) é a solucdo de (60)-(61). O

No que se segue, denotamos por (é, G, yGm) um processo 6timo do problema (60)-(61)
0 espaco V1 (Qr) x (AC((0, T}, R))™.

Consideremos H y, o espaco das fun¢des lineares por partes 1 € Lo((0,7"),R) cujas respe-
tivas derivadas tomam valores 7(t) = 7(7k), t € (th,7(k+1)], k=0,N—1, 7 =T/N. O
problema (60)-(61) também tem uma solugio 6tima no espaco V,(Qr) x (Hx)™. Isto segue
da compacidade do conjunto de controlos e do Teorema 2.7.

De seguida, vamos mostrar que a diferenca entre J(?) e J(é) onde (5, G, q,,) é um
processo 6timo do problema (60)-(61) no espaco V,"°(Qr) x (Hy)™, pode ser feita arbitraria-
mente pequena quando N é suficientemente grande. Consideremos as funcdes ¢;(t), j = 1,m

definidas por




T -
j=1m, te(kr,(k—-1)7], T= k=0,N—1.

Obviamente, estas funcbes sdo lineares por partes, continuas e satisfazem a condicdo
G;(t)] < Kj, t € ]0,T], j = T,m. A fungio > i1 Qjq; aproxima-se da funcdo 7", Q;G; no

sentido seguinte.

Lema 4.4. A desigualdade

<73 (1910 %) )

Loo (Qr,R)
verifica-se.
Demonstracdo. Por inducdo, temos
m i m (k+1)7
Z Q)i+ 17) = S Qi) + 3 @sle) [ iso)is
j=1 j=1 T
m m (k+1)
=S b+ Y [ s
i=1 j=1
= Q;(x)g((k+1)7)
j=1
e, portanto,
ZQJ )G, (kT) ZQJ 2)q;(k7),k =0, N. (66)

Vejamos que, para todo t € (k7, (k + 1)7], se tem

Qi) (k) + =

1 j=1 T

— oL (k+1)7
Q@i+ 07+ =TS g0 [ s

Il
(]
(]
w5
S~—
—
=
_l’_
=
\]
§>
S
o8
»

> Q@)1

J

NE

1

.
I
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Se t € (kr,(k + 1)7], entdo obtemos

m

Z Qj(x)(q;(t) — q;(t))
—kr (k17 mn t

t Tk ZQj(x)/k qj(s)ds—ZQj(x)/k g;(s)ds
+ ZQj(x)/k é](s)ds

Vﬁ%w@ﬂ%Mi@@@

IN

IA
|
s T[]z
S -
B
\A
=
+

e, set € ((k+3)7, (k+1)7], obtemos

—;(1))
(k1) & (k+1)7 m (k+1)7
ST RTOUES SEIBY A ACTE
=1 j=1 t
7. —¢ m (k+1)7 m T(k+1)
< gi(s)ds| +1)_ Qj;(x) G;(s)ds
2 / . > |
<3 Z Qi (@) K; + 5 Z |Qj(x
= TZ Q;(z)| K
j=1
Logo, temos (65). O

Usando o principio de maximo (Teorema 2.8.) vamos encontrar uma estimativa para a
diferenca entre a solug3o 6tima do problema (60)-(61) nos espacos V,*(Q7) x (AC([0, T], R))™
Vo (Qr) x (Hn)™.
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Recordemos que, se (6,q1, - ,qn) satisfaz (61), entdo (6 — A, q1,- - ,qmn) satisfaz (63),

onde A(-,-) = A(-,,q1, -, qm). Usaremos a notacdo

A

]\('7 ) = A(a '7@17 e 7ij) € A(a ) = A<7 '7@17 e 7Qm)

Lema 4.5. Sejam ¢; as funcdes definidas acima e 6 uma funcio tal que (5, G, ,qm) satisfaz

(63). Entdo, a desigualdade

‘M+A—é

< 277 N.
Loo(Qr ) (EE:HQ%HL“‘]R) ) /

verifica-se.

~ ~ ~

Demonstragdo. Seja 00 =60 — 6 + A. A funcdo 06 verifica as condi¢cdes

(00); = C(00) sz,

~

60(t,x) = A(t,x) — A(t,z), (t,z) €[0,T] x L, (67)
36(0,z) = 0.

Pelos Teoremas 2.8, 2.9 e pelo Lema 4.4, temos,

50 HA AH
19011 o o

Z Q;(;
': Loo(QTvR)

2 m
WZ 1Qill oz K

<T

Portanto, obtemos

+A

sz

|| M3 %>

0+ A—0

IN

w4

Loo (QT R Loo QT R

IWNLQR

Lo (QT 7R)

T?
< 92—
N



Teorema 4.6. Seja (0,Gy,-- ,Gm) um processo timo do problema (60)-(61) no espaco
VQLO(QT) x (AC([0, TLR))™ e (aép'“ ,ﬁm) um processo Otimo no espaco
V,'%(Qr) x (Hy)™. Entso,

- X T3 -
‘ﬂ@—J@)SZNW%Qz]WN%mme
j=1
onde Vo = |, d.
Demonstracdo. Sejam ¢; as fungdes definidas acima e 0 uma funcdo tal que (QN, Giy 5y Gm)

satisfaz (63). Assim como na prova do Lema 4.2., obtemos

_J/LT@@+Ay—ﬂ®)Mﬁ’

<TVoK |0+ A =01 0r 5

J(O+A)—J(6)

Pelo Lema 4.5., temos

JO+A) = JO)| < TVaK, |0 + A =01 @rr)

T3 .
< ZW <VQK¢Z 195l 22 Kj) '
j:l

Assim, uma vez que

J(0) < J(0) < J(6+ A),

temos
10) ~ J6)] < 25 (vQK@Z 1Qil;.. K]) .
O]
Seja
F(#,0)=—In(c — J(@)) —In(G—0) — Z Z_ In(K; — (g;(7k))?), (68)
i=1 k=0
onde

7 =max{J(0)[(0,q1, - ,qm) € V5°(Qr) x (Hy)™ satisfaz (61)}.
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Sejae > 0,

(VK T (19 am K)) 7°

N> , 69
. (69)
¢
. (2(1 THWm 1)+ (f+VNm+ DS, )
_ (2,0)
N> (1 —2B)e +1, (70)
In (1 + ] )
B++vVNm+1
onde b= (0, 1).
Teorema 4.7. O Meétodo de Ponto Interior encontra (q,,---,q,,) € (Hn)™ tal que

"](5 - K) - J(é)’ < e onde (57617"' 7qm> satisfaz (63) € K(?) = A(U'?@l?"' aam>'

em, no maximo, N iteracées.

Demonstragdo. Seja
4 (VQKL{J 2 1951l om) Kj) T
N > .
€

Pelo Teorema 4.6, temos ]J(g)—J(é)\ < ¢/2. Usando o Método de Ponto Interior, encontramos
(@1, ,q,,) tal que |J(@ —A) — J(é)\ < ¢/2, onde (6,q,,- - ,q,,) satisfaz (63). O ntimero
de iteracGes necessarias é dado pelo Teorema 2.10. Assim, temos

€

226.

1@ = J6)| < 110 - T) = I@)| +170) - JO)] < 5 +
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5 Conclusoes e Trabalho Futuro

O método utilizado no capitulo 3 deste trabalho levou-nos a obtencdo de estimativas
explicitas para a constante de Lipschitz da solucdo de dois problemas de Lagrange particu-
lares. Através de um exemplo, pudemos verificar que estas estimativas sdo de étima qualidade,
atingindo mesmo o valor real em alguns casos especificos.

Constatamos ainda que, o método numérico aplicado garante-nos uma excelente aproximacao
(finita) da solug3o real, apés um nimero de iteragdes que pode ser estimado a priori, utilizando
apenas os dados do problema.

No capitulo 4, obtivemos um majorante para a complexidade do Método de Ponto Interior
aplicado ao problema de rastreio regido pela equacdo do calor. Para isso, construimos uma
aproximagdo adequada da solug3o real, através do uso do principio de méaximo (Teorema 2.8.)
e da funcdo I'. Este problema admite uma resolucao eficaz com recurso a este método.

Futuramente, seria interessante procurar classes de problemas onde as estimativas encon-
tradas possam ser melhoradas. Num outro sentido, talvez até mais interessante, esta a busca
por alargar estas estimativas a classes de problemas mais gerais.

O conhecimento de uma estimativa para a constante de Lipschitz da solu¢do de um problema
de otimizacdo pode também levar-nos a obten¢do de um método de otimiza¢ao para problemas
de dimens3o infinita, através da aproximacio da solucdo étima por funcdes de classe C'*.

No que toca ao problema de rastreio, um caminho futuro sera a generalizacdo dos resultados

encontrados para um problema regido por uma equacdo parabdlica mais geral.
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