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Resumo

Um problema de decisdo consiste num conjunto de perguntas cujas respostas sdo "sim" ou

ndo" . A solucdo para um problema de decisdo é um procedimento completo, mecénico e
determinista, sendo assim (muitas vezes) chamado de procedimento efetivo. Um problema de
decisdo & indecidivel se ndo houver nenhum procedimento/algoritmo que resolva o problema,

caso contrario, é decidivel.

A capacidade das maquinas de Turing de retornar respostas afirmativas e negativas, torna-as
um sistema matematico adequado para a construcdo de solucdes para problemas de decisio.
As maquinas de Turing que se limitam a ler uma determinada palavra podem ser vistas como
autématos finitos. O autémato finito é um modelo matematico da computagdo de um sistema

com entradas e saidas discretas.

As linguagens regulares sdo as linguagens representaveis por uma expressio regular, consti-
tuindo o nivel mais elementar da hierarquia do linguista Noam Chomsky. Kleene demonstrou
que as linguagens regulares sdo precisamente as linguagens reconhecidas pelos autématos

finitos, fundando assim a teoria das linguagens regulares e dos autématos finitos.

Neste trabalho estudam-se alguns problemas de decisdo envolvendo linguagens regulares,
quando estas s3o representadas por autématos finitos ou expressdes regulares. Especifica-
mente, apresentamos e analisamos algoritmos para o problema de decidir se uma dada lingua-

gem é vazia, bem como o problema de decidir se uma dada linguagem é infinita.

Palavras chaves: Problemas de decisio, expressées regulares, autématos finitos, algoritmo.



Abstract

A decision problem is a set of questions that are answered "yes" or "no". The solution to a
decision problem is a complete, mechanical and deterministic procedure, so it is (often) called
an effective procedure. A decision problem is undecidable if there is no procedure/algorithm

that solves the problem, otherwise it is decidable.

The ability of Turing machines to return affirmative and negative answers makes them a
suitable mathematical system for building solutions to decision problems. Turing machines
that merely read a certain word can be seen as finite automata. The finite automaton is a

mathematical model of the computation of a system with discrete inputs and outputs.

Regular languages are the languages representable by a regular expression, constituting the
most elementary level of the linguist Noam Chomsky's hierarchy. Kleene demonstrated that
the regular languages are precisely the languages recognized by finite automata, thus founding

the theory of regular languages and finite automata.

In this work we study some decision problems for regular languages, when languages are given
both by finite automata and regular expressions. Specifically we present and analyze algorithms
for the problem of deciding if the given language is empty, as well as for the problem of deciding

if the given language is infinite.

Keywords: Decision problems, regular expressions, finite automata, algorithm.
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Capitulo 1

Introducao

Um dos tépicos que frequentemente sdo tratados em ciéncias da computacdo é o problema de

decis3o.

Um problema de decisdo consiste num conjunto de perguntas cujas respostas sdo "sim"

ou "n3o" .

Um problema de decisdo é definido, também, como uma funcdo com uma saida de um bit

(sim ou ndo). Para tornar mais especifico um problema de decisdo, deve-se especificar:
e 0 conjunto A de entradas possiveis, e

e 0o subconjunto B C A de instancias "sim" .

Por exemplo, para decidir se um determinado grafo estd conectado, o conjunto de entradas
. . . P Neian i
possiveis deve ser o conjunto de todos os grafos, e o subconjunto das instancias "sim
devem corresponder aos grafos conectados. Para decidir se um determinado namero é primo,
o conjunto de entradas possiveis devem ser o conjunto de todos os nimeros naturais, € o

subconjunto das instancias "sim" deve corresponder ao conjunto dos niimeros primos.

Segundo Sudkamp 1997, uma solucdo para um problema de decisdo € um procedimento efetivo
que determina a resposta para cada questdo do conjunto. Um problema de decisdo é decidivel
se houver algum algoritmo que seja solugdo do problema, caso contrario, é indecidivel. Um

algoritmo que resolve um problema de decisdo deve ser

e Completo: Produz uma resposta, positiva ou negativa, a cada questdo no dominio do

problema;
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e Mecanico: Consiste em uma sequéncia finita de instrucdes, cada uma das quais pode

ser executada sem necessidade de conhecimento, habilidade ou suposicio;

e Determinista: Quando recebe uma entrada idéntica (a uma anterior), sempre produz o

mesmo resultado.

Um procedimento que satisfaca as propriedades supracitadas é, muitas vezes, chamado efetivo.

A capacidade das maquinas de Turing de retornar respostas afirmativas e negativas, torna-as
num sistema matematico adequado para a construcio de solucdes para problemas de decisio.
A tese Church-Turing afirma que as maquinas de Turing podem ser projetadas para resolver
qualquer problema de decisdo que seja resolavel por qualquer procedimento efetivo. As maqui-
nas de Turing que se limitam a ler uma determinada palavra podem ser vistas como autématos
finitos e, portanto, este € também um sistema matematico apropriado para solucionar alguns
problemas de decisdo, e, tal como as maquinas de Turing, este &€ um procedimento mecéanico

e determinista.

A teoria dos autématos é o estudo de dispositivos abstratos de computacdo ou "maquinas".
Antes dos computadores, na década dos anos 30 do século XX, A. Turing estudou uma maquina
abstrata que possuia todas as capacidades dos computadores atuais. O objetivo de Turing era
descrever precisamente a fronteira entre o que uma maquina de computagdo poderia fazer e o
que n3o poderia; as suas conclusdes aplicam-se ndo apenas as maquinas abstratas de Turing,

mas as maquinas reais de hoje.

Nas décadas de 40 e 50 do século XX, tipos mais simples de maquinas, que hoje chamamos
de autématos finitos, foram estudados por varios pesquisadores. Esses autématos, original-
mente propostos para modelar a funcdo cerebral, acabaram por ser extremamente (teis para

uma variedade de outros propésitos (citaremos alguns, ja a seguir).

O autémato finito, ou maquina de estados finitos, € um modelo mateméatico de computacio
de um sistema com entradas e saidas discretas. O mecanismo de controle de um elevador é um
bom exemplo de um sistema de estados finitos. Na ciéncia da computacdo encontramos muitos
exemplos de sistemas de estados finitos, e a teoria de autématos finitos é uma ferramenta de
design atil para esses sistemas, tipos importantes de hardware e software, como por exemplo

(segundo Hopcroft, Motwani e Ullman 2006):



1. Software para projetar e verificar o comportamento de circuitos digitais.

2. O "analisador léxico" de um compilador tipico, ou seja, o componente do compilador
que divide o texto de entrada em unidades l6gicas, como palavras-chaves de identifica-

dores e pontuacdo.

3. Software para verificagcdo de sistemas de todos os tipos que possuem um namero finito
de estados distintos, como protocolos de comunica¢do ou protocolos para troca segura

de informacdes.

4. Software para digitalizar grandes volumes de texto, como cole¢des de paginas da Web,

para localizar ocorréncias de palavras, frases ou outros padrdes.

Ainda na década dos anos 50, quando procuravam modelar certas propriedades das linguas
naturais, linguistas tais como Noam Chomsky introduziram a formalizacdo matematica das
no¢des de palavra, linguagem e gramatica que s3o hoje utilizadas. Chomsky estabeleceu uma
hierarquia de linguagens naturais cujo nivel mais elementar é constituido pela classe das "lin-
guagens que podem ser descritas por expressdes regulares", ou seja, linguagens regulares; e
todas as linguagens desta hierarquia estdo associadas a alguma maquina de Turing. Os niveis
menos elevados da hierarquia de Chomsky s3o, também, reconhecidos por outros modelos de
maquinas abstratas menos poderosas que as maquinas de Turing. Entre estes modelos, os
mais elementares s3o os autématos finitos. Kleene demonstrou, em 1954, que as linguagens
regulares sdo precisamente as linguagens reconhecidas pelos autématos finitos, e este resultado

é considerado como o fundador da teoria das linguagens regulares e dos autématos finitos.

O presente trabalho tem como objetivo estudar alguns problemas de decisdo envolvendo lingua-
gens regulares, quando estas s3o representadas por autématos finitos ou expressdes regulares,
mais precisamente os problemas de decidir se a linguagem aceite por um dado autémato é
vazia ou infinita; e se uma dada express3o regular representa a linguagem vazia, ou representa

a linguagem infinita.

Deste propésito resulta o titulo deste trabalho: problemas de decisio em teoria de
linguagens regulares. O mesmo esta estruturado em quatro capitulos a contar com a
introducdo. O capitulo 2, dividido em 3 seccdes, trata de assuntos tedricos relevantes para

o capitulo a seguir. O capitulo 3, com quatro sec¢des, trata da parte pratica deste trabalho,
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pois o seu objetivo é de apresentar respostas para os problemas de decisdo acima citados. O
capitulo 4, o altimo capitulo do trabalho, cinge-se as principais conclusGes a que se chegou

com a execuc3o desta dissertacio.



Capitulo 2

Requisitos

Neste capitulo, trataremos de aspectos relevantes para a melhor compreensdo do que sera
tratado a seguir, e para tal, tivemos em conta o que ja foi abordado por Coelho e Neto 2010;

Hopcroft e Ullman 1979; Cormen et al. 2001; Costa 2004; Sipser 2012.

2.1 Definicoes Basicas

Notacao assintética

Uma das preocupacdes quando se faz um algoritmo é a de garantir a sua eficiéncia, isto é, que
possa ser executado em um curto espaco de tempo, classificando-o com base em sua ordem
de crescimento de tempo de execucdo. A ordem de crescimento de tempo de execucdo de
um algoritmo fornece uma caracterizacdo simples da eficiéncia do algoritmo e também nos

permite comparar o desempenho relativo de algoritmos alternativos.

Nesta subseccdo, focaremos na notacdo que se usara para enfatizar a velocidade do tempo de

execucdo de um algoritmo .

Sejam f, g : Ny — R{ funcdes. Diz-se que g(n) é de ordem f(n) e escreve-se g(n) € O(f(n))

ou g(n) = O(f(n)), se existem constantes positivas ¢ e n, tais que

Vn > ng, 0 < g(n) <cf(n).

5



6 CAPITULO 2. REQUISITOS

Isto &,

O(f(n)) ={g:Ng = R§ | 3c € R}, Ing € Ny, Vn > ng, 0< g(n) <cf(n)}

é o conjunto de fungBes que sdo limitadas superiormente pela fun¢do f(n).

Exemplo 2.1.1. Sejam g(n) = an®> + bn + c e f(n) = n? onde a,b,c € R{.

g(n) € O(f(n)), pois existem d € Ry, ng € Ny tais que

Yn > ng, an® 4+ bn + ¢ < dn?.

Basta tomar d = a+ b+ 1 e ng tal que n3 > c. Com efeito: seja n > ny

an® +bn +c < an®* +bn® + ¢ ( por n < n?)
<an®+bn®+n? ( por n > ng = n?>n3 =n?>c)
=(a+b+1)n?
= dn?

Se g(n) € O(f(n)) e f(n) € O(g(n)), entdo f(n) e g(n) devem crescer ao mesmo ritmo.
Neste caso, dizemos que f(n) € ©(g(n)) (e também g(n) € O(f(n))).

O(f(n)) é o conjunto de fun¢des que sdo limitadas inferiormente e superiormente pela fungdo

f(n), ou seja,

O(f(n)) ={g9: Ny = R | Jer, 0 € RY, Ing € Ny, Vn > ng, 0 < 1 f(n) < g(n) < cof(n)}.

Palavras e Linguagens

Um "simbolo" é uma entidade abstrata que n&o sera definida formalmente. Letras e digitos
sdo exemplos de simbolos frequentemente utilizados. Um alfabeto é um conjunto finito de

simbolos, como por exemplo, o alfabeto da lingua portuguesa ({a, b, ¢, ..., z, y, z,

A, B, C,..., X, Y, Z}), o alfabeto binario ({0,1}).

Seja A um alfabeto. Uma sequéncia finita de simbolos de A diz-se uma palavra em A.



2.1. DEFINICOES BASICAS 7

E permitida a sequéncia vazia, que se diz palavra vazia e é denotada por e. Por exem-
plo, a, b e ¢ sdo simbolos e abch é uma palavra. A* & o conjunto de todas as pala-
vras em A. AT & o conjunto de todas as palavras ndo vazias em A. Por exemplo, se
A = {a}, entdo A* = {¢,a,aa,aaqa,...} e AT = {a,aa,aaa,...}. Se A = {0,1}, entdo
A* = {¢,0,1,00,01,10, 11,000, ...} e A* = {0,1,00,01, 10, 11, 000, ...}.

Sejam A alfabeto, n € Ny, a1, a9, ...,a, € A eu = ajas...a, palavra de A*. O comprimento
de u, denotada por |u|, € o nimero de simbolos que compdem a palavra u, isto &, |u| = n.
Por exemplo, abcb tem comprimento 4 (|abcb| = 4). A palavra € tem comprimento 0 (|¢| = 0).
Sejam ainda m € Ny, by, by, ...,b,, € A e v = b1by...b,, uma palavra em A. Entdo u = v se, e
s6 se: (a) tiverem o mesmo comprimento: n = m; (b) serem iguais letra a letra (para qualquer
que seja 1 <i < n, a; = b;). A palavra ajas...a,b1by...b,, diz-se a concatenagao de u e v,
é denotada por u.v ou uv. Por exemplo, a concatenacdo de casa e mento é casamento. A

n—eésima poténcia de u, denotada por u", define-se por recursdo em n do seguinte modo

€ sen=20

n—1

u""u  se njo.

Por exemplo, (abcb)? = (abeb)'.abch = (abch)®.abch.abch = e.abeb.abeh = abebabch. A
palavra vazia é a identidade do operador de concatenacdo, ou seja, ev = ve = v para cada

palavra v.

A palavra inversa de u, denotada por !, define-se por recursio em u do seguinte modo

€ Se U =¢€

av! seu=wvacomuve A*ea € A.

Por exemplo, (ajay...a,)! = a,...aza,. Se u = u! entdo u diz-se uma capicua ou um palin-

dromo.

Sejam A um alfabeto, u e v duas palavras de A*. Diz-se que u é um: (1) fator de v se
existem x,y € A* tais que zuy = v; (2) prefixo ou fator esquerdo de v se existe y € A* tal
que uy = v; (3) sufixo ou fator direito de v se existe © € A* tal que zu = v; (4) fator préprio

(resp. prefixo préprio, sufixo préprio) de v se u & um fator (resp. prefixo, sufixo) de v e u # v.
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Uma linguagem sobre um alfabeto A é um subconjunto de A*. Por exemplo, se A = {a, b},
entdo 0, {e}, {a}, A, {aa,aba,bbb,ababa}, {a"ba™ | n € N}, AT e A* sdo linguagens sobre

A. P(A*) & o conjunto de todas as linguagens sobre A.

Sejam A um alfabeto, L, L; e Ly conjuntos de palavras de A*. A concatenacio de L e Lo,

denotado por L;.Ly ou Ly Ly, € o conjunto {uv € A* | u € Ly e v € Ly}. Define-se

LiULy={u€ A" |u € Ly ouu € Ly}
LinLy={u€e A" |ueLieué€ Ly}
Li\Ly={u€e A" |ueLieué¢ Ly}
L=A"\L
={ue A" |ué¢ L}

Define-se L = {¢} e L' = LL"! para i > 1. O fecho de Kleene (ou apenas fecho) de L,

denotado por L*, & o conjunto
L= Jr
i=0

e o fecho positivo de L, denotado por L™, é o conjunto

LT = D L.
i=1

Expressoes regulares

As linguagens aceites por autémato finito sdo facilmente descritas por simples expressées

chamadas expressdes regulares (ER). Segue a definicdo de uma expressdo regular.

Definicdo 2.1.1. Seja A um alfabeto. O conjunto das expressdes regulares sobre A, deno-
tado por FR(A), é o conjunto das palavras sobre o alfabeto AU {0, ¢, (,),+, ,* } definido

indutivamente por
(i) 0,e € ER(A);
(i) YVa € A, a € ER(A);

(iii) Vr,s € ER(A), (r+s),(r.s),(r*) € ER(A).
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Por exemplo, sendo A = {a, b}, sdo expressdes regulares sobre A,

0, € a, b, (a.b), ((a.b)+e€), ((((a").b) +0)%).

Para simplificar a notacdo das expressdes regulares s3o usadas abreviaturas seguindo as regras

seguintes:

1) escreve-se () e € em vez de () e ¢, respetivamente;

2) omite-se o simbolo - ;

3) sendor € ER(A) en €N, define-se r® = ¢, r" = (rr" 1) e r™ = (r.r*);

4) omitem-se parénteses initeis usando associatividade para as opera¢des + e *, e considerando

que * tem a maior prioridade e que - tem a maior prioridade em relacdo a +.

Por exemplo, ctb® € uma abreviatura de (((c*).c).((b.b).b)) enquanto que B*c + (b + €)bb &
uma abreviatura de (((0*).c) + ((b+€).(b.b))).

Definicdo 2.1.2. Seja A um alfabeto. A cada expressdo regular r sobre A corresponde a

linguagem L(r) sobre A por ela representada, por intermédio da fungdo

L : ER(A) — P(A")

r— L(r)

que & definida recursivamente por:
(i) L) =0, L(e) = {e};
(i) Para cada a € A, L(a) = {a};
(i) Vr,s € ER(A), L(r + s) = L(r) U L(s), L(r.s) = L(r).L(s), L(r*) = (L(r))*.

Quando necessario, para distinguir entre uma expressao regular r e a linguagem representada
por ela, usa-se L(r) para o tltimo. Quando n3o for possivel confundi-los, usa-se r para ambos,

expressao regular e a linguagem representada pela expressio regular.

Exemplo 2.1.2. Sendo A = {a, b}, tem-se:
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1. a* denota a linguagem L(a*) = (L(a))* = {a}* = {a™ | n € No};

2. a(a + b) denota a linguagem L(a(a + b)) = L(a)L(a + b) = {a}(L(a) U L(b)) =
{a}({a} U{b}) = {a}{a, b} = {aa, ab};

3. a*(a+0b) denota a linguagem L(a*(a+b)) = {a}*{a,b} = {a™ | n € N}U{a"b | n € No}.

Definicdo 2.1.3. Seja L C A*. A linguagem L diz-se regular se existe r € FR(A) tal que
L(r)= L.

2.2 Autdmatos Finitos

Um autémato finito consiste num conjunto finito de estados (entre eles, temos um estado
inicial e um subconjunto de estados finais/de aceitacdo) e num conjunto de transi¢des de
estado para estado com etiquetas de simbolos de um alfabeto A. Um grafo dirigido, chamado

de diagrama de transic3o, esta associado a um autémato finito da seguinte forma:
1. Os vértices do grafo correspondem aos estados do autémato.

2. Se existe uma transicdo do estado ¢; para o estado ¢y, com etiqueta a, entdo existe uma

aresta com etiqueta a, do estado ¢; para ¢.

3. O autémato finito aceita uma palavra u, se existir uma sequéncia de transicdes corres-

pondente a u, que parte do estado inicial para um estado de aceitac3o.

Um exemplo de diagrama de transicdo de um autémato finito A é ilustrado na figura 2.1. Tem
cinco estados, nomeados como qg, q1, ¢2, ¢3 € q4. O estado inicial, ¢g, € indicado por uma seta,
o estado de aceitagdo (ou final), g3, é indicado com circulo duplo. As setas que vdo de um
estado para outro sdo chamadas de transicdes. Quando este autémato A recebe uma palavra
como 0001, processa essa palavra e produz uma saida. A saida pode ser aceite ou rejeitada.
O processamento comeca no estado inicial de A. O autémato recebe os simbolos da palavra
de entrada, um a um, da esquerda para a direita. Depois de ler cada simbolo, A move-se de
um estado para outro ao longo da transicdo (ou aresta) que tem esse simbolo como etiqueta.
Quando & o dltimo simbolo, A produz a sua saida. A saida é aceite, se A estiver em um
estado de aceitacdo, e rejeitada, se ndo estiver. Por exemplo, quando introduzimos a palavra

de entrada 0001 no autémato da figura 2.1, o processamento procede da seguinte forma:
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1. Inicia no estado o;

2. L& 0, segue a transicdo de ¢q para ¢i;
3. L& 0, segue a transicdo de ¢; para ¢i;
4. L& 0, segue a transicdo de ¢; para q;
5. Lé 1, segue a transicdo de ¢; para gs.

6. Aceitar, porque A chegou a um estado de aceitacdo g3 depois de ter lido o dltimo

simbolo da entrada.

O autémato A aceita todas as palavras que tenham um segmento inicial de 0's seguidas de uma
anica ocorréncia de 1 (por exemplo 0001) e todas as palavras que tenham um segmento inicial
de 1's seguidas por uma dnica ocorréncia de 0 (por exemplo 1110), todas outras palavras
que n3o tenham este formato, sdo rejeitadas. A aceita todas palavras u que pertencem a

linguagem representada pela expressdo regular 071 + 170.

Vimos o que é um autémato finito informalmente, entendendo como se comporta o seu grafo
de transicdo. Veremos a seguir sua definicio formal, distinguindo autémato finito determi-
nista e ndo determinista, terminaremos esta seccdo enunciado alguns resultados tedricos que

descrevam suas potencialidades e limitagdes.
0
(),
0,1
—()
JON
1

Figura 2.1: Diagrama de transicdo de um autémato finito
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Autémato finito determinista (AFD)

Em teoria de autématos, uma maquina de estado finito € chamada autémato finito determinista
(AFD) se cada uma de suas transicdes é determinada exclusivamente pelo seu estado de origem
e simbolo de entrada; ou seja, para cada letra de entrada existe exatamente uma transicdo
para cada estado (possivelmente, de volta ao estado). A leitura de um simbolo de entrada é
necessaria para cada transicdo de estado, o estado inicial & denotado usualmente por 7 ou qp.

Segue sua definicdo formal:
Definicdo 2.2.1. Um AFD é um quintuplo A = (Q, A, 0,4, F') onde
e () & um conjunto finito de estados;

A & um alfabeto, chamado o alfabeto (de entrada) de A;

d:Q x A— @ éuma fungdo total, designada fun¢do de transicdo de A. Isto &, d(q, a)

é o estado a que se chega ap6s ler um simbolo a a partir de ¢;
e i € () é o estado inicial de A;
e [ C () & o conjunto de estados finais/de aceitagdo de A.

No grafo da figura 2.1, a transi¢do

qo —— q1

também é denotada por (o, 0,¢q1). Duas transicbes (p,a,q) e (p/,ad’,q') de um autémato A

dizem-se consecutivas se ¢ = p’. Um caminho em A é uma sequéncia finita

(q07 ai, q1)7 (CI1> a2, Q2), sy (anla Qp, Qn)

de transicdes consecutivas de A, também denotado por

a a a
GO — i —2 o Gl —" G-

O estado ¢ é a origem do caminho e o estado ¢, o seu término, e diz-se que o caminho sai de
qo € chega a ¢,,. Diz-se também que o caminho passa pelos estados qq, q1, ..., ¢,n. A palavra

a1as...a,, sobre A &€ chamada etiqueta do caminho.
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Chama-se caminho inicial a um caminho que sai do estado inicial, e caminho final, a um ca-
minho que chega a um estado final. Um caminho diz-se bem sucedido se é simultaneamente

inicial e final. Um caminho que ndo é bem sucedido, diz-se mal sucedido.

Uma palavra u € A* diz-se aceite pelo autémato A se u é a etiqueta de pelo menos um
caminho bem sucedido em A, caso contrario diz-se rejeitada por A. A linguagem aceite pelo

autémato A é o conjunto, representado por L(.A), das palavras aceites por A.

Exemplo 2.2.1. Retomemos o autémato A da figura 2.1. Como ja vimos, a palavra 0001 é

aceite por A. A palavra 1110, também é aceite por A, pois

1 1 1 0
4o q2 q2 q2 qs

é um caminho bem sucedido em A, cuja etiqueta é 1110. Ja a palavra 11 (respetivamente
00) é rejeitada por A, porque todo o caminho bem sucedido tem que ter a transicdo (g2, 0, ¢3)

(respetivamente (q1,1,¢3)).

Define-se alternativamente palavras (e linguagem) aceites por um autémato A = (Q, A, 9, 1,
F), pela extensdo da fung¢do de transicdo . A fungdo 0 : @@ x A — () estende-se a uma
funcdo 0* : Q x A* — (@, sendo a funcdo de transicdo aplicada a um estado e uma palavra,
0*(q,w) é o estado em que o AFD estara apds ler w comegando no estado g. Colocado de
outra forma, 6*(q,w) € o Gnico estado p tal que existe um caminho no diagrama de transi¢do

de ¢ para p, com etiqueta w. Definindo 0* por recorréncia, temos
qp p q p

1) 6*(q.€) = ¢
2) Yw € A*, 0*(q,aw) = §*(6(q, a), w).

Assim 1) afirma que, sem ler um simbolo de entrada, o AFD n3o pode transitar para um outro
estado, e 2) diz como encontrar o estado de uma palavra de entrada ndo vazia aw. Uma
palavra u € A* é dita ser aceite por um autémato finito A = (Q, A, 9,4, F') se 0*(1,u) = p

para algum p em F.

L(A) (a linguagem aceite por A), & o conjunto {u € A* | 6*(i,u) € F'}. Uma linguagem
diz-se um conjunto reconhecivel (ou regular) se o conjunto é aceite por algum autémato

finito.
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Sejam p,q € @ (estados em A); p diz-se atingivel a partir de ¢, se existe um caminho em
A de ¢ para p, p diz-se acessivel se p é atingivel a partir do estado inicial 7, e diz-se co-
acessivel se existe um caminho em A de p para um estado final. Em um AFD, para uma dada
palavra de entrada w e estado ¢, haverd exatamente um caminho com etiqueta w a partir de
g. O autémato A diz-se acessivel (respetivamente co-acessivel) se todos os seus estados sdo

acessiveis (respetivamente co-acessiveis).

Exemplo 2.2.2. Seja A = (Q, A, §, i, F) o autémato cujo o grafo é o representado na figura
2.1, onde Q@ ={qo,q1, 92, q3 @1}, A=1{0,1}, i =qo, F' = {q3} e 6 é a fungdo definida pela

tabela seguinte:

J ‘ o 41 42 43 44
Olgr @1 43 @ @
Llg ¢ ¢ @ @

Figura 2.2: Funcdo § para o AFD da figura 2.1

Se 1110 é a entrada para A, entdo

= 0%(6(qo, 1),110)

= 6"(qe, 1.10)

= 0%(0(g2,1),1.0)
= 0"(q2, 1.0)

= 0"(0(g2,1),0-¢)
= 0"(g2,0.€)

= 0%(6(g2,0),€)

=6"(g3,€)
=qg € F

Ou seja, §*(qo, 1110) € F. Se a entrada fosse 0001, 6*(gp, 0001) € F'.
L(A) ={ue A* | §*(qo,u) € F} =071 4 170.



2.2. AUTOMATOS FINITOS 15
Autémato finito ndo determinista (AFN)

Um autémato finito ndo determinista (AFN), ou maquina de estados finitos ndo determinista,

ndo obedece necessariamente as restricdes do AFD.

O AFD é um caso especial de AFN no qual, para cada estado, existe uma (nica transicdo em
cada simbolo. Em um AFN pode haver varios (ou nenhum) caminhos etiquetado por uma

palavra w, e todos devem ser verificados para ver se terminam em algum estado final.

Uma sequéncia de entradas ajas...a,, é aceite por um AFN se existe uma sequéncia de transi-

¢bes que conduz de um estado inicial para algum estado final.

Um exemplo de diagrama de transicdes para um AFN é mostrado na figura 2.3. Observe que
ha duas arestas com etiquetas 0 com origem ¢, uma voltando ao estado ¢, e outra indo para

o estado ¢3 (facto que ndo acontece em um AFD).

Exemplo 2.2.3. A palavra 0100 é aceite pelo AFN da figura 2.3 porque existe o caminho
bem sucedido, (qo,0,q0), (40,1, 40), (4,0, 3), (¢3,0,q4) . Este AFN, em particular, aceita

todas palavras que tenham duas ocorréncias consecutivas de 0 ou 1.

0,1 0

1
—{ 4o q3 @
0606
1
(=)

0,1

Figura 2.3: Diagrama de transicdo do AFN

A seguir, definimos formalmente um AFN.

Definigcdo 2.2.2. Um autémato finito ndo determinista (AFN) é o quintuplo A = (Q, A, 6,4, F)
onde @, A, i e F' (conjunto de estados, alfabeto, estado inicial e conjunto de estados finais)

tém o mesmo significado como para o AFD mas § : Q@ x A — P(Q).
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A intengdo é que 0(q, a) seja o conjunto de todos estados p tais que existe uma transicdo com

etiqueta a de ¢ para p.

Exemplo 2.2.4. Seja A = (Q, A, 9,1, F) o AFN cujo o grafo é o representado na figura 2.3,

onde @ = {90, %1, 92,93, q}, A=1{0,1}, i = qo, F = {q2,q4}, e a fungdo § é dada na figura
2.4.
J ‘ do q1 a2

q3 g4
0 {0} 0 e} {a} {wu}
I {w, a1} {e} {et 0 {au}

Figura 2.4: Mapeamento de  para o AFN da figura 2.3

A funcdo § estende-se para a fungdo 0* : QQ x A* — P(Q), refletindo sequéncia das seguintes

entradas:

1) 6%(q,€) = {q}

2) 0"(q,wa) = Upes-(gu) 9(p; @), paracada g € Q, w € A* e a € A.
Lema 2.2.1. §*(q,wv) = U, es+(gu) 0" (P; V)

Demonstracdo. Sejam q € QQ e w € A*. Dado v € A*, seja $(v) a seguinte propriedade:

(qwo)= | J @

PES* (q,w)

Vamos demonstrar que, para todo v € A*, ®(v). Demonstracdo por indugdo em v.

Base da inducdo: ®(¢) se e s6 se

i (qwe)= | (o).

pes*(g,w)
Ora
5*(q, we) = 0™(q, w) (por we = w)
= U {p} (def. de U)
peEd*(q,w)
: U 5 (prc) (por 1))
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Passo indutivo: Sejam v € A* e a € A. Suponhamos ®(v).
Queremos mostrar ®(va), ou seja
(g w(va)) = | & (p,va)
ped*(q,w)
isto &, para todo ¢’ € ()
¢ €6 (qw(va))sseq € | ) 5 (p,va)).
pe(6*(q,w)
Ora,
q € 6" (q,w(va)) sse ¢ € §*(q, (wv)a) (associativa da concatenagdo)
sse ¢’ € ( U 8(p',a)) (por 2))
p'€6*(q,wv)
sse Ip’ € §*(q,wv) tal que ¢’ € 6(p',a) (def. de U)
sse dp’ € ( U 6*(p,v)) tal que ¢ € 6(p',a) (por ®(v))
pes*(g,w)
sse dp € 6" (q,w), Ip' € §*(p,v) tal que ¢’ € 4(p', a) (def. de U)
sse dp € 6" (q,w), tal que ¢’ € ( U 5(p',a)) (def. de U)
p'€6* (pv)
sse Jp € §*(q,w), tal que ¢ € 6*(p,va) (por 2))
sseq €( |J 0(pva) (def. de U)
pes*(q,w)
[

Note que 0*(q,a) = 0(q,a) para um simbolo de entrada a.

Corolario 2.2.1. §*(q,av) = Upe(;(w) *(p,v)

No AFN, L(A) = {u € A* | §*(i,u) N F # 0}.
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Exemplo 2.2.5. Voltando ao AFN da figura 2.3

0*(q0,0100) = | J 0*(p,100)= [ 67(p,100) = 67 (go, 100) U 6" (gs, 100)

P€3(q0,0) pe{qo,q3}

( J swooyu( | 6 @oo)=( |J &@o0)usp00)
p65 (90,1) peé(qs 1) pE{qo q} ped

= 0%(q0,00) Ud*(q1,00)Ub = ( | J o (opu( | & (»0)
P€S(qo,0) p€S(q1,0)

U 8" (p, 0) U(S* p,0)) = 6%(qo, 0.€) Ud*(g3,0.€) UD
pe{qo,q3} ped

( J o@eyu U 5m.e)=(5"(q.€) U (g5,€) U (gas€)
P€(qo,0) P€A(g3,0)

= ({ao} U{as}) U{aa} = {a0, 03} U {aa} = {00, 93, 04}

Isto &, 0*(go,0100) N F' # (), concluindo que 0100 € L(A), conforme ja foi dito no exemplo
2.2.3.

Teoremas
Equivaléncia entre AFD e AFN

Ja se viu, que o AFD & um caso especial do AFN. No entanto, os AFDs e os AFNs reconhecem
as mesmas linguagens. A prova depende de mostrar que, para cada AFN, pode-se construir
um AFD equivalente (que aceita a mesma linguagem). A construgdo formal esta incorporada

no teorema a seguir:

Teorema 2.2.1. Seja L, um conjunto aceite por um AFN. Entdo existe um AFD que aceita

L.

Demonstracdo. Seja ND = (Q, A,0,i, F) um AFN e D = (Qy, A, 0o, ig, Fo) o AFD definido

do seguinte modo:

(1) Qo ="P(Q)

(2) do: Qo x A— Q) é a funcio definida, para cada X € )y e cada a € A, por

a) = d(q.a)

qeX
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(3) io = {i}
(4) Fo={XecQo| XNF#0}

Suponhamos que L(ND) = L. Queremos mostrar que L(D) = L.

Lema 2.2.2. Para cada u € A": 65(X, u) = U,ex 0"(q,u)
Demonstracdo. Inducdo em w. H
Segue que, para cada u € A*, 9" (ip, u) = *(i, u).

Demonstracdo. De facto

do" (i0, u) = 60" ({1}, u) (por (3))
= U 8" (q,u) (pelo lema 2.2.2)
qe{i}
= 0"(4,u)
[
Portanto
LIND)={ue A" | " (i,u) N F #0} (por def. de L(N'D))
={ue A" | 0o (ip,u) N F # 0} (pela obs. anterior)
={u e A" | 09" (ig,u) € Fp} (por (4))
= L(D) (por def. de L(D))
_I
como o pretendido. |

Lema da Bombagem

O lema da bombagem é uma ferramenta poderosa para provar que certas linguagens n3o sio
regulares, ou seja, para provar que certas linguagens ndo sdo aceites por algum autémato
finito. O lema também é atil no desenvolvimento de algoritmos para responder a certas
questdes concernente ao autémato, como se a linguagem aceite pelo autémato é finita ou

infinita. Segue o lema com a sua devida prova:
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Lema 2.2.3. Seja L uma linguagem reconhecivel infinita sobre um alfabeto A. Existe uma
constante n € N tal que, para toda a palavra u € L de comprimento superior ou igual a n,

existem palavras x, y, z € A* tais que:
1. uw=u2yz;
2. |lzy| <ney#e
3. Vt € Ny, zylz € L.

Demonstracdo. Seja A = (Q, A, d,1, F) um autémato finito com n estados tal que L = L(A).
Seja u = ajay...a,, (com ay, as, ...,a, € A) uma palavra aceite por A, onde m > n (tal
palavra existe porque L é infinita). Mas A sé tem n estados, por isso, algum dos ¢ € Q,
aparece mais de uma vez em qualquer caminho etiquetado por ajas...a,,. Escolha-se um tal
caminho bem sucedido:

. ai ag Ay
1= qp q1 Q@ - - 4m-1—— q, € F

Consideremos inteiros 7 e j, com 0 < i < j < n tais que ¢; = q;. Tem-se:

Q42

’ @

Ait1
ai Q; A,
Tomemos:

€ se1 =0

a1as...a; se 1 7é 0
Y = Qi41Qi42...05

€ sej=m

Qjt1...0m S JF M

Entdo tem-se |zy| = j < n, |y| > 1 (porque i < j) e, para todo t € Ny, zy'z € L, pois zy'z

é etiqueta de um caminho bem sucedido.
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2.3 Algoritmos sobre grafos

Esta seccdo apresenta métodos para representar e pesquisar um grafo. Pesquisar um grafo
significa seguir sistematicamente as arestas do grafo de modo que visite cada vértice do
grafo. Um algoritmo de busca de grafos pode descobrir muito sobre a estrutura de um grafo.
Muitos algoritmos comecam por pesquisar a sua entrada para obter esta informac3o estrutural.
Outros algoritmos de grafos sdo organizados como elabora¢ées simples de algoritmos basicos

de pesquisa de grafos.

Inicialmente ver-se-a formas de representar um grafo e, a seguir, dois algoritmos de pesquisa

de grafo. Os créditos do contetido abordado nesta sec¢do sdo dados a Cormen et al. 2001.

Representacdo de grafos

Um grafo G é um par ordenado (V, E)) onde V' & um conjunto finito de vérticese £ C V x V.
Os elementos de F dizem-se as arestas do grafo. Para X um conjunto qualquer, #X denota

o nimero de elementos de X.

Existem duas formas padrdo de representar um grafo G = (V, E):
e como um conjunto de listas de adjacéncia , ou
e como uma matriz de adjacéncia .

Ambas as formas s3o aplicaveis a grafos dirigidos e n3o dirigidos. A representacio por listas
de adjacéncias é geralmente a mais usual, pois fornece uma maneira compacta de representar
grafos esparsos, aqueles para os quais o namero de arestas (#F) & muito inferior (#V)2. A
representacdo por matrizes de adjacéncia é mais usada quando o grafo é denso, aqueles para

os quais #FE esta muito préximo de (#V)2.

A representacio por listas de adjacéncias do grafo G = (V, E) consiste em um vetor Adj
de #V listas, uma para cada vértice em V. Para cada u € V a lista de adjacéncia Adj[u]
contem todos os vértices v tal que existe uma aresta (u,v) € FE, ou seja, Adj[u] consiste

em todos os vértices adjacentes a u em (. Os vértices em cada lista de adjacéncia sdo
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normalmente armazenados em uma ordem arbitraria. A figura 2.5(b) é uma representagao por
listas de adjacéncias do grafo n3o dirigido da figura 2.5(a). Similarmente, a figura 2.6(b) é

uma representacdo de lista de adjacéncias do grafo dirigido da figura 2.6(a).

Se GG é um grafo dirigido, a soma dos comprimentos de todas as listas de adjacéncia é #F,
ja que uma aresta da forma (u,v) é representada por ter v aparecendo em Adju]. Se G é
um grafo n3o dirigido, a soma dos comprimentos de todas as listas de adjacéncias é 2(#FE),
ja que se (u,v) é uma aresta ndo dirigida, entdo u aparece na lista de adjacéncias de v e

vice-versa.

A representacdo por listas de adjacéncias é bastante robusta na medida em que pode ser
modificada para suportar muitas outras variantes de grafos. Uma desvantagem potencial da
representacdo por listas de adjacéncias é que ndo ha maneira mais rapida de determinar se

uma determinada aresta (u, v) estd num grafo, pois a Gnica consiste em procurar v em Adj[u].

Esta desvantagem pode ser contornada representando o grafo por uma matriz de adjacéncia.
A representagdo por matriz de adjacéncia do grafo G = (V, F), assume que os vértices sio
numerados 1,2, ..., #V de uma forma arbitraria. Ent3o a representacdo matriz-adjacéncia de
G consiste em uma matriz (#V) x (#V), A = (a;;), de tal forma que

1 se(i,j) € E,

Clz‘j =

0 se nao

As figuras 2.5 (c) e 2.6(c) sdo as matrizes de adjacéncias dos grafos n3o dirigido e dirigido

das figuras 2.5(a) e 2.6(a), respetivamente.

Se uma aresta ndo existir, um valor NIL pode ser armazenado como sua entrada na matriz

correspondente, embora para muitos problemas seja conveniente usar um valor como 0 ou oo.

A transposta da matriz A = (a;;) é a matriz AT = (a;;). Como em um grafo n3o dirigido,
(u,v) e (v,u) representam a mesma aresta, a matriz de adjacéncia A de um grafo n3o dirigido

é sua propria transposta: A = A7,

Embora a representacdo por listas de adjacéncias seja assintoticamente pelo menos t3o eficiente
quanto a representacdo por matriz de adjacéncia, a simplicidade de uma matriz de adjacéncia

pode torna-la preferivel quando os grafos sdo razoavelmente pequenos.
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Q@ 1 2 3 45
3 2100111
3/0 1 010

® @ qoriey

(a) ©)

(b)

Figura 2.5: Duas representagdes de um grafo ndo dirigido. (a) Um grafo G n&o dirigido com
cinco vértices e sete arestas. (b) Uma representacdo de listas de adjacéncias de G. (c) Uma
representacdo matriz de adjacéncia de G.

%!
(G

s
[6]{6] ()

(b)

S UL W N

OO OO OO
OO = OO N
SO O OO oW
O = O OO Ik
O OO = = O ot
— OO, OO

Figura 2.6: Duas representacdes de um grafo dirigido. (a) Um grafo G com seis vértices e
sete arestas. (b) Uma representagdo de listas de adjacéncias de G. (c) Uma representagdo
matriz de adjacéncia de G.

Breadth-first search(BFS)

Com vista um pleno entendimento do algoritmo de grafos BFS, explicar-se-4 antes o algoritmo

sobre filas (em inglés: Queues) de espera.

As filas sdo conjuntos dindmicos nos quais o elemento eliminado da fila pela operacdo DELETE
é predefinido. Em uma fila, o elemento eliminado é sempre aquele que esta na fila ha mais

tempo: a fila implementa uma politica de primeira entrada, primeira saida, ou FIFO.

Chamou-se a operacio inserir em uma fila ENQUEUE, e eliminar DEQUEUE. A fila tem
uma cabeca (head) e uma cauda (tail). Quando um elemento é inserido, este toma seu
lugar na cauda da fila, o elemento eliminado é sempre aquele que estd na cabeca da fila.
A figura 2.7 mostra uma maneira de implementar uma fila de no méaximo n — 1 elementos
usando uma matriz Q[1 ... n]. A fila tem um atributo head[Q] que indica ou aponta para sua

cabeca. O atributo tail[Q)] indica o préximo local no qual um elemento recém-chegado sera
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inserido na fila. Os elementos na fila estdo em locais head[Q], head[Q] + 1, ..., tail[Q] — 1.
Quando head|Q] = tail[Q], a fila estd vazia. Inicialmente, temos head[Q] = tail[Q] = 1.
Quando a fila esta vazia, uma tentativa de eliminar um elemento causa o sub-fluxo (em inglés:
underflow) da fila. Quando head[Q] = tail[Q]+ 1, a fila esta cheia, e uma tentativa de inserir
um elemento causa sobre-fluxo (em inglés: overflow). No algoritmo 1, temos o pseudocédigo

das operacdes ENQUEUE e DEQUEUE.

(a) < 5] 69| 8|4

head[Q] =T tail[Q] = 12

(b) Q| 3] 5 56|98 4|17

tail[Q] = 3 head[Q] =8

Figura 2.7: Implementagdo de uma fila utilizando uma matriz Q[1...12]. Os elementos da fila
s6 aparecem nas posicdes ligeiramente sombreadas. (a) A fila tem 5 elementos, em locais
Q[7...11]. (b) A configuraggo da fila apés as chamadas ENQUEUE(Q, 17), ENQUEUE(Q, 3)
e ENQUEUE(@®,5). (c) A configuragdo da fila apés a chamada DEQUEUE(Q).

O algoritmo BFS também usa uma fila ), portanto, usa as operacdes ENQUEUE e DEQUEUE

no seu cédigo. Segue-se os detalhes do funcionamento deste método de pesquisar um grafo.
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Algoritmo 1 Pseudocédigo das operacdes ENQUEUE e DEQUEUE. Cada operacéo leva o
tempo O(1).

1. procedure ENQUEUE(Q, z)

2: Qltail[Q]] + =z

3: if tail[Q] = length|Q] then
4: tail|Q] « 1

5: else

6: tail[Q] <+ tail|Q] + 1

1: procedure DEQUEUE(Q)

2: x <+ Qlhead|Q]]

3: if head[Q] = length[Q] then
4: head[Q)] < 1

5: else

6: head|Q)] + head[Q] + 1
7: return x

Breadth-first-search (BFS) & um dos algoritmos mais simples para pesquisar um grafo e o
modelo para muitos algoritmos importantes de grafos. Dado um grafo G = (V, E) e um
vértice fonte s distinguido, BFS explora sistematicamente as arestas de G para "descobrir"
cada vértice que é acessivel a partir de s. Calcula a distancia (menor nimero de arestas) de
s a cada vértice acessivel u e guarda-a no campo d. Também produz uma arvore com raiz s
que contém todos os vértices alcangaveis, denominada breadth-first tree (bft). A arvore bft é

definida pelo campo 7 em cada vértice.

O algoritmo Breadth-first-search (em portugués, pesquisa-primeiro-em-largura) é assim cha-
mado porque expande a fronteira entre vértices descobertos e n3o descobertos uniformemente
através da largura da fronteira. Ou seja, o algoritmo descobre todos os vértices a distancia k
do vértice de origem s, antes de descobrir qualquer vértice a distancia £+ 1. Para acompanhar
o progresso, o BFS pinta cada vértice branco (WHITE), de cinza(GRAY) ou de preto(BLACK).
Todos os vértices comecam em WHITE e podem mais tarde tornar-se GRAY e depois BLACK.
Um vértice é descoberto na primeira vez em que é encontrado durante a pesquisa, altura
em que se torna ndo branco. Vértices GRAY e BLACK, portanto, foram descobertos, mas o
BFS distingue entre eles para garantir que a busca prossegue de forma ampla, em primeiro
lugar. Se (u,v) € E e u um vértice BLACK, entdo o vértice v é ou GRAY ou BLACK; isto é&,
todos os vértices adjacentes aos vértices BLACK foram descobertos. Vértices GRAY podem

ter alguns vértices adjacentes WHITE; eles representam a fronteira entre vértices descobertos
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e n3o descobertos.

A arvore bft, construida pelo BFS, contém inicialmente apenas a sua raiz, que é o vértice de
origem s. Sempre que um vértice v WHITE é descoberto no decurso da verificagdo da lista
de adjacéncia de um vértice u ja descoberto, o vértice v e a aresta (u,v) sdo adicionados a
arvore. Dizemos que u é o predecessor de v na bft. Como um vértice é descoberto no maximo
uma vez, ele tem no maximo um predecessor. As relacdes de antecessor e descendente na
bft sdo definidas como de costume: se u estd num caminho para o vértice v, entdo u é um

antecessor de v e v & um descendente de w.

O procedimento BFS abaixo assume que o grafo de entrada G = (V, E) é representado usando
listas de adjacéncias. Este mantém varias estruturas de dados adicionais com cada vértice no
grafo. A cor de cada vértice u € V' é armazenada na variavel color|u], e o predecessor de u
é armazenado na variavel 7[u]. Se u ndo tem nenhum antecessor (por exemplo, se u = s ou
u n3o foi descoberto), entdo 7[u] = NIL. A distancia da fonte s ao vértice u calculada pelo

algoritmo é armazenada em d|u].

Mais formalmente, definimos o sub-grafo predecessor de G como G, = (V,, E;;), onde V,, =
{veV |rv]#NIL}U{s} e E, ={(m[v],v) | v € (Vz—{s})}. Prova-se que o sub-grafo
predecessor GG, € uma arvore, se V. consiste nos vértices alcancaveis de s e, para todos v € V,
ha um caminho simples Gnico de s para v em GG que é também um caminho mais curto de s

para v em G.

O pseudocédigo a seguir é o algoritmo BFS, o grafo de entrada G pode ser dirigido ou n3o
dirigido. O método BFS funciona da seguinte forma: as linhas 2 — 5 pintam cada vértice
WHITE, definem d[u] para ser infinito para cada vértice u, e definem o antecessor de cada
vértice para ser NIL. A linha 6 pinta como GRAY o vértice de origem s, uma vez que é
considerado para ser descoberto quando o método comega. A linha 7 inicializa d[s] para 0,
e a linha 8 define o antecessor da fonte para ser NIL. As linhas 9 — 10 inicializam a fila
Q, contendo apenas o vértice s. O ciclo while nas linhas 11 — 19 itera enquanto existirem
vértices GRAY, que sdo vértices descobertos que ainda n3o tiveram suas listas de adjacéncias
completamente examinadas, pois o ciclo mantém o seguinte invariante: no teste da linha 11,
a fila Q consiste no conjunto de vértices GRAY.

Os resultados do BFS podem depender da ordem em que os vizinhos de um determinado
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vértice sdo visitados na linha 12: a arvore bft pode variar, mas as distancias calculadas pelo

algoritmo n3o variam.

Algoritmo 2 Pseudocédigo BFS de um grafo ndo dirigido. Dentro de cada vértice u é
mostrado d[u]. A fila () € mostrada no inicio de cada iterag¢do do ciclo while.

1: procedure BFS(G, s)

2 for each vertex u € V[G] — {s} do > "pinta" WHITE todos vértices excepto s
3 color|u] <~ WHITE

4 d[u] < o0

5: 7[u] < NIL

6 color(s] < GRAY > "pinta" GRAY o vértice fonte
7 d[s] <0

8 7[s] <= NIL

0: Q<+ 0 > fila dos vértices ja visitados
10: ENQUEUE(Q, s) > Insere o vértice fonte na fila
11: while Q # () do > Visita os vértices atingiveis a partir de s
12: u <— DEQUEUE(Q)

13: for each v € Adj[u] do > Visita os vértices adjacentes a u
14: if color[v] =WHITE then > o vértice v ainda n3o foi visitado
15: color[v] < GRAY

16: d[v] < dlu] +1

17: m[v] « u

18: ENQUEUE(Q, v) > insere o vértice adjacente na fila
19: color|u] <— BLACK > "pinta" BLACK o vértice u

Analise do tempo de execucio

Apés a inicializagdo, nenhum vértice é ndo branco e, portanto, o teste na linha 14 garante
que cada vértice sera inserido na fila no maximo uma vez e, portanto, executa a operacio
DEQUEUE no maximo uma vez. As operagdes ENQUEUE e DEQUEUE levam tempo O(1), de
modo que o tempo total dedicado as operagdes na fila é O(#V). Como a lista de adjacéncias
de cada vértice é examinada somente quando o vértice é eliminado, cada lista de adjacéncias é
percorrida no maximo uma vez. Uma vez que a soma dos comprimentos de todas as listas de
adjacéncias é ®(#FE) o tempo total gasto na verificagdo das listas de adjacéncias é O(#FE).
A sobrecarga para inicializagdo € O(#V), e portanto o tempo total de funcionamento do
BFS é O(#V + #E). Assim, o método BFS é executado em tempo linear no tamanho da

representacdo lista-adjacéncia de G.
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Figura 2.8: llustracdo do progresso do método BFS. As arestas sdo mostradas avermelhadas
a medida que sdo produzidas pelo BFS. As distancias dos vértices sdo mostradas ao lado dos
vértices na fila.

Depth-first search(DFS)

A estratégia seguida pelo algoritmo Depth-first search (em portugués: pesquisa-primeiro-em-
profun-

didade) &, como o préprio nome indica, pesquisar "mais a fundo" no grafo sempre que possivel.
No Depth-first search (DFS), as arestas s3o exploradas a partir do vértice v mais recentemente
descoberto que ainda tem arestas inexploradas que partem de v. Quando forem exploradas
todas as arestas de v, a pesquisa "retrocede" para explorar as arestas, que partem do vértice a
partir do qual v foi descoberto. Esse processo continua até que tenhamos descoberto todos os
vértices que so alcangaveis a partir do vértice fonte inicial. Se algum vértice ndo descoberto
permanecer, entdo um deles é selecionado como uma nova fonte e a pesquisa é repetida a

partir dessa fonte. Todo esse processo é repetido até que todos os vértices sejam descobertos.
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Como no BFS, sempre que um vértice v é descoberto durante em uma leitura da lista de
adjacéncia de um vértice u ja descoberto, o DFS regista esse evento através da configuracdo
do campo predecessor mw[v]. Ao contrario do BFS, cujo sub-grafo predecessor forma uma
arvore, o sub-grafo predecessor produzido pelo DFS pode ser composto de varias arvores
(denominadas depth-first trees (dft)), pois a busca pode ser repetida a partir de mdltiplas
fontes e, portanto, o sub-grafo predecessor do DFS forma uma floresta (que denominaremos
por depth-first forest (dff)), composta por varias dft. O sub-grafo predecessor do método
DFS &, portanto, definido de forma ligeiramente diferente do BFS: seja G, = (V, E;) onde
E. = {(n[v],v) | v € V e m[v] # NIL}. As arestas em E, sdo chamadas de arestas de

arvore.

Os vértices, tal como no BFS, sdo coloridos durante a pesquisa para indicar seu estado.
Cada vértice é inicialmente branco (WHITE), ficando cinzento (GRAY) quando descoberto
na pesquisa, e preto (BLACK) quando terminado, ou seja, quando a sua lista de adjacéncias
for completamente examinada. Esta técnica garante que cada vértice termine em exatamente

uma dft, para que estas arvores sejam disjuntas.

Além de criar uma dff, o DFS também marca o tempo em cada vértice. Cada vértice v tem
duas marcas de tempo: a primeira marca, representado por d[v], regista quando v é descoberto
pela primeira vez (e v torna-se cinzento), e a segunda, representado por f[v], regista quando a
pesquisa termina de examinar a lista de adjacéncia de v (e v torna-se preto). Estas marcas de
tempo sdo usadas em muitos algoritmos de grafos e sdo geralmente ateis no raciocinio sobre

o comportamento do método DFS.

Estas marcas s3o inteiros entre 1 e 2(#V), uma vez que existe um evento de descoberta e de
finalizacdo para cada um dos vértices V' e o relégio é incrementado precisamente quando ha

um desses eventos.

Para cada vértice u, du] < flu]. O vértice u € WHITE antes do tempo d[u], GRAY entre o

tempo d[u] e o tempo f[u], e BLACK depois disso.

O seguinte pseudocédigo é o algoritmo DFS basico. O grafo de entrada GG pode ser dirigido

ou nao.

O procedimento DFS(G) funciona da seguinte forma: As linhas 2 - 4 pintam todos os vértices
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Algoritmo 3 Pseudocédigo do método DFS
1. procedure DFS(G)

2 for each vertex u € V|G| do > "pinta" WHITE todos vértices
3 color([u] < WHITE

4 7[u] < NIL

5: time < 0
6

7

8

for each vertex u € V|G| do > descobre os vértices fontes u
if color[u] = WHITE then
DFS-VISIT (u)

1. procedure DFS-VISIT(u)

2: color|u] < GRAY > o vértice WHITE w foi descoberto
3 time < tvme + 1

4: d[u] < time

5: for each v € Adj[u| do > explora arestas (u,v)
6 if colorjv] = WHITE then

7 m[v] + u

8 DFS-VISIT (v)

o: color|u] < BLACK > "pinta" BLACK o vértice u
10: time < time + 1

11: flu] « time

a WHITE e inicializam seus campos 7 para NIL. A linha 5 inicializa o contador de tempo.
As linhas 6 - 8 verificam cada vértice em V e, se um vértice branco é encontrado, o vértice
é visitado usando DFS-VISIT(u). Toda a vez que o DFS-VISIT(u) é chamado na linha 8, o
vértice u torna-se a raiz de uma nova arvore na dff. Quando procedimento DFS(G) retorna,

a cada vértice u foi atribuido um tempo de descoberta d[u], e um tempo de finalizagdo f[u].

Em cada chamada DFS-VISIT(u), o vértice u & inicialmente WHITE. A linha 2 pinta u como
GRAY, a linha 3 incrementa o tempo e a linha 4 regista o novo valor de tempo como o
tempo de descoberta d[u]. As linhas 5 - 8 examinam cada vértice v adjacente a u e visitam
recursivamente v, se v for WHITE. Como cada vértice v € Adj[u] é considerado na linha 5,
dizemos que a aresta (u, v) é explorada pelo método DFS. Finalmente, depois de cada aresta
que parte de u ter sido explorada, as linhas 9-10 pintam u como BLACK e registam o tempo

de finalizagdo em f|u].

O DFS fornece informacdes valiosas sobre a estrutura de um grafo. Talvez a propriedade mais
basica do DFS é que o sub-grafo antecessor G; de fato forma uma floresta de arvores, ja que
a estrutura de uma dft reflete exatamente a estrutura das chamadas recursivas do DFS-VISIT.

Ou seja, u = 7[v] se, e somente se, DFS-VISIT(v) foi chamado durante uma verificagdo da
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lista de adjacéncias de u. Adicionalmente, o vértice v é um descendente do vértice v em dff

se, e somente se, v for descoberto durante o tempo em que u é GRAY.

Figura 2.9: Progresso do método DFS em um grafo dirigido. Como as arestas sdo exploradas
pelo algoritmo, elas sdo mostradas avermelhadas (se forem arestas de arvore) ou tracejadas
(caso contrario). As arestas que ndo sdo de arvore sdo rotuladas como B ou C' se forem
arestas para tras (back edges) ou arestas cruzadas respectivamente (vai ser explicada mais a
frente). Os vértices sdo marcados com tempo de descoberta/tempo de finalizagdo.

O DFS visita os vértices de um grafo em uma ordem arbitréaria, por isso, se um grafo for pelo
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menos duas vezes argumento do DFS, o modo como este grafo for pesquisado em cada vez,

pode variar. O garantido & que em cada vez, todos os vértices do grafo ser3o visitados.

Analise do tempo de execucio

Os ciclos nas linhas 2 - 4 e 6 - 8 do DFS(G) levam tempo O(V), excluindo tempo de execugdo
das chamadas ao DFS-VISIT(u). O procedimento DFS-VISIT(u) é chamado exatamente uma
vez para cada vértice u € V ja que DFS-VISIT é invocado apenas em vértices brancos e a
primeira coisa que ele faz é pintar o vértice como GRAY. Durante uma execu¢do do DFS-

VISIT(v), o ciclo nas linhas 5 - 8 & executado #(Adj[v]) vezes. Como

> #(Adjlv]) € OH#E),

veV
o custo total da execugdo das linhas 5 - 8 do DFS-VISIT é ©(#F). O tempo de execugdo do
método DFS é portanto ©(#V + #FE).

Classificacao das arestas

A pesquisa realizada pelo método DFS pode ser usada para classificar as arestas do grafo de
entrada G = (V, F). Esta classificagdo de arestas pode ser usada para obter informagdes
importantes sobre um grafo. Podemos definir quatro tipos de arestas em termos da dff G,

produzido pelo DFS com entrada G:

1. Arestas de arvore s3o arestas na dff G;. Aresta (u,v) é uma aresta de arvore se v foi

descoberto pela primeira vez ao explorar a aresta (u,v);

2. Arestas para tras (em inglés: back edges) sdo aquelas arestas (u,v) que ligam um
vértice v a um antecessor v numa dft. Os auto-ciclos, que podem ocorrer em grafos

dirigidos, sdo considerados como arestas para tras;

3. Arestas para frente sdo as arestas (u,v) que n3o sdo arestas de arvores, conectando

um vértice v a um descendente v em uma dft;

4. Arestas cruzadas sdo todas as outras arestas que n3do sejam 1., 2. e 3. Elas podem ir
entre vértices na mesma dft, desde que um vértice ndo seja um ancestral do outro, ou

podem ir entre vértices em dft diferentes.
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Problemas de Decisao

Nesta seccdo, entraremos de concreto no tema desta dissertacdo. Tivemos em conta o que ja
foi tratado por Hopcroft e Ullman 1979; Hopcroft, Motwani e Ullman 2006; Lewis e Papadi-
mitriou 1990; Cormen et al. 2001.

Consideramos algumas questdes importantes sobre linguagens regulares, mas antes, devemos

considerar o que significa fazer uma pergunta sobre uma linguagem. Seja L uma linguagem:
e L é uma linguagem vazia?
e Seja w uma palavra de A* : w estd em L7

o [ é finita?

Diremos "sim" ou "ndo" a questdes do género, por intermédio de algoritmos que decidem

se L tem ou ndo determinada propriedade.

No entanto, para muitas questdes que fazemos, os algoritmos existem apenas para a classe de
linguagens regulares. Nos concentraremos em questdes referentes a aceitacdo da lingua-
gem vazia, aceitacdo da linguagem infinita bem como o problema de decidir se uma
expressdo regular representa a linguagem vazia ou infinita e assumimos (de inicio) que
conjuntos regulares sdo representados por autémato finito. Antes, comecaremos por definir o

grafo de um autémato.

Definicdo 3.0.1. Seja A= (Q, A,9,i, F) um AFD. G(A) = (V, E) é o grafo de A onde:
L V = Qv
e E={(¢,q) € Q@ xQ[Ire A igz)=q}

G(A) é ciclico se no seu grafo existir pelo menos um ciclo.

33
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3.1 Problema da linguagem vazia

Antes de tudo, enunciaremos alguns teoremas que poderdo ser Gteis, seguidos de sua respetiva

demonstracio.

Teorema 3.1.1. Sejam A um AFD e n € N o namero de estados de A.

L(A) # 0 se, e s6 se, A aceita alguma palavra de comprimento menor que n.

Demonstracao.
=

Trivial.

=
Suponhamos que L(A) # 0. Seja u € L(A) de comprimento minimo. Pelo lema da Bom-
bagem, |u| < n porque, se |u| > n, pelo lema da Bombagem, existiriam x,y,z € A* tais

que,

u=ryz, y#£e
lzy| <n
zy*z € L(A), Vk € Ny

donde zz € L(A) (tomando k = 0), mas |xz| < |zyz| = |u|, que nos leva a uma contradigdo,
pois u & uma palavra de comprimento minimal em L(A). Portanto A aceita palavras de

comprimento menor que n. O

Teorema 3.1.2. Seja A = (Q, A, 0,4, F) um AFD. Entdo L(A) # 0 se, e s6 se, existir em

A um estado final acessivel.

Demonstracdo. Existe u € A* tal que u € L(.A) se, e s6 se, existe u € A* tal que 6*(i,u) € F.

Portanto, L(.A) # () se e s6 se, existe f € F tal que 0*(i,u) = f, como o pretendido. O
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Seja A um AFD. Como decidir se A aceita a linguagem vazia?!

Pelo teorema 3.1.1, o algoritmo para decidir se A aceita a linguagem vazia consistiria em
averiguar se alguma palavra de comprimento até n (sendo n o nimero de estado de A) é
aceite por A. Mas este algoritmo n3o seria eficiente, porque, no pior caso, teria que testar

todas as palavras de comprimento n&o superior a n, num tempo de execugdo de ordem O(2").

No entanto, pode-se testar facilmente se A aceita o conjunto vazio, tomando o seu grafo e
excluindo todos os estados que n3o sdo acessiveis. Se, depois disto, o grafo tiver pelo menos
um estado de aceita¢do/final, a linguagem é n3o vazia. Também poderiamos dizer que, se A
tiver um caminho bem sucedido, ent3o a linguagem é n3o vazia. Enfatizar que esta alternativa

é refletida no teorema 3.1.2.

Fizemos um algoritmo para testar se um dado AFD A aceita a linguagem vazia, tendo em

conta o seu grafo, recorrendo ao algoritmo BFS. Segue o pseudocédigo deste algoritmo:

Algoritmo 4 Algoritmo para decidir se um dado AFD A aceita ou n3do a linguagem vazia

1: procedure VAZIA(A)

2: i := estado inicial de A

3 F := conjunto de estados finais de A

4: G .= Q(A)

5: G’ .= BFS(G, i)

6: V' := conjunto de vértices BLACK de G’ > vértices acessiveis a partir de i
7 acessivel := falso

8 while ( — acessivel NV # () do > procura um vértice acessivel final
0: v := escolher em V

10: if v € F then

11: acessivel := true

12: else

13: Vi=V\{v}

14: return(acessivel)

O algoritmo VAZIA comega por obter o grafo do autémato A e em seguida submete este
grafo ao BFS com vértice fonte o estado inicial 7, resultando assim o grafo G'. G’ é o grafo
que contém todos vértices que sdo acessiveis (se existir) a partir do estado inicial, pois o BFS
constréi uma arvore com raiz . Com o ciclo while queremos saber se um dos vértices acessiveis
é um estado final e quando assim for, o booleano acessivel tera valor true. Este processo

deve decorrer enquanto se puder escolher v € V, a escolha é possivel porque o grafo esta
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dado por listas de adjacéncias que é um vetor de listas, e por isso, temos uma ordenacdo de
vértices permitindo assim escolher um primeiro vértice e depois passar para o seguinte e assim

sucessivamente. No final de todo este processo, o algoritmo retorna o booleano acessivel.

Analise do tempo de execucio

Sejam V' vértices e E arestas de G(A). O algoritmo VAZIA(.A) na linha 4, percorre o grafo do
autémato A, e no entanto, percorre todos seus estados ou vértices e todas as transicoes ou
arestas, por isso, este processo seria em tempo O(#V + #FE). Na linha 5, custa exatamente
a unidade de tempo em que é executado o BFS, que também é O(#V + #FE). As linhas
correspondentes ao ciclo while, as linhas de 8 - 13, o tempo é consumido com base a cada
iteracdo do ciclo terminando depois de observar os #V" elementos; e em cada iterac3o, as linhas
9 e 13 consumirdo uma unidade de tempo cada, a linha de 10 - 12, consumird exatamente

#F + 1 unidades de tempo. Assim sendo, o tempo gasto nas linha de 8 - 13, é:

#V
> (#F +3) = #V x (#F +3)
< H#V x (#V +3) (por #F < #V)
= (#V)* +3(#V)
€ O((#V)?)
C O(#Q)%)

Como

OF#V +#E) C OF#V + (#Q)?)
C O(#Q)?)

concluimos que o algoritmo VAZIA(.A) é executado em tempo O((#Q)?).
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3.2 Problema da linguagem infinita

Tal como na seccdo anterior, comecamos enunciando os teoremas que serdo Qteis para os

nossos propositos para, posteriormente, falar sobre o problema da linguagem infinita.

Teorema 3.2.1. Sejam A um AFD e n € N, o nimero de estados de A.
L(A) é infinita se, e s6 se, A aceita alguma palavra de comprimento [, para algum [ satisfa-

zendon <[ < 2n.

Demonstracdo. Seja L = L(A).

P

Suponhamos que existe u € A* tal que u € L e n < |u| < 2n. Queremos mostrar que L é
infinita.

Pelo lema da Bombagem, existem x, vy, 2 € A* tais que

u=1ryz, yF£e
lzyl <n
vykz € L, Vk € Ny

logo L & infinita.

=

Suponhamos que L é infinita. Com vista uma contradi¢do, suponhamos que n3do existe v € L
tal que n < |v| < 2n. Existem palavras em L de comprimento maior ou igual a 2n (porque
L & infinita). Seja u € L tal que |u] > 2n e u tem comprimento minimo entre as palavras de
L de comprimento maior ou igual a 2n. Mas, pelo lema da Bombagem, existem z,y, 2z € A*

tais que,

u=ryz, yF£e
lzyl <n
ry*z € L, Vk € N

donde |y| < nexy’z = xz € L. Logo n < |xz| (porque |y| < n e 2n < |u| = |zyz|) e

|zz| < 2n (porque |zz| < |ryz| = |u| e u tem comprimento minimo entre as palavras de L
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de comprimento maior ou igual a 2n). Entdo, existe v tal que n < |v| < 2n, o que é uma

contradi¢do. Portanto, A aceita alguma palavra de comprimento [, onde n <[ < 2n. H
Teorema 3.2.2. Sejam A= (Q, A,0,i,F) e A =(Q',A,¢,i, F") AFD onde:

o () ={q€ Q| qé acessivel e co-acessivel em A}

e F'=FnNQ

e ' =0|gxa =0N((Q'xA)xQ)
Qualquer que seja u € A*, u € L(A’) se, e s6 se, u € L(A)
Demonstracdo. Ora vejamos que,

u € L(A') sse 6" (i,u) € F' (def. L(A))

sse 0" (i,u) € (FNQ") (def. F)
sse (0" (i,u) € F) e (6" (i,u) € Q)

sse 0" (i,u) € F) (*)
sse 0%(i,u) € F) (k)
sse u € L(A) (def. L(A))

(| Trivial
f  Seja ¢ = ¢""(i,u) e suponhamos que g € F.
Falta ver que ¢ é acessivel e co-acessivel em A.
Como &' C 6*, q = 0*(i,u). 0*(i,u) & acessivel em A, pois had em A um

caminho de ¢ até §*(i,u) etiquetado por wu.

Como q € F, §*(i,u) é trivialmente co-acessivel em A.

Lema 3.2.1. §*(q,u) = 6" (q, u).

Demonstracdo. Inducdo em w. H

|} Trivial, pois 6" C ¢§*.
(%)
1+ Pelo lema 3.2.1, pois i é acessivel em A.
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Teorema 3.2.3. Seja A AFD acessivel e co-acessivel. Seja G(A) o grafo do autémato A.

L(A) & infinita se, e s6 se, G(A) é ciclico.

Demonstragio.

=

Suponhamos que G(.A) é ciclico. Queremos mostrar que L(.A) é infinita.

Por hipétese ha um ciclo em G(.A). Seja ¢ um dos estado deste ciclo.

Por A ter todos seus estados acessiveis, segue que a partir do estado inicial chega-se a g.
Seja u; € A* etiqueta do caminho pelo qual se chega a ¢, seja uy € A* etiqueta do ciclo.
Ent3o, por A ter todos os seus estados co-acessiveis, segue que existe uz € A* etiqueta do
caminho que parte de ¢ e chega a um estado final. Logo, qualquer que seja k € Ny, ujubus €
L(A), porque ujubus & a etiqueta de um caminho bem sucedido. Concluimos que L(A) é

infinita.

=

Suponhamos que L(.A) é infinita. Entdo L(.A) tem palavras de comprimento arbitrariamente
grande.

Seja n o nimero de vértices em G(A), seja u € L(A) tal que |u| > n.

Entdo em G(A) existe um caminho etiquetado por u, no qual um vértice é visitado mais de

uma vez, concluindo que G(.A) é ciclico. O

Seja A um AFD. Como decidir se A aceita a linguagem infinita?

O teorema 3.2.1 sugere-nos um algoritmo, que consistiria em averiguar se A aceita alguma
palavra de comprimento entre n e 2n, onde n é o niamero de estado de A. Mas tal algoritmo,
no pior dos casos teria que testar todas as palavras de comprimento entre n e 2n. Este processo

seria executado num tempo de ordem O(2") e, portanto, o algoritmo n&o seria eficiente.

O teorema 3.2.3 auxiliado pelo teorema 3.2.2, sugerem um outro algoritmo, que basicamente
consiste em apagar no grafo de A todos os estados n3o acessiveis e ndo co-acessiveis. Se
no final deste processo, o grafo de A tiver um ciclo, entdo a resposta sera sim (A aceita a
linguagem infinita); se ndo, a resposta sera ndo (.4 ndo aceita a linguagem infinita). Segue o

pseudocédigo do altimo algoritmo sugerido.
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Algoritmo 5 Algoritmo para decidir se um dado AFD A aceita ou ndo uma linguagem infinita

1: procedure INFINITA(A)

2: G:=G(A)

3 i := estado inicial de A

4: F := conjunto de estados finais de A

5: G := DFS-ACESSIVEL(G, {i})

6. Gy :=INVERTER(Gy)

7. Gy := DFS-ACESSIVEL(G,, F)

8 for each u € V[G5] do

9 color|u] <~WHITE

10: time < 0

11: for each u € V[G5] do

12: if color[u] = WHITE then

13: return(DFS-CICLICO(u))

1. procedure DFS-ACESSIVEL(G, @)

2: for each vertex v’ € V|G| do > "pinta" WHITE todos vértices
3: color[u'] < WHITE

4: m[u'] <= NIL

5: time <— 0

6: for each ¢ € Q' do > descobre os vértices fontes ¢
7: if color[q] = WHITE then

8: DFS-VISIT(q)

9: for each v € V|G| do
10: if color[v] # BLACK then > apaga vértices que ndo sdo BLACK
11 VIG] = V[G]\ {v}
12: for each w € V[G] do
13: if (v,w) € E[G] then > apaga arestas (v, w)
14 E[G] .= E[G]\ {(v,w)}
15: if (w,v) € E[G] then > apaga arestas (w, v)
16: E[G] .= E[G] \ {(w,v)}
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1. procedure DFS-CICLICO(u)

2: back edge := false

3 color|u] < GRAY > o vértice WHITE w foi descoberto
4: time < tvme + 1

5: d[u] < time
6

;

8

9

for each v € Adj[u| do > explora arestas (u,v)
if color[v] = WHITE then
m[v] + u
: DFS-CICLICO(v)

10: else
11: if color[v] = GRAY then > identifica ciclo
12: back edge := true
13: break
14: color|u] < BLACK > "pinta" BLACK o vértice u
15: time < tvme + 1
16: flu] < time

17: return(back _edge)

1. procedure INVERTER(G)

2 V[G)]:=V[G)]

3 E[(G)]:=0

4. (Adj)t:=0

5.  for ueV[(G)']d

6 for v € Adj[u] do

7 E[(G)] = E[(G)'Tu{(v,u)}
8 (Adj[])~" = (Adj[v]) =" U {u}
o Gl=(VI(G)'] E(G)], Adj™)

10: return(G™1)

O algoritmo INFINITA comeca por obter o grafo do autémato A para entdo submeter ao
procedimento DFS-ACESSIVEL juntamente com o conjunto singular cujo o elemento é o
estado inicial. Nestas condicdes, o DFS-ACESSIVEL visita todos os vértices acessiveis a partir
do estado inicial, pois, o DFS-ACESSIVEL é uma variante do DFS no qual os vértices fontes
sdo elementos de um determinado subconjunto de estados/vértices, produzindo um novo grafo
Go. Gg é submetido ao procedimento INVERTER, onde se altera o sentido das direcdes das
arestas de G, produzindo o grafo GG;. G juntamente com o conjunto de estados finais F
sdo submetidos ao procedimento DFS-ACESSIVEL, onde se visita os vértices em (51 acessiveis
a partir de um dos elementos de F', produzindo o grafo (G3. Em seguida pinta-se todos os
vértices de G5 de branco (WHITE) para posteriormente percorrer as arestas de G5 com vista
a encontrar um ciclo, submetendo G5 ao procedimento DFS-CICLICO. O procedimento DFS-
CICLICO é uma variante do procedimento DFS-VISIT, pois ele funciona exatamente como

o DFS-VISIT, porém, enquanto pesquisa as arestas de um grafo classifica-as como sendo ou
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ndo, arestas para tras (back edge).

Analise do tempo de execucio

Sejam V e E, respetivamente, vértices e arestas de G(A).

Para analisar a complexidade de tempo do algoritmo para decidir se um dado AFD A aceita

ou ndo uma linguagem infinita, comecaremos por ver o tempo de execucdo dos procedi-
mentos DFS-ACESSIVEL(G, '), DFS-CICLICO(u) e INVERTER(G). O precedimento DFS-
ACESSIVEL por ser uma versio restringida do algoritmo DFS, temos que O(#Q' + #E) C
O(#V + #FE) e, portanto, o tempo de execugdo do DFS-ACESSIVEL é ©(#V + #E). O
tempo de execugdo do DFS-CICLICO, tal como o do DFS-VISIT, é ©(#FE). No procedimento

INVERTER(G) o tempo consumido nas linhas de 5 - 8, esta refletido na seguinte expressdo:

#V #V #V

)D)IEED SETE

=2(#V)(#V)
= 2(#V)?

€ O((#V)?)
C ((#Q)%)

Como

O(#V + #E) C O((#Q)?)
C O((#Q)%)

concluimos que o tempo de execucdo do algoritmo INFINITA(A) &€ O((#Q)?).

3.3 Relacionando AFN com os algoritmos propostos

Na sec¢do anterior estudou-se os problemas de aceitacdo da linguagem vazia e infinita para
conjunto regular representado por um AFD. Como seria este estudo se o conjunto regular

estiver representado por um AFN?
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Ja vimos que a partir de um AFN pode-se construir um AFD equivalente. Este processo, que é
feito pelo teorema 2.2.1, sugere um algoritmo que pode receber um AFN e retornar um AFD,
s6 que este (segundo Lewis e Papadimitriou 1990) seria exponencial. Uma vez concretizado
este algoritmo, poderiamos ent3o aplicar algoritmo VAZIA (respetivamente INFINITA) ao AFD
resultante deste para decidir se este AFD aceita a linguagem vazia (respetivamente infinita) e
por conseguinte, decidiriamos se o AFN equivalente aceita a linguagem vazia (respetivamente

infinita), ja que a linguagem aceite pelo AFD é exatamente a mesma aceite pelo AFN.

Outra alternativa seria o de submeter imediatamente o AFN aos algoritmos VAZIA e INFINITA,
mas antes, tinhamos de saber se os algoritmos sugeridos pelos teoremas 3.1.2, 3.2.2 e 3.2.3

s3o validos para os AFNs.

Os resultados que sugerem os algoritmos VAZIA e INFINITA podem ser reformulados para um
dado AFN e a demonstracio destes teoremas seria similar aos formulados para os AFDs. Por
isso, os AFNs n3o podem ser submetidos diretamente aos algoritmos VAZIA e INFINITA, mas

sim, a uma adaptacio destes, tendo em conta o grafo de um AFN e os resultados reformulados.

3.4 Quando a linguagem é dada por uma expressao

regular

E se o conjunto regular, em vez de estar representado por um autémato, estiver representado
por uma expressao regular, como seria o processo de decisdo da linguagem vazia, assim como

da linguagem infinita?

Uma das formas de decidir se, dada uma express3o regular r, r representa a linguagem vazia,
ou r representa a linguagem infinita, é construindo o AFD equivalente, para ent3o ser testado

nos algoritmos apresentados nas sec¢des anteriores.
Lewis e Papadimitriou 1990, afirmam o seguinte:

(a) Existe um algoritmo polinomial que, dada uma expressdo regular r, constr6i um AFN

equivalente;

(b) Existe um algoritmo exponencial que, dado um AFN, constr6i um AFD equivalente.



44 CAPITULO 3. PROBLEMAS DE DECISAO

E por isso, a alternativa sugerida, exigiria um algoritmo exponencial, ja que, inicialmente,
teriamos que construir o AFN equivalente a expressdo regular dada, e a seguir, construir o

AFD equivalente ao AFN.

A alternativa, mais eficiente, que adotamos tem em conta a definicdo indutiva das expresstes
regulares, definindo assim (recursivamente), os predicados (listados abaixo) que recebem uma
expressao regular r € ER(A), e retornam um booleano, isto &, retornam V (verdadeiro) ou F
(falso):

1. vazia;

2. epsilon;

3. infinita.

O leitor pode perguntar-se porqué que houve a necessidade de definir trés predicados ja que,
s6 queremos decidir se » € ER(A) representa ou ndo a linguagem, vazia ou infinita. Esta
necessidade, deve-se ao facto de precisarmos do predicado epsilon na definicio do predicado
infinita, ja que o fecho da linguagem {e} nunca serd uma linguagem infinita e o mesmo
sucede ao fecho da linguagem () e, portanto, na definicdo de in finita, também foi necessario

o predicado vazia. Segue a definicdo dos respetivos predicados:

vazia : ER(A) — {V, F}

vazia(()) =

vazia(e)

v
F
F

vazia(a)

(
(
(
vazia(ry + rq) = vazia(ry) A vazia(rs)
vazia(ry.re) = vazia(ry) V vazia(rs)

(

vazia(r®) =
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epsilon : ER(A) — {V, F'}
epsilon(Q) = F
epsilon(e) =V
epsilon(a) = F

. epsilon(ry) V epsilon(ry) se vazia(ry) V vazia(rs)
epsilon(ry +1y) =
epsilon(ry) A epsilon(ry) se ndo

epsilon(ry.rq) = epsilon(ry) A epsilon(rs)

epsilon(r*) = epsilon(r) V vazia(r)

infinita : ER(A) — {V, F}
infinita(9) = F

infinita(e) = F

infinita(a) = F

infinita(ry + rs) = infinita(r) V infinita(rs)

o F se vazia(ry) V vazia(rs)
infinita(ry.ry) =
infinita(ry) Vinfinita(ry) se ndo
o F  se vazia(r) V epsilon(r)
infinita(r) =
V' se ndo

Como formas de garantir a funcionalidade dos predicados propostos, enunciaremos teoremas

que refletem os efeitos destes predicados, seguido de suas respetivas demonstra¢des:
Teorema 3.4.1. Qualquer que seja r € ER(A), vazia(r) =V se, e s6 se, L(r) = 0.
Demonstracao.
=
Dado r € ER(A), seja ®(r) a seguinte propriedade:

se vazia(r) =V entdo L(r) =0

Demonstracdo por inducdo em r. Pelo principio de inducio estrutural associado a r basta
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demonstrar:

3. ®(a) para cada a € A;

4. Para cada 11,75 € ER(A), se ®(r1) e ®(r2) entdo O(ry + 72), P(r1.72);

5. Para cada r € ER(A), se ®(r) entdo ®(r*).

Dem. 1.

Dem. 2.

Dem. 3.

Dem. 4.

P(0) sse, se vazia(l) =V entdo L() = 0.

Trivial pela definicdo da funcdo L;

®(e) sse, se vazia(e) =V entdo L(e) = {¢}.

Mas, pela definicdo de vazia, temos que vazia(e) = F' logo, ®(¢) é verdadeiro;

®(a) sse, se vazia(a) =V entdo L(a) = {a}.

Mas, pela definicdo de vazia, temos que vazia(a) = F logo, ®(a) é verdadeiro;

Suponhamos ®(71) e ®(ry).

Queremos mostrar:

(a) ®(ry +72) ou seja, se vazia(ry + o) =V entdo L(ry + ro) = 0;

(b) ®(r1.r2) ou seja, se vazia(ri.ry) =V entdo L(ry.ry) = 0;

Dem. (a) Suponhamos que vazia(r; +rg) = V.
Falta ver que L(ry +13) = (. Mas L(ry + 1) = L(r1) U L(r3). Por isso,
falta ver que L(r1) = L(ry) = 0.
Como vazia(ry +13) = vazia(ry) Avazia(rs), segue de vazia(ry +rq) =
V' que vazia(r) = vazia(ry) = V.
De vazia(r) =V e ®(r) segue que L(ry) =0
De vazia(ry) =V e ®(ry) segue que L(ry) = 0.

Dem. (b) Suponhamos que vazia(ry.ry) = V.
Falta ver que L(ry.m) = V.
Mas L(ry.rg) = L(r1).L(r). Porisso, falta ver que L(r1) = ( ou L(rs) =
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0.
Como wvazia(ry.re) = vazia(ry) V vazia(rsy), segue de vazia(ry.ry) =V

que vazia(ry) =V ou vazia(ry) = V.

1° caso vazia(ry) = V: De vazia(r;) =V e ®(ry) segue que L(ry) = 0;
2° caso vazia(ry) = V: De vazia(ry) =V e ®(ry) segue que L(ry) = .

Dem. 5. Suponhamos ®(r).
Queremos mostrar ®(r*), ou seja, se vazia(r*) =V entdo L(r*) = 0.

Mas, por definicdo vazia(r*) = F, logo, ®(r*) é verdadeiro.

<~

Dado r € ER(A), seja ®(r) a seguinte propriedade:

se L(r) = 0 entdo vazia(r) =V

Demonstracdo por inducdo em r. Pelo principio de indugdo estrutural associado a r basta

demonstrar:

1. ®(0);

3. ®(a) para cada a € A4;
4. Para cada 11,79 € ER(A), se ®(r1) e ®(ry) entdo O(ry + rg), P(r1.19);
5. Para cada r € ER(A), se ®(r) entdo O(r*).

Dem. 1. ®(0) sse, se L(() = () entdo vazia(P) = V.

Trivial, pela definicdo de vazia.

Dem. 2. ®(¢) sse, se L(¢) = () entdo vazia(e) = V.
Mas, L(e) = {€}, logo, ®(€) é verdadeiro.

Dem. 3. ®(a) sse, se L(a) = () entdo vazia(a) = V.
Mas, L(a) = {a}, logo, ®(a) é verdadeiro.

Dem. 4. Suponhamos ®(r;) e ®(rq).

Queremos mostrar:
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(a) ®(ry +72) ou seja, se L(ry + r9) = () entdo vazia(r, +re) =V,

(b) ®(r1.72) ou seja, se L(ry.ry) = 0 entdo vazia(ry.ry) =V,

Dem. (a) Suponhamos que L(r; + 1) =)
Falta ver que vazia(ry +1rg) = V.
Mas, como vazia(ri+ry) = vazia(ry)Avazia(ry), falta ver que vazia(ry) =
vazia(ry) = V.
Como L(ry + re) = L(r1) U L(ra) de L(ry + 12) = () segue que L(ry) =
L(ry) = 0.
De L(rq)
De L(rs)

) e ®(r1) segue que vazia(ry) =V.
Ded V.

(r9) segue que vazia(ry) =

Dem. (b) Suponhamos que L(r1.12) = 0.
Falta ver que vazia(ry.ry) = V.
Mas, vazia(ri.re) = wazia(ry) V vazia(re). Por isso falta ver que
vazia(ry) =V ou vazia(ry) = V.
Como L(ry.r9) = L(r1).L(r2) de L(ri.r3) = () segue que L(r1) = 0 ou
L(ry) =10.

1° caso L(ry) = (): De L(r1) = 0 e ®(ry) segue que vazia(ry) = V.
2° caso L(ry) = 0: De L(ry) = (0 e ®(ry) segue que vazia(ry) = V.
Dem. 5. Suponhamos ®(r).

Queremos mostrar ®(r*), ou seja, se L(r*) = () entdo vazia(r*) =V.

Mas L(r*) = (L(r))* # 0 para cada r € ER(A). Portanto ®(r*) & verdadeiro.

Teorema 3.4.2. Qualquer que seja r € ER(A), epsilon(r) =V se, e s6 se, L(r) = {¢}.

Demonstracao.
=

Dado r € ER(A), seja ®(r) a seguinte propriedade:

se epsilon(r) =V entdo L(r) = {¢}
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Demonstracdo por indugdo em 7. Pelo principio de indugdo estrutural associado a r basta

demonstrar:

3. ®(a) para cada a € A;
4. Para cada 11,75 € ER(A), se ®(r1) e ®(r2) entdo O(ry + o), P(r1.19);
5. Para cada r € ER(A), se ®(r) entdo O(r*).

Dem. 1. ®() sse, se epsilon() =V entdo L(0) = {e}.
Trivial, ja que epsilon(D)) = F, portanto, ®(()) é verdadeiro.

Dem. 2. ®(¢) sse, se epsilon(e) =V entdo L(e) = {e}.

Trivial pela definicdo da funcdo L.

Dem. 3. ®(a) sse, se epsilon(a) =V entdo L(a) = {¢}.

Trivial, ja que epsilon(a) = F, portanto, ®(a) é verdadeiro.

Dem. 4. Suponhamos ®(r1) e ®(rs).
Queremos mostrar:
(a) ®(ry + r2), ou seja, se epsilon(r; +ry) =V entdo L(ry + r3) = {e}.

(b) ®(r1.72), ou seja, se epsilon(ry.ry) =V entdo L(ry.re) = {€}.

Dem. (a) Suponhamos que epsilon(ry +13) = V.
Falta ver que L(r; +r3) = {€}.

1° caso vazia(ry) = V:
Pelo teorema 3.4.1, L(ry) = (). Tem-se
V' = epsilon(ry + 1) (por hipétese)

= epsilon(ry) V epsilon(rs) (%)

(x) pela defini¢do de epsilon e por vazia(ry) = V.
Entdo epsilon(r;) =V ou epsilon(ry) = V.

Mas epsilon(ry) # V (caso contrario, por ®(ry) seguiria L(r1) = {¢},
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o que é absurdo pois L(r;) = ().
Entdo epsilon(ry) = V. Por ®(ry) segue que L(r2) = {e}.

Entdo
L(ry +r9) = L(r1) U L(rs)
=PU{e}
= {e}.
caso vazia(ry) = V:

Pelo teorema 3.4.1, L(ry) = (). Tem-se
V = epsilon(ry + rs) (por hipétese)

= epsilon(ry) V epsilon(rs) (%)

(x) pela defini¢do de epsilon e por vazia(ry) = V.

Entdo epsilon(r;) =V ou epsilon(ry) = V.

Mas epsilon(ry) # V (caso contrario, por ®(rs) seguiria L(r2) = {€},
0 que é absurdo pois L(ry) = 0).

Entdo epsilon(ry) = V. Por ®(r;) segue que L(ry) = {€}.

Entdo
L(ry +m3) = L(r1) U L(rg)
={e} Ul
= {e}.
caso vazia(ry) = vazia(ry) = F:

Pelo teorema 3.4.1, L(r1) # 0 e L(ry) # (). Tem-se
V' = epsilon(ry + 1) (por hipétese)

= epsilon(ry) A epsilon(rs) (%)

(x) pela definicdo de epsilon e porque vazia(ry) = vazia(ry) = F.
Entdo epsilon(r;) =V e epsilon(ry) = V. Por ®(ry) e ®(r3), segue
que L(r1) = {e} e L(ry) = {e}.

Entdo

L(ry 4+ 1) = L(r1) U L(re) = {e} U {e} = {€}.
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Dem. (b) Suponhamos que epsilon(r;.ry) = V.
Falta ver que L(r;.r2) = {€}.
Mas, L(ry.ro) = L(r1).L(r3), por isso basta ver que L(r;) = L(ry) =
{e}
Como epsilon(ry.ry) = epsilon(ry) A epsilon(ry) de epsilon(ry.ry) =V

segue que epsilon(ry) = epsilon(ry) = V.

De epsilon(r1) =V e ®(r1) segue que L(r1) = {e}.
De epsilon(ry) =V e ®(ry) segue que L(ry) = {€}.

Dem. 5. Suponhamos ®(r).
Queremos mostrar ®(r*), ou seja, se epsilon(r*) =V entdo L(r*) = {¢}.
Suponhamos que epsilon(r*) = V.
Falta ver que L(r*) = {e€}.
Como epsilon(r*) = epsilon(r)Vvazia(r), de epsilon(r*) = V segue que epsilon(r) =
V ou wazia(r) =V.
1° caso epsilon(r) = V: De epsilon(r) =V e ®(r) segue que L(r) = {e}. Ent3o:
L(r*) = (L(r))* (por definicdo de L)
= {e}” (L(r) = {€})
= {e}

2° caso vazia(r) = V: De vazia(r) =V e pelo teorema 3.4.1 segue que L(r) = 0.

Entdo:
L(r*) = (L(r))* (por defini¢do de L)
~ 0 (L) = 0)
= {e}

“—
Dado r € ER(A), seja ®(r) a seguinte propriedade:
se L(r) = {e} entdo epsilon(r) =V

Demonstracdo por indu¢do em 7. Pelo principio de indugdo estrutural associado a r basta

demonstrar:
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3. ®(a) para cada a € A4;
4. Para cada 11,75 € ER(A), se ®(r1) e ®(ry) entdo O(ry + 1), P(r1.79);
5. Para cada r € ER(A), se ®(r) entdo ®(r*).
Dem. 1. ®(0) sse, se L(D) = {e} entdo epsilon(D) = V.
Trivial, ja que L(() = 0, portanto, ®() é verdadeiro.

Dem. 2. ®(¢) sse, se L(e) = {e} entdo epsilon(e) = V.

Trivial pela definicdo do predicado epsilon.

Dem. 3. ®(a) sse, se L(a) = {¢} entdo epsilon(a) = V.

Trivial, ja que L(a) = {a}, portanto, ®(a) é verdadeiro.

Dem. 4. Suponhamos ®(r;) e ®(rs).
Queremos mostrar:
(a) ®(ry +12), ou seja, se L(ry + 1) = {€} entdo epsilon(r; +ry) = V.
(b) ®(r1.r2), ou seja, se L(ry.re) = {€} entdo epsilon(ry.ry) = V.
Dem. (a) Suponhamos que L(r; + r2) = {€}.
Falta ver que epsilon(r, + 1) = V.

1° caso vazia(r;) =V

Pelo teorema 3.4.1, L(ry) = 0.

Entdo
{e} = L(r1 +r2) (por hipétese)
= L(r1) U L(r) (por definigdo de L)
= L(r2) (porque L(ry) =10)

Logo L(rs) = {e}. Por ®(ry), epsilon(ry) = V.

Entdo
epsilon(ry + o) = epsilon(ry) V epsilon(rs) (%)

=V ()
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(x) por definicdo de epsilon e porque vazia(ry) = V.
(xx) porque epsilon(ry) = V.
2° caso vazia(ry) = V:

Pelo teorema 3.4.1, L(ry) = 0.

Entdo
{e} = L(r1 +19) (por hipétese)
= L(ry) U L(rg) (por definigdo de L)
= L(r) (porque L(rqy) = 0)

Logo L(r1) = {e}. Por ®(ry), epsilon(ry) =V.

Entdo
epsilon(ry + 1) = epsilon(ry) V epsilon(ry) (%)

=V (xx)
(x) por definicdo de epsilon e porque vazia(ry) = V.
(%) porque epsilon(ry) = V.
3° caso vazia(ry) = vazia(ry) = F:
Pelo teorema 3.4.1, L(ry) # 0 e L(ry) # 0. Mas, de novo, {e} =
(r1 +12) = L(r1) U L(rq), donde L(ry) = L(re) = {€}. Por ®(ry) e
O (ry) segue que epsilon(ry) =V e epsilon(ry) = V.
Entdo
epsilon(ry + 1) = epsilon(ry) A epsilon(rs) (%)
=V  (porque epsilon(ry) = epsilon(ry) = V)
(x) por definicdo de epsilon e porque vazia(r) = vazia(ry) = F.
Dem. (b) Suponhamos que L(71.73) = {€}.
Falta ver que epsilon(ry.re) = V.
Mas, epsilon(ry.ry) = epsilon(ry) A epsilon(ry) por isso falta ver que
epsilon(ry) = epsilon(ry) = V.
Como L(ry.r3) = L(r1).L(re) de L(ry.ry) = {€} segue que L(r;) =
L(rz) = {e}.
De L(r1) = {e} e ®(r1) segue que epsilon(ry) =V
De L(ry) = {€} e ®(r2) segue que epsilon(ry) = V.

Dem. 5. Suponhamos ®(r).
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Queremos mostrar ®(r*), ou seja, se L(r*) = {€} entdo epsilon(r*) =V.
Suponhamos L(r*) = {e}.

Falta ver que epsilon(r*) = V.

Mas, epsilon(r*) = epsilon(r) V vazia(r), por isso, basta ver que epsilon(r) =V
ou vazia(r) =V .

Como L(r*) = (L(r))* de L(r*) = {e} segue que L(r) = {e} ou L(r) = 0.

1° caso L(r) = {e}: De L(r) = {e} e ®(r) segue que epsilon(r) =V,
2° caso L(r) = (): De L(r) = 0 e pelo teorema 3.4.1 segue que vazia(r) =V.
O
Teorema 3.4.3. Qualquer que seja r € ER(A), infinita(r) =V se, e s6 se, L(r) & infinita.

Demonstrago.
=
Dado r € ER(A), seja ®(r) a seguinte propriedade:
se infinita(r) =V entdo L(r) é infinita

Demonstracdo por inducdo em r. Pelo principio de inducio estrutural associado a r basta

demonstrar:

3. ®(a) para cada a € A;
4. Para cada 1,79 € ER(A), se ®(r1) e ®(ry) entdo (ry + 13), P(r1.19);

5. Para cada r € ER(A), se ®(r) entdo $(r*).

Dem. 1. ®(D) sse, se infinita()) =V entdo L(() é infinita.

Trivial, ja que infinita() = F, portanto, ®(()) é verdadeiro.

Dem. 2. ®(e¢) sse, se infinita(e) = V entdo L(e) € infinita.

Trivial, ja que infinita(e) = F, portanto, ®(¢) é verdadeiro.
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Dem. 3. ®(a) sse, se infinita(a) =V entdo L(a) & infinita.

Trivial, ja que infinita(a) = F, portanto, ®(a) é verdadeiro.

Dem. 4. Suponhamos ®(r;) e ®(r3).

Queremos mostrar:

(a) ®(r1 +12), ou seja, se infinita(r; +1r2) =V entdo L(ry + ) € infinita.

(b) ®(ry.72), ou seja, se infinita(ri.ry) =V entdo L(ry.re) é infinita.

Dem. (a)

Dem. (b)

Suponhamos in finita(ry + 1) = V.

Falta ver que L(ry + r2) € infinita.

Mas, L(ry +12) = L(r1) U L(r3). Por isso, falta ver que L(r) & infinita
ou L(rs) é infinita.

Como infinita(ry +1y) = infinita(ry) Vin finita(ry) de in finita(r, +

r9) = V segue que infinita(r,) =V ou infinita(ry) = V.

1° caso in finita(ry) = V: deinfinita(r;) =V e ®(ry) segue que L(r)
é infinita.

2° caso infinita(ry) = V: de infinita(ry) =V e ®(ry) segue que L(rs)
é infinita.

Suponhamos in finita(ry.re) = V.

Falta ver que L(ry.75) € infinita.

Mas, L(ri.r9) = L(r1).L(rg). Por isso, falta ver que L(r1) é infinita e
L(ry) # (0 ou L(rs) € infinita e L(r1) # 0.

Da defini¢do de in finita e de in finita(ry.ry) = V segue que vazia(ry) =

vazia(ry) = F e (infinita(ry) = V ou infinita(ry) = V).

1° caso infinita(r;) =V e vazia(ry) = F : De vazia(ry) = F e pelo
teorema 3.4.1 segue que L(ry) # (). De infinita(r;) =V e ®(rq) segue

que L(rp) € infinita.

2° caso infinita(ry) =V e vazia(ry) = F : De vazia(r;) = F e pelo
teorema 3.4.1 segue que L(rq1) # 0. De infinita(ry) =V e ®(ry) segue

que L(rq) € infinita.

Dem. 5. Suponhamos ®(r).
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Queremos mostrar ®(r*), ou seja, se infinita(r*) =V entdo L(r*) é infinita.
Suponhamos in finita(r*) = V.

Falta ver que L(r*) & infinita. Mas, L(r*) = (L(r))*, por isso falta ver que (L(r))*
é infinita.

De infinita(r*) = V segue que epsilon(r) = vazia(r) = F .

De vazia(r) = F e pelo teorema 3.4.1, segue que L(r) # 0.

De epsilon(r) = F e pelo teorema 3.4.2 segue que L(r) # {e}.

Logo (L(r))* & infinita, porque contém uma infinidade de palavras u, u?, u?, ...

P
Dado r € ER(A), seja ®(r) a seguinte propriedade:
se L(r) & infinita entdo infinita(r) =V

Demonstracdo por inducdo em r. Pelo principio de induc3o estrutural associado a r basta

demonstrar:

3. ®(a) para cada a € A4;
4. Para cada 11,79 € ER(A), se ®(r1) e ®(ry) entdo O(ry + o), P(r1.19);

5. Para cada r € ER(A), se ®(r) entdo O(r*).

Dem. 1. ®(0) sse, se L(() é infinita entdo in finita(d) = V.
Trivial, ja que L(0) = (0, e L(D) n3o & infinito.

Dem. 2. ®(¢) sse, se L(e) é infinita entdo in finita(e) = V.

Trivial, ja que L(e) = {€¢}, e L(¢) n&o é infinito.

Dem. 3. ®(a) sse, se L(a) é infinita entdo in finita(a) = V.

Trivial, ja que L(a) = {a}, e L(a) ndo é infinito.

Dem. 4. Suponhamos ®(r;) e ®(rs).

Queremos mostrar:
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(a) ®(ry +12), ou seja, se L(ry + r2) € infinita entdo infinita(r; +re) = V.

(b) ®(ry.72), ou seja, se L(ry.r2) é infinita entdo in finita(r;.ry) = V.

Dem. (a) Suponhamos que L(ry + 73) € infinita.
Falta ver que infinita(r; +re) = V.
Mas in finita(r, + re) = infinita(ry) Vinfinita(rs), por isso, falta ver
que infinita(ry) =V ou infinita(ry) = V.
Como L(ry + re) = L(r1) U L(ry), de L(ry + 7o) ser infinita segue que

L(ry) é infinita ou L(r3) € infinita.

1° caso L(r) infinita: Por L(ry) ser infinita e de ®(r) segue que in finita(ry) =

V.

2° caso L(ry) infinita: Por L(ry) ser infinita e de ®(rs) segue que in finita(ry) =

V.

Dem. (b) Suponhamos que L(ry.75) € infinita.
Falta ver que infinita(r,.ry) =V, isto &, vazia(ry) = vazia(r)) = F e
(infinita(ry) = V ou infinita(re) = V) .
Como L(ry.ry) = L(r1).L(r2), de L(ry.12) ser infinita segue que L(ry) é
infinita e L(ry) # 0, ou L(ry) é infinita e L(ry) # 0.

1° caso L(ry) infinita e L(rg) # 0: De L(ry) # 0 e pelo teorema 3.4.1
segue que vazia(ry) = F. Por vazia(ry) = F, L(ry) ser infinita, e ®(r;)

segue que infinita(ry) = V.

2° caso L(ry) infinita e L(ry) # 0: De L(ry) # 0 e pelo teorema 3.4.1
segue que vazia(ry) = F. Por vazia(ry) = F, L(rs) ser infinita, e ®(r7)

segue que infinita(ry) = V.

Dem. 5. Suponhamos ®(r).
Queremos mostrar ®(r*), ou seja, se L(r*) & infinita entdo infinita(r*) = V.
Suponhamos que L(r*) & infinita.
Falta ver que infinita(r*) = V.
Como L(r*) = (L(r))*, por L(r*) ser infinita segue que L(r) # () e L(r) # {€}.
De L(r) # 0 e pelo teorema 3.4.1 segue que vazia(r) = F.
De L(r) # {€} e pelo teorema 3.4.2 segue que epsilon(r) = F.
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De epsilon(r) = vazia(r) = F e pela definicdo do predicado in finita segue que

infinita(r*) =V.

Analise do tempo de execucio

Seja |r| o nimero de simbolos em uma expressao regular . Uma expressdo regular 7, cujo |r|
é maior que um, pode ter as seguintes formas: (1) r = (r1)*; (2) r = (r1 +172) ou r = (r1.13)

onde r1,79 € ER(A).

No primeiro caso |r1| = |r| — 3 e para este caso definimos a fungdo 7' : Ny — R do seguinte
modo:

T(0)=c onde ¢ é constante
(3.4.1)

T(n+1)=T(n)+d onde d é constante

Seja h(m) = m + d. Prova-se que a fungdo T definida em (3.4.1) satisfaz T'(n) = h™(c).

Assim

T(n) =c+nde O(n)

No segundo caso vamos assumir que r é "equilibrada" no sentido em que satisfaz |r{| < |r|/2

e |ra| < |r|/2 e para este caso a fungdo 7" : Ny — R tem a seguinte defini¢go :

T(n) =2T([n/2]) + d, onde d é uma constante (3.4.2)

De acordo com a alinea 1 do teorema 4.1 (Master theorem) de Cormen et al. 2001, podemos

concluir que T'(n) € O(n).

Como ©(n) € O(n) concluimos que o tempo de execu¢do para decidir se, dada uma expressdo

regular 7, r representa a linguagem vazia, ou r representa a linguagem infinita € O(n).

INa alinea 1 do referido teorema, temos de escolher a =b=2ee=1e f(n) = d.
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Lema 3.4.1. Para dado r € ER(A) existe ' € ER(A) tal que: L(r") = L(r) e |r'| < 2|r|
e r’ é equilibrada.

Demonstracgo. ldeia: equilibrar os dois ramos de 1 () 73, onde (O € {+, }, aplicando a

transformacdo s — s + 0. O

Teorema 3.4.4. Qualquer que seja r € ER(A), T(|r]) € O(n).

Demonstracdo. Seja n = |r|, ' dado pelo lema 3.4.1 e n' = |r|.

T(n) <T(n') (n <n' e T monétona)
€ O(n') (anélise acima e 7’ equilibrada)
C O(2n) (n’ < 2n)
= O(n)
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Conclusao

Uma das questdes mais abordadas em ciéncias da computacdo tem a ver com os problemas
que podem ser resolvidos mecanicamente por processos algoritmicos. E, sendo que alguns dos
problemas de decis3o tém esta propriedade, constituem matéria de estudo em muitos temas da
ciéncia da computacdo e, em particular, na teoria de linguagens regulares e consequentemente
em autématos finitos. Por conseguinte, torna-se notéria a relevancia do estudo dos problemas
de decisdo na teoria das linguagens regulares. Sendo assim, esta dissertacdo é mais um
contributo para esta area de investigacdo pois fornece mais matéria de estudo para eventuais

trabalhos futuros.

O principal objetivo desta investigacdo era o de apresentar algoritmos de decisdo para os pro-
blemas da linguagem vazia e da linguagem infinita e, pelo tratado no capitulo trés, afirmamos

que o objetivo foi alcancado.

No principio da execucdo deste trabalho, existiam algumas interrogacées de como se poderiam
alcancar os objetivos tracados. Assim, esta investigacdo constitui um instrumento através do
qual é possivel desenvolver competéncias, como por exemplo, o pensamento critico e abstrato
para criar algoritmos que resolvam certos problemas, principalmente os ligados a teoria de
grafos. Também, com esta investigacio, foi possivel compreender que a correcio de algoritmos

depende de certos resultados matematicos.

Em sintese, com o presente trabalho,

e foi possivel constatar a importancia da teoria de grafos, assim como os algoritmos que

existem para pesquisar um grafo, pois os seus fundamentos tiveram grande utilidade na
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execucdo deste trabalho;

e conclui-se que é mais eficiente decidir se uma determinada expressio regular representa
a linguagem vazia, ou representa uma linguagem infinita (fazendo uso dos predicados
propostos), do que decidir se um dado AFD aceita a linguagem vazia, ou aceita uma

linguagem infinita, pelo facto de que num caso o tempo ser O(n) e no outro O(n?).
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