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“Seria possivel dizer o que é a Matemdtica se esta fosse uma ciéncia

morta. Mas a Matemdtica é, pelo contrdrio, uma ciéncia viva, que se
encontra hoje mais do que nunca, em rdpido desenvolvimento,

proliferando cada vex mais em novos ramos, que mudam ndo sé a sua

fistonomia, como até a sua esséncia.”

José Sebastido e Silva
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SOBRE UM METODO PROPOSTO POR JOSE SEBASTIAO E SILVA PARA O
CALCULO DAS RAIZES DE UMA EQUACAO ALGEBRICA

RESUMO

Esta dissertacdo realiza-se no ambito do Mestrado em Ciéncias - Formacao
Continua de Professores - 4rea de especializagdo em Matematica. E objetivo principal
desta tese aprofundar conhecimentos e desenvolver competéncias com vista a uma
melhoria do meu desempenho profissional.

Também gostaria que este trabalho viesse a ser lido por outros professores de
Matematica do Ensino Bésico e Secundario e que constituisse também para eles uma
experiéncia de reflexdo sobre o que se ensina (e como se ensina) no tema das equagdes
algébricas.

Neste trabalho estudaremos um dos métodos apresentados por Sebastido e Silva
em [SebSilval940] e também os métodos de Graeffe e de Newton — Raphson que com
aquele se relacionam. Incluido neste estudo estd a analise da convergéncia baseada no
“Teorema Fundamental” de Sebastido e Silva, resultado original e muito interessante.

As ferramentas matematicas envolvidas no método de Sebastido ¢ Silva sdo: a) as
relacdes de Vieta para encontrar a aproximagao U da menor das raizes de um polinémio;

b) a transformacao algébrica do polindmio decorrente da mudanga de variavel y=x—u;

c) a transformada de Graeffe para a aceleracdo da convergéncia. Usadas de forma
iterativa, a) e b) sdo afinal matematicamente equivalentes ao método de Newton- Raphson
e a proposta de Sebastido e Silva difere daquele método classico apenas na utilizagdo da
transformada de Graeffe para aumentar o afastamento entre as raizes, melhorando assim
a rapidez de convergéncia.

Incluiremos sec¢des onde tratamos, de forma autonoma, a transformada de
Graeffe (sec¢do 2) e 0o método de Newton-Raphson (sec¢do 3). Em cada caso procurdmos
expor de forma suficientemente detalhada a teoria bésica subjacente e usamos exemplos
ilustrativos do funcionamento dos métodos.

Reservamos uma seccao propria (secgdo 4) para o “Teorema Fundamental” que
aparece no primeiro paragrafo de [SebSilval940] onde Sebastido e Silva apresenta uma
condi¢do necessaria e suficiente para a convergéncia de um método iterativo. Optamos
por nao reproduzir a demonstragdo do Teorema Fundamental e dar énfase a sua

interpretacao no caso dos exemplos incluidos.
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ON A METHOD PROPOSED BY JOSE SEBASTIAO E SILVA FOR THE
CALCULATION OF THE ROOTS OF AN ALGEBRAIC EQUATION

ABSTRACT

This is a dissertation for obtaining the MSc degree “Mestrado em Ciéncias —
Formagao Continua de Professores, area de especializacdo em Matematica”.

The main goal of this work is to enlarge my scientific background and to develop
skills that make me a better secondary school teacher. Also, it is my wish that this thesis
is read by other teachers of Mathematics and becomes for them an opportunity for
rethinking what is taught (and how it is taught) in the topic of algebraic equations.

In this work we study one of the methods presented by Sebastido e Silva in
[SebSilval940], as well as the classic methods of Graeffe and Newton-Raphson, because
these are related to the first one. We also devoted our attention to the convergence analysis
of the method based upon an original and interesting theoretical result that Sebastido e
Silva called “The Fundamental Theorem”.

The mathematical tools used in the method of Sebastido e Silva are: a) the Vieta
relations to find an approximation u for the smallest root of a polynomial; b) the algebraic
transformation of the polynomial that corresponds to a change of variable y=x-u (roots
displacement); c¢) the Graeffe transformation for accelerating the convergence. Used in
an iterative way, a) and b) are mathematically equivalent to the Newton-Raphson method
and the method of Sebastido e Silva differs from that classical method on using the
Graeffe transformation to get a polynomial whose roots are the squares of the roots of the
transformed polynomial, thus better separated, increasing the convergence speed.

We include sections dedicated to the Graeffe transformation (section 2) and the
Newton-Raphson method (section 3). In both cases we tried to expound in a sufficiently
detailed way the basic theory and we included many examples that illustrate how the
methods work. We have reserved an autonomous section for the “Fundamental Theorem”
in which Sebastido e Silva gives a necessary and sufficient condition for the convergence
of an iterative method. We do not include the proof of the theorem (which may be found
in [SebSilval940]) but we include examples in order to make a complete interpretation

of the theorem.
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1. INTRODUCAO

José Sebastido e Silva (1914-1972), licenciado em Matematica pela Faculdade
de Ciéncias de Lisboa, em 1937, ¢ um dos maiores vultos portugueses na area da
Matematica e do ensino da Matematica do século XX. De uma entrevista que concedeu
ao Diario de Noticias em 23/01/1968 ficou escrito: (...) a educag¢do, na era cientifica, ndo
pode continuar, de modo nenhum, a ser feita segundo os moldes do passado. Em todas
as escolas o ensino das ciéncias tem que ser intensificado e remodelado desde as suas
bases, ndo so quanto a programas mas ainda quanto a métodos. Compete a escola formar
seres pensantes, dotados de imaginagdo criadora e de capacidade de adapta¢do em grau
cada vez mais elevado. O que se pretende acima de tudo é levar o aluno a compreender
o porqué dos processos matemadticos, em vez de lhe paralisar o espirito, automatizando-
o desde logo. (...)

Num tempo em que os computadores eram rudimentares € o seu uso muito
limitado, Sebastido e Silva ja reconhecia que o calculo automatico poderia (e deveria)
ter um papel relevante no ensino da Matematica. Deu especial atencdo aos métodos
iterativos de resolucdo de equacdes algébricas e, em particular, um método original por
ele proposto em [SebSilval941] e [SebSilval946] teve reconhecimento de reputados
especialistas internacionais [Householder1973]. Este método que revela o conhecimento
profundo de Sebastido e Silva sobre este assunto foi o culminar de outros trabalhos sobre
o tema. Na sua primeira publicagdo [SebSilval940], apenas trata de polindmios com
raizes reais positivas e apresenta dois métodos para o calculo da menor daquelas raizes.

Quero agora destacar as razdes da escolha do tema da tese. Por um lado, o
desafio de conhecer uma parte (embora pequena) do trabalho desenvolvido por um grande
matematico portugués. Por outro lado, inspirar-me nas ideias do grande pedagogo que foi
Sebastido e Silva e com isso tornar-me mais capaz de desenvolver nos meus alunos o
gosto pela verdadeira matematica, a que desenvolve o espirito critico € o raciocinio
logico. Por exemplo, no Ensino Secundario os alunos aprendem a calcular as raizes de
uma equag¢do do segundo grau automatizando a respetiva formula resolvente. Para além

disto resolvem equagdes de grau superior que admitem uma fatorizagdo simples (para



equagoes do terceiro grau ensina-se a regra de Ruffini quando uma das raizes ¢ dada ou
facilmente determinada).

Defendia Sebastido e Silva que os alunos, depois de aprenderem as regras mencionadas
antes, devem ser confrontados com outras equagdes que mostrem a necessidade de outras

ferramentas matematicas, isto ¢, os métodos numéricos ligados a utilizagdo de

computadores cuja utilizagdo o pedagogo ja defendia entdo.



2. METODO DE GRAEFFE

O método de Graeffe, também conhecido por método de Dandelin—Graefte,
pode ser usado para calcular todas as raizes de um polindmio. Foi desenvolvido de forma
independente por Germinal Pierre Dandelin em 1826 e Karl Heinrich Gréffe in 1837.
Lobachevsky em 1834 também descobriu a ideia principal deste método
[Householder1959].

O método usa as formulas de Vieta! para aproximar as raizes e, uma vez que
tais aproximagdes serdo tanto melhores quanto mais afastadas estiverem as raizes, a ideia
principal ¢ a de produzir um polinémio do mesmo grau cujas raizes sao os quadrados das

raizes do polinémio inicial.

Seja
PO =(x=x)..(x=x,).

O polindbmio ¢(x)= p(x).p(-x) € de grau 2n mas, por serem nulos o0s

. , . e 42
coeficientes dos termos de grau impar, uma simples mudanga de variavel Y =X~ produz

um polindmio de grau n.

Com
px)=x"+ax"" +..+a, x+a,
tem-se
p(=0)=(-1)'[x"+ax"" +..+a_x+a,]
onde

a,, sei € par

a, = Y . (2.1)
—a, , se i € impar

! Estas séo as conhecidas formulas que relacionam os coeficientes de um polindmio com somas e produtos das raizes (ver a frente);
tais relagdes foram descobertas no século XVI pelo matematico Frangois Vieta para o caso de raizes positivas.



Resulta
g(@) =1 +c X"+ +e X+t e, x+e,, |
onde, com a, =a, =1,

¢, =ay,q + a,a,
¢, =aqya, +aa +a,a,

¢ =a,a, +a,a, +a,a, +aa, (2.2)

c,= Z ad;,p =1,...,2n
i+j=p
Para p impar, os indices i e j sdo de diferente paridade e de (2.1) resulta
ad; =—a,a,, logo ¢,=0. Para p par, tem-se

c,=¢,; =(-1Va’+2) (D aa,, (2.3)

i#]
€ com bj :CZja podemos escrever

q(x) = (=1)" (" +b x> +bx™ * 4 . +b,_ X’ +D,)
E, finalmente, substituindo x* por X,
q(x) = (=1 (x" +bx"" +byx"? +..+b, x+b,).

Graeffe observou que o polindmio g pode ser obtido escrevendo p(x)=0 na

forma
P.(x)=xp,(x)

onde P, e P, sdo polindmios s6 com termos de grau par. O grau destes polindmios €
reduzido para metade substituindo x° por X e obtemos, com ]_?e(x2 )=p(x) e

2,()=p,(x),

1

P.(x)=x2p,(x).



O polinémio ¢ ¢ definido por
9(x) = (1" (P () -1, (x)),

. e, ~ . n z
o que envolve o quadrado de dois polindmios de graus ndo superiores a — e ¢ a forma
2

mais pratica de implementar o método.
Como ilustra¢do do que acaba de ser dito, consideremos o polindmio
p(x)=x"—10x" +35x" —50x+24,
cujas raizes sao 4, 3,2 e 1.

Seguindo o processo usado por Graeffe? para obter os coeficientes do polindmio

g, €SCrevemos
¥ +35¢ +24=x(-10:* —30)

ou, substituindo x> por X,

1

x* +35x+24 = x2(-10x—50)
e, quadrando ambos os membros, resulta
x* +700x +1273x% +1680x + 576 = x(100x +1000x +2500)
ou seja

x*=30x° +273x* —=820x+576 =0,

2 Este processo costuma designar-se por transformada de Graeffe.



cujas raizes sdo 1, 4, 9 e 16. Os coeficientes deste polindémio podem ser calculados

diretamente a partir dos coeficientes do polindmio dado, usando as relagdes (2.3).

Com a, =1,a,=-10,a, =35,a, =50 e a, =24, tem-se

b, =2a,a, —a,’ =70-100=-30
b, =2a,a, —2a,a, +a,” =273

b, =2a,a, —a,’ =-820

b,=a,’ =576

Para aumentar a separagio das raizes, o processo anterior pode ser repetido. Iterando &

vezes, obtemos o polindmio de grau n

n n—1
q(y) :y +b1y +“‘+bn—1y+bn
cujas raizes sao

2k 2k 2k
yl :xl ,y2 =X2 ,...,yn =Xn

Se os valores absolutos das raizes do polindmio original forem separados por

um fator p >1,isto €, xk| 2 ,0|xk +1| entdo | y,.| e | V.|, nak-ésima iteragdo sao separados

por um fator de crescimento rapido

o >1+2(p-1)

(a demonstracao desta relagao pode fazer-se por indugdo matematica).

As relagoes de Vieta

Yy Y.
b=—()+y,+.t,) :—yl(1+—2+...+—J
B2 N

y1y3 ++yn1ynj

bz =SVt VYt oty Y, =W (14_
BZR%) N1V2

b,==D"»y, -y,



podem agora ser usadas para obter aproximagdes para as raizes };. Desprezando as

quantidades &, J <i, cujos valores absolutos tendem para zero a medida que k cresce,
J

temos
b ~—y
b, = yy,
b, =1y, y,)
c
»=~-b
b,
V) ® b
(2.4)
Y b

2k . ;
De y,=x ,i=1,.,n, podemos calcular os valores absolutos das raizes do

. o, . .. _ _pk
polinomio original |x,| =y, .

Em seguida, ilustraremos a aplicagdo repetida da transformada de Graeffe e a
utilizagdo das aproximacdes (2.4) dadas pelas formulas de Vieta.
Para equagdes de terceiro grau
X +ax’ +ax+a, =0

a transformada de Graeffe da

x + (—al2 +2a, )x2 + (a22 —2a,a, )x —a,.

No caso do polindmio x°* —4x*-7x+10, cujas raizes sdo 5, -2 e 1, aplicacdes
sucessivas da transformacao anterior produz os polindémios cujos coeficientes, para

valores de k até 8, estdo listados na tabela seguinte, com valores arredondados a partir de

k=3, onde p(zk) ¢ o polindmio de grau 3 produzido na k-ésima transformada.



) b, b, b,
p? -30 129 -100
p? -642 10641 -10000
p® | -3,909.10° | 1,004.10° | -1,000.10°
P | -1,526.10' | 1,000.10'° | -1,000.10'
P | -2,328.102 | 1,000.10°2 | -1,000.10%2
% | -5421.10% | 1,000.10% | -1,000.10%
(128) 89 128 128
p -2,939.10°° | 1,000.10'% | -1,000.10
P& | -8,636.10' | 1,000.10%% | -1,000.10?%

Tabela 2.1 Transformadas de Graeffe

Como se pode ver, os coeficientes crescem rapidamente; com efeito, £ =8 ¢ o nimero
maximo de transformadas que ¢ possivel fazer neste caso, uma vez que a nona
transformada produz niumeros com expoentes demasiadamente grandes para poderem ser

representados na maquina (isto €, ocorre “overflow™).

Para apreciar a convergéncia para a raiz de maior valor absoluto, na tabela

seguinte apresentamos para cada um dos polindmios p(z')(x), k=0,1,2,3, a razdo

o v > » que converge para a unidade.

X X, +Xx



Razao entre a raiz de
maior valor absoluto e a
Polinémio Raizes Soma das raizes do polindmio
soma das raizes do
polinémio
p(x) 5,2, 1 X +x,+x, =1H-2)+5=4 %: 1,25
25
) 25.4. 1 X7+ x> +x,7 =1+4+25=30 = ~0,833
p (x) > 2 30
4 625. 16, 1 Gt a2 14164625 = 642 625 0974
P (%) , 16, LA TR
390625
p(g)(x) 390625,256, 1 | x*+x,"+ x," =1+256+390625=390882 300880 ~0,999343
152587890625
16) 152587890625, e e o ——————~0,999999
p (x) X+ x, +x,° =152587956162 152587956162
65536, 1

Tabela 2.2

Neste caso, em que as raizes sdo todas reais e de valores absolutos distintos, as

2k
~ | x . L
razdes | —~ | ,j<i, convergem todas para zero e podemos obter aproximagdes para os

X;

valores absolutos de todas as raizes. Na tabela 2.3 estdo tais aproximacgdes calculadas a

partir dos coeficientes dos polindmios p(zk)pelas formulas (2.4).

] b, |- l;_z , _%

1 :
2 5,477225575051660 | 2,073644135332770 | 0,880450906325624
4 5,033658601717030 | 2,017724436713330 | 0,984587661849564
8 5,000411081688840 | 2,000811036096890 | 0,999512470074940
16 5,000000134219750 | 2,000001853647860 | 0,999999046333005
32 5,000000000000030 | 2,000000000014540 | 0,999999999992724
64 5,000000000000000 | 2,000000000000000 | 1,000000000000000

Tabela 2.3 Aproximagdes para as raizes dadas por (2.4)




A partir do conhecimento de ‘xl , sendo ‘x,‘ real, a ambiguidade do sinal ¢ resolvida

através do célculo do valor do polinémio original em ‘xl‘ No caso presente tem-se

p(5)=0, p(2)=-12 e p(1) = 0, donde se conclui que as raizes sdo X =5 x,=2ex,=1.
Neste exemplo ndo foram necessdrias muitas iteracdes para obter boas

aproximacgdes para as raizes porque

2¢ 2k 2¢ 2k
x| _[2 x| _f]

X, 5 X, 2

tendem rapidamente para zero quando k& aumenta. Nos casos em que a convergéncia seja
lenta ndo sera pratico usar o método para calcular boas aproximacgdes (até porque, como
se disse antes, os coeficientes dos polindémios produzidos nas transformadas de Graffe
crescem muito rapidamente enviabilizando a continuacdo do processo). No entanto, as
aproximacoes produzidas podem servir como pontos de partida para outros métodos de
convergéncia mais rapida.

Como nota final sobre o método, observamos que ele também pode ajudar no
calculo de raizes reais multiplas ou até raizes complexas; mas estas situa¢des requerem
outro estudo que ¢ desnecessario para a analise que queremos fazer do trabalho de

Sebastido e Silva sobre o calculo de raizes de equagdes algébricas.
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3. METODO DE NEWTON — RAPHSON

O método de Newton ¢ um dos mais conhecidos ¢ utilizados métodos de resolugao
de equacdes. Também conhecido por método de Newton — Raphson, aparece na obra
Isaac Newton De Methodus Fluxionum et Serierum infinitorum, escrita entre 1664 ¢ 1671,

para encontrar a solugdo da equacao
¥ =2y-5=0.

Joseph Raphson desenvolveu o método original de Newton mas, de acordo com
[Nordgaard1922], a expressao funcional (3.1) ¢ atribuida a Lagrange (Simpson usou-a
antes na resolugdo de sistemas de equagdes).

Em linguagem moderna, escrevendo a equagdo na forma f(x)=0,em que [ ¢

de classe C* num intervalo que contém a raiz procurada &, a partir de uma dada

aproximacao inicial X, calcula-se a aproximacgao seguinte

X =x, S (x)
S ()
e, em geral,
% =x L&)
S A EH)

O método também ¢ conhecido pelo método das tangentes. Faz-se em seguida a

interpretacdo geométrica deste método, que justifica a designagao.

11



b) = flaoft¥ d
f(b) = f(zo) /
/
Il I,
/, ~
7’
I' I’
I,', /”
4
/9 !
I,l' 4
1 ,/,
l,,’
f(z1) W
& 1
’ 1
!
,I !
f(@o) | P 2z -4
73, T2 1T b= T
f(i) ..... il .,'
Figura 3.1

A partir da expansdo de em série de Taylor em torno do ponto X,

_ 2
1= )+ =) )+ 2 o)+
tomando apenas os dois primeiros termos da série, temos
Y=10)+x=x) (%)

que € a equagdo da reta que passa pelo ponto (xo, f (xo)) e tem inclinagdo f '(X,), isto &,

ela é tangente a curva no ponto de abcissa X,,. A ideia ¢ usar a abcissa do ponto em que

esta reta cruza o eixo dos XX como aproximacao da raiz da equagdo. Esta abcissa ¢ dada

por

S (x)

X, =X, .
J'(x)

Este ponto X; serd uma melhor aproximagdo, para a raiz &, do que X, se se

cumprirem as condigdes de convergéncia que estudaremos mais adiante. Fazendo 7

iteracdes temos

12



Xy =X, = J]:((x)) Sf(x,)#0 (3.1)

que ¢ a férmula iterativa do método de Newton.

A partir do desenvolvimento em série dado antes escrevemos a formula de Taylor

com resto de Lagrange

S'E) "(s‘)

fla)=f(x)+ f'(x e —x,)+—>(a~x,)"
para algum & que estd entre X, e X
Porser f(a)=0 € f'(x) = 0, resulta
0= £+ f e —x)+ L @)
N (CA A I

f'x) 21(x,)

Sendo

¢ oy )
)

resulta

/')

_xn+l: zf,(x )( xn)

e, fazendo @, =

S,

3.2
Tl2reo)” G2

n+l

0 que, de acordo com a defini¢do usual da teoria dos métodos iterativos, nos permite
concluir que a convergéncia do método de Newton ¢ quadratica. Com efeito

[Valeng¢al993], p.46, sendo

13



: aﬂ+
hm—pl:c, c>0, (3.3)

n—>+0 (04
n

entdo p ¢ achamadarazdo de convergéncia do método e C ¢ a constante de convergéncia

()
2f(a)

assintdtica. No caso do método de Newton — Raphson ¢ p=2 e c= . Se este

~ 2 . 4
valor de Cnio for grande e @, =107, por exemplo, entdo sera &, =10,

De seguida sdo apresentados exemplos de aplicagdo do método de Newton-

Raphson. Consideremos assim a fungdo f , utilizada na seccdo 2, definida por

F) =" —10x +35¢ —50x+24

Exemplo 3.1

Folha Algébrica X | » Folha Grifica 2D X |~ Folha de Cilculo
Fungdo fif| ¢ LNV EEE|Ev O

Ponto n Xn Xn+1
A=(1,0) 6 |
B=(2.0) 0 0.48 | 0.7865709216
c=(3,0) 1)0.7865700216 | 00450072497
® D=(4,0 2/0.9450072497 | 0.9953053755
3/0.9953053755|_0.9999600769

@ P,=(0.48,7.01116416)
@ P, =(0.7865709216, 1.8420538303) 4
40.9999600769 | 0.9999999971

® X,=(048,0) i - p
® X, =(0.7885709216, 0) 3 510.9999969071 |
e 6| 1] 1
©® a:22.869632x +y = 17.98858762
©® b:x=048
@ c:x=0.7886709216
@ d: 11.5642636716x + y = 109303016585 1
Texto

A1="Newton:"

A2="n" ¥
-4 -2 0 6 15

B2="x_n" ! —

C2="x_{n+1)" P : 16

df(x) = 4x* —30x2+70x — 50 el A B | c
® f(x) = x* — 10 x> +35x2 — 50x +24 iNevnon:

B !
|3 |
B4

5

6

L

[ 8 |

L

l

_l

12

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
X,

Figura 3.2

Com a aproximacdo inicial x,=0,48, o método converge rapidamente para a
menor das raizes @ =1 do polindmio f , como se pode apreciar na parte direita da janela

(produzida no GeoGebra).
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Dependendo da equagdo a resolver e da

aproximagao inicial X, usada, o método de Newton —

Raphson pode divergir. Tal acontece se [ '(xn)z(), )

método falha, como resulta da expressio (3.1).

Graficamente, tal significa que a reta tangente ao grafico

no ponto de abcissa X, ¢ horizontal, isto é, ndo interseta o

Figura 3.3

eixo dos XX, conforme ilustra a figura 3.3.

No exemplo que se segue vamos observar que para o valor inicial X, =0 obtemos

o valor X, =—1 mas para a iteracdo seguinte temos f (x)=0, o que nos impede de

continuar. Na folha de calculo da figura 3.4 o ponto de interroga¢ao sinaliza a divisao por

zero ocorrida.

Exemplo 3.2 f (x)=—x5 —x +x+1

» Folha Grifica 2D ¥ Folha de Cdlculo
SN 1 IIQEIEIE'ID'
i -
Newton
Xn [ Xn+1
3 0 O: 1
[ 4 | 1 1 2
(5| 2 ?| ?
i_ 3 ?‘ ?
L
L
d -6 2 4 [ | 9 |

10
11 |
12 |
[ 13 |
(4|
i
_ﬁ_
l

Figura 3.4

15



Conforme se ilustra na figura 3.5, pode verificar-se um X3
comportamento oscilatério das iteragdes em que dois valores se "! e

repetem indefinidamente. :
i
|

Figura 3.5
Exemplo 3.3 f(x)=x" -3¢ +x—1
' Folha Grifica 2D X | » Folha de Calculo
c d AN EBEE =Y B
: A B c
# I Newton:
! 2 |n Xn Xn+1
3 |
| 3 0 1 0
: 4 1 0 1
2 |
| 5 2 1 0
: 6 3 0 1
! ) 7 4 1 0
U 8 5 0 1
o\l %
-6 -4 -2 ] 2 4 6 9
| 10
|
: 1
| 12
Po 13
| 14
|
' 15
Figura 3.6

Se os valores das iteragdes X se

n

afastarem cada vez mais da raiz como ilustramos

na figura 3.7, temos outro caso de divergéncia.

No exemplo seguinte a raiz de f ¢ 0 mas

se tomarmos 3621, a sucessao de valores de X,

nao converge.

16



Exemplo 3.4 f(x)= xe ™

» Folha Grifica 2D

¥ Folha de Calculo

-1

-2

-3

Figura 3.8

SN EEE = |3

Al B[] c |
Newton:

2 |n [%n | Xan1
3 ol [ 2]
4 1] | 2285...|
5 2|2285.. 2627...|
6 3| 2527.. 2742...|
7 4|2742..| 2007...|
8 5/2937... 3.118...|
9 6/3118.. 3.287...|
10 7/3287.. 3.446..|
1 8/3446.. 3508...|
12 9 3508.. 3742..|
13 10|3742...| 3881...|
14 113.881...| 4014...
15 12| 4.014... 4143...
16 13| 4.143..| 4.267...|
17 14| 4267...| 4387.. |

O método também pode falhar se existirem na vizinhanga da raiz pontos onde f

ndo € derivavel.

Exemplo 3.5 f(x)= |x—3| -1.

Os zeros da func¢do sdo em x=2 e x=4 s3o suas raizes. Caso iniciemos

o método de Newton-Raphson com X, =3, o processo iterativo falhard porque nio existe

13-
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» Folha Grifica 2D Xl | v Folha de Calculo

6 I SN 1B EE = |8
: A B c
| Newton:
! 2 |n Xn Xn+1
: 3 0 3 ?
: 4 1 ? ?
. 5 2 ? ?
i 6 3 ? ?
| 7
| 8

1 : 9
| 10

2 : [) 2 ﬁﬂ 4 6 8 gl

| 12

4 v 13
| 14

Figura 3.9

No exemplo seguinte, o método diverge seja qual for a aproximacao inicial X;.

Exemplo 3.6 f(x)= §x

Partindo de X, =1, a formula iterativa X, =—/x ¢ divergente.

» Folha Grifica 2D Xl | » Folha de Calculo
SN BEEE|=x O

A B C
Newton:
2

n Xn Xn+1
4 0 1 -7
1 - ?[
3 2 ? ?
3 ? K4

(=]
.
- — 9 —
=3
-
-

Figura 3.10

18



Mas pode-se garantir a convergéncia se se cumprem certas condi¢cdes. Tem-se o

seguinte [Valencal993], p.42.

Teorema 3.1 Seja f e C° ([a,b]). Se

() fla)yx f(b) <03
i) S (x)#=0, xelab];
(iii)  /"'(x) ndo muda de sinal em [a,b] ;

f(a)
f(a)

@iv)

<b-a e‘

&‘ <b-a,
1(b)
entdo para qualquer X, € [a,b], a sucessao {x } = {xo, X5 Xy } gerada pelo método de

n

Newton — Raphson converge para &, unico zero de f em [a,b] .

As condigdes (i) e (i) garantem a existéncia de uma s6 solucdo em [a,b]; a

condigdo (ii) garante que a funcao ¢ monotona; a condigao (iii) garante que o sentido da

concavidade da fungdo nao muda; e a condigdo (iv) garante que as tangentes a curva em

(a,f(a)) e (b,f(b)) intersetam o eixo dos xx em (a,b).

Analisemos o exemplo que se segue para ilustrar o teorema anterior, considerando

f(x)=e"—log(x), feC? ([1,2]). Note-se que:

o f(D=e'>0,f(2)=e"~log(2)<0;

o fix)=e-L1<o, vxe[l,2];
X

o f'(x)= e’x+L2> 0, Vxe[1,2];
x

& =0,2689..<[2-1|=1

o f(l) , VXE[I,z],
@ =0,8779...<[2-1|=1
/')

19



Concluimos que a convergéncia ocorre para qualquer X € [1,2] .
Usando o GeoGebra vemos que a convergéncia ¢ rapida, constatando-se que X; tem ja

6 digitos corretos.

* Folha Grafica 2D ¥ | = Folha de calculo
~

d SN EBEE =Y EHY

A B c

Newton:

n Xn Xnt1

1 1.2689414214

12689414214 |  1.3091084033

08 1.3001084033 | 1.3007993887

1.3097993887 | 1.3097995858

061 1.3007905858 | 1.3007995858

1.3097995858 | 1.3097995858

(=0 = e R = S T I R

g2 1.3007995858 | 1.3097995858

oy
=]

1.3097995858 | 1.3097995858

|~ s N =D

024

=y
=y

13097995858 | 1.3097995858

-
[X]

-
(3]

04 02

=
P

-D.2q

-
3]

-
/]

044

-
=

Figura 3.11

E fécil verificar que as condigdes do Teorema 3.1 também se verificam no caso

do exemplo 3.1 qualquer que  seja X, € [O; 1,3]. Assim, seja

F(x)=x"-100" +35x" —50x+24, s eC? ([0:1,3]) verificamos que:

o f(0)=24>0,£(1,3)=-0,9639<0;
o f1()=4-30x" +70x-50<0, vx [0;1,3];
o f"(x)=12x>-60x+70>0, Vx €[0;1,3];
& =0,9230...<[1,3-0|=1,3
10
o 13) , Vxe[l,Z];
ff’ =1,0569...<|1,3-0[=1,3
J'(13)

Concluimos que ocorre convergéncia para & =1, Gnico zero de f em [0; 1,3] :

20



A partir de alguns exemplos ilustrativos do funcionamento do método varias
dificuldades podem surgir e que a convergéncia do método de Newton-Raphson fica
dependente de algumas condi¢des. Também vimos que mesmo quando converge, ndo ¢é

garantido que a convergéncia seja rapida. Por exemplo, em certos casos € necessario que

X, seja escolhido bastante proximo da solugdo (para garantir, em particular que a funcao

derivada ndo se anule no intervalo definido por X, e & ). O comportamento do método

¢ tanto melhor quanto mais afastada de zero ¢ o valor da fun¢do derivada nos valores

iterados.
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4. TEOREMA FUNDAMENTAL

Nesta sec¢do apresentamos e ilustramos o resultado que Sebastido e Silva designa
por teorema fundamental e usa para analisar a convergéncia dos métodos que propde para

o célculo da menor das raizes reais positivas de equagdes polinomiais.

O teorema

Sejam O um numero positivo qualquer, (%,Q,--.,Q,m uma sucessdo infinita de numeros
tais que 0<6, <1, para todos os valores de k. Fazendo
u=Qa e oq=c-u
em seguida
w=00 e =0-U

e assim sucessivamente, fica determinada uma nova sucessao

Uy Uy eyl ..
cujo termo geral é da forma
o =a
U, =00, com  _
O, =0 ~Uy.

o0 o0
E condi¢do necessaria e suficiente para que se tenha Z”k = que a série Zﬁk seja
k=0 k=0

divergente.

A demonstragdo, por redugao ao absurdo, pode ser consultada no texto original
[SebSilval940]. Pela nossa parte, faremos uma interpretagdo do teorema fundamental no
contexto da analise da convergéncia de um método iterativo para o calculo da raiz & ;

também apresentaremos alguns exemplos como ilustragdo. Finalmente, relacionaremos
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as quantidades Hk com a chamada constante de convergéncia assintdtica, usual na teoria

dos métodos iterativos.

No contexto dos métodos para o calculo da menor das raizes positivas, o
significado das quantidades presentes no enunciado anterior ¢ o seguinte (e que se ilustra
na figura 4.1):

Q ¢ araiz da equagao
U, ¢ a aproximagao inicial de &
U, & a correcdo feita a S, =1, para produzir a nova aproximagdo S, para &

Uy & a corregdo feita a S, para produzir a nova aproximacio S para O

€ assim sucessivamente.

Q, = etro de u,

a,=errode y +q,

. y '

U S, =u +u, S;=u+u,+u, S, =u +u, +..+u, ¢

Figura 4.1

Sendo & =C—U; o erro de U; como aproximacao de &, calculamos a correcdo U,

multiplicando este erro por 91 . Quanto mais préximo estiver (91 da unidade, melhor ¢ a

aproximacao obtida.

Em geral, tendo em conta as relagdes

u, =0,

u, =00,
intui-se que a convergéncia depende da forma como evoluem as quantidades Hk.

A k—ésima aproximacdo paraaraiz & ¢ S, =u, +u, +...+u,, logo
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lim S, = ZMk .
k=1

k—+o

Que a série de termo geral YU, ¢ convergente resulta do facto da sucessao de termo geral
S, (que ¢é a sucessdo associada da série) ser crescente ¢ majorada. Com efeito, S, &
crescente por ser 3, =9, e U, >0; ¢ é majorada por & por ser u, =9k_1(a—Sk_l),

com 6, , <1. Designemos tal limite por s. O teorema fundamental afirma que se Zé’k

for convergente entao S < (isto é, 0 método converge para um valor inferior a &) tal

como se ilustra no exemplo seguinte.

Exemplo 4.1 io g = i(%jn

n=1 n=1

y . +00 +00
Neste exemplo a série Y o, converge, logo Su, <a-
n=1 k=1

Com efeito tem-se
s=u i, iy +.oAu, o =u w00+ 40 o
e, por ser &, decrescente
s<u +u,+0, (6, +6,+..+6, +...).
Neste caso, sendo

0,+60,+..+60,  +..
1 2 1 3 1 n—1
== | +|=| +..+| = +...
z)+z) (3]
2
(/-2
2 2 2

1
S<u iy oo <a.

resulta
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Na figura seguinte apresenta-se uma ilustragdo do exemplo.

o, = erTo de u,

/—\\

a o, = €ITo de ”1\"'
g Tl
// ;
7 \\
1
H2 = 50!1 \\
Pl
A o
u
1 u, + u, + Eaz
Figura 4.2

O teorema fundamental também afirma que se 29,, for divergente entdo S=0.

Uma condigao suficiente, mas ndo necessaria, para que tal acontega ¢ que é nao
tenda para zero. Em particular, sera § = & se existir m <1, constante positiva, tal que
6 =m. Como ilustragdo disto, Sebastido e Silva refere o principio em que se baseia a

prova de convergéncia do método de exaustdo utilizado pelos gregos e que corresponde

a m=1/2

+00
De acordo com o que se disse antes, serd S= ainda que liméd, =0 desde que ZQn

n—»0
n=l1

seja divergente. No exemplo seguinte ilustramos este caso.

3 Os gregos procuraram determinar a drea a(S) de uma figura S (por exemplo, de um circulo) através de uma sequéncia P, P»,..., P,
de poligonos que preenchem ou "exaurem” S. O chamado método de exaustdo, usualmente atribuido a Eudoxus (408-355 BC) e
desenvolvido por Arquimedes (287 a.C. — 212 a.C.), foi usado para demonstrar com rigor que a area a(S-P,) compreendida entre S
e P, é tdo pequena quanto se queira, bastando para tal tomar n suficientemente grande. Para este fim serviu o axioma de

Arquimedes-Eudoxus que, em linguagem moderna, pode ser escrito da maneira seguinte: sejam M, e & duas dadas quantidades e
M, My,Ms,... uma sequéncia tal que M;<My2, M><M,/2, M;<M/2, etc. Entdo Mn <& para algum n. Ver, por exemplo

[Edwards1979],p.16-17, para uma aplicagdo deste principio a exaustdo do circulo.
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1
n+2

Exemplo 4.2 Com ¢ = obtém-se

a
u,=
n(n+1)

S, :a(l—Lj
n+l

4.1)

logo lim S, =« .
n—>+o0
Provemos as relagdes (4.1) usando o método de inducgdo. E facil verificar que sdo

a
u, =
n(n+1)

S, :a(l—ij
n+l1

verdadeiras para n =1 . Admitindo (hipotese de inducao) que se tem

o
u, =
n(n+1)

provemos que |

S —a (1 _ _j

n+l
Ora,
un = Hn—l'an—l
1

S =8 +tu =« 1—l+ !
n nn+1)

_al1 n+l 1
- n(n+l) n(n+1)
:a(]_Lj

n+1
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+00
Ficaram assim provadas, por indugdo, as relagdes (4.1). Neste exemplo a série Z@n
n=0

+00
diverge e Zuk converge para & (ilustragdo na figura 4.3).
k=1

@, = e1ro de u,

o, = erro de U+, e

g - ——— .

Figura 4.3

Sebastido e Silva usou este exemplo com « =1 para concluir, aplicando o seu

teorema fundamental, que a série harmoénica ¢ divergente.

Parece-nos oportuno agora interpretar o significado das quantidades éno contexto
da definicdo dada em (3.3) Sendo

a=a,,—u=a, -0 .a =a,(1-6.)

n

resulta

" —1-g

n—l»

n—1

0 que mostra que com lim €, <1 a convergéncia ¢ apenas linear ( p = 1) e a constante de

n—>+00
convergéncia assintotica ¢ afinal

c=1-1m 6, . (4.2)

n—>+0

Fica desta maneira estabelecida a relacdo entre as quantidades (9,, presentes no

teorema fundamental de Sebastido e Silva e a constante de convergéncia assintotica. O
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caso de ser lim €, =1 tem interesse particular porque resulta ¢ =0 . Como ilustragao,

n—>+00

temos:

1
n+2

Exemplo 4.3 9 =1-

Tem-se
a, 1
= _1 ,
a, n+
ou seja
— an—l
" on+l

P lo, ar, = 2, isto ¢ 9* iteragdo é 10 iteraca
or exemplo, Ay = —, 1sto € 0 erro na 1terag:ao v VEZES menor que O €1ro na 1teragao
10

anterior. Embora também neste caso seja p =1, a convergéncia (linear) ¢ muito mais

rapida do que no caso do Exemplo 4.2. Observe-se que a partir de (4.2) ¢ imediato

concluir que € ¢ =0 e c=1 nos Exemplos 4.3 ¢ 4.2, respetivamente.
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5. METODO DE JOSE SEBASTIAO E SILVA

Nesta seccao estudamos o método apresentado no paragrafo 3 de [SebSilval940]

para o céalculo da menor raiz & do polindmio p , ménico, de grau m

P, @) =X"+bxX"" +..+b x+b, (5.1)
cujas raizes, que se assumem serem todas reais e positivas, satisfazem
a=aq<a,=..%a,,%a,.
Definindo
I 1 1

S, =—+—+.t—,
a a, a

m

isto é, a soma dos inversos das raizes, resulta

g<l<oz (5.2)
m S, '
Tem-se que
1
u == ad ~ (5.3)
ol —+ o+
a2 am

¢ uma aproximacao de @, e usando (5.2) podemos escrever

u =6« (5.4)
com L <@, <1.Observe-se que €
m
bm
u = 7 (5.5)

m—1

por ser S, a soma das raizes do polinémio

x".p, [lJ =b x" +b, _x"" +..+hx+l1
x

I 1.1 _1

~ . ~ —1 ’
que sdo —>—2=—2..2—. Se for , muito menor do que &,, entdo ——— sera uma
a a a a
2 m m

. ~ 1
boa aproximacdo para — uma vez que
a
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Da igualdade anterior resulta

=a(l-p+p’ —p'+..) (5.6)

com

Portanto, quando se toma _bi para aproximar & comete-se um erro relativo que € igual

m-1

a . Parece-nos relevante relacionar o valor de p com o valor de (90 :de(5.4)- (5.6)

I+p
lta 6, =——.
resulta G It

Importa pois efetuar transformagdes sobre o polindmio inicial que torna pequenos
os valores de p . Uma maneira efetiva de conseguir isto ¢ usar mudangas de origem. Com
efeito, se U; ¢ uma boa aproximagdo de &, o polindmio q(x)=p(x +1/ll) tem as raizes

a—-u

1 ~ J
estardo proximas de zero.
a —u
1

1

a.—U, e as razoes

Embora Sebastido e Silva ndo o faga, apresentaremos em detalhe um algoritmo
para levar a cabo a transformacao algébrica do polindmio correspondente a mudanca de

variavel.
Dado o polinémio em (5.1) e % #0, pretendemos determinar os coeficientes
¢,Cy,...,C, tais que o polindmio
g,(@X)=xX"+cxX"" +c X" +..+e, x+c, (5.7)
satisfaz qm(x) = pm(x +1). Escrevendo
P, (x+u)=(x+u)" +b (x+u)"" +b,(x+u)"> +..+b,  (x+u)+b,

na chamada “forma encaixada”
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p,(x+u) :(...(((x+u)+bl)(x+u)+b2)(x+u)+...+bm_l)(x+u)+bm

definimos de forma recursiva os polinémios ¢,(x), i=1,...,m, com g,(x)=1 ¢

q,() =q;,(x0)-(x+u)+b. (5.8)
Com

g, () =x"+h"x 7+ +b P x+b Y

q () =X +H"x" ..+ 50 +Bx+B

de (5.8) resulta

b =b"" +u
@) _ (-1 (i-1)
b,” =b,"" +u.b,
e = (5.9)
@) _ =D (i-1)
bl =b""+ub?,
@) _ (i-1)
b” =b +ub’
Efetuando estes calculos, para cada i desde 1 até 7 , obtemos os coeficientes
c.=b" k=1,..m
=0, yeus
do polinémio g dado em (5.7).
c .
Na verdade, para obter a corregdo U, =——"— ¢ necessario calcular, para cada

m—1
. . b(i) b(i) g ~
i=1,...m, apenas os coeficientes O, €0.", de acordo com as duas ultimas expressdes

em (5.9), o que reduz drasticamente o numero de operagdes aritméticas envolvidas. Para

obter os dois ultimos termos do polindmio resultante da nova mudanga de variavel,

usamos a transformacao expressa em (5.9) a partir do polindmio original substituindo %,

por U +U,.
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Exemplo 5.1

Sendo
Pa(0)=x" —10x +35x* —50x+24

de (5.5) temos a aproximagdo u, = % = Epara a menor das raizes* de P, que resulta

25

de desprezar em (5.3), a quantidade

12
Substituindo x por x + Y] (o que corresponde a fazer uma deslocacdo das

raizes para a origem) e usando as relagdes (5.9), obtemos

238
%(x)—x_g
q3(x):x3+...+8010x—2159
307 61
4 14911 4396
g, (x)=x"+..—- 652 x+ 7

Procedendo de forma anéloga a usada para o calculo de ¥, aproximamos a menor das

raizes de ¢, por

4396 652

u, = . ~0.31
627 14911

Na tabela seguinte apresentamos os valores de U,,...,Ug e os Ultimos dois termos

dos correspondentes polindmios q4(x) obtidos.

4 As raizes de p, si01,2,3c4.
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s Uy %(%)
I 0,48 wty o011 4396

’ 652 " 627
2 | 0,30657092 x*+...—11,55426367x +1,84205383
3 | 0,15942632 x* +...+7,24118380x +0,35704920
4 | 0,04930812 x*+...—6,10367886x+0,02841080
5 | 0,00465470 x*+...—6,00087833x +0,00023955
6 | 0,00003992 x* +...—6,00000006x + 0,00000001
7 | 0,0000000029 x* +...—5,99999999x + 0, 00000000
8 | 0,0000000000 x* +...—5,99999999x + 0,00000000

Tabela 5.1

Na notagao do teorema fundamental, a menor das raizes ¢ aproximada por

8
Sy = > _u, =1,0000000000...

k=1

Este método, como também o reconhece o seu autor, € afinal o método de Newton

— Rapshon®. Com efeito, para o polindmio dado em (5.1), a aproximacdo (5.5) ¢ afinal o

m

0
valor 0—= E ; que corresponde ao valor obtido pelo método de Newton a partir de uma
P

aproximacao inicial igual a zero. O método de Sebastido e Silva usa mudancas de varidvel

que aproximam a menor das raizes positivas da origem das coordenadas e produz
sucessivas corregdes u,,U,,...,u, . Na k —ésima iteragdo, a aproximagao obtida para a raiz
¢
S, =u, +u, +...+u,.
Conjugando a notacdo usada no método de Sebastido e Silva com a férmula

iterativa do método de Newton — Rapshon teremos

S =8, P ko
pm(Sk)

5 Embora Sebastido € Silva o designe por método de Newton — Fourier.
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Consideremos novamente o polinémio p,(x)= x* —10x° +35x —50x+24 cuja

representacdo grafica se apresenta de seguida:

¥ Folha Algébrica X|| » Folha Grafica 2D

:I 1 4 ﬁv
Fungdo
® p(x)=(x-1)(x-2)(

-5 -4 -3 -2

Tomando como aproximagao inicial u, =

/ N\

Grafico 5.1

% = (0.48 para a menor das raizes de

P, e efetuando a mudanga de varidvel y = x + 0.48 , obtemos um novo polinémio

P,(x) = (x+0.48)" —10(x +0.48)° +35(x +0.48)° —50(x + 0.48) + 24

cuja representagao grafica ¢é:

X

Folha Algébrica » Folha Grafica 2D
v fiv
Func¢do
@ P,(x) = (x +0.48)* - 10(x + 0.48)° + 35(x + 0.48)
e f=p,
® g=P,
® P(X)=(x-1)(x-2)(x-3)(x-4)

35

w

25

N

05

-05

-1

Grafico 5.2
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Observando os graficos de p,(0) ¢ B(¥) vemos que p,(0.48)=P,(0) ¢
p',(0.48)=P",(0).

_Folha CAS (Caiculo Algébrico Simbolico) Xl | ¥ Folha Algébrica X | » Folha Grafica 2D X
Y A= fiv 9 t
o =1 =9 =3 —4 Fungdo
k=1 (x=2) (x=3) (x—4) L@ P,x)=(x+048)* - 10(x +0.48) + 35(x +0.4] , | |4 Py
P_4(x) @ t=p,
% 12)* 12\* o 2
- — ] = = = ® P(X)=(x-1)(x-2)(x-3)(x-4)
(x+25) 10 (x+25) +35 (x+2 A
p_4(0.48) 15
3
R 2738736
390625 !
> P_4(0) 05
2738736 m
390625 0
o 0. s 2 3 45
1(0.48)
5
357338 e
15625
() K
6
357338 e
15625 v

Grafico 5.3

De seguida, ap6s o célculo de Y,, tomando agora como aproximag¢do inicial

U, +u,, efetuamos a mudanga de variavel

y=x+(0.48+0.31)
< y=x+0.79

e obtemos um novo polindomio, seja
0,(x) = (x+0.79)* —10(x +0.79)> +35(x +0.79)* = 50(x + 0.79) + 24

cuja representagao grafica € a que se segue. Note-se que

p(0.79)=0,(0) ¢ p',(0.79)=0\(0).
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» Folha CAS (Calculo Algébrico Sim| ¥ Folha Algébrica X/ |» Folha Grafica 2D
1 | P4 S=EEE P, P
5 Q
R 3 2 _ g| Funcdo 4
X —10x+35x" -t g P,(X) = (x + 0.48)4 - 1¢
P_4(x) ® Q,(x)=(x+0.79)* -1 25
2 12\ @ p,(x) = x4 -10x° + 35
- (x + ﬁ) —10 (x 4 2
2 p_4(0.79) 15
180261081
100000000 1
4 Q_4(0) 05
180261081
- — 0
100000000 -15 -1 -05 3/5 45
5 -05
-1

Grafico 5.4

Continuando a efetuar mudancas de variavel deslocando assim as raizes dos novos
polinébmios para a origem, verificamos que o método de Sebastido e Silva ndo ¢ mais do
que o método de Newton — Raphson usando sempre o zero como aproximagao inicial.

Comparemos agora os métodos de Newton — Raphson e de Sebastido e Silva (sem

a Transformada de Graeffe) em termos de eficiéncia computacional. Em (5.9) esta

indicada a forma de calculo dos coeficientes bj(.i), Jj=1,...,1, do polindmio ¢; de grau i

dado em (5.8). Sao

1+2+...+m=erl

coeficentes cuja determinagdo requer exatamente

[+3+5+...+(2m—-1)
—[1+C2m-D]x=
2
= }‘}'l2
operagdes aritméticas.

Este ¢ um preco elevado a pagar por cada iteracio do método mas, como se observou

antes, nao € necessario calcular todos os coeficientes bj(.’) na sequéncia de polindmios
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g,(x) = x+ b
q,(x)= x2+ bl(z)x + b2(2)

q;(x) = x> +bVx* + bV x + b

g, (x)=x"+b"x""+b"x"+ +b " x+ b

. Te 2) 1. . «
mas apenas os coeficientes B ,07,...0" ¢ B?,B,...b" através das relagdes

b = b, +u
b - b, +ub” 510
bf;’.”.’ =b,, +ub""
€
b = b0 +u
B = b + ub? s

(m) _ 7,(m-1) (m=1)
bm—l - bm—l + Z’tbm—2
que resultam de (5.9) e requerem 4(m —1) operagdes aritméticas.

O célculo de p, (1) faz-se usualmente através do conhecido método de Horner

(ver, por exemplo, [Valencal993], p.53-54). De

p,(X)=x"+bx"" +..+b _x+b

=(((x+8)x+b,)x+. 4, )x+D,

resulta, denotando por p;, paracada i =1,...,m —1, o polindémio de grau I envolvido

na relagdo anterior,

p(w)=>b+u
p,(u)=u.p,(u)+b,

p,w)y=u.p, (u)+b,
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Estas relacdes coincidem com as dadas em (5.10) com pl.(u) =bf ,i=L..,.m. A forma

mais eficiente para calcular o valor de p, () (ver [Valengal993], p.54-55) consiste em

escrever
pm(x)z(x—u)tm_l(x)+r (5.12)
donde resulta
Pa)=t,,@) (5.13)
Com
t () =x""+dx"? +d X"’ +..+d, x+d,
tem-se
d =b+u
d,=b,+u.d
d _,=b ,+ud,
r=b +ud, .

Com esta formulacao, é d, = p,-(?/l),i =l..m—-ler= pm(u) O método de Horner pode

agora ser usado para calcular p;n (w)=t, ,(u). Escrevendo

m—=2

t (X)=x""+dx"+d,x"+..+d, ,x+d

:(...((x+d1)x+d2)x+...+dm_2)x+dm_l

resulta, denotando por ;, para cada i =1,...,m -2, 0 polindmio de grau i envolvido na

relacdo anterior,
t(u)=d +u
t(u)=ut(u)+d,

tm—l (u) = u'tm—Z (M) + dm—l'
Uma vez que é d, =bl.(i), as relagdes anteriores coincidem com as dadas em (5.11) com

+) ~ , . ~
t(u)= bl.(H Vi=1,..,m—1, Portanto, a formulagdo que encontrdmos para a implementacao
eficiente do método de Sebastido e Silva ndo ¢ mais nem menos do que o método mais

eficiente para calcular os valores de um dado polindmio e da sua derivada num ponto.

38



Com isto fica clara a completa equivaléncia, ndo apenas matematica mas também
computacional, dos dois métodos.

Mas Sebastido e Silva também propde que o seu método, que acabamos de concluir ser
afinal equivalente ao método de Newton — Raphson, possa incluir a transformada de
Graeffe para aceleracao da convergéncia. Nao nos alongaremos sobre a analise do método
com esta transformacdo. Fazemos apenas notar que sendo quadratica a convergéncia do

método a partida, ¢ dificil perceber qual a vantagem da proposta aceleracao.
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6. CONCLUSAO

José Sebastido e Silva foi um dos mais notdveis matematicos portugueses do
século XX. Além de deixar uma obra importantissima como investigador, preocupou-se
profundamente com o ensino da Matematica, escrevendo livros que se tornaram bem
conhecidos e sdo hoje recordados por muitos professores. Sebastido e Silva, revelou ter
preocupacoes pedagogicas e didaticas no que se refere a apresentacdo dos resultados e
suas demonstragdes, como se pode comprovar em [SebSilval940].

Foi autor de importantes trabalhos a nivel cientifico. Em particular, propds um
método para a resolucao de equagdes algébricas que teve reconhecimento internacional.
Este trabalho foi o culminar da investigacao feita por Sebastido e Silva nesta tematica.
Com efeito, a sua primeira publicacdo em 1940 ja tratava do método de resolucao de
equacdes algébricas. Neste artigo propds um método que embora original nas ideias, ¢
afinal, como ele proprio o reconhece, o popular método de Newton — Raphson.

Sebastido e Silva também considera a possibilidade de acelerar o método através
de transformadas de Graeffe. Porém, atendendo a convergéncia quadratica do método de
Newton, a utilizacdo da transformada de Graeffe parece-nos a nds poder contribuir para
a melhoria do método apenas nas iteragdes iniciais. Isto € interessante porque ¢ bem
sabido que o sucesso do método de Newton depende muitas vezes de uma boa escolha da
aproximacgao inicial. O estudo de uma combinagdo eficiente dos dois métodos esta,
porém, para além do ambito desta tese.

Terminamos com um pensamento que deverd acompanhar sempre um professor
na sua vida profissional, uma vez que o seu papel principal como agente educativo ¢ o de
conduzir o aluno a pensar, a raciocinar, a investigar, a conjeturar, a experimentar e a

criticar:;

O que fago, aprendo.

Confucio 41°

% Filosofo chinés (c.551 a.C. —c. 479 a.C.).
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