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Resumo. Neste texto estuda-se o desempenho de alunos futuros educadores
e professores do ensino basico em probabilidade de experiéncias
compostas, designadamente a probabilidade condicional e a probabilidade
conjunta. Participaram no estudo 46 alunos do 3° ano da Licenciatura em
Educacdo Baéasica de uma universidade, a quem foi aplicado um
questionario com quatro questBes, das quais é aqui explorada apenas uma
delas, envolvendo dois itens de probabilidade condicionada e outros dois de
probabilidade conjunta. Em termos de resultados, globalmente, obteve-se
uma baixa percentagem de respostas corretas em qualquer dos dois tipos de
probabilidade estudados. Nas respostas corretas destacou-se o célculo
explicito ou implicito da probabilidade em questdo, enquanto nas respostas
erradas se salientou a adesdo a falacia da inversdo do eixo temporal e o
célculo da probabilidade de apenas um acontecimento, ignorando o
acontecimento condicionante, no caso da probabilidade condicionada, e a
ndo combinacdo, total ou parcial, das probabilidades determinadas de
forma explicita ou implicita para obter a probabilidade pedida e a adi¢ao
de probabilidades em vez da multiplicacdo, no caso da probabilidade
conjunta.
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Introducéo

Sobretudo a nivel do ensino basico, o recente reforco do ensino de Probabilidades e
Estatistica nas escolas de muitos paises, entre 0s quais se encontra Portugal (Ministério
da Educacdo, 2007), relevam a importancia de avaliar os conhecimentos dos professores

e futuros professores nesta tematica.

No caso dos educadores e professores do 1° ciclo do ensino basico, trata-se de uma
tematica que passam agora de ter de ensinar as criangas, 0 que antes nao acontecia. Ora
essa exigéncia implica que os estudantes futuros educadores e professores do 1° ciclo
recebam formacédo nesses contetdos ao longo da sua formacao inicial, tal como ja vem

acontecendo, bem como aqueles que se encontram no exercicio da profisséo.

Neste contexto, torna-se pertinente conhecer até que ponto a formagdo recebida ao
longo da sua formacéo inicial se revela adequada para as necessidades de ensino, tendo

sempre presente questionar essa formacéo e contribuir para a sua melhoria.
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Tendo por pressuposto que a formagdo dos futuros educadores e professores do 1° ciclo
ndo se deve confinar estritamente aos conteudos que terdo de explorar com as suas
criancas, antes devem adquirir uma compreensdao mais ampla desses conteidos, no
presente estudo avaliam-se conhecimentos probabilisticos desses futuros educadores e
professores através de uma tarefa que envolve a determinacdo de probabilidades

condicionadas e conjuntas.

Investigacdo preévia

A literatura mostra-nos que os alunos sentem muitas dificuldades quando lhes €
requerida a determinacdo de probabilidades de acontecimentos compostos de dois
acontecimentos (e.g., Fernandes, 2001; Polaki, 2005; Watson & Moritz, 2002).

No caso da probabilidade condicionada e da probabilidade conjunta, Watson e Moritz
(2002) concluiram do seu estudo que alunos do ensino primario a recém-ingressados na

universidade exibiram dificuldades em ambos estes conceitos.

Para Tarr e Lannin (2005), os julgamentos em probabilidade condicionada requerem a
habilidade de estabelecer comparacGes probabilisticas, tal como foi verificado nos
estudos de Falk (1993) e Green (1983), onde, recorrendo a vantagens (odds) ou outra
comparacgéo do tipo parte-parte, os alunos foram capazes de comparar probabilidades de
acontecimentos. Estes resultados sugerem que, diferentemente de Piaget e Inhelder
(1951), que destacam as comparacdes a partir de relacdes parte-todo, os alunos nao
necessitam de atingir o estadio das operacdes formais para efetuarem com sucesso tais

comparacoes.

Fischbein e Gazit (1984), numa experiéncia de ensino sobre probabilidade
condicionada, em que participaram alunos do 5° 6° e 7° ano de escolaridade,
concluiram que a percentagem de respostas corretas foi superior nas situacdes com
reposicdo relativamente as situacbes sem reposicdo, identificando dois equivocos
fundamentais nos raciocinios dos alunos em probabilidade condicionada: os alunos néo
perceberam que o espaco amostral é modificado nas situacBes sem reposicdo; e
calcularam a probabilidade de um acontecimento em situages sem reposi¢éo fazendo a
comparagao entre o nimero de casos favordveis para o acontecimento antes e depois da
primeira tiragem em vez de fazerem comparagdes com o numero total de resultados

possiveis.
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Embora Tarr e Lannin (2005) considerem que em situagdes sem reposicdo a
probabilidade condicionada torna-se particularmente explicita porque a reducdo do
espaco amostral € visivel, enquanto em situagcGes com reposicao isso ndo acontece, tal

ndo se repercutiu nas respostas dos alunos do estudo de Fischbein e Gazit (1984).

Pollatsek, Well, Konold e Hardiman (1987) verificaram que os alunos confundem os
significados das probabilidades condicional e conjunta, isto €, P(A| B) com P(AnB),
confusdo que se tornou particularmente evidente aquando da interpretacdo de
enunciados de problemas que implicavam a identificacdo destas probabilidades. Esta
dificuldade também foi observada em futuros professores do ensino primério (Estrada
& Diaz, 2006) e em alunos do 9° ano de escolaridade (Correia, Fernandes & Contreras,
2011) na resolucdo de uma tarefa envolvendo frequéncias de dois acontecimentos numa

tabela de dupla entrada.

Falk (1986) verificou que muitos alunos aderem a falécia da inverséo do eixo temporal,
afirmando uma visdo determinista, em que a probabilidade de algo que ocorre depois
ndo pode afetar algo que ocorreu antes, e ndo discriminam entre uma probabilidade

condicionada e a sua transposta, isto é, entre as duas probabilidades P(A|B) e
P(B| A), erro designado por falacia da condicional transposta. No estudo de Correia et

al. (2011) verificou-se que alguns alunos do 9° ano também cometeram este erro.

Relativamente a probabilidade conjunta, Polaki (2005) concluiu no seu estudo que 0s
alunos apresentam muitas dificuldades no estabelecimento do espaco amostral de
experiéncias compostas, apresentando conjuntos de resultados incompletos com base
em raciocinios subjetivos ou estratégias de tentativa-e-erro. Ora, estas dificuldades
repercutem-se na determinacdo de probabilidades e, segundo este autor, mesmo alguns
alunos que foram sucedidos na definicdo do espaco amostral cometeram muitos erros na
predicdo de probabilidades. Face a estas dificuldades, recomenda-se o uso da regra do
cardinal do produto cartesiano como forma de confirmagdo de que o espago amostral

esta realmente completo.

Tversky e Kahneman (1983) salientam o erro da falacia da conjuncgéo, que significa que
0s sujeitos avaliam a probabilidade da conjungdo como sendo superior & probabilidade

de um dos acontecimentos seus constituintes, isto é, P(ANB)>P(A) ou
P(AnB)>P(B). Este fendmeno verifica-se, sobretudo, quando um dos
acontecimentos € altamente representativo do outro, como é o caso do acontecimento
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“Um ser humano nasceu em Africa” ¢ altamente representativo do acontecimento “Um
ser humano ¢ de cor negra”. Nesta situacdo, Fernandes (1990) verificou que a maioria
dos alunos do 11° ano e futuros professores de matematica que participaram no estudo
afirmaram ser mais provavel o acontecimento “Um ser humano ¢ de cor negra e nasceu

em Africa” do que o acontecimento “Um ser humano ¢ de cor negra”.

No estudo de Diaz e Batanero (2009), em que participaram estudantes universitarios de
Psicologia, verificou-se que eles exibiram, com elevada incidéncia, varios
enviesamentos de raciocinio sobre probabilidade condicional, dos quais se salientam a
falécia da condicional transposta, a falacia da inversdo do eixo temporal, a falacia da

conjuncao e a confusdo entre acontecimentos independentes e mutuamente exclusivos.

Watson e Moritz (2002) acrescentam as dificuldades antes referidas que os alunos
guando confrontados com a determinacdo de uma probabilidade conjunta, para além de
a confundirem com a probabilidade da unido, simplesmente adicionam as
probabilidades dos acontecimentos que a constituem ou determinam a sua média. No
estudo que realizaram, estes autores verificaram que o aumento de nivel escolar e de
compreensdo de conceitos basicos de probabilidade esteve associado ao aumento de
respostas corretas, mas ndo esteve associado a diminui¢do da incidéncia da fal4cia da

conjuncao.

Também no estudo de Fernandes (2001), em que foram incluidos varios itens de
probabilidade em experiéncias compostas, se verificou que alunos do 8° e 11° ano (sem
ensino de probabilidades) revelaram muitas dificuldades, as quais se deveram ao
recurso a probabilidades das experiéncias simples implicadas na experiéncia composta,
a uma descricdo incompleta do espaco amostral, a fatores causais e ao enviesamento de
equiprobabilidade. Neste ultimo caso, os alunos avaliam os acontecimentos de carater

aleatério como sendo equiprovaveis (Lcoutre & Duran, 1988).

Método
Na presente investigacdo estuda-se o desempenho de alunos futuros educadores e
professores do ensino basico na determinagdo de probabilidades condicionadas e

conjuntas.

Participaram no estudo 46 alunos do 3° ano do curso de Licenciatura em Educacéo

Basica de uma universidade do norte de Portugal, Gltimo ano do curso que da acesso a
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cursos de mestrado em Educacéo Pré-Escolar, em Educacdo Pré-Escolar e Ensino do 1°
Ciclo do Ensino Basico e em Ensino do 1° e 2° Ciclo do Ensino Bésico. Estes alunos
tinham idades compreendidas entre os 20 e os 40 anos, com média de idades de 22,5
anos e desvio padréo de 4,2 anos, e como € habitual neste curso, quase todos os alunos

(93,5%) eram do sexo feminino.

Quase todos os alunos (91,3%) tinham frequentado a unidade curricular NUmeros e
Probabilidades, no 2° ano do curso de Licenciatura em Educacdo Basica, embora 32,6
% sem sucesso, que incluia contetdos de Probabilidades, designadamente os conceitos
de probabilidade conjunta e probabilidade condicionada, aqui tratados.

A formacdo matematica destes alunos a entrada na universidade era muito variada,
tendo estudado matematica em cursos muito distintos, de que se salientam a Matematica
A (15,2%), Matematica Aplicada as Ciéncias Sociais (37,0%) e Matematica do 9° ano
do ensino basico (23,9%). Em geral, os alunos percecionaram dificuldades na
aprendizagem das disciplinas do ambito da matematica na universidade, afirmando
cerca de trés em quatro ter muita dificuldade (30,4%) ou ter dificuldade (47,8%),
enguanto muitos menos afirmaram ter pouca dificuldade (21,8%) e nenhum afirmou nao
ter dificuldade.

A recolha de dados foi efetuada através da aplicacdo de um questionario, numa das suas
aulas, composto por quatro questdes, cada uma com varios itens, versando 0s conceitos
de probabilidade simples, condicional e conjunta. Neste texto, apresentam-se apenas
resultados de uma dessas questdes, envolvendo dois itens a probabilidade condicionada
e 0s outros dois a probabilidade conjunta. Na seccdo seguinte, onde sdo referidas as

resolucdes dos alunos, apresenta-se o enunciado da questao.

Finalmente, em termos de analise de dados, classificaram-se as respostas dos alunos em
corretas e incorretas, caracterizando-se, seguidamente, os raciocinios desenvolvidos
pelos alunos em cada um dos dois tipos de resposta. Em ambos os casos determinaram-
se frequéncias e as categorias de raciocinios sdo estabelecidas aquando da analise das

respostas dos alunos.

Resolucéo da tarefa pelos alunos
No ambito deste estudo, foi proposto aos alunos a resolucdo da tarefa seguinte,

constituida por quatro questoes:
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Num grupo de 25 pessoas, 10 sdo homens e 15 sdo mulheres.
Escolhem-se, ao acaso, duas pessoas do grupo das 25 pessoas.

a) Sabendo-se que a primeira pessoa escolhida ¢ mulher, qual a probabilidade de a
segunda pessoa ser homem?

b) Sabendo-se que a segunda pessoa escolhida € mulher, qual a probabilidade de a
primeira pessoa ser homem?

¢) Qual a probabilidade de obter duas mulheres?
d) Qual a probabilidade de obter um homem e uma mulher (por qualquer ordem)?

Seguidamente apresentam-se o tipo de respostas e 0s raciocinios realizados pelos alunos

na resolucdo das varias questdes da tarefa.

Tipo de respostas
Na Tabela 1 apresentam-se as percentagens de respostas corretas, erradas e de néo

respostas em cada uma das quatro questdes da tarefa.

Tabela 1. Percentagem de respostas corretas, erradas e nao respostas nas quatro
questdes da tarefa (n=46)

Questdo Respostas corretas (%) Respostas erradas (%)  Nao respostas (%)

a) 63 30 7
b) 4 83 13
0) 30 59 11
d) 20 63 17

Globalmente, no conjunto das quatro questdes, constata-se um fraco desempenho dos
alunos, com uma média de percentagens de respostas corretas muito baixa (29%). No
caso da probabilidade condicionada, avaliada nas questbes a) e b), verifica-se uma
grande disparidade nas percentagens de respostas corretas: enquanto na questao a) cerca
de dois em cada trés alunos responderam corretamente, na questdo b) apenas dois
alunos apresentaram a resposta correta. O facto de se ter invertido o eixo temporal na
sequéncia dos acontecimentos da questdo b) tornou muito mais dificil a questdo para os

alunos.

Embora menor, também entre as questfes c) e d) se observa alguma discrepancia entre
as percentagens de respostas corretas. Neste caso, a menor percentagem de respostas
corretas na questdo d), relativamente a questdo c), deve-se também, com certeza, ao
facto de a questdo d) envolver a ordem, o que ndo acontece na questdo c). A este
respeito, a mencao explicita a ordem no préprio enunciado da questdo nédo foi suficiente

para eliminar as diferencas no nivel de dificuldade entre as duas questdes.
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A seguir apresentam-se 0s raciocinios desenvolvidos pelos alunos na resolugdo das
diferentes questfes de modo a complementar-se a evidéncia relativa as respostas antes

apresentadas.

Raciocinios desenvolvidos pelos alunos
Na questdo a), os alunos obtiveram a resposta correta através do célculo explicito da
probabilidade pedida (27 alunos) ou da alusdo implicita a essa razdo (2 alunos), sem

contudo a formularem sob a forma de fracao (ver Figura 1).
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Figura 1. Respostas dos alunos A;; e Ay a questdo a).

Ja as respostas erradas basearam-se no célculo da probabilidade de apenas um
acontecimento (9 alunos) e do calculo da probabilidade conjunta (3 alunos) em vez da

probabilidade condicionada (ver Figura 2).
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Figura 2. Respostas dos alunos Ag e Asz a questdo a).

No caso do célculo da probabilidade de um apenas um acontecimento, embora ndo seja
explicito nas respostas dos alunos, é possivel que eles tenham ignorado a influéncia do

acontecimento condicionante na probabilidade condicionada.

Finalmente, um aluno atendeu apenas aos atributos ser homem e ser mulher sem
considerar as respetivas frequéncias (ver Figura 3) e outro apresentou um valor de que

ndo se percebe a sua origem.
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Figura 3. Resposta do aluno Azs a questdo a).
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Na questdo b), a resposta correta foi referida por apenas dois alunos, que apresentaram
apenas o valor da probabilidade pedida, talvez recorrendo a analogia entre as questdes
a)ebh).

A maioria das respostas erradas resultou da determinacéo explicita da probabilidade de
apenas um acontecimento (28 alunos, ver Figura 4) ou da alusdo implicita a essa razdo

(2 alunos).

_ 1o
P(H) T AS

Figura 4. Resposta do aluno A, a questdo b).

Conforme foi referido antes, estas respostas terdo sido muito influenciadas pela inversao
do eixo temporal, em que os alunos afirmam que a probabilidade de um acontecimento

n&o pode ser influenciada pela realizacdo de um acontecimento que ocorre depois.

Outros erros dos alunos resultaram da determinagdo da condicional transposta, isto €,
calcular P(22pessoaM |12 pessoaH) em vez de P(1%pessoaH |22 pessoaM) (3
alunos, ver Figura 5), e do calculo da probabilidade conjunta em vez da probabilidade
condicionada (1 aluno), considerando eventualmente a reposi¢cdo da primeira pessoa
selecionada.
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Figura 5. Resposta do aluno Ay a questdo b).

Por ultimo, um aluno atendeu apenas aos atributos ser homem e ser mulher sem
considerar as respetivas frequéncias e outros trés apresentaram um valor de que ndo se

percebe a sua origem.

Na questdo c), as respostas corretas basearam-se sempre no célculo da probabilidade
pedida (14 alunos). Destes alunos, apenas um incluiu na sua resposta a construcdo de

um diagrama de arvore com as respetivas probabilidades (ver Figura 6).
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Figura 6. Resposta do aluno Ag a questdo c).

Alguns alunos apresentaram respostas erradas porque consideraram a reposi¢do da
primeira pessoa escolhida nos casos favoraveis e possiveis ou apenas num desses casos
(3 alunos, ver Figura 7), enquanto outros (12 alunos), para além de considerarem ou néo
a reposicdo da primeira pessoa selecionada, adicionaram as probabilidades (ver Figura
7).
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Figura 7. Respostas dos alunos Aq e A;; a questao c).

Outros alunos determinaram as probabilidades dos acontecimentos de forma explicita (3
alunos) ou implicita (2 alunos) sem, contudo, as combinarem através de qualquer

operacdo (ver Figura 8).
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Figura 8. Respostas do aluno A,; a questdo c).

Ainda outros alunos determinaram a probabilidade de apenas um acontecimento de

forma explicita (3 alunos) ou implicita (1 aluno), como se exemplifica na Figura 9.
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Figura 9. Respostas dos alunos A, a questéo c).

Por fim, um aluno atendeu apenas aos atributos ser homem e ser mulher sem considerar
as respetivas frequéncias e outros dois apresentaram um valor de que ndo se percebe a

sua origem.
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Na questdo d), todos os alunos que reponderam corretamente (9 alunos) fizeram-no a
partir do calculo da probabilidade pedida (ver Figura 10).
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Figura 10. Respostas dos alunos Ass a questao d).

No caso das respostas erradas, alguns alunos consideraram a reposi¢cdo da primeira

pessoa escolhida (2 alunos, ver Figura 11) e outros adicionaram as probabilidades (1
aluno, ver Figura 12).
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Figura 11. Respostas do aluno Ag, & questéo d).
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Figura 12. Respostas do aluno As, a questdo d).

Seis alunos determinaram as probabilidades dos acontecimentos envolvidos, mas
falharem em combinéa-las, total ou parcialmente, para obter a probabilidade pedida,

tendo dois desses alunos recorrido também a operacéo de adi¢do (ver Figura 13).
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Figura 13. Resposta do aluno A4 a questao d).

Muitos alunos (18) falharam em constatar que a ordem de realizacdo dos
acontecimentos conduz a possibilidades distintas, considerando apenas uma das duas
possibilidades. Entre estes alunos, 11 combinaram as probabilidades dos

acontecimentos (ver Figura 14) e 5 destes consideraram a reposi¢do da primeira pessoa
escolhida.
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Figura 14. Resposta do aluno Ay & questéo d).

Ja os restantes 7 alunos que nao consideraram a ordem calcularam as probabilidades dos
acontecimentos envolvidos, de forma explicita (5) ou implicita (2), mas falharam em
combinar essas probabilidades para obterem a probabilidade pedida e quase todos (6)

admitiram a reposicao da primeira pessoa selecionada (ver Figura 15).
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Figura 15. Resposta dos alunos A; e Ag a questédo d).
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Finalmente, um aluno atendeu apenas aos atributos ser homem e ser mulher sem
considerar as respetivas frequéncias e outro apresentou um valor de que néo se percebe

a sua origem.

Concluséo
Quer na probabilidade condicionada quer na probabilidade conjunta, os alunos

revelaram muitas dificuldades na determinacgéo das respetivas probabilidades.

Entre as duas questdes de probabilidade condicionada, destacam-se dificuldades muito
acentuadas na questdo de inversdao do eixo temporal (questdo b), em que cerca de dois
em cada trés alunos determinaram a probabilidade da primeira pessoa ser homem,
ignorando a influéncia do acontecimento condicionante. Assim, ainda que
implicitamente, estes alunos admitiram que a probabilidade de um acontecimento nao é
afetada pela ocorréncia de um acontecimento que ocorre depois (Falk, 1986),
determinando, em consequéncia, a probabilidade do acontecimento condicionado

independentemente do acontecimento condicionante.

Também na outra questdo de probabilidade condicionada (questdo a), na qual cerca de

dois em cada trés alunos responderam corretamente, o erro mais frequente consistiu no
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calculo da probabilidade de apenas um acontecimento, ignorando também o

acontecimento condicionante.

Além das dificuldades referidas, embora em menor percentagem, nas duas questdes de
probabilidade condicionada, alguns alunos determinaram a probabilidade conjunta em
vez da probabilidade condicionada (Pollatsek et al., 1987) e outros determinaram a
condicional transposta (Falk, 1986).

No caso das duas questdes de probabilidade conjunta, a maior dificuldade
experimentada pelos alunos na segunda (questdo d) resultou de eles ndo considerarem

que a ordem de realiza¢do dos acontecimentos conduz a possibilidades distintas.

Para aléem do erro de ordem, ao longo das duas questdes de probabilidade conjunta,
cerca de um em cada trés alunos adicionaram probabilidades quando deviam multiplica-
las (Watson & Moritz, 2002), consideraram a reposi¢do da primeira pessoa escolhida e
determinaram probabilidades de forma explicita e implicita sem as combinarem, total
ou parcialmente, para obterem a probabilidade pedida. Em muito menor percentagem,

alguns alunos determinaram a probabilidade de apenas um dos acontecimentos (9%).

Face ao facto de que estes futuros educadores e professores do ensino basico terdo de
ensinar probabilidades as criangas, globalmente, os resultados do presente estudo nao
s&o muito otimistas por duas ordens de razdes: primeiro, embora os itens ndo envolvam
raciocinios elaborados, como a necessidade de usar técnicas de contagem standard
(arranjos, permutacdes ou combinagbes), e apresentem potencial para mostrarem a
compreensdo probabilistica dos respondentes, independentemente de eles terem ou ndo
de ensinar as criangas tais conceitos, eles obtiveram percentagens de respostas corretas
muito baixas; e, segundo, 0s raciocinios subjacentes as respostas dos alunos, sobretudo
em relacdo as respostas erradas, mostram que muitos deles tém uma compreensdo muito
limitada, e frequentemente envolvendo ideias erradas, dos conceitos de probabilidade

condicionada e probabilidade conjunta.

Assim, 0 sucesso na introducdo de conteddos de probabilidades a estas criancas
aconselha um reforco de formacgdo dos educadores e professores implicados no seu
ensino e, eventualmente, de um tipo de formacgdo distinto daquele que receberam,
valorizando mais as ideias e menos os calculos. No caso da probabilidade condicionada,
Borovcnik (2012) defende que o seu ensino deve privilegiar uma perspetiva tedrica e

multifacetada em vez de uma perspetiva simplificada através da simulag&o.
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