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RESUMO

Um morbide &€ um semigrupo com identidade e umorbide cancelativee um mordide que
satisfaz a lei do corte. O objetivo deste trabathestudar uma classe especial de aides
comutativos, cancelativos e finitamente gerados: a clastasimoides que o finitos.

Depois de apresentarmos conceitasibos e resultados preliminares, provamos que todo o
monbide comutativo finitamente geraéasomorfo a um quociente @&, pe N, por uma certa
congriencia enNP. Mostramos ainda que, se o ntade dadae tamkem cancelativo e@b eleé
isomorfo a um submdrde de um grupo comutativo finitamente gerado.

Assim, estudamos de seguida os grupos abelianos finitagerstéos e provamos o teorema
de estrutura para esta classe de grupos. Com base nestedgorevamos que todo o moide
comutativo, cancelativo e finitamente geragoa menos de isomorfismo, um subrbiole de
Zg, % ... x Lg, x 7X, para certosly, da, ..., dr, ke N\ {0}.

Por fim, estudamos os moides comutativos e cancelativos qae $initos: estes mandes

1

sao, naturalmente, finitamente gerados e, portanto, asusdesl do estudo anterior podem ser-
Ihes aplicadas. Demonstramos que a classe dosidescomutativos cancelativos finitos coin-
cide com a classe dos grupos finitos



Vi

ABSTRACT

A monoidis a semigroup with identity and @ncellative monoids a monoid that satisfies
the cancellation law. The purpose of this thesis is to studgexial class of finitely generated
commutative monoids that are cancellative: the class df suanoids that are finite.

After presenting basic concepts and preliminary resukkspreve that every finitely generated
commutative monoid is isomorphic to a quocientNdf, pe N, by a certain congruence o¥P.
We also show that if, in addition, the monoid is cancellatitxen it is isomorphic to a submonoid
of a finitely generated commutative group.

The study of finitely generated commutative groups is, tloeee necessary for achieving
our objectives. We prove the structure theorem for thissctéfsgroups. On the basis of this
theorem we show that every finitely generated commutativeaiaithat is cancellative is, up to
isomorphism, a submonoid @y, x ... x Zg, x ZX, for certaindy, dy, ..., dr, ke N\ {0}.

Finally, we study commutative and cancellative monoids #na finite: naturally, these mo-
noids are finitely generated and so the conclusions of thaque study can be applied. We
prove that the class of commutative, cancellative finite o coincide with the class of finite

groups.
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Introduc ao

De acordo com J. C. Rosales e P. A. Gasganchez, em teoria de semigrupos, o estudo de
mordides comutativos, cancelativos e finitamente geraosuito importante, em particular,
pela larga gama de aplidags que estas estrutur@stem \arios campos dAlgebra: geometria
algébrica,algebra comutativa, teoria démeros algebra computacional.

O objetivo deste trabalh® estudar uma classe especial de aides comutativos, cancelati-
vos e finitamente gerados: a classe dos @iaes que o finitos.

No captulo 1, apresentamos conceitoasiros e resultados preliminares. O estudo das
relagges de equiv@ncia, congréncias e propriedades dos morfismd@) fundamentais para
este trabalho. Ainda neste ¢apo, provamos que todo o moide comutativo finitamente ge-
rado & isomorfo a um quociente déP, p e N, por uma certa congéncia. Mostramos ainda
que, se o modide dado for tamém cancelativo, elé isomorfo a um submainde de um grupo
comutativo finitamente gerado.

O estudo de grupos comutativos finitamente gerados toraass® fundamental. O segundo
caftulo deste trabalhé, por essa r&o, dedicado ao estudo dos grupos comutativos finitamente
gerados. Na primeira séng, consideramos o grupo aditi?, ne N, e estudamos conceitos
amalogos aos estudados em espacos vetoriais sobre um compbina@o linear de elementos
do grupoZ", base de um subgrupo @, dimen§o de um subgrupo dé" e isomorfismo de
subgrupos d&". Na segunda se&o, §10 estudadas matrizes com entradas inteiras. O estudo
destas matrizes, em tudo, aalogo ao estudo das matrizes com entradas num ¢oqalquer.

O processo de eliminag de Gauss-Jordan numa matriz com entradas num ¢onpermite

, , [l O , : . ,
transformar uma matriz qualquer numa matriz da fo moé 0 que é equivalented matriz
inicial. Mostramos que qualquer matriz com entradas ias@requivalente a uma matriz da

DO i . s
forma[ 0 ol ondeD & uma matriz diagonal. Os elementos dessa matriz diaganades



signados pofatores invariantesle D. Como veremos, pdf nao ser corpo, o procedimento de
“transforma@o” da matriz inicial numa matriz da forma referid&o® .0 simples como no caso
de matrizes com entradas num corpo.

Ainda nesta se@p, apresentamos exemplos que ilustram algumas diferergaprocedi-
mentos com matrizes com entradas inteiras. Os resultatide®para estas matrize&simpor-
tantes na medida em quacs“traduzidos” para subgrupos @8. Definimosfatores invariantes
de um subgrupo M “equa@es” deM relativamenteé base cabnica deZ" . Munidos com estes
resultados, enunciamos e demonstramos o teorema de es{pata grupos comutativos finita-
mente geradosqualquer grupo comutativo finitamente geraeglésomorfo a um produto direto
de gruposZg, x ... x Zg, x ZX, para certos naturais gdy, ..., d, k € N\ {0}.

No terceiro cafiulo desta dissertap, estudamos os moidles cancelativos quéa finitos.
Monbides cancelativos finito&e, naturalmente, finitamente gerados. Com base no esttidlo fei
nos caftulos anteriores, obtemos que qualquer fda cancelativo finitamente geraéaso-
morfo a submotide deZg, x ... x Zg, x ZX. Comegamos, assim, por considerar um Gide
cancelativo finitamente gerad®e identificar o submavide deZg, x ... x Zg, x ZK isomorfo aS
Provamos de seguida que a classe dosaigas cancelativos finitos coincide com a classe dos
grupos finitos e vemos con@que isso se reflete nas eqges do subgrupo d8" associado ao
mondide inicial.



Capitulo 1

Definicoes, resultados preliminares e
notagoes

Este caftulo € constitido por quatro se@gs. Nas &s primeiras sedgs relembramos defirties
e resultados dsicos gerais. Naltima sec@o, 10 introduzidas defin@es e apresentados resul-

tados relativos a mandes comutativos finitamente gerados.

1.1 Conceitos e resultadosdmsicos

Comecemos por recordar a dacde semigrupo.

Definicao 1.1.1.Um semigrupoé um par(S,-) em que S um conjunto &o vazio e- uma

opera@o biréria, definida em S, que satisfaz a propriedade associatwaeja, tal que:
Va,b,ceS (a-b)-c=a-(b-c).

Como veremos na Seag 4 deste cdfulo, todo o mowide finitamente gerade isomorfo a
um submobide de um grupo aditivo. Por esta &z usaremos, nesta monografia, a réxaadi-
tiva para representar a opegacbiraria do molide S. Escreveremos apen8gpara representar

0 semigrupd S +).

Definicao 1.1.2.Um semigrupo S diz-sewmutativose a operago + for comutativa, i.e, se

Va,b,ceS a+b=b+a
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Definicao 1.1.3.Diz-se que e Séelemento identidadéee S se:
VaeS a+e=e+a=a.

Proposicgao 1.1.1.Num semigrupo S, se existir, 0 elemento identicsiieico.

Demonstra@o. Suponhamos que S tem dois elementos identidadese Por um lado, como
e, é identidade de S, temos-€ee, = . Por outro lado, como £é identidade de S, obtemos
e1+6 =e1. Logo g = e,. Assim, um semigrupo tem, néximo um elemento identidade.

Quando existe, 0 elemento identidadeS¥epresenta-se poks®u, caso 8o haja ambigui-

dade, apenas por 0.

Associada estrutura de semigrupo, surge adamde mooide.
Definicao 1.1.4.Ummondide & um semigrupo S com identidade.

Exemplos:

1. O semigrupd2N;,-) nao tem identidade.

2. (Np,+) & um morbide com identidade O.

3. (Z,x) & um motbide com identidade 1.

4. (Mncp(R),+) &€ um momide cuja identidadé a matriz nul&n,p.

5. (F(X),o), em queX & um conjuntoF (X) representa o conjunto das faes de X em X
eo & a composigo de fundes,é um mordide cuja identidadé a fun@oidx.

No captulo 3 estudaremos uma classe de semigrupos que satisféezieamada lei do corte.
Diz-se que um semigru@®satisfaz dei do corte se

VX, Y, ZeS: X+Z=Y+Z=>X=Y A Z+X=Z+Yy=>X=Y.

A lei do corte rdoé necessariamente satisfeita num semigrupo arhatrDe facto, no semigrupo
(F(N),0), as aplicagesf, g e he F (N) definidas porf (x) =2, g(x) = 2x e h(x) = 2x+ 1, para
gualquerx e N, sao tais quef og= f oh. No entantog + h.



Conceitos e resultadosisicos 5
Definicao 1.1.5.Um semigrupo diz-seancelativose a operago nele definida satisfaz a lei do
corte.

Definicdo 1.1.6.Seja S um mdnde. Um elemento bS diz-se unsimétrico deac S se satisfaz
acondi@o a+b=b+a=0.

Proposigao 1.1.2.Seja S um mdnde. En&io, cada elementoaS tem, no raximo, um elemento
simeétrico.

Demonstra@o. Seja & S. Suponhamos quedx S si0 sinetricos de a. Eréo:

b=b+0=b+(a+c)=(b+a)+c=0+c=c.

Num moroide S, o sinétrico deac S, se existir, representa-se pea.

Definicdo 1.1.7.Seja S um madnde. Um subconjunto H de S diz-se submordidede S se:

e OcH

* Va,beH, a+beH.

Proposicao 1.1.3.A interse@o de uma faifia {S},., de submoaides de um mdide Sé um

submoide de S.

Demonstrago. Sejam | um conjuntodo vazio déndices &S },., uma fanilia de submoadides
de S. Como;& S, qualquer que sej&il, € claro queNiq S € S. Para aém disso, uma vez que,
para qualquer k| se tem0 ¢ S, a defini@o de intersego de conjuntos garante ques Niq S.
Finalmente, sejam.,d e N §. EnfAo a be S, para qualquer i | e, uma vez que todo ¢ Sum
submowide de S, obtemos+d € §, para qualquer El. Logo a+beNjq §. AssimNig S € um
submoide de S.

SejamSum moroide eAc S Seja{S},,, afanilia de todos os submaides deSque congém
A. Pela Propos#o 1.1.3Niq S € um submoaide deS. Alem disso, com@ c S, para qualquer
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iel, temosAc g S. Finalmente, s&1 & um submodide deSe Ac M entioM = S;, para algum
j €l e, portantoNjg S ¢ M. Temos, assim, qu@iq S € o menor submadride deS que coném
A. Deste modo, faz sentido introduzir a seguinte dedimic

Definicao 1.1.8.Dado um modide S e um subconjunto A de S, chama&gemoroide deS
gerado porA e, representa-se pgA), ao menor submdide de S que coain A.

Como veremos mais adian&importante conhecermos a 'forma’ dos elemento@dePara
tal, precisamos de introduzir o conceitord@ltiplo-n de um elemento d8 para qualquen € No.

Definicdo 1.1.9.Sejam S um maide, ac S e re Ng. Chama-senaltiplo-n de a e representa-se
por na ao elemento de S assim definido:

e 0a=0;
* (n+1)a=na+a, para qualquer re Np.

Proposicgao 1.1.4.Sejam S um mdide, a be S e n pe Ng. Enfio:
i) n(a+b)=na+nb;

ii) (np)a=n(pa) = p(na).
Proposicgao 1.1.5.Sejam S um mdide e A um subconjunto de S. Bot

;
(A)z{Znia,-: reN, neNeageA paraqualquerlsisr}
i-1

;

Demonstra@o. Seja7 = {Z na: reN, neNegceA, paraqualquerl<i<r;. Como, para
i=1

cada ac A, a=1a, é claro que Ac 7. Calculos de rotina mostram qug & submodbide de S.

r
Finalmente, se M um submabide de S que coaim A, erdio, dado x Y njg € 7, temos que
i=1

;
g €M e na € M, para qualquer i. Logo) njg; € M, isto &, xe M. Assim,7 ¢ M. Portanto,
i=1

]
T:{ na: reN,neN, g eA,lsisr}éomenorsubma'nhde de S que coain A.
i=1
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Quando, para certdc S, S= (A), dizemos qué&é gerado poA ou queA € umconjunto de
geradoresdeS. Tem-se sempre qu#-= (S), para qualquer mdide S

Definicao 1.1.10.Um mordide S diz-sdinitamente geradose admite um conjunto finito de

geradores.

O produto cartesiano demondides, conne N, pode ser algebrizado de modo muito natural

com o objetivo de se obter um novo n@de. Vejamos como.

SejamneNeS;, $,...,S, nmondides. Consideremos o produto cartesigneS, x .... x S,.

Para quaisqug@g, ay, ..., an) € (b1,ba,...,bn) e S xS x ... x §, definimos
(al,ag, ,an) + (bl,bz, ...,bn) = (a1+ b1,8.2+b2, ...,an+bn) .
Calculos simples mostram que a seguinte progusécverdadeira.

Proposicdo 1.1.6.SejamreN e §,...,S, n mordides. O conjunto $5«$ x ... x §, munido da
opera@o definida anteriormente um monide.

Definicao 1.1.11.0 morbide (S; x S x ... x §,, +) designa-se poproduto diretode §,S, ..., S..
Se $=§j =T para todol <i<n, o produto diretaS; x S x ... x §, +) representa-se porT.

Definicdo 1.1.12.Um mordide S diz-se umrupose todos os elementos de S admitirengésiito.

Definicao 1.1.13.Sejam S um grupo e HS. Diz-se que H umsubgrupode S sgH,+|y) &
um grupo. Escreve-se KIS para representar que E um subgrupo de S.

Proposi¢do 1.1.7.Sejam S um grupo e £lS. Hé um subgrupo de S se & se:
i) OeH;
i) sexyeH enio x-yeH.

Demonstrago. Suponhamos quH, +|) & grupo. Endio, H+ @ e podemos, portanto, tomar
x e H e considerar-xe H. Como, % (-x) € H, obtemo® e H. Dados xy €H, como(H,+|y) &
grupo, temos que;y € H e que % (-y) € H, i.e, ii) & satisfeita.

Reciprocamente, suponhamos i) e ii) satisfeitas. Tomemrids €omoOe H, por ii), obtemos
enfio0-yeH,i.e.,,—yeH. Alem disso, sexH, por ii) obtemos x (-y) eH, i.e, x+ye H. Logo
(H,+|n) & subgrupo d€S +). "
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Proposigao 1.1.8.Todo o grupce um mobide cancelativo.

Demonstra@o. Seja S um grupo. Por defidig de grupo, £ um mobide. Sejam ab, ce S.
Temos:
a+b=a+c=-a+(a+b)=-a+(a+c)
= (-a+a)+b=(-a+a)+c (propriedade associativa
=0+b=0+cC

=b=c

Analogamente, ab=c+b=a=c.
[ |

Seguindo um procedimento @pngo ao estabelecido para os ramles, prova-se que, dado
um grupoG e um subconjuntX de G, a intersecgo de todos os subgrupos G@eque coném X
€ 0 menor subgrupo de que coném X. Este subgrupo representa-se () e designa-se por
subgrupo deG gerado porX. Uma vez que, num grupo existe identidade e todos os elesento
tém sinetrico, o conceito delltiplo-n de um elemento de um moiden e Ng pode ser estendido
para qualquer inteiro:

Definicao 1.1.14.Sejam G um grupo , aG e ne Z. Chama-senultiplo-n de a, e representa-se
por na, ao elemento de G assim definido:

e Oa=0
* (n+1)a=na+a, se ne Np
* na=—-(-na),seneZ".

Uma proposigo aralogaa Proposigo 1.1.4é valida para qualquer grupG e quaisquer

inteirosn e p.
Proposicdo 1.1.9.Sejam S um mdide, a be Sen peZ. Enfio:
i) n(a+b)=na+nb;

ii) (np)a=n(pa) = p(na).
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Com uma argumentag em tudo semelhanteusada na demonstéaxda Propos#p 1.1.5

prova-se que a seguinte prop@i¢ verdadeira:

Proposicgao 1.1.10.Dado um grupo G e um subconjunto X de G,
r
(X)= {Zzia,- :reN, zeZ e aeA, paraqualquerl<i< r.}
i=1

SeG =X e X € finito, diz-se qués € finitamente gerada

Tendo em conta 0 modo como a opéracle adigo esh definida eng; xS x... x S, calculos
simples mostram queipropriedades addpricas dos mandesS, ..., S, que €0 "herdadas” pelo
mondide S xS x ... x §,.

Temos, assim, a seguinte prop@sic

Proposicao 1.1.11.SejamreNe S, ...,S, n moroides. Endo,
i) Se 0os moaides S, ...,S, sS40 cancelativos edb § xS, x ... x §, € cancelativo.

ii) Se os modides S, ..., S, sdo finitamente gerados € § x $ x ... x §, é finitamente ge-

rado.

iii) Se os monides 9, ...,S, SA0 grupos erdo § xS x ... x §, € um grupo.

1.2 Congruencias

Em toda esta se@Q (S,+) & um momide que representaremos apenasor
Uma rela@o biréria emS é um subconjunto d&x S. Dados uma reld@p birariac emSe

a, be S escreveremosaob para indicar quéa,b) € 0.

Definicao 1.2.1.Uma relago biraria o definida em S diz-se umelacio de equivednciaem S
se satisfaz as seguintes propriedades:

» ereflexiva:Vae S, aoa;
& sinetrica: se arb entio boa, para quaisquer abe S;

» étransitiva : se @b e boc enfio aoc, para quaisquer ab, ce S,
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Sendas uma relagio de equivancia definida em S, representamos@ou por[a];, (a€S)
a classe de equivahcia de a determinada par, a={be S:aob}, e por §o o conjunto quoci-
ente determinado par: S/o ={a:acS}.

Definicao 1.2.2.Uma relagio de equiva@nciac em S diz-se umeongruénciaseé compaitel
com a operago + de S, ista, se, para quaisquer,@,c €S

aocb= (a+c)a(b+c)e(c+a)o(c+b). (1)
Calculos al@bricos simples mostram que a corddi¢1)é equivalenté condi@o:
aocb A cod= (a+c)o(b+d) e (c+a)o(d+b)

Sejao uma relaéo de congréncia emS. Verificamos de seguida que o facto deser
compatvel com a operdp + permite definir en/o uma operago de adigoa custa da ad&p
emS Definamos

a+b=a+b, (2)

para quaisquea, b € Se mostremos que esta igualdade define uma operanS/o, i.e, que o
resultadoa+b nZo depende da escolha do representante em cada uma das@kabs&Sejam
xeaeyeb. Temos:

xeaeyeb=xoaeyob= (x+y)o(a+b)=X+y=a+h.

Assim,X+y=X+y=a+b=a+b.
Calculos rotineiros, assentes na Defaugl.2.2, mostram que a ad@gemS/o "herda’as
propriedades da adig emS.

Proposi¢ao 1.2.1.Sejam S um md@ide comutativo & uma congréncia definida em S. E
0 conjunto, $o munido da opera®o definida em (2)¢ um monide comutativo.

Ao mondide (S/o,+) da-se o nome denondide quociente deS determinado por g, que
representaremos apenas fpo.
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Proposicgao 1.2.2.Sejam S um madide eo uma congréncia definida em S. Temos que:
i) Se S& um grupo er@o §o tamkemé um grupo;
ii) Se Sé finitamente gerado el § o tamkemeé finitamente gerado.

Demonstra@o. i) Sendd0s a identidade de S, temos g0gé a identidade de /& e, para
cada,ae S/o, -a=-a.

i) Sendo S (A), onde A= {ay,...,an}, ne N, temos que & = (B), onde B= {ag,...,an},
sendo podsel quea = aj para i+ j. Assim, o imero de geradores dg/& & menor ou
igual a n e $o €&, portanto, finitamente gerado.

1.3 Morfismos

Nesta sed@o,Se S sao morides.

Definicao 1.3.1.Diz-se que uma aplic@p f: S— S & ummorfismo de mobidesse:
* f(0s) =0g;
* Va, beS f(a+b)="f(a)+f(b).

Se a aplicago f satisfaz apenas a segunda coadijgdiz-se qud & um morfismo de semi-
grupos ou, apenas, qdee um morfismo.

Um morfismo de mobidesf : S— S diz-se um:
« monomorfismosef & injetiva;
» epimorfismosef & sobrejetiva;

» isomorfismosef € bijetiva.
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SejamSe S semigrupos (respetivamente nddates). Se existir um isomorfismo de semigru-
pos (respetivamente moides),f : S— S, diz-se quesé isomorfo &S e escreve-s€~ S.

Uma vez que a aplicap inversa de um isomorfism® ainda um isomorfismo, s~ S
enfio S ~ S. Assim, sem ambiguidade, dizemos que dois ambes §o isomorfos se existe um
isomorfismo entre eles.

Proposicgao 1.3.1.Sejam S e'Slois moibides isomorfos. EAD:
i) Sé& um mobdide cancelativo se ébsse Sé cancelativo;

i) S &um monide finitamente gerado se é se Sé finitamente gerado.

Demonstra@o. Sejam S e’Snorbides e f: S— S um isomorfismo de moides.

i) Sejam 4, b’ e ¢ elementos quaisquer dé§ue satisfazen’ab’ =c’+b’ e sejam a, b, €S,
tais que f(a) =&/, f(b)=b’e f(c)=c’. Ento
a+b'=c+b' < f(a)+f(b)="f(c)+f(b)
< f(a+b)=f(c+b)
< a+b=c+b
<a=c
< f(a)="f(c)

< a =c.

i) Temos S (51 S ... &) <= (S =(f(s1) f(x) ... ())<= T =(f(s1) f() ... f(s))
]

Definicdo 1.3.2.Seja f: S— S um morfismo de mé@ides. Chama-selcleode f, e representa-
se por Nucf a relaggo biraria assim definida:

Nucf={(a,b)eSxS: f(a)=f(b)}.
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A relagdo Nucfé uma relado de equivancia e, por f ser um morfismo, Nuéftamtem
compatvel com a adigo:

f(a)=f(b) e f(c)=f(d)=f(a)+f(c)="F(b)+f(d)
< f(a+c)="f(b+d)

< (a+c,b+d) eNucf.

Assim,

Proposigao 1.3.2.Seja f: S— S um morfismo de mandes. A relaéo binaria Nucf & uma
congrienciaem S.

Definicao 1.3.3.Seja f: S— S um morfismo de ma@ides. Chama-sienagem da aplicago f e

representa-se por liff ) ao contradorinio de f:

Im(f)={f(a):aeS}.
Proposicao 1.3.3.Seja f: S— S um morfismo de m@ides. O parIm(f),+) &€ um submabide
de S.

Demonstrago. Como fé morfismo de maides, f(0Os) = Og e, portantoOg pertence a Ingf).
Logo Im(f) + @. Por outro lado, se@ b’ e Imf ento & = f (a) e b = f (b) para certos abe S.
Assim, &+b' = f(a)+ f (b) = f (a+D) e, portanto, 4+ b’ e Imf.

[]
Estamos agora em condigs de estabelecer o Teorema do Homomorfismo paraidesm

Teorema 1.3.1.Seja f: S— S um morfismo de maides. Erdio a aplicagio f : S/Nucf— Imf,

definida porf (a) = f (a), & um isomorfismo de moides.

Demonstrago. A aplicago T & trivialmente sobrejetivaE tamkem, injetiva: para quaisquer
a,be S/Nucf, tem-se

T(a)=T(b) < f(a)=f(b) < (ab)eNucf=a=bh.
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Finalmente,f & um morfismo de meoides. De facto, por um lado, por defiig de f,
f(0) = f(0s) e, como fée morfismo de mdiides, f(Os) = Og, pelo quef(0) = 0g. Por outro
lado, para quaisquea,be S/Nucf, tem-se

f(a+b)=F(a+b)=f(a+b)=f(a)+f(b)=TF(a)+T(b).

1.4 Monoides finitamente gerados

Proposi¢do 1.4.1.Seja S um maide gerado por n elementos,s,...,S». Entio existe uma

congrienciao definida enN" tal que Sé isomorfo aN"/o.

Demonstra@o. Dados os mo(nidesNn e S=(sy,...,S), consideremos a aplicap f:N"— S
definida por f(a,...,an) = Zas para qualquer(ay,...,a,) € N". Calculos simples mostram
que fé& um morfismo de mordes A apllcago f & tamlem sobrejetiva uma vez que, sendo
S=(s,...,S), qualquer be S & tal que b= _Z bis para certos h,b,....,b, € N. Assim,
b=f (by,....bn). -

Consideremos agora = Nucf. Pela Proposi@o 1.3.2,0 € uma congréncia enN" e, pelo
Teorema 1.3.1N"/Nucf~Imf. Como fé sobrejetiva, segue-se qué& &omorfo aN"/Nucf.

Em vista deste teorema, estudar propriedades dosicesfinitamente geradés de algum
modo, estudar propriedades das coaguaias enN". A Proposi@o 1.4.5 ilustra esta situag.
Sejac uma congréncia definida em". Consideremos o seguinte subconjunt@de

Mg ={a-b:a,beN"A (a,b)eo}.

Proposicgao 1.4.2.Sejac uma congréncia definida enN". O conjunto M, & um subgrupo de
7N,

Demonstra@o. Seja My = {a-b:a,beN" A (a,b) e g} c Z". Temos:

° Mo’¢®
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Comoo é reflexiva,(a,a) € g, para qualquer & Z" e, portanto aac Mg. Logo0 e Mg.
Assim, M} + @.

* Seab, x-yeMg, enfio (a-b) +(x-y) e Mg

a-b, x-yeMg = (a,b),(x,y)e0
= (a+Xx,b+y)eo
= (a+X) - (b+y) e Mg
< (a-b)+(x-y) e Mg.

*a-beMy=-(a-b)eMg

De a-be M, obtemoga,b) e 0. Comoo é singtrica, (b,a) € g, istoé, b-ac My. Entdo
-(a-b) e Mg.

A cada congréncia deN" esf, assim, associado um subgrupdfe Podemos pensar agora
na situa@o reg¢proca: dado um subgruge de Z" definimos uma reldép biraria associada a

este subgrupo.

Definicao 1.4.1.Seja H um subgrupo dé". Representa-se peiy a relacao biraria definida

emN" por:

~y={(a,b) e N"xN":a-beH}.

Proposicgdo 1.4.3.Seja H um subgrupo dé". A relaggo biraria ~y definida em 1.4.& uma

congriencia emN".

Demonstrag@o. Claramente-y &€ uma relag@o de equiva@ncia enN". De facto, para qualquer
acH, a-aeH porque Hé subgrupo d&" e, portanto(a,a) e~. Tami&m por H ser subgrupo
deZ", se abeH ento -(a-b) =-a+beH, isto &, (b,a) e~y. Finalmente, se abeH

e b-ceH ento (a-b)+(b-c) eH, isto &, a-ceH, ou seja(a,c) e~xy. Tomemos agora
(a,b),(c,d) e~y. Temos, efdto, a-beH e c-d € H pelo que, por H ser subgrupo @, obtemos
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(a-b)+(c-d) e H. A associatividade e a comutatividade da opémgle adi@o permitem
concluir que(a+c) - (b+d) eH, istoé, que(a+c,b+d) e~y.

Mostramos, assim, que cada subgrup@feletermina uma congémcia ermN",
Sendoo uma congréncia emN" e H um subgrupo d&", uma vez quél,; &€ um subgrupo
deZ" e~y € uma congrancia emN", colocam-se agora duas quies:

1. Sea que~y,=0?
2. SeaqueM., =H ?

A quesBo 2. & simples responder. De facto, por um ladoxseM.,, enBlox = a-b, para
algum(a,b) e~y. Por defini@o de~y, istoé equivalente a dizer que-be H e, portantoxe H.
Por outro lado, dada € H, comox = x-0, obtemos(x,0) e~y €, portantox e M..,. Assim,
M., =H.

Relativamenteé primeira que$to, mostramos de seguida que a igualdagle- 0 nem sem-

preé valida.
Proposicgao 1.4.4.Sejac uma congréncia definida emN". Ento:
1) OCS~Mg;

i) V(a,b)e~y, 3ceN": (a+c,b+c)ea.
Demonstrago. i) Sejam abe N". Atendenda defini@o de M; e de~y,, temos:
(a,b) e g =a-beMy = (a,b) e~y,,

0 que garante que C~y,.

i) Se(a,b)e~m, enfio a-—be Mg e, portanto, a b =x-y, para algum(x,y) e o . Comoo
€ uma congréncia emN" e ac N", de (x,y) € 0 obtemoga+x,a+y) € 0 e, uma vez que
a+y=b+Xx, concluimos quéa+x,b+x) € 0. Fazendo x c, temoga+c,b+c) e 0.
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O proximo resultado mostra que a igualdadg,= o est relacionada com a “cancelativi-

dade” do monideN"/o.

Proposicao 1.4.5.Para qualquer congrénciao definida enN", tem-se quer =~\, Se e § se

o morbideN"/o & cancelativo.

Demonstra@o. Sejac uma congréncia definida enN". Suponhamos que =~ Mg e sejam
3, b, eCeN"/o tais quea+CT=b+C. Enfio,a+c=b+c, istoé, (a+c) o (b+c). Pela Proposigo
1.4.41), obtemoga+c) ~v, (b+c), istoé,(a+c)-(b+c)eMy. Enio a+c—b-ce Mg, ou seja,
a-beMg e, portanto(a,b) € 0. Assima=b o que permite concluir qus"/o & cancelativo.
Admitamos agora que o moideN"/o & cancelativo. Pretendemos mostrar gue~y,,. Por
um lado, tendo em ateég a Proposigo 1.4.4, temog c~\,. Por outro lado, s€a,b) e~y,, a
Proposi@o 1.4.4 garante a exidhcia de um elementced\" tal que(a+c,b+c) € 0. Temos:

e, comaN"/g & cancelativo, segue-se qae b. Logo(a,b)  o.
[

Como vimos, a cada subgrupodéest associada uma congmncia~y definida enN" por:
a~y b< a-beH, para quaisques, be N".

Sabemos, da Teoria de Grupos, que cada subdfiuge um grupo abelian® (no nosso caso,
ZM) determina uma congémcia no grupo, nomeadamente a colguaia= (modH ) definida em
Z" por:

a, beZ" a=b(modH) < a-beH.

O morbide quocient&"/ modH & um grupo qué representado p@"/H.
O proximo resultado relaciona as congneiasvy €= (modH ).

Proposi¢do 1.4.6.Seja H um subgrupo d&". A corresponéncia i: N"/ ~y— Z"/H tal que
i(a.,) =az, € um monomorfismo de miudes.

Demonstragao. Comecemos por verificar que a correspéndia ié uma aplicaéo. De facto,
sea., =b., eN"/~y enfio abeN" e (a,b) e~y. Logo, abe ZM e a-be H o que significa que
a=b(modH).
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+ A aplicago i & injetiva. Sejana.,,b., € N/ ~y tais quea. mogr = D= mogr. ENEO
a-beH. Como a beN", obtemoga,b) e~y, istoé,a.,, =b.,,.
» A aplicag@o i € um morfismo de moides.

Por definigo de i, i(0.,,) = 0_( mogn) - Por outro lado, dadosi.,,, b.,, ¢ N/~ , temos

(., +b.,) =i (a, 7b.,)

a+b-( modH)

= d=(modH) +5§( modH)
i(&H)+i(ENH).

Uma vez que qualquer moéide S, gerado pon elementogn e N), & isomorfo a um modide
quocienteN"/g, para certa conganciac de N" (Proposi@o 1.4.1), se5 é cancelativo e@b
N"/o & tamtem cancelativo (Proposip 1.3.1) e, portanto, obtemos, pela Propsit.4.5, que
um moroide finitamente geradm @eradoresg cancelativo se edbsseé isomorfo a um mabide
quocienteN"/ ~\, para alguma congénciac deN".

Temos, portanto, o seguinte caxab:

Corolério 1.4.1. Seja S um maide finitamente gerado. Em Sé cancelativo se edsse Sé
isomorfo a um submdide de um grupo.

Uma classe importante de muides cancelativos a classe dos grupos.

Definicao 1.4.2.Seja a um elemento qualquer dé. Diz-se que:

» aéfortemente positivee todas as suas coordenadas, em @teg uma qualquer base de
7", 4o positivas;

* a énao negativose todas as suas coordenadas, em @eg uma qualquer base d&",
sS40 Mo negativas.
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Proposicao 1.4.7.Seja S um mdnde finitamente gerado. As afirni@s seguintes® equiva-
lentes:

i) S&um grupo;

i) S & isomorfo aN"/ ~y para algum rimero positivo n e algum subgrupo H @8 que
coném um elemento fortemente positivo;

iil) S &isomorfo &"/H para algum rimero positivo n e algum subgrupo H Aé.

Demonstra@o. Seja S um madnde finitamente gerado.
o i)=ii)
Como Sé grupo, Sé, em particular, um mande cancelativo e, portanto, da prova do
Corolério 1.4.1, temos que &isomorfo a\"/ ~y, para algum rimero inteiro positivo n e

para alguma congrénciao definida emN". Dado que S um grupoN"/ ~y, tamkemé
um grupo e, por isso, o elementd, ..., 1)

Vo admite singtrico. Seja(al,...,an)NMa 0 seu
simétrico. Enfio

(a1+17---7an+1)~M0 = (1’“"1)NM0 + (al,...,an)NMa = (0""’0)~M0'
Logo, (ar+1,...,an+1) ~m, (0,...,0) 0 que, por definigo de M, significa que
(a1+1,...,ah+1)—(0,...,0) e Mg. Como,(az+1,...,an+1) &€ um elemento fortemente po-
sitivo de My, a afirmago ii) & verdadeira.

o i) =iii)
Sejam & H um elemento fortemente positivBg noqH) UM elemento arbiério deZ"/H.

Dado que todas as coordenadas deda positivas, existe umimero natural k tal que
ka+xeN". Como & H, tamlem k& H e, portantoka+ x-,, = X-,,. Temos

i(karx) ) = (ka+x)_, =%,

0 que, dada a arbitrariedade dg( mqgH), Mostra que a aplicap i (definida na Propos#o
1.4.6.)é sobrejetiva. Portantd\"/ ~y~ Z"/H e o resultado segue-se.
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. i) =)

E consegéancia imediata do facto d&"/H ser grupo.

20



Capitulo 2

Grupos comutativos finitamente gerados

No captulo anterior pro@mos que todo o maide finitamente gerad®isomorfo a um mabide
quocienteN"/g, para certa conganciac de N". Se, para &m disso, o modide dado for
cancelativo, efdto eleé isomorfo a um submdide de um grupo comutativo finitamente gerado.
Por esta ra@o, estudamos neste ¢ao, a estrutura dos grupos comutativos finitamente gerad
Veremos que 0 seu estuécequivalente ao estudo de grupos quociente da f@iid, ondeH

€ subgrupo dé&n.

2.1 Base e dimerso de um subgrupo deZ"

Sejane N e sejaZ" o grupo produto direto de fatores todos iguais @ (Definicao 1.1.11
e Proposigo 1.1.11). Nesta se&g vamos introduzir, no grup@d”, conceitos semelhantes a
conceitos existentes no contexto de espaco vetorial sobreorpo. Veremos, no entanto, que
nem todos os resultados relativos a espacos vetod@aigdidos no grup@". Comegamos com

as duas seguintes defioes.

Definicdo 2.1.1.Sejamre N e my,mp, ..., my € Z",

* Umacombinacio linearde m, my,...,m & um elemento dé" da forma:

21+ +...+Z My

onde zeZ, paratodo ok {1,...,r}.

21
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» Os elementos mmy,...,m, dizem-sdinearmente independentegescreve-se l.i.) se
0z,=0mg+0mp+...+0my
for a Gnica forma de escrever o zero @8 como combina&o linear de m,mp, ..., my.

Definicao 2.1.2.Sejam M um subgrupo d&" e re N .
* Se M= {0}, chama-sdasede M ao conjunto vazio.

» Se M= {0}, diz-se que{my,mp,..,m;} €M & umabasede M se todo o elemento eiM
se escreve de formanica como combind&p linear de m,mp,....,my, isto &, na forma
r
m= Y zm paraalguns z,2, ...,z € Z. Neste caso, 0s elementas, ...,z € Z designam-

i=1
se porcoordenadasde m na basémy,mp,..,my }.

Proposicgdo 2.1.1.Sejam M um subgrupo d&" e re N. Enio {my, mp,..,m;} € uma base de M
se e § se satisfaz as seguintes corigs:

i) Todo o elemento de M pode ser escrito na forma Elz.m paraalguns z, z,....,.z €Z
i

e

r
i) Se Yy zm =0, paraalguns z, z,...,z € Z, enfo z = 0, para qualquer £ {1,2,....r}.
i=1

Demonstra@o. Suponhamos quem, mp, .., m } € uma base de M. A condigi)é conseqéncia
imediata da definigo de base. Relativamendecondi@o ii), temos , por hiptese, Z zm; =0.
Como0=0m +0mp +...+0m temos, como conse@ucia da definigo, que para qualquer
ie{l1,2,..,r},z=0.

Reciprocamente, suponhamos i) e ii). Sejah Por i) temos que m se escreve na forma
m= .ilzi m; para certos z, 2,...,Z € Z. Vamos verificar de seguida que os coeficientesto

=

r
univocamente determinados. Suponhamos que métanske escreve na forma=}. z'm;, com

i=1
Z ¢ Z. Temos:

éa Z zm = 0= sz sz:»o Z(a Z)m.
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Pela condigo ii), obtemos, assim; 2z = 0 para qualquer k {1,2,...,r}. Portanto, z= 7, para
qualquerie {1,2,...,r}.

Sempre queny,my,...,m; verificam a condigo i), dizemos quémy,my,..,m;} & umcon-
junto de geradores deM e escrevemoB! = (my, My, ..., My ).

A condicdo ii) afirma que os elementog, mp,...,my deZ" sao linearmente independentes.
Convem observar quen,nm,...,m, € Z" sdo linearmente independentes sebess §o linear-
mente independentes como vetores do espaco vef@risbbre o corp@.

Para cada i <n, sejag 0 n-uplo deZ" que tem a iésima coordenada igual a um e todas
as restantes iguais a zer.simples mostrar quée;, e, ..,en} € uma base dE". A esta base
chama-se @ase camnicadeZ".

Proposicgao 2.1.2.Seja M um subgrupo dé. Entio existe z M tal que M= (z).

Demonstra@o. Se M= {0}, enfio, claramente, M (0).

Suponhamos que M@ e seja xc M\{0}. Como Mé& um subgrupo d&. , —x e M.
Assim, M tem pelo menos urimero inteiro positivo, ist&, {heM:h>0} # g. O conjunto
{heM:h>0} & um subconjunto d& e, comoN & um conjunto bem ordenadffe M : h> 0}
tem elemento mimo. Seja z min{heM:h>0}. Mostremos que M (z). Por um lado, se
x € (z) enfio x=tz, para algum € Z. Como =M e M & um subgrupo d&, obtemos x M.
Por outro lado, dado ke M, uma vez que 0 obtemos, pelo algoritmo de Euclidess jxz+r
para certos gr € Z tais queO<r <z. Enfio r=h-qzeé tal que0<r < z. Dada a definigo de z,
conclimos que e 0. Deste modo, h gz, istoé, he (z).

A proposi@o seguinte, quedao vamos demonstrar, estabelece que todo o subgru@@ de
tem uma base e indica o valodximo do rumero de elementos dessa base.

Proposicao 2.1.3.Qualquer subgrupo d&" admite uma base com, ncdximo, n elementos.

O resultado que se segadem conhecido dalgebra Linear.
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Lema 2.1.1. Consideremos 0 espaco vetori@ sobre o corpoQ e seja Ac Q". Ento o
subespaco vetorial d@" gerado por A, que se representa p@)qgn, & constitido por todas
as combinages lineares de vetores de A, ou seja:

t
<A>Q“:{ZQiai3 teN, g cA q E@}.
i

Tendo em ater@ip este lema, prova-se que:

Proposicao 2.1.4.Seja M um subgrupo d&". Enfio todas as bases de M o0 mesmoilmero

de elementos.

Demonstrago. Suponhamos queB{my,...,m;} € B = {my,...,m} sdo duas bases de M. Mos-
tremos que k€ r. Dado que os elementos de Boslinearmente independentes como vetores do
espaco vetorial raciona)" de dimen&o n, temos, pela Propo$ig 2.1.3, que B tem, noarimo,

n elementos. O mesmo se verifica pafa Bemos, portanto,,tr <n. Ora Bé& uma base do
subespaco vetorial V d@" gerado por{my,...,m } e, como

B cM-= (ml,...,l'T})Zn ¢V = <m1,..,m>Qn,

B’ & constitido por vetores (linearmente independentes) de V. Uma \e&a gapaco vetorial V
tem dimen&o r, conclimos que k r. Trocando, neste racidgio, os pagis de B e B obtemos
r <t e o resultado fica provado.

]

A proposi@o que acadimos de provar permite introduzir, sem ambiguidade, a stgui
definicdo:

Definicao 2.1.3.Para qualquer subgrupo M dé" , chama-salimensiao de M e representa-se

por dimM ao nimero de elementos de uma qualquer base de M.

Pensando na base camica deZ", obtemos da Defingp 2.1.3 que dirZ") = n. Assim,
temos que, para qualquer subgriale Z", dimM < n.

E importante referir que, relativamerdedimen&o de um subgrupo de um grupo, a sifimc
e distinta da situa@p hondloga para espacos vetoriais. Num espaco vetBridle dimenaon,
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naoé possvel haver um subespag¢odeE, distinto deE, com dimen&on. Contudo, nos grupos
isto & possvel. Por exemplo, considerando o grupale dimen&oo 1,{1} & uma base d&, o
subgrupo Z deZ é distinto deZ e tem tambm dimengo 1, f que{2} & uma base deZ2 Se
ampliarmos a basg2} com o elemento 3, como &né combinago linear de 2 (uma vez que 2
nao divide 3), poder-se-ia pensar que os elementos 2 &3ddam linearmente independentes,
0 que seria uma contra@ig porque a dime@s deZ € 1. No entanto, 2 e 330 $i0 linearmente
independentes, por exemplo;@x 2+ (-2) x 3.

O resultado dos espacos vetoriais gae@valido nos grupos, e que permite que acontega nos
grupos uma situap que, Nos espacos vetoriaiBnpossvel, € o seguintedados n vetores de um
espaco vetorial, se eleég linearmente dependentes@mpelo menos uma deléscombinago
linear dos restantes (ou seja, recorrendo ao contrapeuco, dados n vetores de um espaco
vetorial, se nenhum dos vetoréscombinago linear dos restantes -nl vetores, er#io 0s n
vetores 80 linearmente independented) razao pela qual este resultadaaé valido no caso
dos grupo£ que o escalarao nulo, na expreé® do vetor nulo como combinag linear dos
vetores, pode d@o ser inveitel (sendo &o nulo, eleé inverivel num corpo, qu& o caso dos

espacos vetoriais).
Proposicio 2.1.5.Seja M um subgrupo d&", de dimen&o k. En&o os subgrupos M EK de
7" sao isomorfos.

Demonstra@o. Seja B= {my,...,m,} uma base de M. Consideremos a apl@acf : ZX - M
k

definida por f(z,...,z) = Y. zm;, para quaisquer £z, ..., z € Z. Mostremos que a aplicao f
i=1

€ um isomorfismo.

» f &injetiva

Sejam(z1, ..., %) ,(Z,,..,Z,) € ZX. Temos:

k k k k
Zm =2 zm=3zm-32m=0= % (z-7)m=0.

M=

f(z,...z)=f(Z,...3) =

i=1

Como m,...,m sdo linearmente independentes, segue-se gue z 0, para qualquer
ie{,....k}, ouseja, z=Z, paratodoic {1,....k}. Logo(z,...,%) = (z,...,Z ) €, portanto,

f & injetiva.
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» f & sobrejetiva

k
Seja me M. Enfio m= Y zm;, para certos 2,2, ...,z € Z, i.e., m= f (z,...,z) = m, para
i=1

certo(z,..., %) € ZX.
» f &morfismo
Sejam(z1, ..., %) ,(Z,,..,Z,) € ZX. Temos:
f((z1,...2)+(Z,...2)) = f(zn+7, ... %+2)
k
_Zl(a%’)mi
|

P
> (zm+Zmi)
1

k
Zm+) zm
i=1

1
(z,...2)+T(4,....7).

M=

Il
—h

Corolério 2.1.1. Dois subgrupos d&" sao isomorfos se €dsse tiverem a mesma diméas

Demonstra@o. Sejam M e Mdois subgrupos d&". Suponhamos que M e’Mao isomorfos
e sejam k dimM e t=dimM’. Pela Proposi&o 2.1.5, Mé isomorfo aZk e M’ & isomorfo a
7Zt. Como M e M sio isomorfos obtemos, dada a transitividade da rétade isomorfismdzk
isomorfo aZt. Sejag: ZK — Z! um isomorfismo. &lculos simples mostram que, considerando
a base cabnica deZX, {ey,...,&}, 0 conjunto{@(e;),...,0(&)} &€ uma base d&!. Assim
dimZ = k, pelo que £ k.

Reciprocamente, suponhamos giimM = dimM’ = k. De novo a Propos#p 2.1.5 garante
que Mé isomorfo aZX. Do mesmo modo, Me isomorfo aZK. Como a relaéo de isomorfismo

€ singtrica e transitiva, conclimos que M e Msao isomorfos.
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2.2 Matrizes com entradas inteiras e fatores invariantes de
um subgrupo deZ"

Nesta sec@o vamos estudar as matrizes com entradas inteiras, dadoomoe iremos verificar,
os resultados obtidos para estas matrizes podem ser de migdar'traduzidos”para subgrupos
dezn.

Definicao 2.2.1.Sejam n & <i, j <n (i # j) nUmeros inteiros positivos. As seguintes opaes;
efetuadas sobre as linhas (colunas) de uma matriz A desigeaporoperagdes elementares

sobre linhas(opera@es elementares sobre colunas):

* E;: substitui¢o de uma linha (coluna) da matriz A pelo seu produto pbr

* E;: substitui@o de uma linha (coluna) de A pela sua soma com qualquer oirthe |

(coluna) multiplicada por ummero inteiro qualquer;

» E3:troca de duas linhas (colunas) quaisquer.

Definicdo 2.2.2.Sejam n &L<i, j <n (i # j) nUmeros inteiros positivos.
Chamam-senatrizes linha-elementares de ordenn e representam-se como se indica de

seguidaas matrizes assim definidas:
* Li.j: &€ amatriz obtida a partir da matriz identidadgtrocando a linha i com a linha j;
* Li_j: & amatriz obtida a partir deylsubstituindo a linha i pelo seu produto pet;

* Ljj+zi: € amatriz que se obim de ) substituindo a linha j pela sua soma com a linha i

multiplicada por qualquerzZ .

De modo aalogo definem-smatrizes coluna-elementaresEstas matrizes representam-se,
respetivamente, poCi.j ,Ci_j €Cjjiz .

Observemos que a matriz identiddge, simultaneamente, matriz linha-elementar e matriz
coluna-elementar.

Calculos de rotina permitem demonstrar a propasigseguinte:
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Proposicgao 2.2.1.Sejam j j dois nimeros inteiros positivos,eZZ e A uma matriz quadrada de
ordem n sobré¢.. En&o:

) det(LiHj) = det(CiHj) =-1;

i) Liti=Ljoi eqjj =Cj<is

i)
i) det(Lj_j) =det(Ci_j) =-1,

iv) L, =LijeGt,=C;

i
V) det(Lj<_J'+zi) = det(CJ'(_jJrzi) =1;

vi) L7t :L,-ej_ziecl =Cjj-z

j<j+zi j<j+zi
vii) A matriz Li..jA & a matriz obtida a partir da matriz A trocando a linha i de A carlinha
jde A;

A matriz AG..; & a matriz resultante da troca da colunas i de A com a colunaAde

viii) A matriz Li._jA & a matriz obtida a partir da matriz A, substituindo a linhae A pelo seu
produto por-1,

A matriz AG__;j &€ a matriz que resulta de A substituindo a coluna i de A pelgseduto
por -1,

iX) A matriz Lj_j.2A & a matriz obtida a partir da matriz A, substituindo a linhag 4 pela
sua soma com a linha i multiplicada por(ze Z);

A matriz AG. .z € a matriz resultante de A substituindo a coluna j de A pelassuma
com a coluna i multiplicada por 2z€ Z).

De notar que as &deas ii), iv) e vi) afirmam que as matrizes linha-elemestaeoluna-
elementares@ matrizes inveiteis. Prova-se que o produto de matrizes elementamasa
matriz invertvel.

Definicao 2.2.3.Sejam A e B duas matrizes com entradas inteiras.
Diz-se que a matriz & equivalentea matriz B e escreve-se~AB, se existe uma matriz
linha-elementar P e uma matriz coluna-elementar Q tal quePAB Q.
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Com base emii), iv) e vi) da Propoaig 2.2.1, verifica-se que~" & uma relago de equi-
valencia.

Proposigao 2.2.2.Sejam A e B duas matrizes quaisquer com entradas inteiras.
A relacdo biraria definida em 2.2.8 uma relaéo de equiva@ncia.

Em virtude da Proposip 2.2.2, sempre qu&~ B, afirmaremos, sem ambiguidade, que as
matrizes A e B sdoequivalentes

Quando multiplicamos uma matriz qualquer por uma matri@ielementar (coluna-elementar),
dizemos que estamos a efetuar opeescelementares sobre as linhas (colunas) da matriz dada.
A principal diferenca entre trabalhar com uma matriz comneglas inteiras e trabalhar com uma
matriz com entradas num corpg prende-se com o facto de que, pafnaldas matrizeki.. |,
Li—i, Lj—j+zi» CGiej , Cie—i € Cj—j+zi, as matrizes da formi;_qi e Giqi com entradas er,
comgq e K\ {0}, igualmente chamadas matrizes elementafestami@m invertveis. Portanto,
a condu@o do processo de elimirag de Gauss-Jordan numa matriz com entradas num corpo

K permite levar essa matriz a uma matriz da fo mg;\ (()) gueé, como sabemos, equivalente
a matriz inicial. Como veremos mais adiante, qualquer matim entradas inteiras equiva-
lente a uma matriz da for ag 8 , ondeD & uma matriz diagonal. P& nao ser corpo,

o procedimento de “transformag” da matriz inicial numa matriz da forma referidaae o

simples.

Proposigado 2.2.3.Seja A uma matriz, do tipoxd, com entradas inteiras. Ead a matriz Aé
equivalente a uma matriz da forma

[dp O .. 0 0 .. O
O do .. 0 0 .. O

O 0 ..0 0 .. 0

onde r<min{s;t}, {di,....,d;} c N e d divide d,1 paratodo o0 ie {1,2,...r - 1}.
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A demonstrago desta proposip € construtiva no sentido em que consiste na apresentac
de um n&todo que permite levar a matriz dada a uma matriz da formeaidd. Por esta ran
vamos apresentar alguns exemplos que ilustram, em tod#sia®es posiveis, 0 processo a
seguir na obterdp de uma matriz da forma indicada.

Exemplo 2.2.1

-3 1 4

1 5 -2 |

O nosso objetivé mostrar que a matrix € equivalente a uma matriz da forma apresentada

SejaA=

na Proposigo 2.2.3, ist@, que existem matrizes invartis P e Q tais que:

PAQ=
Q0d20

d; O o}

onded; divide d,.
Como a matrizA & do tipo 2«3, comecamos por considerar as matrizes I3 que coloca-
mos, respetivamenta,esquerda a direita da matriA, como se segue:

100
10 -3 14
01 1 5 -2

0 01

- . DO -
Com o objetivo de transformar a matdznuma matriz da form% 0 ol faremos operdies

elementares sobre as linhas e sobre as colun@sdgetal forma que as opet@ags efetuadas
nas linhas da matria sdo tamleém efetuadas (e apenas) na malisie as operdaies realizadas
nas colunas da matrix sao tamltem efetuadas (e apenas) na malksiz Quando atingirmos a
forma pretendida para a matiyg as matrizes que surgiremesquerda a direita dessa matriz
sero, respetivamente, as matriZe® Q que procuramos. O primeiro passo do procedimento
é colocar, sempre que pd&sl, na posigo (1,1) da matrizA, o menor elemento da matriz, em
valor absoluto.
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Vamos acompanhando o processo indicando as dpesagtementares efetuadas.

100 100
10 -3 14 — 01 1 5 -2
01 1 5 -2 0101 Loy 314 010
0 01 0 01
Neste exemplo, como a entrada que ocupa a posic 1) da matrizA divide todos os elementos

da linha 1 e todos os elementos da coluna 1, usando @eeratementares do tifi§ continua-
mMos o processo anulando todas as restantes entradas da dirzacoluna 1:

01 1 0 -2 1 =50
ACZ*Z*(‘s)'ll 1 0] [—3 16 4 ] 010
00 1

(01] [1 0 o 1 =2
AC3“3*2'1_1 o| | -3 16 —2] 8 ; 2

(01] [10 o L =2
|-2«2+3.1A_1 3_ _0 16 _2] 0 ; (;]

Repetimos o processo para a entréal@):

1 2 -5
01 10 O

00
13 0 -2 16

01

AC2<—>3 1
0

De novo, como-2 | 16, anulamos a entrad@, 3) recorrendo a uma oper@&g elementar do tipo

E;:
— o1 100 1 -2 -
ACZ*‘Z[l 3] [0216] 00 1
0 -10

0 1 100 121
AC3. 3:(-8).2 [1 3] [O 5 O] 00 1
0 -1 8

Se a entrad@2,2) nao dividisse uma das entradas da linha 2 ou coluna 2, o pmeess um
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pouco mais complexo — este processa dsstrado no grximo exemplo.

A matriz A foi, assim transformadana matriz , que tem a forma pretendida. As

1 -2 11
1]eQ: 0 0 1 |. De facto,
3 0 -1 8
por um laddP e Q sdo matrizes inverteis por serem produto, respetivamente, de matrizes-linha

matrizesP e Q procuradas&o, respetivamente =

elementares e coluna-elementares e, por outro lado ,

1 -2 11
01 -3 14 100
: 100 1 |= .
13 1 5 -2 020
01 8

Exemplo 2.2.2

4 6 8
5 10 -12

1
[10] [46 8] 028
01 5 10 -12

00 1

O menor elemento da matrk em valor absoluto,§ ocupa a pos#p (1,1). Acontece que 0

nimero que ocupa essa pagicrio divide, todos os elementos da linha 1 &b rlivide 6 e,

Consideremos agora a matAz [ ] Temos:

assim, o processdo € o simples como no exemplo anterior. Usando o algoritmo vsaai
inteira, temos que 64-1+2. Como 2 divide 4, efetuamos na mathza operago elementar
AC, o, (-1).1, Seguida da operag AC;..2, obtendo uma matriz equivalente que tem na @msic
(1,1) um namero que divide todas as entradas da linha 1 :

1 1
10 4 2 8
A

00

-1 1
10 2 4 8

1 O
01 5 5 -12

0O O

o O

=

—
ACi, 2

= O O

E claro gue o resto da di\as inteira dea; 1 poras» pode rao dividira;; . No entanto, o algoritmo
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de Euclides garante que ao fim de utmrero finito de divides se ol#mr tal quer divide a1;.

Procedendo de modo a@llmgo para as entradas da primeira coluna, observamos diedivide

2. Como5=2.2+1, fazemos

1 0 o4 g 1| 1L
L2*2+(‘2)‘1A[ 2 1] [1 3 28 100
1 1o 01

2 1 1 -3 -28 [ 110

Lic2Al o] [248] 100

|0 01

Estamos agora numa sit@azem tudo aalogaa do Exemplo 2.2.1, pelo que procedemos como

enfio indiédmos:

_—
AC 231

|

_
ACz 3281

- 5

Locoi(-2)1A

-1 -2 0
21 1 0 -28
1 3 0
1 o] [2108]
0 0 1
2 1 10 0 -1 -2 -28
1 2
10][21064] 3 28
0 0 1
1 -2 -28
-21][10 o]
3 28
5 -2 0 10 64
0o 1

O processo continua agora com @kse da entradé2,2). Ora 64=10-6+4,

AC3 3:(-6)2

|
|

Como 10=4-2+2,

AC>2<—2+(—2)-3

2 1 10 0 -1 -2 -16
H ] L3 10
5 -2 0 10 4
0 0 1
-1 30 -16
21 100
][ ] 1 -17 10
5 -2 02 4
0 -2 1
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-1 30 -76
AC, 21 100 1 -17 44
<3225 5 020 0 o &

Finalmente,

-1 30 -76
-2 1 4 6 8 100
: 11 =17 44 |= .
5 -2 5 10 -12 0 020

-2 5

6

. R 8 , : X .11 00
Assim, a matriz inicialA = € equivalent&é matriz :
5 10 -12 020

Aos elementosly, ..., d; referidos na Proposip 2.2.3, damos o0 nome tores invariantes
da matrizA. Quer no Exemplo 2.2.1, quer no Exemplo 2.2.2, os fatorewigmtes da matria

sao le 2.

Mostramos de seguida que, para cada mateMs,; (Z), os fatores invariantes @&st univo-
camente determinados. Para tal, definimesior de ordenk deA (k< min{s,t}) como sendo o
determinante de qualquer submatriz quadradadieordenk. Para cad&<min{s t}, represen-
tamos poDy (A) o maximo divisor comum de todos os menores de oréel@A. Calculos sim-
ples mostram quBy (A) ndo se altera quando se efetua na mamalquer uma das opekaes
elementares sobre linhas ou colunas.

Proposicao 2.2.4.Seja Ac Mg« (Z). Entao:
i) Dk(LiwjA) = Dk(A) = Dk(AG~j);
ii) Dk (Lic-iA) = Dk(A) = Dk (AG-i);

iii) Dk(Ljj+ziA) = Dk(A) = Dk (AC—j+i)-

Corolério 2.2.1. Para quaisquer matrizes equivalentes A e R(B) = Dy (B), para qualquer

k<min{s,t}.
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Proposicgao 2.2.5.Duas matrizes com entradas inteiréosequivalentes se & Se €m 0s mes-
mos fatores invariantes.

Demonstra@o. Sejam A e B matrizes com entradas inteiras e sejam

(d, O .. 0 0 .. O [d, O .. 0 0 .. O
O d .. 0 0 .. O O do .. 0 0 .. 0
O 0 .. 00 .. 0 O 0 .. 00 0

|0 0 .0 0 .. 0 |0 0 .0 0 .. 0|

as matrizes equivalentes, respetivamente, a A e a B, a qudese n Proposigo 2.2.3. Como
~ & uma relago de equiva@ncia , basta provar que/A*B; see §ser=se d=d', para todo
1<i<r.Porumladog claro que se ks e d=d paratodo oi, erdo A ~ B;.

Reciprocamente, seiA By, en&o pelo Coroério 2.2.1, d x...xdx = Dk (A1) = Dx(B1) =
di x...xdy, para qualquerL <k<r =s.

Os resultados obtidos para matrizes podem ser "traduzpdwa’subgrupos d&". Comeg¢amos
com uma propos#o que permite obter bases novas de um subgkliple Z", a partir de uma
gualquer base dd.

Proposicao 2.2.6.Sejam M um subgrupo d&' e {ml, vy MY, ...,mj,...,mr} uma base de M.
Entao:

) {my,...,mj,...,m,...,m} & uma base de M;
i) {m,...,-m;,...,mj,...,m } & uma base de M;
iii) {mu,...,m;+zm,...,m } & uma base de M, para qualque¢ Z.
Demonstrago. Como M= (my,mp...,my), 0s elementos de cada um dos conjuntos indicados

em i), ii) e iii) SAo combinago linear de m,mp, ..., m, através de coordenadas inteiras univoca-
mente determinadas. Considerando a matriz cujas colufiagstas coordenadas, a Propdsic
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2.2.1 garante que os elementos de cada um dos referidosntosj&io linearmente indepen-
dentes. Em cada um dos casos, estes elemeidodaamente geradores de M e, deste modo,
constituem uma base de M.

As mudancas de base apresentadas na pr@moaigterior, designam-se pmudancas ele-
mentares de base
b]_]_ b]_n

Proposido 2.2.7.Seja B=| ... ... ... | uma matriz com entradas inteiras e, para cada

bn]_ “ee bnn
1<i<n, sejab=(bj,...bin) eZ" alinhai de B.

Entdo o conjunto{by,...,b,} & uma base d&" se e 6 sedetBe {-1,1}.
Demonstrago. Suponhamos québy,...,b,} € uma base d&". Ento Z" = (b1, by,..,bn) e,

n
portanto, em particular, cada elementoda base cadnica deZ" & tal que e= Y z;bj, ou seja,
j=1

211 ... Zn bll bln
Zn1 Znn n1 hn 000 . 1

Uma vez quealetl, = 1 e que o determinante do produto de matrieegual ao produto dos
determinantes de cada uma das matrizes, temoslgiB= {-1,1}.

Reciprocamente, suponhamos @leB ¢ {-1,1}. Enfio detB + 0 e, portanto, a matriz &
invertivel. Deste modo, o sistema de eci@g(xy, ..., Xn) - B =z tem umdinica solu@o, z B,
qualquer que seja ¢Z". Isto € o mesmo que dizer que qualquer element@¥se escreve
de modolnico como combind@p linear dos elementos; Wby, ...,b, de Z". ComodimZ" =n

segue-se québs,...,by} € uma base dgn. .

Proposicao 2.2.8.Seja M um subgrupo d&" de dimen&o r. Enfo existe uma basg, ..., f, ..., fn}
deZ" e{dy,...,d: } ¢ N tais que ¢gdivide d,; paratodo o i, €{d; f1,...,d; f;} & uma base de M.
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Demonstrago. Seja{m,...,m } uma base de M ondejm (mjy,...,mp) para todo ol<i<r.
A Proposi@o 2.2.3 garante a exighcia de matrizes P e Q tais que:

[d; O .. 0 0 .. O
O d .. 0 0 .. 0
M1 ... Myp
P Q=] .. . ds O 0 |,
My1 M 0 O 0 O 0

|0 0 .0 0 .. 0|

para algumO < s<min{r,n}, {dy,....,ds} ¢ N e d divide d,1 para todo 01<i<s-1. Como

as matrizes P e Q, sendo produto de matrizes elementatesngeriveis, a caractestica da
M1 ... Myp
matriz| ... ... ... [, queér,dado quem,...,m} & base, e a caractestica da matriz

M1 ... M

[d, O .. 0 0 .. O
0O dob ... 0 0 ... O

S0 iguais e, consequentemente,s.
Considerando

e G = (C1,..-Cin) para todo o i, temos quécy,...,C;} € uma base de M, pois o resultado da
realizag@o de um aimero finito de mudancas elementares de base efetuadasegba...,m}.

Finalmente, determinando a inversa da matriz Q e represeftea por Q! = [ fjj | temos que
detQ1e{-1,1} dado a matriz Q ser produto de matrizes coluna-elementaresjeterminante
destas matrizes sefl ( Proposi@o 2.2.1) .
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Entio, comadetQ-1¢ {-1,1}, concluimos, usando a Propo8ig2.2.7, qug f, ..., fn} , com
fi = (fi1,...fin), € uma base d&". Como

[(dp 0 © 0
C11 ... C1n 0 d2 0O .. 00 fll f]_n
= .0 . ,
Cr1 ... Cm e e e O fr1 fon
|0 0 d 0 .. 0]

obtemos c=d; f; para todo o ie {1, ...,n} e, portanto, dado quécy,cy, ...,¢; } € uma base de M,
temos qudd; fy,...,d, f; } € uma base de M.

Definicao 2.2.4.Seja M um subgrupo dé&". Dada uma base qualquer de Made o nome
de fatores invariantes do subgrupoM aos fatores invariantes da matriz cujas linha&osas
coordenadas de cada um dos elementos da base de M.

SejamM um subgrupo d&" de dimen8or, { f1,..., f;,..., fn} umabase dé"e{d; f1,...,d f; }
uma base d& com {dy,...,d: } ¢ N tais qued; divide d;;; para todo d. Enio um elemento
X=(X,...,Xn) € Z" pertence &M se e § se as suas coordenadas ...,z,) relativamentex base
{f1,..., fr,..., fn} satisfazem:

7 =0(modd;)
7, =0(modd,)

z =0(modd,)
z,1=0.

zn=0.
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Como(z,...,z,) Sao as coordenadas ®eelativamente base{ fy, ..., fn},
X=(X1,...,%n) =21 f1+ ...+ 23y

e, portanto, considerandop= ( fi1, ... fiy) para todo @, temos que:

f11 fin
[X1... %] = [71..-20] | ... ,
fn1 fnn
0 que implica:
O11 -~ Oin
(z2...Z7] = X0 Xn] | .. oo ,
Ont - Onn

onde a matriz com as entradisé a inversa da matriz com entradgqa matrizQ na demonstr&ip
da Proposigo 2.2.8). Assim, 0 elemenio- (X1, ...X,) € Z" pertence M se e § se:

OJ11X1+ ... +On1Xn = 0( moddl)
O12X1+ ... +OonXn = O( mOddz)

g]_rX1+ R gann = 0( mOddr)

gl(r+1)xl +...+ gn(r+1)xn =0

Estas "equaiies” designam-se, geralmente, por e@escdeM relativamenteé base{ey, ..., en}
ou, simplesmente, paquag@es deM.
Se alguntd; = 1, a equago correspondente pode ser eliminada paisna reduna@ncia.

Exemplo 2.2.3

SejaM = (mg, mp, mg), commy = (3,2,-1), mp = (4,-1,5) emg = (2,-1,7), um subgrupo de
73,

Determinemos e@b as equdies deM. Comecemos por determinar os fatores invariantes de
M. Recordemos que os fatores invariante$/dgio os fatores invariantes da matriz cujas linhas

sao ocupadas pelas coordenadas dos elementos da bdse de



40

Matrizes com entradas inteiras e fatores invariantes deubgrspo deZ"

Temos:
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1 0 0] [100 0 -1 4
—_—
ACs_zi(-52| -5 1 0 021 0 -15
8 31| [0 0 -14 11 -2
1 0 0] [10 o 0 -1 4
_—
L3.3.142A] -5 1 0O 02 1 0 -15
62 11 1| |0 28 0 11 -2
1 100 0 4 -1
ACo.3| -5 012 05 -1
-62 11 1 0 0 28 1 -2 1
1 0 100 0 4 -9
ACs 3,(-22| -5 1 0 010 0 5 -11
—62111 0 0 28 1 -2 5

Finalmente,

-1 0 O 3 -2 1 04 -9 100
-5 1 O|-4 15|05 -11(={0 10
-62 11 1 2 -1 7 1 -2 5 00

e, portanto, os fatores invariantesMesao 1 e 28 e as equags deM sao:
x3=0(mod 1)

4x1 +5xp — 2x3 = 0(mod 1)
-9x; - 11% + 5x3=0(mod 28 .

Como as duas primeiras eqéas §o0 triviais, concluimos que:

(X1,X2,X3) € M se e & se-9x; — 11xo + 5x3 € um nultiplo de 28.

Definicao 2.2.5.Um subgrupo M d&" diz-se unsubgrupo homogneose, na lista das equaes

de M, rio constar qualquer congéncia, o que equivale a dizer que os fatores invariantes de M
sao todos iguais 4.
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Exemplo 2.2.4
SejaM = (my,mp,mg) commy = (3,-2,1,0), mp = (4,-1,5,1) emg = (2,-1,7,2), um sub-
grupo deZ*. Determinemos efb as equdies deM. Comecemos por determinar os fatores

invariantes dé. Tal como anteriormente, temos:

100 3210 1000
0100
010 4 -1 5 1
0010
00 1 2 -1 7 2
0001
) 0010
100 1 -2 30 0100
ACi.3l 0 1 0 5 -1 4 1
13 1000
00 1 7 -1 2 2
- 0001
0010
100 10 30
AC 010 59 4 1 0100
22+2.1 1 2 0 0
00 1 7 13 2 2
0001
001 O
100 10 0 O 010 0
AC 3. (31| 0 1 0 59 -11 1
12 -30
001 7 13 -19 2
000 1
) L. . [oo1 o]
1 00 10 0 O
L Al -5 1 0 09 -11 1 010 0
2<—2+(—5)~l 1 2 .30
0 01 7 13 -19 2
- At - looo 1]
) o - foo1 o]
1 00 10 0 O
. 010 O
Ls—s.(71A| -5 1 0 09 -11 1 L2 .30
7 0 1 0 13 -19 2
- 4t - looo 1]
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Finalmente,
1 0 0][3 -210 002 -5 1000
001 -3
51 0|4 -151 =-lo100
10 -4 9
3 212 -172 0010
0 1 13 -28

e, portantoM tem apenas um fator invariante geié. As equa@es deM sao:

x3=0(mod 1

X4=0(mod 1)

2X1 + X2 —4x3+13x4 =0(mod J)
—5x1 —3Xo + 9%z — 28x4 = 0.

Como as tés primeiras equées $o triviais, concluimos que:

(X1,X2,X3,X4) € M se e & se—5x3 — 3xp + 9x3 — 28x4 = 0.

O teorema seguinte oltimo ingrediente para a demonstiagdo teorema de estrutura para
grupos comutativos finitamente gerados.

Teorema 2.2.1.Seja M um subgrupo dé" com fatores invariantes;d...,d;. Ent&o, o grupo
Z"/M & isomorfo ao grup@gq, x ... x Zg, x Z"".

Demonstra@o. Seja M um subgrupo d&" com fatores invariantesd...,d;. Pela Proposiéo
2.2.8, existe uma base @8, {f4,..., f;,..., fn} e uma base de M da form{al; f1,...,d, f; }.
Consideremos a correspo@ciag que a cada elemento

(anfi+zfo+..+zfr+...+2,fy) +M de Z"/M, (z€Z paratodo1<i<n)
faz corresponder o elemento

([Zl]dl;[ZZ]dza“';[zr]dr 7Zr+1;"'7z|’+(n—l’)) de Zdl XZdz X XZdr XZH—I‘.
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E simples ver que esta corresp@ntiaé uma aplicago deZ"/M emZg, x Zg, x ... x Lg, x Z"".
Calculos de rotina mostram qugé um morfismo:

ol () ) ((5er) ) el (e o)

= ([Zl +t1]dl yous [Zr +tr]dr 7(Zr+l +tr+1) yonny (Zn +tn))
= ([Z]_]dl yeeny [Zr]dr yZr i1, ,Zn) + ([tl]dl,..., [tr]dr a1, ...,tn)

) )l (0) )

A aplicagiio ¢ & tamtem injetiva, & que, sz ]y = [ti] para qualquerl<i<r, entio z-tje
diZ, paratodo ok {1,...,r} e, portanto,

(zn-t1) i+ (zo-t2) fo+ ...+ (zr - t;) fr e M,

o que significa quéz f1+...+z f;) +M = (t f1 + ... +t, f; ) + M. Deste modo,

([Zl]d17“'7 [Zr]dr ,Zr+1,...,Zn) = ([tl]dl,..., [tr]dr ,tr+1,...,tn) = (Zn:zl f,) +M= (Zn]:-ti f|) +M

i=1

(o)l ) e - o

A sobrejetividade de & 6bvia. Logog & um isomorfismo dé&"/M emZg, x ... x Zg, x Z"".

Da proposi@o 1.4.7, sabemos que qualquer grupo comutativo finitangenéelcé isomorfo
a um grupo quocient&"/M para algum subgrupd deZ". Entio, tendo em atefp o Teorema
2.2.1, concluimos que qualquer grupo comutativo finitamgeradce isomorfo a um produto
diretoZg, x ... x Zg, x Z"", ondedy, ..., d; sdo fatores invariantes dé.

Temos assim, 0 seguinte teorema de estrutura para grud@nabdinitamente gerados:
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Teorema 2.2.2.Seja G um grupo comutativo finitamente gerado.a@réxistem ameros natu-
rais {d;}, i€ {1,...,n} e k tais que:

i) d; divide d,1, para qualquerl<i<n-1;

i) G &isomorfo &g, x ... x Zg, x ZX.



Capitulo 3

Monoides cancelativos finitos

Neste cafiulo estudamos a classe dos romes cancelativos quéag finitos: mostramos que esta
classe coincide com a classe dos grupos finitos e vemos eapue isso se reflete nas eqoes
do subgrupo d&" associado ao maide inicial.

Monbides cancelativos finitosae, naturalmente, finitamente gerados. Assim, comegcamos
por considerar um mdride S comutativo, cancelativo e finitamente gerado e, com o te@rem
de estrutura para grupos abelianos finitamente geradasnpeegdentificamos o submoide de

Zg, % ... x Lg, x ZX isomorfo aS.

1
SeS=(s,...,S) € um momwide finitamente gerado, a apliéaxf : N" -~ Sdefinida por

n
f(a1,...,an) = ,Zlaas
1=

€ um epimorfismo (Proposig 1.4.1). Deste mod&= f (N") 2 N"/Nucf. Uma vez quéNucf

€ uma congréncia, o conjuntdM = {a-b:a,beN" (a, b) e Nucf} & um subgrupo d&". Se
o morbide S for tamkem cancelativo, efib N"/Nucf & cancelativo e, pela Propoaa; 1.4.5,
Nucf=~u, onde~y={(a,b) eN"xN":a-beM}. Assim, seS €& um mordide cancelativo fi-
nitamente geraddsz N"/Nucf. Pela Propos#o 1.4.6,N"/Nucf & isomorfo ao submaide

{[a]EM rae N”} do grupoZ"/ =m. Sedi,ds...,d; representarem os fatores invariantesvieo

Teorema 2.2.1 garante qéé/=y & isomorfo &g, x Zd,... x Zg, x Z"". Portanto,Sé isomorfo
a um submoadide do grupdZg, x Zg,... x Zg, x Z"".

A proposi@o que se segue identifica o subrbigie deZqy, x Zg,... x Zg, x Z"" isomorfo aS.

a7
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Proposicdo 3.1. SejaM um subgrupo deZ", com fatores invarianted;,d,...,d; e tal que
(X1,%2,...,Xn) €M se e & se

a11X1 + ... + a1nXy = 0(moddy )
a1X1 + ... + agnXn = 0(moddy)

ar1X1 + ... + &nXy = 0( modd; )
a(r+1)1x1+ ......... + a(H_l)an =0

AniX1+ eeeneen. +anXn =0

EntioN"/ ~y & isomorfo ao submdaide SdeZg, x Zg, ... x Zg, x Z"-"gerado por

{([all]dl PARRD) [afl]dr 7a(r+l)l7 ERR] anl) PRRED) ([aln]dl JRRES) [arn]d, aa(r+l)n7 teey ann)}
onde[a], representa a classe de equivalia dea emZy.

Demonstragio. Comecemos por observar que, uma vez queivh subgrupo dé", a relago
~m={(a,b) eN"xN":a-beM} & uma congréincia emN" x N

Consideremos a correspo@aciag assim definida: para qualquétay, az, ...,an) ., €N/ ~y,

(P[(al,az,---,an)]NM=([Zn:aiali] ,---,lzn:aiari] ,Zn:aia(r+l)ia---7_zn:aiani)-
i=1 d; dr i=1

i=1 i=1
A corresponéncia@ & uma aplicago. De facto, para quaisquégy, ...,an), (b, ...,bn) e N,
temos:
[(a]_,az, ...,an)]NM = [(bl,bz, ...,bn)]NM = (a]_—b]_, ...,an—bn) eM =

a]_]_(al—b]_) +... +a1n(an—bn) = 0( moddl)

a1 (ag-by)+...+amn (an—bn) =0(modd;)
ar+p1(a—b1)+...+agyn(@—-bn) =0

an (ag—by)+...+ann(an-bn) =0
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aqag+...+apndn = allbl +...+ alnbn ( moddl)

181+ ...+ @man = &1b1 +... + anbp (Modd, )
a(Hl)lal +...+ a(Hl)nan = a(Hl)lbl +...+ary1bn

An1d1 + ... +3nn@n = an b1 + ... + annbn

) .
Y &g [z ay b.]
1 lg, dy

i=1

foa], [
= 1 —dr aibi dr

| i=
n
E:la(wl)lal Z a(r+1)|b|

Zlama. Z anib

= o([(ag,-..an)].,,) = @([(b1,....bn)].,,)

Calculos simples mostram gyeé um monomorfismo de nmades.

Finalmente, uma vez que ,

®[(a1,a2,...,an)].,, ([Za.al.] ,-.-,[ﬁaiar.] ,Za.a(m)., ilaiani)=
dy !

i=1 i=1 d =1 i=
=ay ([a11lg, » [21]g, -+ [Br1lg, - Are1)1s --r B ) + @2 ([Ba2]g, » [B22], s [Br2]g, B(r1)2: -0 Bn2) +
+an([aln]dl ) [aZn]d2 IR [arn]dn 7a(r+l)na ---aann)

segue-se que lgé o submoaide deZg, x Zg,... x Zg, x Z""gerado por

{(Taaalgy >+ [Br1)g, »Br+1)1 - 8n1) s ([Ban]gy 5 - [Brm g, B2y - 8an) }

Exemplo 3.1
SejaM = ((-3,1,4),(1,5,-2)) um subgrupo d&Z3. Utilizando os resultados do Exemplo

2.2.1, temos:

1 -2 11
01 -3 1 4 1 00 . .
. 1400 1 |= e, portanto, os fatores invariantes de
1 3 1 5 -2 01 8 020
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M sao 1 e 2 e as equaes deM sao:
x1=0(mod 1
—-2x1+x3=0(mod?2)
11x1 + X2 +8x3=0.

Como a primeira equagé trivial, temos:
(X1,X2,X3) e M se e § se-2x3 +X3=0(mod2) e 11x; + xo+8x3 = 0.

Entao ,N3/ ~\y & isomorfo ao submaide deZ; x Z, x Z gerado por

{([1]1,[-2]3,11),([0]1,[0],,1),([0]1,[1],,8)}-

gueé isomorfo ao submande deZ, x Z gerado por

{([_2]2711)7([0]271)7([1]2v8)}'

A proxima proposigo carateriza os moides finitos queao cancelativos.

Proposi¢ao 3.2.SejaSum moroide finito. Eno Sé cancelativo se eébsseS € grupo.

Demonstragio. Seja S um mdide finito. E claro que se ® um grupo, $ cancelativo. Reci-
procamente, suponhamos qué 8ancelativo. Se S{0s}, S& grupo. Suponhamos que $0s}

e seja £ S\ {0s}. Como £ finito, o subconjuntgns: ne N} de Sé tamtem finito pelo que
ms= ns para certos mne N tais que nx n. De m< n obtemos rm> 0; temos, de facto, que
n-m>1uma vez que, sehm+ 1, dado que % cancelativo, tdamos

ms=nNs= Ms+0g=ms+S=S=0g,

0O que r@o acontece. Portanto Am > 1 e, logo n-m-1> 0. Assim,
(n-m-1)s+s=(n-m-1+1)s=(n-m)s=0s, 0 que significa quén—-m-1)sé o sinétrico de

s. Dada a arbitrariedade de s emy s}, concluimos que 8 grupo.
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Sabemos que qualquer mde cancelativo finitamente gera8@ isomorfo a um mobide
quocienteN"/ ~ para certo natural e certo subgrupM deZ". Acontece que, s8é finito, isto
é, seN"/ ~\ € finito, as equdies deM assumem uma forma especial. ARima proposigo

indica essa forma.

Proposicao 3.3.SejaM um subgrupo d&". As seguintes afirmégs §0 equivalentes:
i) NN/~ éfinito;
i) dim (M) =n;
i) Nenhuma equago deM é da formaaixg + ... + anX, = 0.

Demonstra@o. Provamos a seguinte segucia de implicages:

i) =ii)=iii)=>1)

i) =ii)
Sabemos qudimZ" = n. Seja(e;,ey,...,en) a base cabnica deZ". ComoN"/ ~y é finito,

para cada i, o subconjunteﬁk[e,] :keN\{O}} de N"/ ~u €& finito. Com um argumento se-

~M
melhante ao apresentado na Prop@si@.2., obtemos X ...k, € N\ {0} tais que k[&].,, =0,
para todo o i, istoé, tendo em conta a defidig de~y, kie € M. Tem-se, assim, n elementos
kier, ko€, ....Kqen linearmente independentes de M. Comé Mm subgrupo d&" edimZ" =n,

segue-se quéim(M) =n.

i) = iii )

Comodim(M) =n, o subespaco vetorial ¥ (M) deQ" coincide comQ". Se M admitisse uma
equag@o homognea, digamos,&; +... +anX, = 0, enio teilamos quday, ...,an) € V* = ((Qg”)l =
{O@n} ( (X1,X2,...,X,) € um vetor arbitario de V) e, portanto, ja= 0 para todo o i, 0 que &o

pode suceder porque, a existirem, @, ...,a; SA0 as entradas de uma coluna de uma matriz

invertivel.
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i) =1)
Tendo em conta a hijjese, as equégs de M &o do tipo:

a11X1 + ... + a1nXn = 0(modd; )
Ap1Xg+...+taAnXn = 0( mOddz)

Ar1X1 +... +QnXn EO(mOddr)

onde d divide d,;1 para todo o i. Endio, para cada i, ddivide ¢ e, como ge = (O, ...,d,...,0),
obtemos:

a1id; = 0(modd;)
agidr = 0(modd,)

aidy =0(modd,)

pelo que dg € M, para cada i.
Assim, d[e].,

n

> ai[e].,, com ae {0,dy,...,dr - 1}, segue-se quBl"/ ~yv tem, no naximo, (dr)" elementos.

i-1

= [0].,, no mordide N"/ ~y . Como cada elemento d¢'/ ~v € da forma

Portanto, o mobideN"/ ~y & finito.

Corolario 3.1. SejaM um subgrupo d&" de dimenaon e com fatores invariantek, ..., d,.
Entao:

i) N"/~yv & um grupo finito;
i) M coném um elemento fortemente positivo;
iii) NN/~y &isomorfo &g, x ... x Zg,.

Demonstrago. i) Como o mobide N"/ ~y & cancelativo, se elé finito, obtemos pela
Proposi@o 3.2. queN"/ ~y & um grupo. Ora, por hipgtese, M tem n fatores invarian-
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tes, logodim(M) = n (uma vez quéd; e, ...,dren) € uma base de M) e, pela Propdi;

3.3. isso equivale a dizer que"/ ~\y & finito.
ii) Conseg@&ncia imediata de 2 da Proposig 1.4.7.

iii) Pela Proposigo 3.1., N/ ~y & isomorfo ao submdide deZg, x ... x Zg, gerado por
{([alﬂdl yeeey [anl]dn) , ([alz]dl yeney [anz]dn) yeeey ([a]_n]dl s ey [ann]dn)}, iStOé,Nn/ ~M e iso-

morfo aZg, x ... x Zg,.

Exemplo 3.2.
SejaM = ((3,2,-1),(4,-1,5),(2,-1,7)) um subgrupo dé&.3, de dimen&o 3. Os fatores

invariantes déVl sdod; =d, =1 eds = 28 (Exemplo 2.2.3).
Entio,N3/ ~y & isomorfo a; x Z1 x Zpg € &, por isso, finito.

Exemplo 3.3.
Determinando os fatores invariantes do subgiMpe((2,-4,2),(-6,2,2),(-2,2,4)) deZ3,

de dimen&o 3, obtemos; =d, =2 edsz = 22.
Entio,N3/ ~y & isomorfo ay x Zp x Z).
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