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RESUMO

Um mońoide é um semigrupo com identidade e ummońoide cancelativóe um mońoide que

satisfaz a lei do corte. O objetivo deste trabalhoé estudar uma classe especial de monóides

comutativos, cancelativos e finitamente gerados: a classe de tais mońoides que s̃ao finitos.

Depois de apresentarmos conceitos básicos e resultados preliminares, provamos que todo o

mońoide comutativo finitamente geradoé isomorfo a um quociente deNp, p ∈N , por uma certa

congrûencia emNp. Mostramos ainda que, se o monóide dadóe tamb́em cancelativo então eleé

isomorfo a um submońoide de um grupo comutativo finitamente gerado.

Assim, estudamos de seguida os grupos abelianos finitamentegerados e provamos o teorema

de estrutura para esta classe de grupos. Com base neste teorema, provamos que todo o monóide

comutativo, cancelativo e finitamente geradoé, a menos de isomorfismo, um submonóide de

Zd1× ...×Zdr ×Zk, para certosd1,d2, ...,dr ,k ∈N/{0}.

Por fim, estudamos os monóides comutativos e cancelativos que são finitos: estes monóides

são, naturalmente, finitamente gerados e, portanto, as conclus̃oes do estudo anterior podem ser-

lhes aplicadas. Demonstramos que a classe dos monóides comutativos cancelativos finitos coin-

cide com a classe dos grupos finitos
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ABSTRACT

A monoidis a semigroup with identity and acancellative monoidis a monoid that satisfies

the cancellation law. The purpose of this thesis is to study aspecial class of finitely generated

commutative monoids that are cancellative: the class of such monoids that are finite.

After presenting basic concepts and preliminary results, we prove that every finitely generated

commutative monoid is isomorphic to a quocient ofNp, p ∈N , by a certain congruence onNp.

We also show that if, in addition, the monoid is cancellative, then it is isomorphic to a submonoid

of a finitely generated commutative group.

The study of finitely generated commutative groups is, therefore, necessary for achieving

our objectives. We prove the structure theorem for this class of groups. On the basis of this

theorem we show that every finitely generated commutative monoid that is cancellative is, up to

isomorphism, a submonoid ofZd1× ...×Zdr ×Zk, for certaind1,d2, ...,dr ,k ∈N/{0}.

Finally, we study commutative and cancellative monoids that are finite: naturally, these mo-

noids are finitely generated and so the conclusions of the previous study can be applied. We

prove that the class of commutative, cancellative finite monoids coincide with the class of finite

groups.
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Introduç ão

De acordo com J. C. Rosales e P. A. Garcı́a-Śanchez, em teoria de semigrupos, o estudo de

mońoides comutativos, cancelativos e finitamente geradosé muito importante, em particular,

pela larga gama de aplicações que estas estruturas têm em v́arios campos dáAlgebra: geometria

algébrica,álgebra comutativa, teoria de números,́algebra computacional.

O objetivo deste trabalhóe estudar uma classe especial de monóides comutativos, cancelati-

vos e finitamente gerados: a classe dos monóides que s̃ao finitos.

No caṕıtulo 1, apresentamos conceitos básicos e resultados preliminares. O estudo das

relaç̃oes de equivalência, congrûencias e propriedades dos morfismos, são fundamentais para

este trabalho. Ainda neste capı́tulo, provamos que todo o monóide comutativo finitamente ge-

rado é isomorfo a um quociente deNp, p ∈ N, por uma certa congruência. Mostramos ainda

que, se o mońoide dado for tamb́em cancelativo, elée isomorfo a um submonóide de um grupo

comutativo finitamente gerado.

O estudo de grupos comutativos finitamente gerados torna-seassim fundamental. O segundo

caṕıtulo deste trabalhóe, por essa razão, dedicado ao estudo dos grupos comutativos finitamente

gerados. Na primeira secção, consideramos o grupo aditivoZn, n ∈ N, e estudamos conceitos

ańalogos aos estudados em espaços vetoriais sobre um corpo: combinaç̃ao linear de elementos

do grupoZn, base de um subgrupo deZn, dimens̃ao de um subgrupo deZn e isomorfismo de

subgrupos deZn. Na segunda secção, s̃ao estudadas matrizes com entradas inteiras. O estudo

destas matriześe, em tudo, ańalogo ao estudo das matrizes com entradas num corpoK qualquer.

O processo de eliminação de Gauss-Jordan numa matriz com entradas num corpoK permite

transformar uma matriz qualquer numa matriz da forma
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

Ir 0

0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
que é equivalentèa matriz

inicial. Mostramos que qualquer matriz com entradas inteiras é equivalente a uma matriz da

forma
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

D 0

0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
, ondeD é uma matriz diagonal. Os elementos dessa matriz diagonal são de-

1
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signados porfatores invariantesdeD. Como veremos, porZ não ser corpo, o procedimento de

“transformaç̃ao” da matriz inicial numa matriz da forma referida nãoé t̃ao simples como no caso

de matrizes com entradas num corpo.

Ainda nesta secção, apresentamos exemplos que ilustram algumas diferenças nos procedi-

mentos com matrizes com entradas inteiras. Os resultados obtidos para estas matrizes são impor-

tantes na medida em que são “traduzidos” para subgrupos deZn. Definimosfatores invariantes

de um subgrupo Me “equaç̃oes” deM relativamentèa base cańonica deZn . Munidos com estes

resultados, enunciamos e demonstramos o teorema de estrutura para grupos comutativos finita-

mente gerados:qualquer grupo comutativo finitamente geradoé isomorfo a um produto direto

de gruposZd1× ...×Zdr ×Zk, para certos naturais d1,d2, ...,dr ,k ∈N/{0}.
No terceiro caṕıtulo desta dissertação, estudamos os monóides cancelativos que são finitos.

Monóides cancelativos finitos são, naturalmente, finitamente gerados. Com base no estudo feito

nos caṕıtulos anteriores, obtemos que qualquer monóide cancelativo finitamente geradoé iso-

morfo a submońoide deZd1 × ...×Zdr ×Zk. Começamos, assim, por considerar um monóide

cancelativo finitamente geradoSe identificar o submońoide deZd1 × ...×Zdr ×Zk isomorfo aS.

Provamos de seguida que a classe dos monóides cancelativos finitos coincide com a classe dos

grupos finitos e vemos comóe que isso se reflete nas equações do subgrupo deZn associado ao

mońoide inicial.



Caṕıtulo 1

Definições, resultados preliminares e

notações

Este caṕıtulo é constitúıdo por quatro secç̃oes. Nas tr̂es primeiras secções relembramos definições

e resultados b́asicos gerais. Náultima secç̃ao, s̃ao introduzidas definiç̃oes e apresentados resul-

tados relativos a monóides comutativos finitamente gerados.

1.1 Conceitos e resultados b́asicos

Comecemos por recordar a noção de semigrupo.

Definição 1.1.1.Um semigrupoé um par(S, ⋅) em que Śe um conjunto ñao vazio e⋅ uma

operaç̃ao bińaria, definida em S, que satisfaz a propriedade associativa,ou seja, tal que:

∀a,b,c ∈S∶ (a⋅b) ⋅c= a⋅(b⋅c) .
Como veremos na Secção 4 deste capı́tulo, todo o mońoide finitamente geradóe isomorfo a

um submońoide de um grupo aditivo. Por esta razão, usaremos, nesta monografia, a notação adi-

tiva para representar a operação bińaria do mońoideS. Escreveremos apenasSpara representar

o semigrupo(S,+).
Definição 1.1.2.Um semigrupo S diz-secomutativose a operaç̃ao+ for comutativa, i.e, se

∀a,b,c ∈S∶ a+b= b+a.

3



Conceitos e resultados básicos 4

Definição 1.1.3.Diz-se que e∈Séelemento identidadede S se:

∀a ∈S, a+e= e+a= a.

Proposiç̃ao 1.1.1.Num semigrupo S , se existir, o elemento identidadeé único.

Demonstraç̃ao. Suponhamos que S tem dois elementos identidade e1 e e2. Por um lado, como

e1 é identidade de S, temos e1+e2 = e2. Por outro lado, como e2 é identidade de S, obtemos

e1+e2 = e1. Logo e1 = e2. Assim, um semigrupo tem, no máximo um elemento identidade.

∎

Quando existe, o elemento identidade deS representa-se por 0S ou, caso ñao haja ambigui-

dade, apenas por 0.

Associadàa estrutura de semigrupo, surge a noção de mońoide.

Definição 1.1.4.Ummonóideé um semigrupo S com identidade.

Exemplos:

1. O semigrupo(2N, ⋅) não tem identidade.

2. (N0,+) é um mońoide com identidade 0.

3. (Z,×) é um mońoide com identidade 1.

4. (Mn×p(R),+) é um mońoide cuja identidadée a matriz nulaOn×p.

5. (F (X) ,○), em queX é um conjunto,F (X) representa o conjunto das funções de X em X

e○ é a composiç̃ao de funç̃oes,é um mońoide cuja identidadée a funç̃ao idX.

No caṕıtulo 3 estudaremos uma classe de semigrupos que satisfazema chamada lei do corte.

Diz-se que um semigrupoSsatisfaz alei do cortese

∀x, y, z∈S∶ x+z= y+z⇒ x= y ∧ z+x= z+y⇒ x= y.

A lei do corte ñaoé necessariamente satisfeita num semigrupo arbitrário. De facto, no semigrupo

(F (N) ,○), as aplicaç̃oes f , g e h∈ F (N) definidas porf (x) = 2, g(x) = 2x e h(x) = 2x+1, para

qualquerx ∈N, s̃ao tais quef ○g= f ○h. No entanto,g≠ h.
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Definição 1.1.5.Um semigrupo diz-secancelativose a operaç̃ao nele definida satisfaz a lei do

corte.

Definição 1.1.6.Seja S um mońoide. Um elemento b∈S diz-se umsimétrico dea ∈S se satisfaz

a condiç̃ao a+b= b+a= 0.

Proposiç̃ao 1.1.2.Seja S um mońoide. Ent̃ao, cada elemento a∈S tem, no ḿaximo, um elemento

simétrico.

Demonstraç̃ao. Seja a∈S. Suponhamos que b,c ∈S s̃ao siḿetricos de a. Ent̃ao:

b= b+0= b+(a+c) = (b+a)+c= 0+c= c.

∎

Num mońoideS, o siḿetrico dea ∈S, se existir, representa-se por−a.

Definição 1.1.7.Seja S um mońoide. Um subconjunto H de S diz-se umsubmońoidede S se:

• 0 ∈H

• ∀a,b ∈H, a+b ∈H.

Proposiç̃ao 1.1.3.A interseç̃ao de uma faḿılia {Si}i∈I de submońoides de um mońoide Sé um

submońoide de S.

Demonstraç̃ao. Sejam I um conjunto ñao vazio déındices e{Si}i∈I uma faḿılia de submońoides

de S. Como Si ⊆S, qualquer que seja i∈ I, é claro que⋂i∈I Si ⊆S. Para aĺem disso, uma vez que,

para qualquer i∈ I se tem0 ∈ Si, a definiç̃ao de interseç̃ao de conjuntos garante que0 ∈ ⋂i∈I Si .

Finalmente, sejam a,b ∈ ⋂i∈I Si . Ent̃ao a, b ∈Si, para qualquer i∈ I e, uma vez que todo o Si é um

submońoide de S, obtemos a+b ∈Si , para qualquer i∈ I. Logo a+b ∈ ⋂i∈I Si. Assim,⋂i∈I Si é um

submońoide de S.

∎

SejamSum mońoide eA⊆S. Seja{Si}i∈I a faḿılia de todos os submonóides deSque cont̂em

A. Pela Proposiç̃ao 1.1.3,⋂i∈I Si é um submońoide deS. Além disso, comoA⊆Si, para qualquer
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i ∈ I , temosA⊆⋂i∈I Si. Finalmente, seM é um submońoide deSeA⊆M ent̃aoM =Sj , para algum

j ∈ I e, portanto,⋂i∈I Si ⊆M. Temos, assim, que⋂i∈I Si é o menor submońoide deSque cont́em

A. Deste modo, faz sentido introduzir a seguinte definição:

Definição 1.1.8.Dado um mońoide S e um subconjunto A de S, chama-sesubmońoide deS

gerado porA e, representa-se por⟨A⟩, ao menor submońoide de S que contém A.

Como veremos mais adiante,é importante conhecermos a ’forma’ dos elementos de⟨A⟩. Para

tal, precisamos de introduzir o conceito demúltiplo-n de um elemento deS, para qualquern∈N0.

Definição 1.1.9.Sejam S um monóide, a∈S e n∈N0. Chama-semúltiplo-n de a e representa-se

por na ao elemento de S assim definido:

• 0a= 0;

• (n+1)a= na+a, para qualquer n∈N0.

Proposiç̃ao 1.1.4.Sejam S um monóide, a, b ∈S e n, p ∈N0. Ent̃ao:

i) n(a+b) = na+nb;

ii) (np)a= n(pa) = p(na).

Proposiç̃ao 1.1.5.Sejam S um monóide e A um subconjunto de S. Então:

⟨A⟩ = { r

∑
i=1

niai ∶ r ∈N, ni ∈N e ai ∈A, para qualquer1≤ i ≤ r}

Demonstraç̃ao. SejaT = { r
∑
i=1

niai ∶ r ∈N, ni ∈N e ai ∈A, para qualquer1≤ i ≤ r}. Como, para

cada a∈ A, a= 1a, é claro que A⊆ T . Cálculos de rotina mostram queT é submońoide de S.

Finalmente, se Ḿe um submońoide de S que contém A, ent̃ao, dado x= r
∑
i=1

niai ∈ T , temos que

ai ∈M e niai ∈M, para qualquer i. Logo
r
∑
i=1

niai ∈M, isto é, x∈M. Assim,T ⊆M. Portanto,

T = { r
∑
i=1

niai ∶ r ∈N,ni ∈N,ai ∈A,1≤ i ≤ r} é o menor submonóide de S que contém A.

∎
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Quando, para certoA⊆S, S= ⟨A⟩, dizemos queS é gerado porA ou queA é umconjunto de

geradoresdeS. Tem-se sempre queS= ⟨S⟩, para qualquer mońoideS.

Definição 1.1.10.Um mońoide S diz-sefinitamente geradose admite um conjunto finito de

geradores.

O produto cartesiano den mońoides, comn ∈N, pode ser algebrizado de modo muito natural

com o objetivo de se obter um novo monóide. Vejamos como.

Sejamn ∈N eS1, S2, ...,Sn n mońoides. Consideremos o produto cartesianoS1×S2× ....×Sn.

Para quaisquer(a1,a2, ...,an) e (b1,b2, ...,bn) ∈S1×S2× ....×Sn definimos

(a1,a2, ...,an)+(b1,b2, ...,bn) = (a1+b1,a2+b2, ...,an+bn) .
Cálculos simples mostram que a seguinte proposiçãoé verdadeira.

Proposiç̃ao 1.1.6.Sejam n∈ N e S1, ...,Sn n mońoides. O conjunto S1×S2× ...×Sn munido da

operaç̃ao definida anteriormentée um mońoide.

Definição 1.1.11.O mońoide(S1×S2× ...×Sn,+) designa-se porproduto diretode S1,S2, ...,Sn.

Se Si =Sj = T para todo1≤ i ≤ n, o produto direto(S1×S2× ...×Sn,+) representa-se por Tn.

Definição 1.1.12.Um mońoide S diz-se umgrupose todos os elementos de S admitirem simétrico.

Definição 1.1.13.Sejam S um grupo e H⊆ S. Diz-se que H́e umsubgrupode S se(H,+∣H) é

um grupo. Escreve-se H<S para representar que H́e um subgrupo de S.

Proposiç̃ao 1.1.7.Sejam S um grupo e H⊆S. Hé um subgrupo de S se e só se:

i) 0 ∈H;

ii) se x,y ∈H ent̃ao x−y ∈H.

Demonstraç̃ao. Suponhamos que(H,+∣H) é grupo. Ent̃ao, H≠ ∅ e podemos, portanto, tomar

x ∈H e considerar−x ∈H. Como, x+(−x) ∈H, obtemos0 ∈H. Dados x, y ∈H, como(H,+∣H) é

grupo, temos que,−y ∈H e que x+(−y) ∈H, i.e, ii) é satisfeita.

Reciprocamente, suponhamos i) e ii) satisfeitas. Tomemos y∈H. Como0∈H, por ii), obtemos

ent̃ao0−y∈H, i.e.,−y∈H. Além disso, se x∈H, por ii) obtemos x−(−y) ∈H, i.e, x+y∈H. Logo

(H,+∣H) é subgrupo de(S,+). ∎
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Proposiç̃ao 1.1.8.Todo o grupóe um mońoide cancelativo.

Demonstraç̃ao. Seja S um grupo. Por definição de grupo, Śe um mońoide. Sejam a, b, c ∈ S.

Temos:

a+b= a+c⇒−a+(a+b) = −a+(a+c)
⇒ (−a+a)+b= (−a+a)+c (propriedade associativa)
⇒ 0+b= 0+c

⇒ b= c

Analogamente, a+b= c+b⇒ a= c.

∎

Seguindo um procedimento análogo ao estabelecido para os monóides, prova-se que, dado

um grupoG e um subconjuntoX deG, a intersecç̃ao de todos os subgrupos deG que cont̂emX

é o menor subgrupo deG que cont́emX. Este subgrupo representa-se por⟨X⟩ e designa-se por

subgrupo deG gerado porX. Uma vez que, num grupo existe identidade e todos os elementos

têm siḿetrico, o conceito demúltiplo-n de um elemento de um monóiden∈N0 pode ser estendido

para qualquer inteiro:

Definição 1.1.14.Sejam G um grupo , a∈G e n∈Z. Chama-semúltiplo-n de a, e representa-se

por na, ao elemento de G assim definido:

• 0a= 0

• (n+1)a= na+a, se n∈N0

• na= −(−na), se n∈Z−.

Uma proposiç̃ao ańalogaà Proposiç̃ao 1.1.4é válida para qualquer grupoG e quaisquer

inteirosn e p.

Proposiç̃ao 1.1.9.Sejam S um monóide, a, b ∈S e n, p ∈Z. Ent̃ao:

i) n(a+b) = na+nb;

ii) (np)a= n(pa) = p(na).
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Com uma argumentação em tudo semelhanteà usada na demonstração da Proposiç̃ao 1.1.5

prova-se que a seguinte proposiçãoé verdadeira:

Proposiç̃ao 1.1.10.Dado um grupo G e um subconjunto X de G,

⟨X⟩ = { r

∑
i=1

ziai ∶ r ∈N, zi ∈Z e ai ∈A, para qualquer1≤ i ≤ r.}

SeG=X eX é finito, diz-se queG éfinitamente gerado.

Tendo em conta o modo como a operação de adiç̃ao est́a definida emS1×S2× ...×Sn, cálculos

simples mostram que há propriedades algébricas dos mońoidesS1, ...,Sn que s̃ao ”herdadas” pelo

mońoideS1×S2× ...×Sn.

Temos, assim, a seguinte proposição:

Proposiç̃ao 1.1.11.Sejam n∈N e S1, ...,Sn n mońoides. Ent̃ao,

i) Se os mońoides S1, ...,Sn são cancelativos então S1×S2× ...×Sn é cancelativo.

ii) Se os mońoides S1, ...,Sn são finitamente gerados então S1×S2× ...×Sn é finitamente ge-

rado.

iii) Se os mońoides S1, ...,Sn são grupos ent̃ao S1×S2× ...×Sn é um grupo.

1.2 Congrûencias

Em toda esta secção(S,+) é um mońoide que representaremos apenas porS.

Uma relaç̃ao bińaria emS é um subconjunto deS×S. Dados uma relaç̃ao bińaria σ em S e

a, b ∈S, escreveremosaσb para indicar que(a,b) ∈ σ .

Definição 1.2.1.Uma relaç̃ao bińaria σ definida em S diz-se umarelação de equival̂enciaem S

se satisfaz as seguintes propriedades:

• é reflexiva:∀a ∈S, aσa;

• é siḿetrica: se aσb ent̃ao bσa, para quaisquer a,b ∈S;

• é transitiva : se aσb e bσc ent̃ao aσc, para quaisquer a, b, c ∈S.
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Sendoσ uma relaç̃ao de equival̂encia definida em S, representamos pora ou por[a]σ , (a ∈S)
a classe de equivalência de a determinada porσ , a= {b ∈S∶ aσb}, e por S/σ o conjunto quoci-

ente determinado porσ : S/σ = {a ∶ a ∈S}.

Definição 1.2.2.Uma relaç̃ao de equival̂enciaσ em S diz-se umacongruênciaseé compat́ıvel

com a operaç̃ao+ de S, istóe, se, para quaisquer a, b,c ∈S

aσb⇒ (a+c)σ(b+c) e (c+a)σ(c+b). (1)
Cálculos alǵebricos simples mostram que a condição (1)é equivalentèa condiç̃ao:

aσb ∧ cσd⇒ (a+c)σ (b+d) e (c+a)σ (d+b)
Sejaσ uma relaç̃ao de congrûencia emS. Verificamos de seguida que o facto deσ ser

compat́ıvel com a operaç̃ao+ permite definir emS/σ uma operaç̃ao de adiç̃aoà custa da adiç̃ao

emS. Definamos

a+b= a+b, (2)
para quaisquera, b ∈ Se mostremos que esta igualdade define uma operação emS/σ , i.e, que o

resultadoa+b não depende da escolha do representante em cada uma das classes a e b. Sejam

x ∈ a ey ∈ b. Temos:

x ∈ a ey ∈ b⇒ xσa eyσb⇒ (x+y)σ (a+b)⇒ x+y= a+b.

Assim,x+y= x+y= a+b= a+b.

Cálculos rotineiros, assentes na Definição 1.2.2, mostram que a adição emS/σ ”herda”as

propriedades da adição emS.

Proposiç̃ao 1.2.1.Sejam S um monóide comutativo eσ uma congrûencia definida em S. Então

o conjunto, S/σ munido da operaç̃ao definida em (2),́e um mońoide comutativo.

Ao mońoide (S/σ ,+) dá-se o nome demonóide quociente deS determinado por σ , que

representaremos apenas porS/σ .
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Proposiç̃ao 1.2.2.Sejam S um monóide eσ uma congrûencia definida em S. Temos que:

i) Se Sé um grupo ent̃ao S/σ tamb́emé um grupo;

ii) Se Sé finitamente gerado então S/σ tamb́emé finitamente gerado.

Demonstraç̃ao. i) Sendo0S a identidade de S, temos que0S é a identidade de S/σ e, para

cada,a ∈S/σ , −a= −a.

ii) Sendo S= ⟨A⟩, onde A= {a1, ...,an}, n ∈ N, temos que S/σ = ⟨B⟩, onde B= {a1, ...,an},
sendo posśıvel queai = a j para i ≠ j. Assim, o ńumero de geradores de S/σ é menor ou

igual a n e S/σ é, portanto, finitamente gerado.

∎

1.3 Morfismos

Nesta secç̃ao,SeS′ são mońoides.

Definição 1.3.1.Diz-se que uma aplicação f ∶S→S′ é ummorfismo de mońoidesse:

• f (0S) = 0S′;

• ∀a, b ∈S, f (a+b) = f (a)+ f (b).
Se a aplicaç̃ao f satisfaz apenas a segunda condição, diz-se quef é um morfismo de semi-

grupos ou, apenas, quef é um morfismo.

Um morfismo de mońoides f ∶S→S′ diz-se um:

• monomorfismose f é injetiva;

• epimorfismose f é sobrejetiva;

• isomorfismose f é bijetiva.
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SejamSeS′ semigrupos (respetivamente monóides). Se existir um isomorfismo de semigru-

pos (respetivamente monóides), f ∶S→S′, diz-se queS é isomorfo aS′ e escreve-seS≃S′.

Uma vez que a aplicação inversa de um isomorfismóe ainda um isomorfismo, seS≃ S′

ent̃aoS′ ≃ S. Assim, sem ambiguidade, dizemos que dois monóides s̃ao isomorfos se existe um

isomorfismo entre eles.

Proposiç̃ao 1.3.1.Sejam S e S′ dois mońoides isomorfos. Então:

i) S é um mońoide cancelativo se e só se S′ é cancelativo;

ii) S é um mońoide finitamente gerado se e só se S′ é finitamente gerado.

Demonstraç̃ao. Sejam S e S′ mońoides e f∶S→S′ um isomorfismo de monóides.

i) Sejam a′, b′ e c′ elementos quaisquer de S′ que satisfazem a′+b′ = c′+b′ e sejam a, b, c∈S,

tais que f(a) = a′, f (b) = b′ e f(c) = c′. Ent̃ao

a′+b′ = c′+b′⇔ f (a)+ f (b) = f (c)+ f (b)
⇔ f (a+b) = f (c+b)
⇔ a+b= c+b

⇔ a= c

⇔ f (a) = f (c)
⇔ a′ = c′.

ii) Temos S= ⟨s1 s2 ... sn⟩⇔ f (S) = ⟨ f (s1) f (s2) ... f (sn)⟩⇔S′ = ⟨ f (s1) f (s2) ... f (sn)⟩
∎

Definição 1.3.2.Seja f∶S→S′ um morfismo de monóides. Chama-senúcleode f , e representa-

se por Nuc f ,̀a relaç̃ao bińaria assim definida:

Nuc f = {(a,b) ∈S×S∶ f (a) = f (b)}.
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A relaç̃ao Nuc f é uma relaç̃ao de equival̂encia e, por f ser um morfismo, Nuc fé tamb́em

compat́ıvel com a adiç̃ao:

f (a) = f (b) e f(c) = f (d)⇒ f (a)+ f (c) = f (b)+ f (d)
⇔ f (a+c) = f (b+d)
⇔ (a+c,b+d) ∈Nuc f.

Assim,

Proposiç̃ao 1.3.2.Seja f ∶ S→ S′ um morfismo de monóides. A relaç̃ao bińaria Nuc f é uma

congrûencia em S.

Definição 1.3.3.Seja f∶S→S′ um morfismo de monóides. Chama-seimagem da aplicaç̃ao f e

representa-se por Im( f ) ao contradoḿınio de f:

Im( f ) = { f (a) ∶ a ∈S} .
Proposiç̃ao 1.3.3.Seja f∶S→S′ um morfismo de monóides. O par(Im( f ) ,+) é um submońoide

de S′.

Demonstraç̃ao. Como fé morfismo de monóides, f(0S) =0S′ e, portanto,0S′ pertence a Im( f ).
Logo Im( f ) ≠∅. Por outro lado, se a′, b′ ∈ Im f ent̃ao a′ = f (a) e b′ = f (b) para certos a, b ∈S.

Assim, a′+b′ = f (a)+ f (b) = f (a+b) e, portanto, a′+b′ ∈ Im f .

∎

Estamos agora em condições de estabelecer o Teorema do Homomorfismo para monóides.

Teorema 1.3.1.Seja f∶S→S′ um morfismo de monóides. Ent̃ao a aplicaç̃ao f ∶S/Nuc f→ Im f ,

definida porf (a) = f (a), é um isomorfismo de monóides.

Demonstraç̃ao. A aplicaç̃ao f é trivialmente sobrejetiva.́E tamb́em, injetiva: para quaisquer

a,b ∈S/Nuc f , tem-se

f (a) = f (b)⇔ f (a) = f (b)⇔ (a,b) ∈Nuc f⇒ a= b.
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Finalmente, f é um morfismo de monóides. De facto, por um lado, por definição de f ,

f (0) = f (0S) e, como fé morfismo de monóides, f(0S) = 0S′, pelo quef (0) = 0S′. Por outro

lado, para quaisquera,b ∈S/Nuc f , tem-se

f (a+b) = f (a+b) = f (a+b) = f (a)+ f (b) = f (a)+ f (b) .
∎

1.4 Monóides finitamente gerados

Proposiç̃ao 1.4.1.Seja S um mońoide gerado por n elementos s1,s2, ...,sn. Ent̃ao existe uma

congrûenciaσ definida emNn tal que Sé isomorfo aNn/σ .

Demonstraç̃ao. Dados os mońoidesNn e S= ⟨s1, ...,sn⟩, consideremos a aplicação f ∶ Nn
→ S

definida por f(a1, ...,an) = n
∑
i=1

aisi , para qualquer(a1, ...,an) ∈ Nn. Cálculos simples mostram

que f é um morfismo de monóides. A aplicaç̃ao f é tamb́em sobrejetiva uma vez que, sendo

S = ⟨s1, ...,sn⟩, qualquer b∈ S é tal que b=
n
∑
i=1

bisi para certos b1,b2, ...,bn ∈ N. Assim,

b= f (b1, ...,bn).
Consideremos agoraσ =Nuc f . Pela Proposiç̃ao 1.3.2,σ é uma congrûencia emNn e, pelo

Teorema 1.3.1,Nn/Nuc f ≃ Im f . Como fé sobrejetiva, segue-se que Sé isomorfo aNn/Nuc f .

∎

Em vista deste teorema, estudar propriedades dos monóides finitamente geradosé, de algum

modo, estudar propriedades das congruências emNn. A Proposiç̃ao 1.4.5 ilustra esta situação.

Sejaσ uma congrûencia definida emNn. Consideremos o seguinte subconjunto deZn:

Mσ = {a−b ∶ a,b ∈Nn ∧ (a,b) ∈ σ} .
Proposiç̃ao 1.4.2.Sejaσ uma congrûencia definida emNn. O conjunto Mσ é um subgrupo de

Zn.

Demonstraç̃ao. Seja Mσ = {a−b ∶ a,b ∈Nn ∧ (a,b) ∈ σ} ⊆Zn
. Temos:

• Mσ ≠∅
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Comoσ é reflexiva,(a,a) ∈ σ , para qualquer a∈ Zn e, portanto a−a ∈Mσ . Logo0 ∈Mσ .

Assim, Mσ ≠∅.

• Se a−b, x−y ∈Mσ , ent̃ao (a−b)+(x−y) ∈Mσ

a−b, x−y ∈Mσ ⇒ (a,b),(x,y) ∈ σ

⇒ (a+x,b+y) ∈ σ

⇒ (a+x)−(b+y) ∈Mσ

⇔ (a−b)+(x−y) ∈Mσ .

• a−b ∈Mσ ⇒ −(a−b) ∈Mσ

De a−b ∈Mσ obtemos(a,b) ∈ σ . Comoσ é siḿetrica,(b,a) ∈ σ , isto é, b−a ∈Mσ . Então

−(a−b) ∈Mσ .

∎

A cada congrûencia deNn est́a, assim, associado um subgrupo deZn. Podemos pensar agora

na situaç̃ao rećıproca: dado um subgrupoH deZn definimos uma relaç̃ao bińaria associada a

este subgrupo.

Definição 1.4.1.Seja H um subgrupo deZn. Representa-se por∼H a relaç̃ao bińaria definida

emNn por:

∼H= {(a,b) ∈Nn×Nn ∶ a−b ∈H} .

Proposiç̃ao 1.4.3.Seja H um subgrupo deZn. A relaç̃ao bińaria ∼H definida em 1.4.1́e uma

congrûencia emNn.

Demonstraç̃ao. Claramente∼H é uma relaç̃ao de equival̂encia emNn. De facto, para qualquer

a ∈H, a−a ∈H porque Hé subgrupo deZn e, portanto(a,a) ∈∼H . Tamb́em por H ser subgrupo

de Zn, se a−b ∈ H ent̃ao −(a−b) = −a+b ∈ H, isto é, (b,a) ∈∼H . Finalmente, se a−b ∈ H

e b− c ∈ H ent̃ao (a−b)+ (b−c) ∈ H, isto é, a− c ∈ H, ou seja(a,c) ∈∼H . Tomemos agora

(a,b) ,(c,d) ∈∼H . Temos, então, a−b∈H e c−d ∈H pelo que, por H ser subgrupo deZn, obtemos
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(a−b)+ (c−d) ∈ H. A associatividade e a comutatividade da operação de adiç̃ao permitem

concluir que(a+c)−(b+d) ∈H, isto é, que(a+c,b+d) ∈∼H .

∎

Mostŕamos, assim, que cada subgrupo deZn determina uma congruência emNn.

Sendoσ uma congrûencia emNn e H um subgrupo deZn, uma vez queMσ é um subgrupo

deZn e∼H é uma congrûencia emNn, colocam-se agora duas questões:

1. Seŕa que∼Mσ= σ ?

2. Seŕa queM∼H =H ?

À quest̃ao 2. é simples responder. De facto, por um lado, sex ∈M∼H ent̃ao x = a−b, para

algum(a,b) ∈∼H . Por definiç̃ao de∼H , isto é equivalente a dizer quea−b ∈H e, portanto,x ∈H.

Por outro lado, dadox ∈ H, comox = x−0, obtemos(x,0) ∈∼H e, portanto,x ∈M∼H . Assim,

M∼H =H.

Relativamentèa primeira questão, mostramos de seguida que a igualdade∼Mσ= σ nem sem-

preé válida.

Proposiç̃ao 1.4.4.Sejaσ uma congrûencia definida emNn. Ent̃ao:

i) σ ⊆∼Mσ ;

ii) ∀(a,b) ∈∼Mσ ∃c ∈Nn ∶ (a+c,b+c) ∈ σ .

Demonstraç̃ao. i) Sejam a,b ∈Nn . Atendendòa definiç̃ao de Mσ e de∼Mσ , temos:

(a,b) ∈ σ ⇒ a−b ∈Mσ ⇒ (a,b) ∈∼Mσ ,

o que garante queσ ⊆∼Mσ .

ii) Se(a,b) ∈∼Mσ ent̃ao a−b ∈Mσ e, portanto, a−b= x−y, para algum(x,y) ∈ σ . Comoσ

é uma congrûencia emNn e a∈Nn, de(x,y) ∈ σ obtemos(a+x,a+y) ∈ σ e, uma vez que

a+y= b+x, concluimos que(a+x,b+x) ∈ σ . Fazendo x= c, temos(a+c,b+c) ∈ σ .

∎
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O próximo resultado mostra que a igualdade∼Mσ= σ est́a relacionada com a “cancelativi-

dade” do mońoideNn/σ .

Proposiç̃ao 1.4.5.Para qualquer congrûenciaσ definida emNn, tem-se queσ =∼Mσ se e śo se

o mońoideNn/σ é cancelativo.

Demonstraç̃ao. Sejaσ uma congrûencia definida emNn. Suponhamos queσ =∼Mσ e sejam

a, b, ec∈Nn/σ tais quea+c= b+c. Ent̃ao,a+c= b+c, istoé,(a+c)σ (b+c). Pela Proposiç̃ao

1.4.4 i), obtemos(a+c) ∼Mσ (b+c), istoé,(a+c)−(b+c) ∈Mσ . Ent̃ao a+c−b−c∈Mσ , ou seja,

a−b ∈Mσ e, portanto,(a,b) ∈ σ . Assim,a= b o que permite concluir queNn/σ é cancelativo.

Admitamos agora que o monóideNn/σ é cancelativo. Pretendemos mostrar queσ =∼Mσ . Por

um lado, tendo em atenção a Proposiç̃ao 1.4.4, temosσ ⊆∼Mσ . Por outro lado, se(a,b) ∈∼Mσ , a

Proposiç̃ao 1.4.4 garante a existência de um elemento c∈Nn tal que(a+c,b+c) ∈ σ . Temos:

a+c= b+c ⇒ a+c= b+c

e, comoNn/σ é cancelativo, segue-se quea= b. Logo(a,b) ∈ σ .

∎

Como vimos, a cada subgrupo deZn est́a associada uma congruência∼H definida emNn por:

a∼H b⇔ a−b ∈H, para quaisquera, b ∈Nn
.

Sabemos, da Teoria de Grupos, que cada subgrupoH de um grupo abelianoG (no nosso caso,

Zn) determina uma congruência no grupo, nomeadamente a congruência≡ (modH) definida em

Zn por:

a, b ∈Zn
, a≡ b(modH)⇔ a−b ∈H.

O mońoide quocienteZn/modH é um grupo quée representado porZn/H.

O próximo resultado relaciona as congruências∼H e≡ (modH).
Proposiç̃ao 1.4.6.Seja H um subgrupo deZn. A correspond̂encia i ∶ Nn/ ∼H→ Zn/H tal que

i (a∼H) = a≡H é um monomorfismo de monóides.

Demonstraç̃ao. Comecemos por verificar que a correspondência i é uma aplicaç̃ao. De facto,

sea∼H = b∼H ∈N
n/ ∼H ent̃ao a,b ∈Nn e (a,b) ∈∼H . Logo, a,b ∈Zn e a−b ∈H o que significa que

a≡ b(modH).
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• A aplicaç̃ao i é injetiva. Sejama∼H ,b∼H ∈ N
n/ ∼H tais quea≡ modH = b≡ modH . Ent̃ao

a−b ∈H. Como a, b ∈Nn, obtemos(a,b) ∈∼H , isto é,a∼H = b∼H .

• A aplicaç̃ao i é um morfismo de monóides.

Por definiç̃ao de i, i(0∼H) = 0≡( modH) . Por outro lado, dadosa∼H , b∼H ∈N
n/ ∼H , temos

i (a∼H +b∼H) = i (a∼H +b∼H)
= a+b≡( modH)

= a≡( modH)+b≡( modH)

= i (a∼H)+ i (b∼H) .

∎

Uma vez que qualquer monóideS, gerado porn elementos(n ∈N), é isomorfo a um mońoide

quocienteNn/σ , para certa congruênciaσ deNn (Proposiç̃ao 1.4.1), seS é cancelativo então

Nn/σ é tamb́em cancelativo (Proposição 1.3.1) e, portanto, obtemos, pela Proposição 1.4.5, que

um mońoide finitamente gerado (n geradores)́e cancelativo se e só seé isomorfo a um mońoide

quocienteNn/ ∼Mσ para alguma congruênciaσ deNn.

Temos, portanto, o seguinte corolário:

Corolário 1.4.1. Seja S um mońoide finitamente gerado. Então Sé cancelativo se e só se Sé

isomorfo a um submonóide de um grupo.

Uma classe importante de monóides cancelativośe a classe dos grupos.

Definição 1.4.2.Seja a um elemento qualquer deZn. Diz-se que:

• a é fortemente positivose todas as suas coordenadas, em relação a uma qualquer base de

Zn, são positivas;

• a é não negativose todas as suas coordenadas, em relação a uma qualquer base deZn,

são ñao negativas.
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Proposiç̃ao 1.4.7.Seja S um mońoide finitamente gerado. As afirmações seguintes são equiva-

lentes:

i) S é um grupo;

ii) S é isomorfo aNn/ ∼H para algum ńumero positivo n e algum subgrupo H deZn que

cont́em um elemento fortemente positivo;

iii) S é isomorfo aZn/H para algum ńumero positivo n e algum subgrupo H deZn.

Demonstraç̃ao. Seja S um mońoide finitamente gerado.

• i)⇒ ii)
Como Sé grupo, Sé, em particular, um mońoide cancelativo e, portanto, da prova do

Corolário 1.4.1, temos que Śe isomorfo aNn/ ∼Mσ para algum ńumero inteiro positivo n e

para alguma congrûenciaσ definida emNn. Dado que Śe um grupo,Nn/ ∼Mσ tamb́emé

um grupo e, por isso, o elemento(1, ...,1)∼Mσ
admite siḿetrico. Seja(a1, ...,an)∼Mσ

o seu

simétrico. Ent̃ao

(a1+1, ...,an+1)∼Mσ
= (1, ...,1)∼Mσ

+(a1, ...,an)∼Mσ
= (0, ...,0)∼Mσ

.

Logo, (a1+1, ...,an+1) ∼Mσ (0, ...,0) o que, por definiç̃ao de Mσ , significa que

(a1+1, ...,an+1)−(0, ...,0) ∈Mσ . Como,(a1+1, ...,an+1) é um elemento fortemente po-

sitivo de Mσ , a afirmaç̃ao ii) é verdadeira.

• ii)⇒ iii )
Sejam a∈H um elemento fortemente positivo ex≡( modH) um elemento arbitŕario deZn/H.

Dado que todas as coordenadas de a são positivas, existe um número natural k tal que

ka+x ∈Nn. Como a∈H, tamb́em ka∈H e, portanto,ka+x≡H = x≡H . Temos

i((ka+x)
∼H
) = (ka+x)≡H

= x≡H

o que, dada a arbitrariedade dex≡( modH), mostra que a aplicaç̃ao i (definida na Proposiç̃ao

1.4.6.)é sobrejetiva. Portanto,Nn/ ∼H≃Z
n/H e o resultado segue-se.
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• iii )⇒ i)
É conseqûencia imediata do facto deZn/H ser grupo.

∎



Caṕıtulo 2

Grupos comutativos finitamente gerados

No caṕıtulo anterior prov́amos que todo o monóide finitamente geradóe isomorfo a um mońoide

quocienteNn/σ , para certa congruênciaσ de Nn. Se, para além disso, o mońoide dado for

cancelativo, então eleé isomorfo a um submonóide de um grupo comutativo finitamente gerado.

Por esta raz̃ao, estudamos neste capı́tulo, a estrutura dos grupos comutativos finitamente gerados.

Veremos que o seu estudoé equivalente ao estudo de grupos quociente da formaZn/H, ondeH

é subgrupo deZn.

2.1 Base e dimens̃ao de um subgrupo deZn

Sejan ∈ N e sejaZn o grupo produto direto den fatores todos iguais aZ (Definição 1.1.11

e Proposiç̃ao 1.1.11). Nesta secção vamos introduzir, no grupoZn, conceitos semelhantes a

conceitos existentes no contexto de espaço vetorial sobreum corpo. Veremos, no entanto, que

nem todos os resultados relativos a espaços vetoriais são v́alidos no grupoZn. Começamos com

as duas seguintes definições.

Definição 2.1.1.Sejam r∈N e m1,m2, ...,mr ∈Z
n.

• Umacombinaç̃ao linear de m1, m2, ...,mr é um elemento deZn da forma:

z1m1+z2m2+ ...+zrmr

onde zi ∈Z, para todo o i∈ {1, ...,r}.

21
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• Os elementos m1, m2, ...,mr dizem-selinearmente independentes(escreve-se l.i.) se

0Zn = 0m1+0m2+ ...+0mr

for a única forma de escrever o zero deZn como combinaç̃ao linear de m1,m2, ...,mr .

Definição 2.1.2.Sejam M um subgrupo deZn e r ∈N .

• Se M= {0}, chama-sebasede M ao conjunto vazio.

• Se M≠ {0}, diz-se que{m1,m2, ..,mr} ⊆M é umabasede M se todo o elemento m∈M

se escreve de formáunica como combinaç̃ao linear de m1,m2, ...,mr , isto é, na forma

m=
r
∑
i=1

zi mi para alguns z1,z2, ...,zr ∈Z. Neste caso, os elementos z1, z2, ...,zr ∈Z designam-

se porcoordenadasde m na base{m1,m2, ..,mr}.

Proposiç̃ao 2.1.1.Sejam M um subgrupo deZn e r ∈N. Ent̃ao{m1, m2, ..,mr} é uma base de M

se e śo se satisfaz as seguintes condições:

i) Todo o elemento de M pode ser escrito na forma m=
r
∑
i=1

zimi, para alguns z1, z2, ...,zr ∈Z

e

ii) Se
r
∑
i=1

zimi = 0, para alguns z1, z2, ...,zr ∈Z, ent̃ao zi = 0, para qualquer i∈ {1,2, ...,r}.
Demonstraç̃ao. Suponhamos que{m1,m2, ..,mr} é uma base de M. A condição i) é conseqûencia

imediata da definiç̃ao de base. Relativamenteà condiç̃ao ii), temos , por hiṕotese,
r
∑
i=1

zimi = 0.

Como0 = 0m1+0m2+ ...+0mr temos, como consequência da definiç̃ao, que para qualquer

i ∈ {1,2, ...,r}, zi = 0.

Reciprocamente, suponhamos i) e ii). Seja m∈M. Por i) temos que m se escreve na forma

m=
r
∑
i=1

zi mi para certos z1, z2, ...,zr ∈ Z. Vamos verificar de seguida que os coeficientes zi est̃ao

univocamente determinados. Suponhamos que m também se escreve na forma m=
r
∑
i=1

z′imi, com

z′i ∈Z. Temos:

r

∑
i=1

zimi =
r

∑
i=1

z′imi⇒ 0=
r

∑
i=1

zimi −
r

∑
i=1

z′imi⇒ 0=
r

∑
i=1
(zi −z′i)mi .
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Pela condiç̃ao ii), obtemos, assim, zi −z′i = 0 para qualquer i∈ {1,2, ...,r}. Portanto, zi = z′i , para

qualquer i∈ {1,2, ...,r}.
∎

Sempre quem1,m2, ...,mr verificam a condiç̃ao i), dizemos que{m1,m2, ..,mr} é umcon-

junto de geradores deM e escrevemosM = ⟨m1,m2, ...,mr⟩.
A condiç̃ao ii) afirma que os elementosm1,m2, ...,mr deZn são linearmente independentes.

Conv́em observar quem1,m2, ...,mr ∈ Z
n são linearmente independentes se e só se s̃ao linear-

mente independentes como vetores do espaço vetorialQn sobre o corpoQ.

Para cada 1≤ i ≤ n, sejaei o n-uplo deZn que tem a i-́esima coordenada igual a um e todas

as restantes iguais a zero.É simples mostrar que{e1,e2, ..,en} é uma base deZn. A esta base

chama-se abase cańonicadeZn.

Proposiç̃ao 2.1.2.Seja M um subgrupo deZ. Ent̃ao existe z∈M tal que M= ⟨z⟩.
Demonstraç̃ao. Se M= {0}, ent̃ao, claramente, M= ⟨0⟩.

Suponhamos que M≠ ∅ e seja x∈ M/{0}. Como M é um subgrupo deZ , −x ∈ M.

Assim, M tem pelo menos um número inteiro positivo, istóe, {h ∈M ∶ h> 0} ≠ ∅. O conjunto

{h ∈M ∶ h> 0} é um subconjunto deN e, comoN é um conjunto bem ordenado,{h ∈M ∶ h> 0}
tem elemento ḿınimo. Seja z=min{h ∈M ∶ h> 0}. Mostremos que M= ⟨z⟩. Por um lado, se

x ∈ ⟨z⟩ ent̃ao x= tz, para algum t∈ Z. Como z∈M e M é um subgrupo deZ, obtemos x∈M.

Por outro lado, dado h∈M, uma vez que z≠ 0 obtemos, pelo algoritmo de Euclides, h= q×z+ r

para certos q,r ∈ Z tais que0≤ r < z. Ent̃ao r = h−qzé tal que0≤ r < z. Dada a definiç̃ao de z,

conclúımos que r= 0. Deste modo, h= qz, istoé, h∈ ⟨z⟩.
∎

A proposiç̃ao seguinte, que não vamos demonstrar, estabelece que todo o subgrupo deZn

tem uma base e indica o valor máximo do ńumero de elementos dessa base.

Proposiç̃ao 2.1.3.Qualquer subgrupo deZn admite uma base com, no máximo, n elementos.

O resultado que se segueé bem conhecido dáAlgebra Linear.
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Lema 2.1.1. Consideremos o espaço vetorialQn sobre o corpoQ e seja A⊆ Qn. Ent̃ao o

subespaço vetorial deQn gerado por A, que se representa por⟨A⟩Qn, é constitúıdo por todas

as combinaç̃oes lineares de vetores de A, ou seja:

⟨A⟩Qn = { t

∑
i=1

qiai ∶ t ∈N, ai ∈A, qi ∈Q} .
Tendo em atenç̃ao este lema, prova-se que:

Proposiç̃ao 2.1.4.Seja M um subgrupo deZn. Ent̃ao todas as bases de M têm o mesmo ńumero

de elementos.

Demonstraç̃ao. Suponhamos que B= {m1, ...,mr} e B′ = {m1, ...,mt} são duas bases de M. Mos-

tremos que t≤ r. Dado que os elementos de B são linearmente independentes como vetores do

espaço vetorial racionalQn de dimens̃ao n, temos, pela Proposição 2.1.3, que B tem, no ḿaximo,

n elementos. O mesmo se verifica para B′. Temos, portanto, t, r ≤ n. Ora B é uma base do

subespaço vetorial V deQn gerado por{m1, ...,mr} e, como

B′ ⊆ M = ⟨m1, ...,mr⟩Zn ⊊ V = ⟨m1, ..,mr⟩Qn,

B′ é constitúıdo por vetores (linearmente independentes) de V. Uma vez que o espaço vetorial V

tem dimens̃ao r, conclúımos que t≤ r. Trocando, neste raciocı́nio, os paṕeis de B e B′, obtemos

r ≤ t e o resultado fica provado.

∎

A proposiç̃ao que acab́amos de provar permite introduzir, sem ambiguidade, a seguinte

definiç̃ao:

Definição 2.1.3.Para qualquer subgrupo M deZn , chama-sedimens̃ao de M e representa-se

por dimM ao ńumero de elementos de uma qualquer base de M.

Pensando na base canónica deZn, obtemos da Definiç̃ao 2.1.3 que dim(Zn) = n. Assim,

temos que, para qualquer subgrupoM deZn, dimM ≤ n.

É importante referir que, relativamenteà dimens̃ao de um subgrupo de um grupo, a situação

é distinta da situaç̃ao hoḿologa para espaços vetoriais. Num espaço vetorialE, de dimens̃aon,
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nãoé posśıvel haver um subespaçoF deE, distinto deE, com dimens̃aon. Contudo, nos grupos

isto é posśıvel. Por exemplo, considerando o grupoZ de dimens̃aoo 1,{1} é uma base deZ, o

subgrupo 2Z deZ é distinto deZ e tem tamb́em dimens̃ao 1, j́a que{2} é uma base de 2Z. Se

ampliarmos a base{2} com o elemento 3, como 3 nãoé combinaç̃ao linear de 2 (uma vez que 2

não divide 3), poder-se-ia pensar que os elementos 2 e 3 deZ seriam linearmente independentes,

o que seria uma contradição porque a dimensão deZ é 1. No entanto, 2 e 3 não s̃ao linearmente

independentes, por exemplo, 0= 3×2+(−2)×3.

O resultado dos espaços vetoriais que nãoé válido nos grupos, e que permite que aconteça nos

grupos uma situação que, nos espaços vetoriaisé imposśıvel, é o seguinte:dados n vetores de um

espaço vetorial, se eles são linearmente dependentes então pelo menos uma delesé combinaç̃ao

linear dos restantes (ou seja, recorrendo ao contra-recı́proco, dados n vetores de um espaço

vetorial, se nenhum dos vetoresé combinaç̃ao linear dos restantes n−1 vetores, ent̃ao os n

vetores s̃ao linearmente independentes). A raz̃ao pela qual este resultado não é válido no caso

dos grupośe que o escalar não nulo, na expressão do vetor nulo como combinação linear dosn

vetores, pode ñao ser invert́ıvel (sendo ñao nulo, elée invert́ıvel num corpo, quée o caso dos

espaços vetoriais).

Proposiç̃ao 2.1.5.Seja M um subgrupo deZn, de dimens̃ao k. Ent̃ao os subgrupos M eZk de

Zn são isomorfos.

Demonstraç̃ao. Seja B= {m1, ...,mk} uma base de M. Consideremos a aplicação f ∶ Zk
→M

definida por f(z1, ...,zk) = k
∑
i=1

zimi, para quaisquer z1,z2, ...,zk ∈Z. Mostremos que a aplicação f

é um isomorfismo.

• f é injetiva

Sejam(z1, ...,zk) ,(z′1, ...,z′k) ∈Zk. Temos:

f (z1, ...,zk) = f (z′1, ...,z′k)⇒ k
∑
i=1

zimi =
k
∑
i=1

z′imi⇒
k
∑
i=1

zimi −
k
∑
i=1

z′imi = 0⇒
k
∑
i=1
(zi −z′i)mi = 0.

Como m1, ...,mk são linearmente independentes, segue-se que zi − z′i = 0, para qualquer

i ∈ {1, ...,k}, ou seja, zi = z′i , para todo i∈ {1, ...,k}. Logo(z1, ...,zk)= (z′1, ...,z′k) e, portanto,

f é injetiva.
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• f é sobrejetiva

Seja m∈M. Ent̃ao m=
k
∑
i=1

zimi , para certos z1,z2, ...,zk ∈ Z, i.e., m= f (z1, ...,zk) =m, para

certo(z1, ...,zk) ∈Zk.

• f é morfismo

Sejam(z1, ...,zk) ,(z′1, ...,z′k) ∈Zk. Temos:

f ((z1, ...,zk)+(z′1, ...,z′k)) = f (z1+z′1, ...,zk+z′k)
=

k

∑
i=1
(zi +z′i)mi

=

k

∑
i=1
(zimi +z′imi)

=

k

∑
i=1

zimi +
k

∑
i=1

z′imi

= f (z1, ...,zk)+ f (z′1, ...,z′k) .

∎

Corolário 2.1.1. Dois subgrupos deZn são isomorfos se e só se tiverem a mesma dimensão.

Demonstraç̃ao. Sejam M e M′ dois subgrupos deZn. Suponhamos que M e M′ são isomorfos

e sejam k= dimM e t = dimM′. Pela Proposiç̃ao 2.1.5, Mé isomorfo aZk e M′ é isomorfo a

Zt . Como M e M′ são isomorfos obtemos, dada a transitividade da relação de isomorfismo,Zk

isomorfo aZt . Sejaφ ∶ Zk
→ Zt um isomorfismo. Ćalculos simples mostram que, considerando

a base cańonica deZk, {e1, ...,ek}, o conjunto{φ (e1) , ...,φ (ek)} é uma base deZt . Assim

dimZt = k, pelo que t= k.

Reciprocamente, suponhamos quedimM = dimM′ = k. De novo a Proposiç̃ao 2.1.5 garante

que Mé isomorfo aZk. Do mesmo modo, M′ é isomorfo aZk. Como a relaç̃ao de isomorfismo

é siḿetrica e transitiva, conclúımos que M e M′ são isomorfos.

∎
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2.2 Matrizes com entradas inteiras e fatores invariantes de

um subgrupo deZn

Nesta secç̃ao vamos estudar as matrizes com entradas inteiras, dado que, como iremos verificar,

os resultados obtidos para estas matrizes podem ser de algummodo ”traduzidos”para subgrupos

deZn.

Definição 2.2.1.Sejam n e1≤ i, j ≤ n (i ≠ j) números inteiros positivos. As seguintes operações

efetuadas sobre as linhas (colunas) de uma matriz A designam-se poroperaç̃oes elementares

sobre linhas(operaç̃oes elementares sobre colunas):

• E1 ∶ substituiç̃ao de uma linha (coluna) da matriz A pelo seu produto por−1;

• E2 ∶ substituiç̃ao de uma linha (coluna) de A pela sua soma com qualquer outra linha

(coluna) multiplicada por um ńumero inteiro qualquer;

• E3 ∶ troca de duas linhas (colunas) quaisquer.

Definição 2.2.2.Sejam n e1≤ i, j ≤ n (i ≠ j) números inteiros positivos.

Chamam-sematrizes linha-elementares de ordemn e representam-se como se indica de

seguida,̀as matrizes assim definidas:

• Li↔ j ∶ é a matriz obtida a partir da matriz identidade In trocando a linha i com a linha j;

• Li←−i ∶ é a matriz obtida a partir de In substituindo a linha i pelo seu produto por−1;

• L j← j+zi ∶ é a matriz que se obtém de In substituindo a linha j pela sua soma com a linha i

multiplicada por qualquer z∈ Z .

De modo ańalogo definem-sematrizes coluna-elementares. Estas matrizes representam-se,

respetivamente, por:Ci↔ j , Ci←−i eCj← j+zi .

Observemos que a matriz identidadeIn é, simultaneamente, matriz linha-elementar e matriz

coluna-elementar.

Cálculos de rotina permitem demonstrar a proposição seguinte:
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Proposiç̃ao 2.2.1.Sejam i, j dois ńumeros inteiros positivos, z∈ Z e A uma matriz quadrada de

ordem n sobreZ. Ent̃ao:

i) det(Li↔ j) = det(Ci↔ j) = −1;

ii) L−1
i↔ j = L j↔i e C−1

i↔ j =Cj↔i;

iii) det(Li←−i) = det(Ci←−i) = −1;

iv) L−1
i←−i = Li←−i e C−1

i←−i =Ci←−i;

v) det(L j← j+zi) = det(Cj← j+zi) = 1;

vi) L−1
j← j+zi = L j← j−zi e C−1

j← j+zi =Cj← j−zi;

vii) A matriz Li↔ jA é a matriz obtida a partir da matriz A trocando a linha i de A coma linha

j de A;

A matriz ACi↔ j é a matriz resultante da troca da colunas i de A com a coluna j deA;

viii) A matriz Li←−iA é a matriz obtida a partir da matriz A, substituindo a linha i de A pelo seu

produto por−1;

A matriz ACi←−i é a matriz que resulta de A substituindo a coluna i de A pelo seuproduto

por −1;

ix) A matriz Lj← j+ziA é a matriz obtida a partir da matriz A, substituindo a linha j de A pela

sua soma com a linha i multiplicada por z(z∈Z);
A matriz ACj← j+zi é a matriz resultante de A substituindo a coluna j de A pela suasoma

com a coluna i multiplicada por z(z∈Z).

De notar que as alı́neas ii), iv) e vi) afirmam que as matrizes linha-elementares e coluna-

elementares são matrizes invertı́veis. Prova-se que o produto de matrizes elementaresé uma

matriz invert́ıvel.

Definição 2.2.3.Sejam A e B duas matrizes com entradas inteiras.

Diz-se que a matriz Áe equivalente à matriz B e escreve-se A∼ B, se existe uma matriz

linha-elementar P e uma matriz coluna-elementar Q tal que A=PBQ.
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Com base em ii), iv) e vi) da Proposição 2.2.1, verifica-se que ”∼ ” é uma relaç̃ao de equi-

valência.

Proposiç̃ao 2.2.2.Sejam A e B duas matrizes quaisquer com entradas inteiras.

A relaç̃ao bińaria definida em 2.2.3́e uma relaç̃ao de equival̂encia.

Em virtude da Proposição 2.2.2, sempre queA ∼ B, afirmaremos, sem ambiguidade, que as

matrizesA eB sãoequivalentes.

Quando multiplicamos uma matriz qualquer por uma matriz linha-elementar (coluna-elementar),

dizemos que estamos a efetuar operações elementares sobre as linhas (colunas) da matriz dada.

A principal diferença entre trabalhar com uma matriz com entradas inteiras e trabalhar com uma

matriz com entradas num corpoK, prende-se com o facto de que, para além das matrizesLi↔ j ,

Li←−i, L j← j+zi, Ci↔ j , Ci←−i e Cj← j+zi, as matrizes da formaLi←qi e Ci←qi com entradas emK,

comq ∈ K/{0}, igualmente chamadas matrizes elementares, são tamb́em invert́ıveis. Portanto,

a conduç̃ao do processo de eliminação de Gauss-Jordan numa matriz com entradas num corpo

K permite levar essa matriz a uma matriz da forma
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

Ir 0

0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
queé, como sabemos, equivalente

à matriz inicial. Como veremos mais adiante, qualquer matrizcom entradas inteiraśe equiva-

lente a uma matriz da forma
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

D 0

0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
, ondeD é uma matriz diagonal. PorZ não ser corpo,

o procedimento de “transformação” da matriz inicial numa matriz da forma referida não é t̃ao

simples.

Proposiç̃ao 2.2.3.Seja A uma matriz, do tipo s× t, com entradas inteiras. Então a matriz Aé

equivalente a uma matriz da forma

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

d1 0 ... 0 0 ... 0

0 d2 ... 0 0 ... 0

... ... ... ... ... ... ...

... ... ... dr 0 ... 0

0 0 ... 0 0 ... 0

... ... ... ... ... ... ...

0 0 ... 0 0 ... 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
onde r≤min{s,t}, {d1, ...,dr} ⊂N e di divide di+1 para todo o i∈ {1,2, ...r −1}.
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A demonstraç̃ao desta proposição é construtiva no sentido em que consiste na apresentação

de um ḿetodo que permite levar a matriz dada a uma matriz da forma indicada. Por esta razão

vamos apresentar alguns exemplos que ilustram, em todas as situaç̃oes posśıveis, o processo a

seguir na obtenç̃ao de uma matriz da forma indicada.

Exemplo 2.2.1

SejaA=
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
−3 1 4

1 5 −2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
.

O nosso objetivóe mostrar que a matrizA é equivalente a uma matriz da forma apresentada

na Proposiç̃ao 2.2.3, istóe, que existem matrizes invertı́veisP eQ tais que:

PAQ=
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

d1 0 0

0 d2 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
,

onded1 divided2.

Como a matrizA é do tipo 2×3 , começamos por considerar as matrizesI2 e I3 que coloca-

mos, respetivamente,à esquerda èa direita da matrizA, como se segue:

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1 0

0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
−3 1 4

1 5 −2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Com o objetivo de transformar a matrizA numa matriz da forma
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

D 0

0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
, faremos operaç̃oes

elementares sobre as linhas e sobre as colunas deA de tal forma que as operações efetuadas

nas linhas da matrizA são tamb́em efetuadas (e apenas) na matrizI2 e as operaç̃oes realizadas

nas colunas da matrizA são tamb́em efetuadas (e apenas) na matrizI3. Quando atingirmos a

forma pretendida para a matrizA, as matrizes que surgirem̀a esquerda èa direita dessa matriz

ser̃ao, respetivamente, as matrizesP e Q que procuramos. O primeiro passo do procedimento

é colocar, sempre que possı́vel, na posiç̃ao(1,1) da matrizA, o menor elemento da matriz, em

valor absoluto.
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Vamos acompanhando o processo indicando as operações elementares efetuadas.

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1 0

0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
−3 1 4

1 5 −2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ÐÐÐ→

L1↔2A
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0 1

1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 5 −2
−3 1 4

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Neste exemplo, como a entrada que ocupa a posição(1,1) da matrizA divide todos os elementos

da linha 1 e todos os elementos da coluna 1, usando operações elementares do tipoE1 continua-

mos o processo anulando todas as restantes entradas da linha1 e da coluna 1:

ÐÐÐÐÐÐÐ→

AC2←2+(−5).1

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0 1

1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 −2
−3 16 4

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −5 0

0 1 0

0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ÐÐÐÐÐ→

AC3←3+2.1

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0 1

1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

−3 16 −2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −5 2

0 1 0

0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ÐÐÐÐÐ→

L2←2+3.1A
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0 1

1 3

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

0 16 −2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −5 2

0 1 0

0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Repetimos o processo para a entrada(2,2):

ÐÐÐ→

AC2↔3

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0 1

1 3

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

0 −2 16

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 2 −5
0 0 1

0 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

De novo, como−2 ∣ 16, anulamos a entrada(2,3) recorrendo a uma operação elementar do tipo

E1:

ÐÐÐÐ→

AC2←−2

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0 1

1 3

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

0 2 16

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −2 −5
0 0 1

0 −1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ÐÐÐÐÐÐÐ→

AC3←3+(−8).2

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0 1

1 3

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

0 2 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −2 11

0 0 1

0 −1 8

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Se a entrada(2,2) não dividisse uma das entradas da linha 2 ou coluna 2, o processo seria um
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pouco mais complexo – este processo está ilustrado no pŕoximo exemplo.

A matriz A foi, assim,transformadana matriz
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

0 2 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
, que tem a forma pretendida. As

matrizesP e Q procuradas s̃ao, respetivamente,P =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0 1

1 3

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
e Q =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −2 11

0 0 1

0 −1 8

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. De facto,

por um ladoP eQ são matrizes invertı́veis por serem produto, respetivamente, de matrizes linha-

elementares e coluna-elementares e, por outro lado ,

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0 1

1 3

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⋅
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
−3 1 4

1 5 −2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⋅

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −2 11

0 0 1

0 1 8

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0

0 2 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
.

Exemplo 2.2.2

Consideremos agora a matrizA=
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

4 6 8

5 10 −12

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
. Temos:

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1 0

0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

4 6 8

5 10 −12

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
O menor elemento da matrizA, em valor absoluto, já ocupa a posiç̃ao (1,1). Acontece que o

número que ocupa essa posição ñao divide, todos os elementos da linha 1 (4 não divide 6) e,

assim, o processo não é t̃ao simples como no exemplo anterior. Usando o algoritmo da divisão

inteira, temos que 6= 4 ⋅1+2. Como 2 divide 4, efetuamos na matrizA a operaç̃ao elementar

AC2←2+(−1)⋅1, seguida da operaçãoAC1↔2, obtendo uma matriz equivalente que tem na posição

(1,1) um ńumero que divide todas as entradas da linha 1 :

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1 0

0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

4 2 8

5 5 −12

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −1 0

0 1 0

0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ÐÐÐ→

AC1↔2

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1 0

0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

2 4 8

5 5 −12

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−1 1 0

1 0 0

0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

É claro que o resto da divisão inteira dea11 pora12 pode ñao dividira11 . No entanto, o algoritmo
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de Euclides garante que ao fim de um número finito de divis̃oes se obt́em r tal quer divide a11.

Procedendo de modo análogo para as entradas da primeira coluna, observamos que 5 não divide

2. Como 5= 2⋅2+1, fazemos

ÐÐÐÐÐÐÐ→

L2←2+(−2)⋅1A
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 0

−2 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

2 4 8

1 −3 −28

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−1 1 0

1 0 0

0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ÐÐÐ→

L1↔2A
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
−2 1

1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 −3 −28

2 4 8

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−1 1 0

1 0 0

0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Estamos agora numa situação em tudo ańalogaà do Exemplo 2.2.1, pelo que procedemos como

ent̃ao indićamos:

ÐÐÐÐÐ→

AC2←2+3⋅1

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
−2 1

1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 −28

2 10 8

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−1 −2 0

1 3 0

0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ÐÐÐÐÐÐ→

AC3←3+28⋅1

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
−2 1

1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

2 10 64

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−1 −2 −28

1 3 28

0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ÐÐÐÐÐÐÐ→

L2←2+(−2)⋅1A
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
−2 1

5 −2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

0 10 64

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−1 −2 −28

1 3 28

0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

O processo continua agora com a análise da entrada(2,2). Ora 64= 10⋅6+4,

ÐÐÐÐÐÐÐ→

AC3←3+(−6)⋅2

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
−2 1

5 −2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

0 10 4

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−1 −2 −16

1 3 10

0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Como 10= 4⋅2+2,

ÐÐÐÐÐÐÐ→

AC2←2+(−2)⋅3

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
−2 1

5 −2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

0 2 4

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−1 30 −16

1 −17 10

0 −2 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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ÐÐÐÐÐÐÐ→

AC3←3+(−2)⋅2

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
−2 1

5 −2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

0 2 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−1 30 −76

1 −17 44

0 −2 5

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Finalmente,

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
−2 1

5 −2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⋅
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

4 6 8

5 10 −12

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⋅

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−1 30 −76

1 −17 44

0 −2 5

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0

0 2 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
.

Assim, a matriz inicialA=
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

4 6 8

5 10 −12

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
é equivalentèa matriz

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0

0 2 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
.

Aos elementosd1, ...,dr referidos na Proposição 2.2.3, damos o nome defatores invariantes

da matrizA. Quer no Exemplo 2.2.1, quer no Exemplo 2.2.2, os fatores invariantes da matrizA

são 1 e 2.

Mostramos de seguida que, para cada matrizA ∈Ms×t (Z), os fatores invariantes estão univo-

camente determinados. Para tal, definimosmenor de ordemk deA (k≤min{s,t}) como sendo o

determinante de qualquer submatriz quadrada deA de ordemk. Para cadak≤min{s,t}, represen-

tamos porDk(A) o máximo divisor comum de todos os menores de ordemk deA. Cálculos sim-

ples mostram queDk(A) não se altera quando se efetua na matrizA qualquer uma das operações

elementares sobre linhas ou colunas.

Proposiç̃ao 2.2.4.Seja A∈Ms×t (Z). Ent̃ao:

i) Dk(Li↔ jA) =Dk(A) =Dk(ACi↔ j);
ii) Dk(Li←−iA) =Dk(A) =Dk(ACi←−i);
iii) D k(L j← j+ziA) =Dk(A) =Dk(ACj← j+zi).

∎

Corolário 2.2.1. Para quaisquer matrizes equivalentes A e B, Dk(A) = Dk(B), para qualquer

k≤min{s,t}.
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Proposiç̃ao 2.2.5.Duas matrizes com entradas inteiras são equivalentes se e só se t̂em os mes-

mos fatores invariantes.

Demonstraç̃ao. Sejam A e B matrizes com entradas inteiras e sejam

A1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

d1 0 ... 0 0 ... 0

0 d2 ... 0 0 ... 0

... ... ... ... ... ... ...

... ... ... dr 0 ... 0

0 0 ... 0 0 ... 0

... ... ... ... ... ... ...

0 0 ... 0 0 ... 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

e B1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

d1 0 ... 0 0 ... 0

0 d2 ... 0 0 ... 0

... ... ... ... ... ... ...

... ... ... ds 0 ... 0

0 0 ... 0 0 ... 0

... ... ... ... ... ... ...

0 0 ... 0 0 ... 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
as matrizes equivalentes, respetivamente, a A e a B, a que se refere a Proposiç̃ao 2.2.3. Como

∼ é uma relaç̃ao de equival̂encia , basta provar que A1 ∼ B1 se e śo se r= s e di = d′i , para todo

1≤ i ≤ r . Por um lado,é claro que se r= s e di = d′i para todo o i, ent̃ao A1 ∼B1.

Reciprocamente, se A1 ∼ B1, ent̃ao pelo Coroĺario 2.2.1, d1× ...×dk = Dk(A1) = Dk(B1) =
d′1× ...×d′k, para qualquer1≤ k≤ r = s.

∎

Os resultados obtidos para matrizes podem ser ”traduzidos”para subgrupos deZn. Começamos

com uma proposiç̃ao que permite obter bases novas de um subgrupoM deZn, a partir de uma

qualquer base deM.

Proposiç̃ao 2.2.6.Sejam M um subgrupo deZn e{m1, ...,mi, ...,mj , ...,mr} uma base de M.

Então:

i) {m1, ...,mj , ...,mi, ...,mr} é uma base de M;

ii) {m1, ...,−mi, ...,mj , ...,mr} é uma base de M;

iii) {m1, ...,mj +zmi , ...,mr} é uma base de M, para qualquer z∈Z.

Demonstraç̃ao. Como M= ⟨m1,m2...,mr⟩, os elementos de cada um dos conjuntos indicados

em i), ii) e iii) são combinaç̃ao linear de m1,m2, ...,mr através de coordenadas inteiras univoca-

mente determinadas. Considerando a matriz cujas colunas são estas coordenadas, a Proposição
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2.2.1 garante que os elementos de cada um dos referidos conjuntos s̃ao linearmente indepen-

dentes. Em cada um dos casos, estes elementos são claramente geradores de M e, deste modo,

constituem uma base de M.

∎

As mudanças de base apresentadas na proposição anterior, designam-se pormudanças ele-

mentares de base.

Proposiç̃ao 2.2.7.Seja B=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

b11 ... b1n

... ... ...

bn1 ... bnn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
uma matriz com entradas inteiras e, para cada

1≤ i ≤ n, seja bi = (bi1, ...bin) ∈Zn a linha i de B.

Então o conjunto{b1, ...,bn} é uma base deZn se e śo sedetB ∈ {−1,1}.
Demonstraç̃ao. Suponhamos que{b1, ...,bn} é uma base deZn. Ent̃ao Zn = ⟨b1,b2, ..,bn⟩ e,

portanto, em particular, cada elemento ei da base cańonica deZn é tal que ei =
n
∑
j=1

zi j b j , ou seja,

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

z11 ... z1n

... ... ...

zn1 ... znn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

b11 ... b1n

... ... ...

bn1 ... bnn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 ... 0

0 1 0 ... 0

... ... ... ... ...

0 0 0 ... 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Uma vez quedetIn = 1 e que o determinante do produto de matrizesé igual ao produto dos

determinantes de cada uma das matrizes, temos quedetB ∈ {−1,1}.
Reciprocamente, suponhamos quedetB ∈ {−1,1}. Ent̃ao detB ≠ 0 e, portanto, a matriz B́e

invert́ıvel. Deste modo, o sistema de equações(x1, ...,xn) ⋅B= z tem umáunica soluç̃ao, z⋅B−1,

qualquer que seja z∈ Zn. Isto é o mesmo que dizer que qualquer elemento deZn se escreve

de modoúnico como combinaç̃ao linear dos elementos b1,b2, ...,bn deZn. ComodimZn = n

segue-se que{b1, ...,bn} é uma base deZn.
∎

Proposiç̃ao 2.2.8.Seja M um subgrupo deZn de dimens̃ao r. Ent̃ao existe uma base{ f1, ..., fr , ..., fn}
deZn e{d1, ...,dr} ⊊N tais que di divide di+1 para todo o i, e{d1 f1, ...,dr fr} é uma base de M.
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Demonstraç̃ao. Seja{m1, ...,mr} uma base de M onde mi = (mi1, ...,min) para todo o1≤ i ≤ r.

A Proposiç̃ao 2.2.3 garante a existência de matrizes P e Q tais que:

P

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

m11 ... m1n

... ... ...

mr1 ... mrn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Q=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

d1 0 ... 0 0 ... 0

0 d2 ... 0 0 ... 0

... ... ... ... ... ... ...

... ... ... ds 0 ... 0

0 0 ... 0 0 ... 0

... ... ... ... ... ... ...

0 0 ... 0 0 ... 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

para algum0 ≤ s≤min{r,n}, {d1, ...,ds} ⊊ N e di divide di+1 para todo o1 ≤ i ≤ s−1. Como

as matrizes P e Q, sendo produto de matrizes elementares, são invert́ıveis, a caracteŕıstica da

matriz

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

m11 ... m1n

... ... ...

mr1 ... mrn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, queé r, dado que{m1, ...,mr} é base, e a caracterı́stica da matriz

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

d1 0 ... 0 0 ... 0

0 d2 ... 0 0 ... 0

... ... ... ... ... ... ...

... ... ... ds 0 ... 0

0 0 ... 0 0 ... 0

... ... ... ... ... ... ...

0 0 ... 0 0 ... 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
são iguais e, consequentemente, r= s.

Considerando ⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

c11 ... c1n

... ... ...

cr1 ... crn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=P

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

m11 ... m1n

... ... ...

mr1 ... mrn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

e ci = (ci1, ...cin) para todo o i, temos que{c1, ...,cr} é uma base de M, poiśe o resultado da

realizaç̃ao de um ńumero finito de mudanças elementares de base efetuadas na base{m1, ...,mr}.
Finalmente, determinando a inversa da matriz Q e representando-a por Q−1 = [ fi j ] temos que

detQ−1 ∈ {−1,1} dado a matriz Q ser produto de matrizes coluna-elementares,e o determinante

destas matrizes ser±1 ( Proposiç̃ao 2.2.1) .
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Então, comodetQ−1 ∈ {−1,1}, concluimos, usando a Proposição 2.2.7, que{ f1, ..., fn} , com

fi = ( fi1, ... fin), é uma base deZn. Como

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

c11 ... c1n

... ... ...

cr1 ... crn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

d1 0 0 ... ... 0

0 d2 0 ... 0 0

... ... ... ... ... 0

... ... ... ... ... 0

0 0 dr 0 ... 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

f11 ... f1n

... ... ...

fn1 ... fnn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

obtemos ci = di fi para todo o i∈ {1, ...,n} e, portanto, dado que{c1,c2, ...,cr} é uma base de M,

temos que{d1 f1, ...,dr fr} é uma base de M.

∎

Definição 2.2.4.Seja M um subgrupo deZn. Dada uma base qualquer de M dá-se o nome

de fatores invariantes do subgrupoM aos fatores invariantes da matriz cujas linhas são as

coordenadas de cada um dos elementos da base de M.

SejamM um subgrupo deZn de dimens̃aor, { f1, ..., fr , ..., fn} uma base deZn e{d1 f1, ...,dr fr}
uma base deM com {d1, ...,dr} ⊊ N tais quedi divide di+1 para todo oi. Ent̃ao um elemento

x= (x1, ...,xn) ∈ Zn pertence aM se e śo se as suas coordenadas(z1, ...,zn) relativamentèa base

{ f1, ..., fr , ..., fn} satisfazem:

z1 ≡ 0(modd1)
z2 ≡ 0(modd2)
...

zr ≡ 0(moddr)
zr+1 = 0.

...

zn = 0.
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Como(z1, ...,zn) são as coordenadas dex relativamentèa base{ f1, ..., fn},
x= (x1, ...,xn) = z1 f1+ ...+zn fn

e, portanto, considerandofi = ( fi1, ... fin) para todo oi, temos que:

[x1...xn] = [z1...zn] ⋅
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

f11 ... f1n

... ... ...

fn1 ... fnn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

o que implica :

[z1...zn] = [x1...xn] ⋅
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

g11 ... g1n

... ... ...

gn1 ... gnn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

onde a matriz com as entradasgi j é a inversa da matriz com entradasfi j (a matrizQna demonstraç̃ao

da Proposiç̃ao 2.2.8). Assim, o elementox= (x1, ...xn) ∈Zn pertence aM se e śo se:

g11x1+ ...+gn1xn ≡ 0(modd1)
g12x1+ ...+g2nxn ≡ 0(modd2)
...

g1rx1+ ...+gnrxn ≡ 0(moddr)
g1(r+1)x1+ ...+gn(r+1)xn = 0

...

g1nx1+ ............+gnnxn = 0.

Estas ”equaç̃oes” designam-se, geralmente, por equações deM relativamentèa base{e1, ...,en}
ou, simplesmente, porequaç̃oes deM.

Se algumdi = 1, a equaç̃ao correspondente pode ser eliminada poisé uma redund̂ancia.

Exemplo 2.2.3

SejaM = ⟨m1,m2,m3⟩, comm1 = (3,2,−1), m2 = (4,−1,5) e m3 = (2,−1,7), um subgrupo de

Z3.

Determinemos então as equaç̃oes deM. Comecemos por determinar os fatores invariantes de

M. Recordemos que os fatores invariantes deM são os fatores invariantes da matriz cujas linhas

são ocupadas pelas coordenadas dos elementos da base deM.
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Temos: ⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

3 −2 1

4 −1 5

2 −1 7

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ÐÐÐ→

AC1↔3

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −2 3

5 −1 4

7 −1 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 1

0 1 0

1 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ÐÐÐÐÐ→

AC2←2+2⋅1

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 3

5 9 4

7 13 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 1

0 1 0

1 2 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ÐÐÐÐÐÐÐ→

AC3←3+(−3)⋅1

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

5 9 −11

7 13 −19

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 1

0 1 0

1 2 −3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ÐÐÐÐÐÐÐ→

L2←2+(−5)⋅1A

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

−5 1 0

0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

0 9 −11

7 13 −19

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 1

0 1 0

1 2 −3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ÐÐÐÐÐÐÐ→

L3←3+(−7)⋅1A

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

−5 1 0

−7 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

0 9 −11

0 13 −19

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 1

0 1 0

1 2 −3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ÐÐÐÐ→

AC3←−3

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

−5 1 0

−7 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

0 9 11

0 13 19

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 −1
0 1 0

1 2 3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ÐÐÐÐÐÐÐ→

AC2←2+(−1)⋅3

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

−5 1 0

−7 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

0 −2 11

0 −6 19

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 −1
0 1 0

1 −1 3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ÐÐÐÐ→

AC2←−2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

−5 1 0

−7 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

0 2 11

0 6 19

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 −1 −1
0 −1 0

1 1 3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ÐÐÐÐÐÐÐ→

L3←3+(−3)⋅2A

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

−5 1 0

8 −3 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

0 2 11

0 0 −14

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 −1 −1
0 −1 0

1 1 3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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ÐÐÐÐÐÐÐ→

AC3←3+(−5)⋅2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

−5 1 0

8 −3 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

0 2 1

0 0 −14

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 −1 4

0 −1 5

1 1 −2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ÐÐÐÐÐÐ→

L3←3+14⋅2A

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

−5 1 0

−62 11 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

0 2 1

0 28 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 −1 4

0 −1 5

1 1 −2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ÐÐÐ→

AC2↔3

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

−5 1 0

−62 11 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

0 1 2

0 0 28

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 4 −1
0 5 −1
1 −2 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ÐÐÐÐÐÐÐ→

AC3←3+(−2)⋅2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

−5 1 0

−62 11 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

0 1 0

0 0 28

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 4 −9
0 5 −11

1 −2 5

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Finalmente,

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−1 0 0

−5 1 0

−62 11 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⋅

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

3 −2 1

4 −1 5

2 −1 7

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⋅

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 4 −9
0 5 −11

1 −2 5

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

0 1 0

0 0 28

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
e, portanto, os fatores invariantes deM são 1 e 28 e as equações deM são:

x3 ≡ 0(mod1)
4x1+5x2−2x3 ≡ 0(mod1)

−9x1−11x2+5x3 ≡ 0(mod28) .

Como as duas primeiras equações s̃ao triviais, concluimos que:

(x1,x2,x3) ∈M se e śo se−9x1−11x2+5x3 é um ḿultiplo de 28.

Definição 2.2.5.Um subgrupo M deZn diz-se umsubgrupo homoǵeneose, na lista das equações

de M, ñao constar qualquer congruência, o que equivale a dizer que os fatores invariantes de M

são todos iguais a1.
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Exemplo 2.2.4

SejaM = ⟨m1,m2,m3⟩ com m1 = (3,−2,1,0), m2 = (4,−1,5,1) e m3 = (2,−1,7,2), um sub-

grupo deZ4. Determinemos então as equaç̃oes deM. Comecemos por determinar os fatores

invariantes deM. Tal como anteriormente, temos:

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

3 −2 1 0

4 −1 5 1

2 −1 7 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

ÐÐÐ→

AC1↔3

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −2 3 0

5 −1 4 1

7 −1 2 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

ÐÐÐÐÐ→

AC2←2+2⋅1

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 3 0

5 9 4 1

7 13 2 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 1 0

0 1 0 0

1 2 0 0

0 0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

ÐÐÐÐÐÐÐ→

AC3←3+(−3)⋅1

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0

5 9 −11 1

7 13 −19 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 1 0

0 1 0 0

1 2 −3 0

0 0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

ÐÐÐÐÐÐÐ→

L2←2+(−5)⋅1A

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

−5 1 0

0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0

0 9 −11 1

7 13 −19 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 1 0

0 1 0 0

1 2 −3 0

0 0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

ÐÐÐÐÐÐÐ→

L3←3+(−7)⋅1A

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

−5 1 0

−7 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0

0 9 −11 1

0 13 −19 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 1 0

0 1 0 0

1 2 −3 0

0 0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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ÐÐÐ→

AC2↔4

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

−5 1 0

−7 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0

0 1 −11 9

0 2 −19 13

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 −3 2

0 1 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

ÐÐÐÐÐÐÐ→

L3←3+(−3)⋅2A

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

−5 1 0

3 −2 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0

0 1 −11 9

0 0 3 −5

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 −3 2

0 1 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

ÐÐÐÐÐÐ→

AC3←3+11⋅2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

−5 1 0

3 −2 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0

0 1 0 9

0 0 3 −5

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 −3 2

0 1 11 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

ÐÐÐÐÐÐÐ→

AC4←4+(−9)⋅2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

−5 1 0

3 −2 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 3 −5

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 −3 2

0 1 11 −9

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

ÐÐÐÐÐ→

AC4←4+2⋅3

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

−5 1 0

3 −2 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 3 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 1 2

0 0 0 1

1 0 −3 −4
0 1 11 13

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

ÐÐÐ→

AC3↔4

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

−5 1 0

3 −2 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 2 1

0 0 1 0

1 0 −4 −3
0 1 13 11

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

ÐÐÐÐÐÐÐ→

AC4←4+(−3)⋅3

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

−5 1 0

3 −2 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 2 −5
0 0 1 −3
1 0 −4 9

0 1 13 −28

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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Finalmente,

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

−5 1 0

3 −2 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⋅

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

3 −2 1 0

4 −1 5 1

2 −1 7 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⋅

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 2 −5
0 0 1 −3
1 0 −4 9

0 1 13 −28

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
e, portanto,M tem apenas um fator invariante queé 1. As equaç̃oes deM são:

x3 ≡ 0(mod1)
x4 ≡ 0(mod1)

2x1+x2−4x3+13x4 ≡ 0(mod1)
−5x1−3x2+9x3−28x4 = 0.

Como as tr̂es primeiras equações s̃ao triviais, concluimos que:

(x1,x2,x3,x4) ∈M se e śo se−5x1−3x2+9x3−28x4 = 0.

O teorema seguintée oúltimo ingrediente para a demonstração do teorema de estrutura para

grupos comutativos finitamente gerados.

Teorema 2.2.1.Seja M um subgrupo deZn com fatores invariantes d1, ...,dr . Ent̃ao, o grupo

Zn/M é isomorfo ao grupoZd1× ...×Zdr ×Zn−r .

Demonstraç̃ao. Seja M um subgrupo deZn com fatores invariantes d1, ...,dr . Pela Proposiç̃ao

2.2.8, existe uma base deZn, { f1, ..., fr , ..., fn} e uma base de M da forma{d1 f1, ...,dr fr}.
Consideremos a correspondênciaφ que a cada elemento

(z1 f1+z2 f2+ ...+zr fr + ...+zn fn)+M de Zn/M, (zi ∈Z para todo 1≤ i ≤ n)
faz corresponder o elemento

([z1]d1
,[z2]d2

, ...,[zr]dr
,zr+1, ...,zr+(n−r)) de Zd1×Zd2× ...×Zdr ×Z

n−r
.
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É simples ver que esta correspondênciaé uma aplicaç̃ao deZn/M emZd1×Zd2× ...×Zdr ×Zn−r .

Cálculos de rotina mostram queφ é um morfismo:

φ [(( n

∑
i=1

zi fi)+M)+(( n

∑
i=1

ti fi)+M)] = φ [( n

∑
i=1
(zi + ti) fi)+M]

= ([z1+ t1]d1
, ...[zr + tr]dr

,(zr+1+ tr+1) , ...,(zn+ tn))
= ([z1]d1

, ...,[zr]dr
,zr+1, ...,zn)+([t1]d1

, ...,[tr]dr
,tr+1, ...,tn)

= φ (( n

∑
i=1

zi fi)+M)+φ (( n

∑
i=1

ti fi)+M) .

A aplicaç̃aoφ é tamb́em injetiva, j́a que, se[zi]di
= [ti]di

para qualquer1≤ i ≤ r, ent̃ao zi −ti ∈

diZ, para todo o i∈ {1, ...,r} e, portanto,

(z1− t1) f1+(z2− t2) f2+ ...+(zr − tr) fr ∈M,

o que significa que(z1 f1+ ...+zr fr)+M = (t1 f1+ ...+ tr fr)+M. Deste modo,

([z1]d1
, ...,[zr]dr

,zr+1, ...,zn) = ([t1]d1
, ...,[tr]dr

,tr+1, ...,tn)⇒ ( n

∑
i=1

zi fi)+M = ( n

∑
i=1

ti fi)+M

isto é,

φ (( n

∑
i=1

zi fi)+M) = φ (( n

∑
i=1

ti fi)+M)⇒ ( n

∑
i=1

zi fi)+M = ( n

∑
i=1

ti fi)+M.

A sobrejetividade deφ é óbvia. Logoφ é um isomorfismo deZn/M emZd1× ...×Zdr ×Zn−r .

∎

Da proposiç̃ao 1.4.7, sabemos que qualquer grupo comutativo finitamentegeradóe isomorfo

a um grupo quocienteZn/M para algum subgrupoM deZn. Ent̃ao, tendo em atenção o Teorema

2.2.1, concluimos que qualquer grupo comutativo finitamente geradóe isomorfo a um produto

diretoZd1× ...×Zdr ×Zn−r , onded1, ...,dr são fatores invariantes deM.

Temos assim, o seguinte teorema de estrutura para grupos abelianos finitamente gerados:
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Teorema 2.2.2.Seja G um grupo comutativo finitamente gerado. Então existem ńumeros natu-

rais {di}, i ∈ {1, ...,n} e k tais que:

i) di divide di+1, para qualquer1≤ i ≤ n−1;

ii) G é isomorfo aZd1× ...×Zdr ×Zk.

∎



Caṕıtulo 3

Monóides cancelativos finitos

Neste caṕıtulo estudamos a classe dos monóides cancelativos que são finitos: mostramos que esta

classe coincide com a classe dos grupos finitos e vemos comoé que isso se reflete nas equações

do subgrupo deZn associado ao monóide inicial.

Monóides cancelativos finitos são, naturalmente, finitamente gerados. Assim, começamos

por considerar um monóide S comutativo, cancelativo e finitamente gerado e, com o teorema

de estrutura para grupos abelianos finitamente gerados presente, identificamos o submonóide de

Zd1× ...×Zdr ×Zk isomorfo aS.

SeS= ⟨s1, ...,sn⟩ é um mońoide finitamente gerado, a aplicação f ∶Nn
→Sdefinida por

f (a1, ...,an) = n
∑
i=1

aisi

é um epimorfismo (Proposição 1.4.1). Deste modo,S= f (Nn) ≅Nn/Nuc f. Uma vez queNuc f

é uma congrûencia, o conjuntoM = {a−b ∶ a,b ∈Nn
,(a, b) ∈Nuc f} é um subgrupo deZn. Se

o mońoide S for tamb́em cancelativo, entãoNn/Nuc f é cancelativo e, pela Proposição 1.4.5,

Nuc f =∼M, onde∼M= {(a,b) ∈Nn×Nn ∶ a−b ∈M}. Assim, seS é um mońoide cancelativo fi-

nitamente gerado,S≅ Nn/Nuc f. Pela Proposiç̃ao 1.4.6,Nn/Nuc f é isomorfo ao submonóide

{[a]≡M
∶ a ∈Nn} do grupoZn/ ≡M. Sed1,d2...,dr representarem os fatores invariantes deM, o

Teorema 2.2.1 garante queZn/≡M é isomorfo aZd1 ×Zd2...×Zdr ×Zn−r . Portanto,S é isomorfo

a um submońoide do grupoZd1×Zd2...×Zdr ×Zn−r .

A proposiç̃ao que se segue identifica o submonóide deZd1×Zd2...×Zdr ×Zn−r isomorfo aS.

47
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Proposiç̃ao 3.1. Seja M um subgrupo deZn, com fatores invariantesd1,d2...,dr e tal que

(x1,x2, ...,xn) ∈M se e śo se

a11x1+ ...+a1nxn ≡ 0(modd1)
a21x1+ ...+a2nxn ≡ 0(modd2)
...

ar1x1+ ...+arnxn ≡ 0(moddr)
a(r+1)1x1+ .........+a(r+1)nxn = 0

...

an1x1+ ........+annxn = 0

Ent̃aoNn/ ∼M é isomorfo ao submonóideSdeZd1×Zd2...×Zdr ×Zn−rgerado por

{([a11]d1
, ...,[ar1]dr

,a(r+1)1, ...,an1) , ...,([a1n]d1
, ...,[arn]dr

,a(r+1)n, ...,ann)}
onde[a]d representa a classe de equivalência dea emZd.

Demonstraç̃ao. Comecemos por observar que, uma vez que Mé um subgrupo deZn, a relaç̃ao

∼M= {(a,b) ∈Nn×Nn ∶ a−b ∈M} é uma congrûencia emNn×Nn.

Consideremos a correspondênciaφ assim definida: para qualquer[(a1,a2, ...,an)]∼M
∈Nn/∼M,

φ [(a1,a2, ...,an)]∼M
=
⎛
⎝[

n

∑
i=1

aia1i]
d1

, ...,[ n

∑
i=1

aiari]
dr

,

n

∑
i=1

aia(r+1)i , ...,
n

∑
i=1

aiani
⎞
⎠ .

A correspond̂enciaφ é uma aplicaç̃ao. De facto, para quaisquer(a1, ...,an) ,(b1, ...,bn) ∈Nn,

temos:

[(a1,a2, ...,an)]∼M
= [(b1,b2, ...,bn)]∼M

⇒ (a1−b1, ...,an−bn) ∈M⇒

⇒

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

a11(a1−b1)+ ...+a1n(an−bn) ≡ 0(modd1)
...

ar1(a1−b1)+ ...+arn (an−bn) ≡ 0(moddr)
a(r+1)1(a1−b1)+ ...+a(r+1)n(an−bn) = 0

...

an1(a1−b1)+ ...+ann(an−bn) = 0
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⇒

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

a11a1+ ...+a1nan ≡ a11b1+ ...+a1nbn(modd1)
...

ar1a1+ ...+arnan ≡ ar1b1+ ...+arnbn(moddr)
a(r+1)1a1+ ...+a(r+1)nan = a(r+1)1b1+ ...+ar+1bn

...

an1a1+ ...+annan = an1b1+ ...+annbn

⇒

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

[ n
∑
i=1

a1iai]
d1

= [ n
∑
i=1

a1ibi]
d1

...

[ n
∑
i=1

ari ai]
dr

= [ ∑
ari bi

]
drn

∑
i=1

a(r+1)iai =
n
∑
i=1

a(r+1)ibi

...

n
∑
i=1

aniai =
n
∑
i=1

anibi

⇒ φ ([(a1, ...,an)]∼M
) = φ ([(b1, ...,bn)]∼M

)
Cálculos simples mostram queφ é um monomorfismo de monóides.

Finalmente, uma vez que ,

φ [(a1,a2, ...,an)]∼M
=
⎛
⎝[

n
∑
i=1

aia1i]
d1

, ...,[ n
∑
i=1

aiari]
dr

,

n
∑
i=1

aia(r+1)i , ...,
n
∑
i=1

aiani
⎞
⎠ =

= a1([a11]d1
,[a21]d2

...,[ar1]dr
,a(r+1)1, ...,an1)+a2([a12]d1

,[a22]d2
...,[ar2]dr

,a(r+1)2, ...,an2)+ ...
...+an([a1n]d1

,[a2n]d2
, ...,[arn]dn

,a(r+1)n, ...,ann)
segue-se que Imφ é o submońoide deZd1×Zd2...×Zdr ×Zn−rgerado por

{([a11]d1
, ...,[ar1]dr

,a(r+1)1, ...,an1) , ...,([a1n]d1
, ...,[arn]dr

,a(r+1)n, ...,ann)}
∎

Exemplo 3.1

SejaM = ⟨(−3,1,4) ,(1,5,−2)⟩ um subgrupo deZ3. Utilizando os resultados do Exemplo

2.2.1, temos:
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0 1

1 3

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⋅
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
−3 1 4

1 5 −2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⋅

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −2 11

0 0 1

0 1 8

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0

0 2 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
e, portanto, os fatores invariantes de
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M são 1 e 2 e as equações deM são:

x1 ≡ 0(mod1)
−2x1+x3 ≡ 0(mod2)

11x1+x2+8x3 = 0.

Como a primeira equaçãoé trivial, temos:

(x1,x2,x3) ∈M se e śo se−2x1+x3 ≡ 0(mod2) e 11x1+x2+8x3 = 0.

Ent̃ao ,N3/ ∼M é isomorfo ao submonóide deZ1×Z2×Z gerado por

{([1]1,[−2]2 ,11) ,([0]1,[0]2 ,1) ,([0]1,[1]2 ,8)} .
queé isomorfo ao submonóide deZ2×Z gerado por

{([−2]2 ,11) ,([0]2 ,1) ,([1]2 ,8)} .

A próxima proposiç̃ao carateriza os monóides finitos que s̃ao cancelativos.

Proposiç̃ao 3.2.SejaSum mońoide finito. Ent̃aoS é cancelativo se e só seS é grupo.

Demonstraç̃ao. Seja S um mońoide finito. É claro que se Śe um grupo, Śe cancelativo. Reci-

procamente, suponhamos que Sé cancelativo. Se S= {0S}, Sé grupo. Suponhamos que S≠ {0S}
e seja s∈ S∖{0S}. Como Sé finito, o subconjunto{ns∶ n ∈N} de Sé tamb́em finito pelo que

ms= ns para certos m, n ∈ N tais que m< n. De m< n obtemos n−m> 0; temos, de facto, que

n−m> 1 uma vez que, se n=m+1, dado que Śe cancelativo, terı́amos

ms= ns⇒ms+0S=ms+s⇒ s= 0S,

o que ñao acontece. Portanto n− m > 1 e, logo n− m − 1 > 0. Assim,

(n−m−1)s+s= (n−m−1+1)s= (n−m)s= 0S, o que significa que(n−m−1)s é o siḿetrico de

s. Dada a arbitrariedade de s em S/{0S}, concluimos que Śe grupo.

∎
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Sabemos que qualquer monóide cancelativo finitamente geradoS é isomorfo a um mońoide

quocienteNn/ ∼M para certo naturaln e certo subgrupoM deZn. Acontece que, seSé finito, isto

é, seNn/ ∼M é finito, as equaç̃oes deM assumem uma forma especial. A próxima proposiç̃ao

indica essa forma.

Proposiç̃ao 3.3.SejaM um subgrupo deZn. As seguintes afirmações s̃ao equivalentes:

i) Nn/ ∼M é finito;

ii) dim (M) = n;

iii) Nenhuma equaç̃ao deM é da formaa1x1+ ...+anxn = 0.

Demonstraç̃ao. Provamos a seguinte sequência de implicaç̃oes:

i)⇒ ii)⇒ iii )⇒ i)

i)⇒ ii)
Sabemos quedimZn = n. Seja(e1,e2, ...,en) a base cańonica deZn. ComoNn/ ∼M é finito,

para cada i, o subconjunto{k[ei]∼M
∶ k ∈N/{0}} deNn/ ∼M é finito. Com um argumento se-

melhante ao apresentado na Proposição 3.2., obtemos k1, ...,kn ∈ N/{0} tais que ki [ei]∼M
= 0,

para todo o i, istoé, tendo em conta a definição de∼M, kiei ∈M. Tem-se, assim, n elementos

k1e1,k2e2, ...,knen linearmente independentes de M. Como Mé um subgrupo deZn edimZn = n,

segue-se quedim(M) = n.

ii)⇒ iii )
Comodim(M) = n, o subespaço vetorial V= ⟨M⟩ deQn coincide comQn. Se M admitisse uma

equaç̃ao homoǵenea, digamos, a1x1+ ...+anxn =0, ent̃ao teŕıamos que(a1, ...,an) ∈V� = (Qn)� =
{0Qn} ( (x1,x2, ...,xn) é um vetor arbitŕario de V) e, portanto, ai = 0 para todo o i, o que ñao

pode suceder porque, a existirem, a1,a2, ...,an são as entradas de uma coluna de uma matriz

invert́ıvel.
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iii )⇒ i)
Tendo em conta a hipótese, as equações de M s̃ao do tipo:

a11x1+ ...+a1nxn ≡ 0(modd1)
a21x1+ ...+a2nxn ≡ 0(modd2)
...

ar1x1+ ...+arnxn ≡ 0(moddr)
onde di divide di+1 para todo o i. Ent̃ao, para cada i, di divide dr e, como drei = (0, ...,dr , ...,0),
obtemos:

a1idr ≡ 0(modd1)
a2idr ≡ 0(modd2)
...

ari dr ≡ 0(moddr)
pelo que drei ∈M, para cada i.

Assim, dr [ei]∼M
= [0]∼M

no mońoideNn/ ∼M . Como cada elemento deNn/ ∼M é da forma
n
∑
i=1

ai [ei]∼M
, com ai ∈ {0,d1, ...,dr −1}, segue-se queNn/ ∼M tem, no ḿaximo,(dr)n elementos.

Portanto, o mońoideNn/ ∼M é finito.

∎

Corolário 3.1. SejaM um subgrupo deZn de dimens̃aon e com fatores invariantesd1, ...,dn.

Ent̃ao:

i) Nn/ ∼M é um grupo finito;

ii) M cont́em um elemento fortemente positivo;

iii) Nn/ ∼M é isomorfo aZd1× ...×Zdn.

Demonstraç̃ao. i) Como o mońoide Nn/ ∼M é cancelativo, se elée finito, obtemos pela

Proposiç̃ao 3.2. queNn/ ∼M é um grupo. Ora, por hiṕotese, M tem n fatores invarian-
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tes, logodim(M) = n ( uma vez que(d1e1, ...,dnen) é uma base de M) e, pela Proposição

3.3. isso equivale a dizer queNn/ ∼M é finito.

ii) Conseqûencia imediata de 2 da Proposição 1.4.7.

iii) Pela Proposiç̃ao 3.1., Nn/ ∼M é isomorfo ao submonóide deZd1 × ...×Zdn gerado por

{([a11]d1
, ...,[an1]dn

) ,([a12]d1
, ...,[an2]dn

) , ...,([a1n]d1
, ...,[ann]dn

)}, istoé,Nn/∼M é iso-

morfo aZd1× ...×Zdn.

∎

Exemplo 3.2.

SejaM = ⟨(3,2,−1) ,(4,−1,5) ,(2,−1,7)⟩ um subgrupo deZ3, de dimens̃ao 3. Os fatores

invariantes deM sãod1 = d2 = 1 ed3 = 28 (Exemplo 2.2.3).

Ent̃ao,N3/ ∼M é isomorfo aZ1×Z1×Z28 e é, por isso, finito.

Exemplo 3.3.

Determinando os fatores invariantes do subgrupoM = ⟨(2,−4,2) ,(−6,2,2) ,(−2,2,4)⟩ deZ3,

de dimens̃ao 3, obtemosd1 = d2 = 2 ed3 = 22.

Ent̃ao,N3/ ∼M é isomorfo aZ2×Z2×Z22.
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