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Resumo

Neste trabalho, apresentamos o método das carateristicas sem recorrer a perspetivas
geométricas e lidando, diretamente, com equacoes diferencias parciais de primeira or-
dem nao lineares. Abordamos as equacgoes de Hamilton-Jacobi através do método das
carateristicas com interesse na determinacao de solucoes suaves. Resolvemos a equacao
eikonal no contexto da otica geométrica e o problema de Kepler por um processo, in-
vulgar, em que usamos uma equagao de Hamilton-Jacobi para integrar as equacoes do
movimento dos dois corpos. Consideramos a equagao de Hamilton-Jacobi-Bellman, en-
trando na Teoria de Controlo Otimo, onde, expomos o método da programagao dinamica
na resolucao de um problema de controlo étimo, em tempo continuo, num intervalo de
tempo finito. Finalizamos com uma aplicacao deste método na resolugao de um problema
de controlo 6timo de um tratamento de quimioterapia, resolvido por Panetta e Fister em
[16] usando técnicas diferentes. Concluimos que os nossos resultados obtidos através da

aplicagao do método da programacao dinamica coincidem com os resultados apresentados

em [16].
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Abstract

This study presents the method of characteristics without using of geometric perspectives,
dealing directly with nonlinear first order partial differential equations. We approach the
Hamilton-Jacobi equation through the method of characteristics, aiming to determine
smooth solutions. We solve the eikonal equation in the context of geometrical optics
and Kepler’s problem through an unusual process using the Hamilton-Jacobi equation to
integrate the two-body equations of motion. We consider the Hamilton-Jacobi-Bellman
equation within Optimal Control Theory, for which we expose the dynamic programming
method in the resolution of an optimal control problem, in continuous time, in a finite
time interval. This work closes with the application of this method to the resolution of
an optimal control problem of a chemotherapy treatment, solved by Panetta and Fister
in [16] using different resolution techniques. We conclude that the our results obtained
through the application of the dynamic programming method are identical to those pre-

sented in [16].
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Introducao

A teoria das equagoes diferenciais parciais (EDPs) tem vindo a ser desenvolvida ha quase
trés séculos tendo resolvido problemas fundamentais em Engenharia, Fisica e outras
ciéncias com aplicagoes em problemas da vida real [17].

As equagoes de Hamilton-Jacobi (HJ), sdo equagbes nao lineares de primeira ordem
que surgiram naturalmente na mecanica classica mas que foram encontrando aplicacoes
em muitas outras areas, dentro e fora da Matematica, tendo vindo a ter importancia em
problemas de controlo 6timo [2]. Os diferentes interesses em torno destas equagoes e da
sua aplicacao, tém levado a diversas abordagens tedricas com consequentes progressos na
resolugao de problemas que as envolvem. Exemplos disso, sdo as abordagens em [2] e [6].
O método das carateristicas, ¢ uma abordagem classica para o estudo de equacoes dife-
rencias parciais de primeira ordem como é o caso das equacoes de HJ. Este método, em
geral, pode ser aplicado apenas localmente. No entanto, permite-nos construir solugoes
suaves destas equacoes e explica ainda, porque nao tém, em geral, uma solucao suave
para todos os tempos [2].

A equagao eikonal, postulada por Hamilton em 1827, é uma equagao de HJ esta-
ciondria extremamente importante no estudo de muitos fenémenos da Fisica [5]. Mais
recentemente, dada a grande aplicabilidade desta equacao em problemas de visao com-
putacional, processamento de imagem, controlo 6timo, entre outros, tem sido crescente o
interesse que a procura de solucoes tem tido e, nesse sentido, tém surgido varios métodos
de resolucao em que as carateristicas, e o que estas representam, tém um papel impor-
tante. Dois exemplos de métodos recentes, sao um método iterativo apresentado por
Jahanandish em [12] e um método numérico apresentado por Zhao em [21].

Neste trabalho, pretendemos apresentar um estudo das equacoes de Hamilton-Jacobi

nos dominios da matematica pura e suas aplicagoes. Durante o texto, inspirdmo-nos na



ideia de desvendar o percurso do nosso estudo. Este trabalho comega por apresentar
no Capitulo 1, algumas nocoes essenciais da teoria das equagoes diferenciais parciais.
Nesse capitulo, é ainda apresentado um procedimento através do qual se inscrevem os
pontos (z1, s, ,x,), de uma curva contida em R"™, no plano x,, = 0, acompanhado de
um exemplo de aplicacao num problema de valor fronteira que resolvemos no capitulo
seguinte.

No Capitulo 2, apresentamos o método das carateristicas de forma construtiva, a
partir de uma equacao diferencial parcial nao linear na sua forma geral. Mostramos
que no estudo de problemas de valor inicial ou de valor fronteira nos permite construir
solugoes suaves embora, em geral, apenas localmente e demonstramos os resultados sobre
a existéncia e a unicidade de solugoes. Terminamos com a aplicagao do método a resolucao
do problema de valor fronteira que retomamos do Capitulo 1.

No Capitulo 3, abordamos as equagcoes de Hamilton-Jacobi. Comegamos por apresen-
tar a estrutura matematica que carateriza estas equacoes. Tratamos separadamente as
equacoes estacionarias e as evolutivas. Em ambas, aplicamos o método das carateristicas
e mostramos como este método nos leva as equacoes de Hamilton que surgem no calculo
de variacoes e na mecanica, ou mais precisamente, que as equacoes carateristicas para as
equagoes de HJ sao exatamente as equacoes classicas do movimento de Hamilton. Dedu-
zimos formulas para a solucao das equacoes evolutivas, quando associadas a uma condigao
inicial. Resolvemos a equacgao eikonal no contexto da dtica geométrica e dois problemas
de valor inicial para as equacoes evolutivas, ilustrando num caso a existéncia e noutro caso
a nao existéncia de solugao suave para todos os tempos. Encerramos este capitulo, com
uma resolucao do problema de Kepler ou problema de dois corpos, em que se consegue
a integracao das equacoes do movimento pela determinacao de um integral completo da
equagao de Hamilton-Jacobi, cujas carateristicas sao essas equacoes do movimento. Este
processo assenta num teorema que demonstramos.

No Capitulo 4, entramos no estudo da teoria de controlo 6timo. O que fazemos, nao é
um tratamento exaustivo do assunto, mas antes desenvolvemos a teoria em torno de um
problema geral de controle 6timo a partir de um sistema dinamico de dimensao finita,
continuo, descrito por equagoes diferenciais ordinarias. Introduzimos o nosso sistema de

controlo e o problema de controlo 6timo, num intervalo de tempo finito, [¢t,T], com ¢ > 0,



onde pretendemos minimizar um funcional dependente de um termo integral e do estado
final do sistema. Abordamos o problema através do método da programacao dinamica.
Definimos a funcao valor associada que mostramos obedecer as condi¢oes do Principio
de Bellman ou Principio da Programacao Dinamica. A nossa atencao passa, entao, a
focar-se numa equacao de HJ conhecida por equacao de Hamilton-Jacobi-Bellman, que
tem como solugao a funcao valor. A funcao valor, em geral, nao é diferenciavel em todos
os pontos pelo que, nao satisfaz a equacao no sentido classico. Apresentamos, por isso,
a definicao de solucao de viscosidade no contexto da equacao de HJB num problema de
valor terminal e mostramos que a funcao valor é de Lipschitz e que é a tnica solugao de
viscosidade da equacao de HJB. Descrevemos como este resultado nos permite sinteti-
zar o controlo 6timo e resolvemos um problema simples, sem lhe dar qualquer contexto
real, com o objetivo tinico de exemplificar os vérios passos do método da programagao
dinamica. Finalizamos com uma aplicagao deste método na resolucao de um problema
do ambito da medicina. Fister e colaboradores [8, 16], tém desenvolvido técnicas ma-
tematicas para controlar problemas médicos e bioldgicos. Essa pesquisa tem envolvido
a teoria de controlo 6timo aplicada a sistemas de equagoes diferenciais, determinando
estratégias de tratamento com farmacos para minimizar tumores. No artigo Optimal
Control Applied to Cell-Kill Strategies [16], Panetta e Fister apresentam a modelagao
de trés tratamentos de quimioterapia e determinam, usando a teoria de controlo 6timo
aplicada a equacoes diferenciais ordinarias, as estratégias 6timas do respetivo tratamento
mediante dois funcionais objetivo diferentes. Investigamos um desses modelos de trata-
mento através da aplicacao do método da programacao dinamica. Concluimos que os
resultados obtidos através da aplicacao deste método coincidem com os resultados obti-

dos pelo método, diferente, usado em [16].






Capitulo 1
Equacoes diferenciais parciais

Neste capitulo, faremos uma revisao muito breve de algumas nogoes da teoria das equagoes
diferenciais parciais em geral. Referimos apenas o que consideramos essencial para a
compreensao do que vamos expor nos capitulos seguintes. Estas e outras nog¢oes adicionais

podem ser vistas em [6], [10] e [17].

1.1 Nocoes basicas

Consideremos uma funcao u : U C R” — R, onde U é um conjunto aberto.

Denotamos por:

Uy, © = 1,...,n, a derivada parcial, %, de u;
2
.. . . 2
Ug,z;, 1, ) = 1,...,n, a derivada parcial de segunda ordem, %, de u;
® J
Du, o gradiente,(uy,, ..., u,, ), de u;

DFu representa todas as derivadas parciais de ordem k, de u. Por exemplo, se k = 2,

Pu 02w
Bw% O0x10xn
0%u . 9%u
O0zn0z1 ox2
Um vetor da forma o = (ay,...,a,), onde cada componente a;, ¢ = 1,...,n, é um

inteiro ndo negativo, é dito um multi-indice de ordem |a| = a3 + ... + ay.

Dado um multi-indice «, definimos

loday (22
D%u(x) : 0u(z)

— — A% Qn,
I o5l ... 0p .

>



Uma equagao diferencial parcial (EDP) descreve essencialmente, uma relagdo entre
uma funcdo desconhecida, de n > 2 varidveis independentes, u = u(zy, T2, -+ ,%,) €, pelo
menos, algumas das suas derivadas parciais ou, somente, entre derivadas parciais de .

Para representar uma EDP na sua forma mais geral escrevemos
F(D*u(z), D" 'u(z), -+, Du(z),u(z),z) = 0, (1.1)

onde x = (x1, -+ ,x,) € U sendo U um subconjunto aberto de R", F' é uma fungao dada
ewu:U — R é a fungao desconhecida.

A ordem de uma EDP define-se como sendo a maior ordem das derivadas envolvidas
na equagao. Assim, se a maior ordem das derivadas envolvidas em (1.1) for k, a equagao

diz-se de ordem k. Por exemplo, em U C R?, a equacao
T1Uy, — Toly, = Sin(T123)
diz-se de ordem 1 ou de primeira ordem, enquanto a equagao
Uy zq + Ugozy = 0

diz-se de ordem 2 ou de sequnda ordem.
Representaremos, portanto, uma equacao diferencial parcial de primeira ordem, na

sua forma mais geral, por

F(Du(z),u(x),z) =0. (1.2)

Uma outra classificacao das equacgoes diferenciais parciais é a que as diferencia entre
equagoes lineares e nao-lineares. A equagao (1.1) é dita linear se F' é uma fungao linear
da funcao desconhecida u e suas derivadas. Caso contrario, a equacao diz-se nao-linear.

Por exemplo, em U C R?, a equacao

Upy + Uy, —2 =10

[©N

linear, enquanto a equagao

Uy Ugy, — U =0

nao linear.

[©N

As equacoes diferenciais parciais nao lineares distinguem-se ainda quanto ao tipo da

sua nao linearidade. Dizemos que a EDP (1.1) é:



1. Semilinear, se tem a forma
Z ao(2)Du(x) + ag (D" 'u(), -, Du(z),u(z),z) = 0.
la|=k
Exemplo 1.

Ug gy + Ugyay — u” = 0.

2. Quasilinear, se tem a forma
Z o (D*u(z), -+, Du(z),u(z),z) D*u(z)+ao (D* u(z), -+, Du(z),u(z),z)
la|=k
Exemplo 2.
(3xe — 2u)uy, + (U — 321) Uy, — 221 + 22 =0

3. Totalmente nao linear, se I’ é nao linear em relacao as derivadas parciais de maior

ordem envolvidas na equagao.

Exemplo 3.

ur +ul —1=0.

z1 2

Nem sempre é possivel determinar a solucao geral de uma EDP mas quando se con-
segue determind-la, esta envolve, na maioria das vezes, fungoes arbitrarias das varidveis
independentes existindo, por isso, um grau de generalidade muito grande em relacao a
forma da solucao. A fim de obtermos uma solugao tinica temos de suplementar a equagao
com condigoes adicionais. A equacao diferencial parcial em consideracao e as condigoes

a ela associadas podem formar um dos seguintes problemas:

e Problema de valor inicial ou de Cauchy: Quando a equagao (1.1) estd associada uma
condicao que fixa uma das varias variaveis independentes envolvidas na equagao,
impondo o valor da solu¢ao u e/ou das suas derivadas parciais em relagdo a essa
variavel como funcao das outras variaveis. A uma condicao desta forma chamamos
condicao inicial.

Ezxemplo:

Ug, + Upy =2, em R?

($1)2

u(zxy,0)

~J

0.



e Problema de valor fronteira: Quando a equagao (1.1) esta associada uma condigao
sobre o valor da solu¢do u e/ou das suas derivadas na fronteira de U, 0U C R".
A uma condicao com esta forma chamamos condicdo fronteira ou condi¢do de con-
torno.

Ezxemplo:

Up Uzy —u =0, em U={(zr1,15) € R*: 2y >0}

uw(ry, z9) = (22)? em OU = {(z1,22) € R? : 2y = 0}.

e Problema misto: Quando a equacao (1.1) estdo associadas condigOes iniciais e
condicoes fronteira.
Ezxemplo:

;

g — @ (Up, + Up,) =0, em U x (0,+00)

u(zy,12,0) = f(x), em (a1,29) €U

u(ry,w9,t) =0, em (zy,29) € Ut >0,
\
onde U é um aberto limitado, U é um sélido cujo interior é U, o é uma constante

positiva e f é uma funcao conhecida.

Existem muitas interpretacoes da nogao intuitiva de que uma solucao da equacao (1.1)
é uma funcao u que satisfaz a equacao. A discussao em torno deste assunto é extensa e
nao faz parte do nosso trabalho. Sobre este assunto, sugerimos ver [6] ou [11]. A definigdo
mais intuitiva de solucao ¢ a de solugao classica que apresentamos, a seguir, para uma

equacao diferencial parcial de ordem k.

Definigao 1. Uma fun¢do u diz-se ser uma solugao cldssica da equagao (1.1) sobre o

conjunto U C R™ se:
1. u é uma funcao C* em U;
2. u satisfaz a equagao.

Nas condicoes da definicao anterior, a fungao u diz-se ser a solu¢do geral da equagao
se englobar todas as solugoes da equagao sobre o conjunto U, ou uma solu¢ao particular

da equacao quando se especifica u mediante uma condicao particular.



1.2 Procedimento para achatar a fronteira

Considerando uma curva contida em R", entendemos por “achatamento” dessa curva,
o processo que leva a inscrigao dos seus pontos (z1,--- ,x,) no plano {z,, = 0}. Num
problema de valor fronteira, as variaveis podem ser alteradas adequadamente de modo
a “achatar” a parte da fronteira em consideracao, transformando-o noutro problema
em que a EDP mantém o seu tipo quanto a linearidade. A vantagem dessa mudanca
de varidaveis é que ela concede, na resolucao do problema, a simplificacao de calculos
relevantes, enquanto que a conversao da solucao obtida na solucao do problema original
é muito simples. Nesta seccao, descreveremos e exemplificaremos este processo.
Consideremos o problema de valor fronteira:

F(Du,u,z) =0, em U CR"
(1.3)

u(z) =g(x) em I CIU,
onde g : I' = R é uma func¢ao conhecida.
Comecemos por fixar um ponto qualquer z° de U e escolher r e v de acordo com a

definicao seguinte:

Definicao 2. Dizemos que OU é C* se, para cada ponto 2° € U, existe r > 0 e uma
funcio CF, v : R"' — R, tal que, renomeando e reorientando se necessdrio 0s €iros

coordenados, temos

UNB(2'r)={z e B’ r): z,>y(x1,...,3,21)}

e
oUNB(°,r)={w e Ba’r):z, =~(x1,...,201)} .
Definamos agora, duas aplicagoes ¢ : R* — R"™ e ¢ : R" — R" por, respetivamente:
(
, Y = T, 1=1,....,n—1
¢*(x) = (1.4)
(Yo = Tn — Y(x1, .o Tpy), P=m
e

i Ti =Y, 2:1,,n—1
V(y) = (1.5)
\CCn = Yn +7(y17 .- 7yn—1)7 L=n.




Podemos entao escrever y = ¢(z) e x = 1 (y) o que implica ser ¢ = ¢)~!. Sendo assim, ¢
e 1 sdo aplicagdes injetivas e ¢(x1,...,2,) = (Y1, ..., Yn—1,0), para (z1,...,x,) € OU na
vizinhanca de 2°. Desta forma, os pontos de U préximos de 2° passam a estar no plano
{z,, = 0}. Seguimos agora com a consequente transformacao do problema (1.3).

Dada qualquer funcao v : U — R, podemos escrever

e definir

v(y) = u(P(y), yeV (1.6)

u(r) =v(gp(x)), =xe€U. (1.7)

Em particular, se u ¢ uma solugao C* do problema (1.3) em U, atendendo a (1.7) temos

que
U, () = Y 0y, (G20, i=1,...,n.
m=1
Ou seja,
Du(z) = Do(y)D¢(x),
onde
1 - 1
1 Tn
D¢ =
noo g

Entao, a EDP do problema (1.3) implica
F(Du(x), u(z), z) = F(Dv(y)D(¥(y)), v(y), ¥(y)) = 0,
que podemos escrever na forma
G(Dv(y),v(y),y) =0, em V.

Além disso, v(y) = u(¥(y)) = g((¥(y)) = h(y) na fronteira A = ¢(I") de V.

Passamos, entao, a ter o problema seguinte:

G(Dv,v,y) =0 em V

v(y) =h(y) em A COV.

10



Deste modo, a solu¢ado u do problema (1.3) serda dada por (1.7), sendo v a solugdo do

problema (1.8).

Exemplo 4.
Consideremos o problema:

uz +ui, —1=0 em UCR? 19)
u(ry,z2) =1 em I C U,

com I' = {(z1,79) € R? : z9 = 271 }.

Comecemos por inscrever os pontos de I' na reta x5 = 0. Para isso, fixemos um ponto

2% = (29,229) € T e definamos a fungao
v:R— R

v(x1) = 2.
Observemos que 7, assim definida, respeita a Definicdo 2. Agora, atendendo a (1.4) e
(1.5), definamos as seguintes aplicagoes:

¢:R? — R?

(1, 22) — (Y1, Y2) = (21, 22 — 227)

b R? —s R?
(y1,y2) — (21, 22) = (Y1, Y2 + 2u1),

que sao injetivas por serem a inversa uma da outra.
Consideremos agora um ponto z € AU numa vizinhanca de 2°. Podemos escrever
x = (x1,2x1) e temos ¢(z) = ¢(x1,2x1) = (v1,0). A aplicagdo ¢ transforma, portanto,
d da f i izinh de 2° b
cada ponto da Ironteira pertencente a uma vizinhanca de x° num ponto sobre a recta

x9 = 0. Passemos agora as consequentes transformagoes no problema. Tomemos, em

V = ¢(U), a fungao

U(yhyz) = U(w(yl,yﬁ) = u(ylay2 + 291), (3/1,92) eV.

11



Entao, atendendo a definicao de ¢ e ¢,

w(xzy, o) = v(Pp(x1,12)) = v(x1, 9 — 221), (21, 29) € U.

Calculemos a seguir,

Uy, (T1, T2) = vy, (T1, T2 — 221) — 20y, (21, T2 — 221)

Ugq (l’l, IQ) = Uyz(.f(fl,l'Q — 2:171)

Atendendo a (1.11) e (1.12), a equagao
uwi +ul, —1=0 em U

passa a escrever-se,

vzl — vy, vy, + 51}52 —1=0 em V.

Ja por (1.10), a condicao inicial
w(ry,z2) =1 em {(l’l,l’2> eER?: xy = 2x1} c oU
passa a escrever-se,
vy, ye) =1 em  {(yi,y2) ER?:yp =0} C V.
Deste modo, passamos a ter o problema,

vy — 4vy, vy, + 50, —1=0 em V CR?

v(y,y2) =1 em  {(y1,42) € R* 1y = 0} C 9V.

(1.10)

(1.11)

(1.12)

(1.13)

A equagao de (1.13), é uma equagao diferencial parcial de primeira ordem nao linear,

tal como a equacao de (1.9). Retomaremos este problema no préximo capitulo, com a

pretencao unica de exemplificar a aplicacao do método das carateristicas entao exposto.

Retomaremos ainda o problema na forma (1.9) no Capitulo 3, quando aplicarmos o

método das carateristicas as equagoes de Hamilton-Jacobi.
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Capitulo 2

O método das carateristicas

O método das carateristicas é uma abordagem cléssica para o estudo de equacgoes diferen-
ciais parciais de primeira ordem, em particular para o estudo das equagoes nao lineares.
A construgao do método que vamos apresentar segue as ideias expostas em [6]. Esta ex-
posicao do método tem a particularidade de nao exigir nenhuma perspetiva geométrica e
de lidar diretamente com o tipo de equagoes de interesse no nosso estudo, as equagoes nao
lineares de primeira ordem, em exclusivo, as equacoes de Hamilton-Jacobi. Além disso,
embora nao nos dediquemos aqui por nao ser necessario ao propoésito do nosso estudo, tal
abordagem permite aplicar o método ao estudo de equacoes lineares sem que se tenha de
tomar algum intento excecional.

Consideremos o problema seguinte:

F(Du,u,z) =0, em U

u(z) =g(x), em I CIU,

onde a equacgao

F(Du,u,z) =0, (2.2)

representa uma EDP nao linear de primeira ordem definida num conjunto aberto U C R"”

e a relacao
u(z) = g(z), (2.3)
sendo ¢ : I' = R uma funcao conhecida em I' C OU, representa a condicao fronteira

associada a equagao (2.2).
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O método das carateristicas leva-nos a construcao de uma solu¢do do problema (2.1),
pelo menos numa vizinhanga de I'. A estratégia deste método resume-se em obter os
valores de u ao longo de uma curva que parte de um ponto z° de I', através da resolucao
de equacoes diferenciais ordinarias que descrevem a evolucao de u e de Du ao longo dessa
curva. Em geral, a evolu¢ao de Du depende das segundas derivadas de u. Uma das
particularidades mais interessantes deste método é que, pela escolha cuidadosa da curva,
os termos que envolvem derivadas de segunda ordem desaparecem e obtemos um sistema
de equagoes diferenciais ordindrias de primeira ordem (EDOs carateristicas). A resolugao
desse sistema com as condigbes iniciais adequadas (ternos admissiveis nao carateristicos)
fornece-nos os valores de u nos pontos da curva. Tomando diferentes pontos numa vizi-
nhanca de z° contida em I', as curvas que partem de cada um desses pontos, tomadas
em conjunto, cobrem uma vizinhanca de 2° contida em U. Assim, conhecidos os valores
de u ao longo de cada uma destas curvas, ficam conhecidos os valores de u em todos os

pontos dessa vizinhanca.

2.1 EDOs carateristicas

Comecemos por assumir que no problema (2.1), as fungoes F' e g sao pelo menos C?.
Com base no exposto na Seccao 1.2 consideremos, sem perda de generalidade, que I' é
uma curva plana, encontrando-se no plano {z,, = 0}. Pretendemos encontrar uma curva
contida em U ao longo da qual consigamos calcular u. Vamos supor que a curva que

procuramos ¢ a curva representada parametricamente por

w(s) = (Wh(s),...,w"(s)), (2.4)

com s percorrendo algum subintervalo de R e também que u é uma solucao de classe C?

da EDP (2.2). Escrevemos entao,
F (Du(w(s)), u(w(s)),w(s)) = 0. (2.5)
Definamos agora, o valor de u e do gradiente Du ao longo da curva w(-) por

2(s) = u(w(s)) (2.6)



p(s) = Du(w(s)) (2.7)

onde,
P'(s) = Uy, (w(s)), i=1,...,n. (2.9)

De acordo com estas definigoes, podemos reescrever (2.5) na forma

F(p(s), 2(s),w(s)) = 0.

No que se segue, o ponto denota a diferenciacao com respeito a s. Vamos de seguida

analisar qual a direcao

que devemos assumir de modo a que possamos calcular z(s) e p(s).
Nas condicgoes descritas anteriormente, a derivada total de v ao longo da curva w é obtida

por
w(w(s)) = Zux (w(s))w'(s) = Zp"(S)w"(S)-

Calculemos agora, as derivadas totais de p ao longo de w(s), isto é, as derivadas totais das
derivadas parciais u,,, i = 1,...,n. Sendo u de classe C?, possui derivadas de segunda

ordem e, portanto, para cada ¢ =1,...,n, temos

n

P(8) = i, (0(5)) = Yty (w(3))i (5)- (2.10)

=1

Por outro lado, derivando a EDP (2.2) em ordem a z; obtemos a equagao

oF oF OF
Z . (D, u, )y, + %(Du,u, T) Uy, + (%i(Du,u, z)=0
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Agora, por observagao das relagoes (2.10) e (2.11), parece-nos razoavel assumir que se

verificam as equacgoes

Wi (s) = %(p(s),z(s),w(s)), j=1,...,n, (2.12)

ou, em notacao vetorial,
w(s) = DyF(p(s), z(s),w(s)). (2.13)
Mostraremos de seguida que, verificando-se (2.13), conseguimos de facto determinar p(-)

e z(+).

Teorema 1 (Estrutura das equagoes carateristicas). Seja u € C*(U) uma solugio da
EDP nao linear de primeira ordem (2.2) em U.

Se w(+) resolve a equagao (2.13) onde p(-) = Du(w(+)) e z(+) = u(w(-)), entao p(-) resolve
a equacao

p(s) = =DuF(p(s), 2(s), w(s)) — D=F(p(s), 2(s), w(s))p(s) (2.14)

e z(+) resolve a equagao
i(s) = DpF(p(s), 2(s), w(s)) - p(s), (2.15)
para todo o s € R tal que w(s) € U.

Observagao 1. Em D,F(p(s),z(s),w(s)) - p(s) e nas situagoes similares que surjam, -
denota o produto escalar entre os dois vetores em R™.

Demonstragao. Retomemos a relagdo (2.11), agora escrita na forma

; g—g(p(S), 2(s), W(8)) U, (W(5)) = —25 (p(s), 2(s),w(s)) — Z—Z(P(S%Z(S),W(s))p"(s),

(2.16)

de onde podemos remover os termos da derivada de segunda ordem. Para isso, vamos

substituir w’(s) em (2.10) por (2.12) obtendo
’ "~ OF .
ps) = a—pj(p(s),Z(S),W(S))ijxi(w(s)), i=1...,n,
j=1
o que atendendo a (2.16), implica

() = 90 (p(s), (), (5)) — 2 (pls), 2() w5 (), =L




Esta assim provado que p(-) resolve a equagao (2.14). Para mostrar que z(:) resolve a

equacgao (2.15), basta derivar a relagao (2.6) da qual se obtém

=3 D (wls))is () = > (555 (0(5) (), )

onde a tltima igualdade resulta por (2.9) e (2.12).

(2.17)

]

As equagdes (2.14), (2.15) e (2.13) juntas, formam um sistema de 2n + 1 equagoes

diferenciais ordinarias de primeira ordem, designadamente o sistema:

(

(a) p(s) = =DuF(p(s), 2(s),w(s)) = DF(p(s), 2(s), w(s))p(s)
(b)  2(s) = DpF(p(s), 2(s), w(s)) - p(s)

() w(s)=DyF(p(s),z(s),w(s)).

\

(2.18)

O sistema (2.18) é formado por 2n + 1 equagoes diferenciais ordinarias de primeira ordem

a que chamamos equacgdes carateristicas ou sistema carateristico da equagao (2.2). As

solugdes do sistema, p(+), z(:) e w(+), dizem-se as carateristicas da mesma equagao. A

curva w(-) é muitas vezes referida por carateristica projetada com o significado de ser a

projecao das caraterfsticas, (p(-), z(+),w(:)) C R*"* na regiao U C R".

T3

Superficie solugéo

€2

Tz

: \
curva carateristica que parte de 20
Ea

Figura 2.1: Esquema do método das carateristicas.

2.2 Condicgoes iniciais para as EDOQOs carateristicas

Na solugao geral do sistema (2.18) surgem varias constantes arbitrarias. Da teoria das

equagoes diferenciais ordindrias, do teorema da existéncia e unicidade de solugdes [20],
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resulta que impondo condigoes iniciais as equagoes (2.18), as solugoes p(-), z(-) e w(+)
determinam- -se de modo tnico. Visto que, convertemos a EDP do problema (2.1) nas
EDOs (2.18) com o objetivo de, através delas, conseguirmos resolver o problema (2.1),
pelo menos localmente, interessam-nos as condigoes iniciais para p(-), z(-) e w(-) que,
tendo em conta esse objetivo, sejam compativeis com as condicoes do problema. Mais
precisamente, o que agora temos de fazer, é determinar as condicoes iniciais que nos
permitam resolver o sistema (2.18) num ponto 2° € ' C AU e em todos os pontos de
[’ C 9U suficientemente préximos de z°, fazendo a curva w(-) partir de cada um desses
pontos, mas assegurando a referida compatibilidade.

Vamos entao fixar um ponto 2° € T' C 9U e fazer a curva w(-) partir de z°. Antes
de continuarmos, recordemos ter assumido que a curva I' se encontra no plano {z, = 0}.
Assim, estamos a considerar 2° = (x(l), . ,x%_l, O).

Representemos por
p(0) =p°, 2(0)=2" e w(0)=2", (2.19)

as condigoes iniciais apropriadas para as equagoes carateristicas (2.18). Visto querermos

que a curva w(-) parta de 2°, impoe-se que
20 = g(2). (2.20)
Ja a condigao (2.3), implica que
w(zy, .o xpy1,0) = g(x1, ..., 2,-1,0), (2.21)
numa vizinhanga de z°. Diferenciando (2.21) obtemos
Uy, (2°) = g,,(2°), i=1,....n—1

ou seja,
P =g, (2, i=1,....,n—1
Por outro lado, p° = (p?,...,p?) tem também de verificar a EDP (2.2). Impomos entao

a p° as duas condicoes seguintes:

0 0 ~
P =g, "), i=1,...,n—1
(2.22)

F(p°, 2°,2%) = 0.
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As condigbes (2.20) e (2.22) chamam-se condi¢des de compatibilidade e cada terno
(p°, 2%, 2°%) € R**! que as verifique chama-se terno admissivel.

Consideremos agora os pontos y = (y1,...,Yn—1,0) € I' suficientemente préximos de
2%, Tomemos um desses pontos arbitrariamente e facamos a curva w(-) partir desse ponto.

Representemos as condigdes iniciais apropriadas para as equagoes carateristicas (2.18),

por

p(0) = q(y), 2(0)=g(y), e w(0)=y (2.23)

onde, atendendo ao que j4 foi dito, ¢(-) = (¢*(*),...,¢"(-)) tem de ser uma fungiao que
verifique a condigao

1(=°) = p° (2.24)

e, para todo o ponto y € I' perto de 2°, as condicoes de compatibilidade

F(q(y),9(y),y) = 0.

A questao que agora se coloca, é se conseguimos de facto encontrar esta fungao q.

(2.25)

Mostraremos uma condicao suficiente para que esta funcao nao sé exista como também,
seja unica. Preliminarmente, consideremos a defini¢ao de jacobiano e o teorema da funcao

implicita, cuja demonstragao pode ser vista em [13].

Definigao 3 (Jacobiano). Sejam M : R™ — R"™ uma fungio C' e um ponto xy € R".
O jacobiano de M no ponto xq, que representamos por JDM (xq), corresponde ao deter-

minante da matriz formada pelas derivadas parciais de M nesse ponto, ou seja:

Gr(wo) - G (ao)
8a%(ﬂfo) %Afnn (@o)
Sejam, agora, M : R"™™ — R™ uma func¢io C* e (x,p) = (T1,...,Tn,P1,- -, Pm) UM

ponto genérico de R"*™. JD,M (x,p) representa o determinante da matriz formada pelas

derivadas parciais de M em relagcao a p, isto é:

1 1
JD,M (x,p) = : : :
Gt (@,p) o G (,p)
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Teorema 2 (Teorema da fungao implicita). Sejam U um subconjunto aberto de R™ ™™,
M :U C R™™ — R™ uma fungao C*, (2°,p°) € U, M(2°,p°) = 2° e JD,M (2, p°) # 0.
Entao existem um conjunto aberto V.C U com (2°,p°) € V., um conjunto aberto W C R"
com x° € W e uma aplicacao C, g : W — R™, tais que:

(i) 4(z") = p’,

(ii) M(x,q(x)) =2°, x € W

e

(iii) se (z,p) €V e M(z,p) = 2°, entao p = q(x),

(iv) Se M é C* entao q éC*, k=2, ...

Lema 1 (Condicao nao carateristica). Se

By, (p°, 2%, 2%) #0, (2.26)

entdo existe uma solugao unica q(-) de (2.24) e de (2.25) para todo oy € T" suficientemente

prézimo de x°.
O terno admissivel (p”; z°, 2°) que verifica (2.26) diz-se ser um terno nao carateristico.

Demonstracao. Para simplificar a notagao, vamos escrever temporariamente

y:(yla"'ay’rL)eRn’

Comecemos por considerar a funcao M : R" x R® — R”,

M(y,p) = (M*(y,p),..., M"(y,p))
em que,
Mi(y,p) =pi — gz, (y), i=1,...,n—1

M"(y,p) = F(p,9(y),v).

Tendo em vista (2.20) e (2.22), concluimos que
M (2%, p") =0 € R™. (2.27)

Verificamos ainda que JD,M (2°, p") # 0. De facto,

1 0 0

DPM(J:(]?pO) -
0 1 0
Fpl(pOJZ 7.TO) Fpn(p07207x0>
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é uma matriz triangular uma vez que todos os seus elementos acima da diagonal principal
sao nulos. O determinante de uma matriz triangular é igual ao produto dos elementos da

sua diagonal principal. Por conseguinte, temos
JD,M (2°,p°) = F,, (p°, 2°,2°) # 0, por (2.26).

Estamos portanto, em condicoes de aplicar o teorema da funcao implicita que nos garante
existir uma funcao ¢ tal que:
i) g(z") = p°, portanto ¢ resolve (2.24);

ii) Para todo o y, suficientemente préximo de z°,

M(y,q(y)) =0 < %) = gu(y), 1,...,n—1

ou seja, ¢ também resolve (2.25);
ii) Se M(y,p) = 0 para y € I suficientemente préximo de x°, entao p = ¢(y). Tal confere
a unicidade de q. O

Observagao 2. A equagdo (2.18) (c¢) diz-nos que D,F(p(s), 2(s),w(s)) € a velocidade da

curva carateristica w(s). D,F(p°, 2%, 2°) € portanto a velocidade no ponto z° da curva

0

)

w obtida pela resolu¢do do sistema carateristico com as condi¢oes iniciais w(0) = x
p(0) = p° e 2(0) = g(2°). FEsta velocidade representa-se geometricamente pelo vetor
tangente a w no ponto x° que também € ponto de T'. Se v(z°) € o vetor normal unitdrio a
" no ponto x° entao, por definicao, v(z°) é o vetor perpendicular a curva T’ em z°. Assim,
temos D,F(p°, 2%, 2%) - v(2°) = 0 se e somente se a curva w em causa € tangente a T em
2. Tal comportamento ndo interessa ao nosso pPropoésito Porque qUETEMos que as Curvas
carateristicas cubram uma vizinhanca de I'. Entao, a escolha das condicoes iniciais deverd
ser restrita aos ternos (pY, 2%, 2°) que obede¢cam a condigao D,F(p°,2° a%) - v(2°) # 0.
Contudo, no caso em que a curva I' € plana, as coordenadas do vetor v(z®) sao nulas com

excecao da ultima coordenada que em valor absoluto tem de ser iqual a 1 para que o vetor

seja unitario. Dai que, neste caso, a condi¢cao nao carateristica se resuma a condi¢ao

Fy, (0%, 2%,2%) #0.
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2.3 Existéncia de solucao local

Na secgao anterior, provdmos que se (p°, 2%, 2%) é um terno admissivel nao caraterfstico,
existe uma fungao tnica ¢(-) tal que, p° = ¢(2°) e o terno (q(y), g(y),y) é admissivel para
todo o y € I" suficientemente préximo de 2°. Vamos entdo considerar que dado qualquer
um desses pontos y = (y1, - ,Yn-1,0), p(s), z(s) e w(s) sao as solugdes das equagoes
carateristicas (2.18) sujeitas as condigoes iniciais (2.23). Para evidenciar a dependéncia

destas solucoes de s e y, usaremos a seguinte notacao:

(

p(s) =p,s) =pW1,- -, Yn-1,5)

2(s) = 2(y,8) = 2(y1, - - -, Yn_1, S) (2.28)

W(S) = W(y, 8) = w(yla <oy Yn—1, S)‘

\

Nesta secgao, vamos determinar através destas solugoes a funcao u(x) que resolve
o nosso problema (2.1), pelo menos para valores de z suficientemente préximos de V.
Mostraremos nao s6 que a solugao existe mas ainda que, para cada terno admissivel nao
carateristico que se considere, a solugao é tnica.

Com a notagao que acabamos de referir, as defini¢des (2.6) e (2.7) passam a escrever-
se u(w(y,s)) = z(y,s) e Du(w(y, s)) = p(y, s), respetivamente. Se queremos determinar
u(xr) numa vizinhanga de 2V a partir das solugoes (2.28), devemos primeiro garantir
que podemos determinar univocamente y e s em funcao de x nessa vizinhancga. Dito
de outra forma, a aplicacio w(y,s) — =z terd de ser invertivel nessa vizinhanga para
podermos determinar y e s tnicos tais que z = w(y, s). A fim de mostrarmos o préximo
lema, que estabelece a condi¢ao nao carateristica como suficiente para que as condicgoes
atras referidas fiquem garantidas consideremos, a seguir, o teorema da funcao inversa. A

demonstragao deste teorema pode ver-se em [13].

Teorema 3 (Teorema da fungao inversa). Seja w : U C R® — R™ uma funcgao C*, a € U
e JDw(a) # 0. Entao existe um conjunto aberto V-.C U com a € V' e um conjunto aberto
W C R" com w(a) € W, de modo que:

(i) a aplicagio w : V — W € injetiva e sobrejetiva,

(11) a fungao inversa w™ W —V éC1,

(iii) se w é C* entdo w™! € C*, k=2
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Lema 2 (invertibilidade local). Se F, (p°, 2", 2°) # 0 entdo existem um intervalo I C R
contendo 0, uma vizinhanca W de 2° em I' C R"! e uma vizinhanca V de 2° em R",

de modo que para cada x € V', existem um unico s € I e um unico y € W, tais que
r=w(y,s).
As aplicagoes que a cada x € V' fazem corresponder s € I ey € W sdo C2.
Demonstracao. Consideremos a aplicacao,
w:R"'xR—UCR"
(y,s) — z.

A aplicacao w é de classe C? dadas as hipdteses anteriores de que u é de classe C? e
de conseguirmos calcular u ao longo de w(y,s). Temos ainda que w(z? 0) = 2. Vamos
provar que se F, (p%, 2% 2% # 0 entao JDw(z" 0) # 0. Consequentemente, podemos
aplicar o teorema da funcao inversa que nos garante o resultado.

A fim de escrevermos a matriz Dw(z?, 0), determinemos as derivadas parciais de w no
ponto (z°,0). Temos

w(y,0) = (y,0), yeTl,

pelo que,sei=1,....,n—1,

Ow’ 0 5ij,j:1,...,n—1
ay-(x’ )=

0, j=mn,

onde d;; representa a funcao delta de Kronecker,

1 se 1=
0 se i#j.
Além disso, a equacao (c) de (2.18) implica
Ow’
g(xo,()) = F,,(p°, 2", 2").
E, portanto,
1 0 Fpl(poaz 71170)
Dw(x",0) =
0 1 Fpn—l(poazovxo)
0 0 Fpn(p07207x0)



Visto tratar-se de uma matriz triangular, o seu determinante é igual ao produto dos
elementos da diagonal principal. Entéao, temos JDw(z° 0) = F, (p", 2% 2% # 0 por
hipétese. O

Acabdmos assim de estabelecer que, para cada terno (p°, 2% 2°) nao carateristico,

w(x®, s) é localmente invertivel. Podemos, portanto, definir de modo tnico, para x

préximo de 2°, duas fungoes y(z) e s(x) tais que

w(y(z), s(x)) = . (2.30)
Definimos entao

(2.31)

e s6 nos falta mostrar que, com esta defini¢ao, u(x) resolve de facto o problema (2.1) em

VcU.

’

Teorema 4 (Teorema da existéncia local de solugoes). A func¢do u definida em (2.31) €
C? e resolve a EDP
F(Du(z),u(z),z) =0, x€V,

associada a condi¢ao fronteira
u(z) =g(x), zel'nW

Demonstracao. A ideia da prova traduz-se em dois momentos: no primeiro mostraremos
que, para u e p definidas como em (2.31), F(p(z), u(z), z) = 0 e, no segundo, mostraremos
que p(r) = Du(zr). Esta tltima igualdade implica que u ¢ de classe C? e, além disso,

atendendo ao primeiro momento, mostra que u resolve a equagao F(Du(x),u(z),z) = 0.

1. Comecemos por fixar y € T' préximo de z° e resolver (2.18) e (2.23), para

p(s) = p(y, 5), 2(s) = 2(y, s) e w(s) = w(y, ).

Vamos mostrar que se y € I' é suficientemente préximo de z°, entao

fly,s) =F(ply,s),2(y,s),w(y,s)) =0, seR (2.32)
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Para maior leveza do texto, omitiremos a escrita dos pontos de referéncia,

(y, s), sempre que tal ndo cause ambiguidade.

(p(y,s), 2(y,s),w(y,s)) e

Pela condic¢ao de compatibilidade (2.25) observamos que

f(y,0) = F(p(y,0), 2(y, 0),w(y, 0)) = Fla(y),9(y),y) = 0. (2.33)
Além disso,
of = OF i(
oW s) = 2 o7 W:8) + 5. +Z w
Substituimos, nesta equagao, p’/, 2 e &’ pela respetiva relacio dada por (2.18).
Obtemos
of " JF [ OF oF
~-(y,8) = . (——— p]) —p ( )
Os ; Op; \ Ow; p= « Op; Z < Ow; \ Op;
oF oF :
- 35 (5 5) - (a@*#)
e portanto,
af B
%(ya 5) =0.

Tal resultado implica que f(y,s) = F(p(y, s), 2(y, s),w(y, s)) seja constante. Aten-

dendo a condicao (2.33) essa constante tem de ser 0. Portanto,

F(p(y, s), 2(y, s),w(y, s)) = 0.
e (2.32) concluimos que

Atendendo agora ao Lema 2 e as condigoes (2.30), (2.31)

F(p(z),u(z),z) =0, zelV.

2. Vamos mostrar agora que

p(z) = Du(x), =z € V. (2.34)
Para isso, vamos estabelecer primeiro que para s € [ ey € W,
0z "L 0xd ,
&(ya S) - Z g(?ﬁ S)p] (y7 S) (235)

j=1
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851}]

y,s), i=1,....,n—1. (2.36)
As equagoes carateristicas (b) e (c) de (2.18) dao-nos a relagao

2(y,s) = w(y,s) - ply,s)

que, tendo em mente z = w(y, s), corresponde a (2.35).

Fixemos agora y € I' e, para i € {1,...,n — 1}, definamos

A nossa ideia é estabelecer (2.36) mostrando que r(s) = 0.

Comecemos por observar que
; 0z " Ox) : ;
r'(0) = 8—%(%0) - ; a—%(y,O)pJ(y,O) = 0u:(y) — ¢'(y) =0,

atendendo a condic¢do de compatibilidade (2.25).

Calculemos a derivada de r em relagao a s. Obtemos assim a relacao
, 0z " (07 OpF DT
(s) = — — ) 2.38
#(s) 0y;0s 321 (8% ds + ayz-asp]> (2.38)

Para simplificar esta expressdo, vamos diferenciar primeiro a igualdade (2.35) em

relacao a y;. Assim

0%z " (027 OpF 9Pl
= —_— ) 2.
0s0y; ( ds Oy; + 888yipj) (2.39)
E agora, substituimos (2.39) em (2.38). Obtemos
g B (07 op 9% . "\ [0z op DT
i) = Z_; (E% * asayipj) - 2_: (8.%- 95 ayiasp])
g (orow_osiop
N j_ ds Oy;  Oy; Os
oF 8p’ or! (OF OF
= — 2.40
; [8]93 0y, ayZ (fhﬂ ﬂ)} (240)
Tendo a ultima expressao resultado das igualdades
0y  OF
295~ aw 37
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Zn: oz’ OF
=
= 0s op’
estabelecidas a partir das equagbes carateristicas (2.18) (a) e (c) respetivamente.

Diferenciemos (2.32) em relagao a y;. Obtemos

ayl = apf 83/ 82 8y2 8:1:9 dy;

ou seja,

(2.41)

- 8F8pj+8_F8xj __8_F8z
- opi Oy;  Oxd Oy; ) Oz Oy;

j=
Voltemos a igualdade (2.40), que aqui reescrevemos na forma

i\ N~ (OFOp OF 0x? OF 027
#le) = Z (8pﬂ Y; - Ox! Dy, - 0z 8yip]) 7

j=1

e empreguemos nela a relacao (2.41). Ficamos com

y < OF 0z  OF 027
o) = Z( 9z by, 02 8y¢p]>

7j=1
OF o’
S0z (; o~ 83/@)
oF
= =57 ‘(s), por (2.37).

Mas entao, r(s) resolve a equacao diferencial linear de primeira ordem de coefici-

entes constantes

oF
i (s) + 5" “(s)=0
com a condi¢ao inicial associada
r(0) = 0.

Para a resolver, multiplicamos ambos os membros pelo fator integrante e/ Grds o
passamos a ter a equacao equivalente % ( ‘(s )ef 5= ds) = 0, que podemos integrar
obtendo 7#(s)e/ 5295 = |, com k constante. Através da condigio inicial, r'(0) = 0,

ds

. oF ,
determinamos k = 0. Dado que o fator e/ =% nunca se anula concluimos que

ri(s) = 0 para i = 1,...,n — 1, qualquer que seja s € R. Fica assim provada a
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igualdade (2.36).
Finalmente, vamos aplicar (2.35) e (2.36) para provar (2.34).
De (2.31) consideremos u(z) = z(y(x), s(x)) e determinemos a sua derivada.

Para j =1,...,n, temos

ou 0z Oyt 0Oz Os
oz, Z Dy 0a7 05 0a

- Z <Z kayz> e (Z w9 ) 8, por (2.36) e (2.35)

com d;;, definido como em (2.29). Temos entao,

o A
2y, paraj=1,...,n,
0z

ou seja,

]

Mostrdmos que dado um ponto x° € T', para cada terno (p°; z°, 2°) nao carateristico,
podemos escolher uma vizinhanca V' C U onde existe uma solucao u de classe C? que
resolve o problema (2.1) nessa vizinhanga. Da unicidade da fun¢ao ¢ dada pelo Lema 1 e
da invertibilidade dada pelo Lema 2 concluimos, ainda, que essa solugao é tinica. Porém,
se nao existir nenhum terno admissivel nao é possivel aplicar o método. Por outro lado,
se existirem varios ternos nao carateristicos encontramos diferentes solugoes, correspon-
dendo cada uma a cada terno escolhido. Também nada podemos dizer, em geral, sobre a
existéncia e unicidade de solucao correspondente a ternos admissiveis que nao obedecem a
condicao nao carateristica. O método das carateristicas sé funciona enquanto a aplicagao
r — w(a®, s) for invertivel. A perca de invertibilidade local pode ser interpretada como
a intersecao de carateristicas projetadas. Em principio, o método das carateristicas nao

nos diz nada sobre a solugao local para além desta intersecao.
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2.4 Aplicacao do método a equacao eikonal
Voltemos a considerar o problema do Exemplo 4:

uz +uz, —1=0, em UCR?
(2.42)

u(ry,z2) =1, em I CIU,

com I' = {(z1,25) € R? : 25 = 22, } que, mediante transformagoes adequadas que visaram

o “achatamento da fronteira”, transformamos no problema

v: —dvy v, +502 —1=0, em V CR?
Y1 Y1y Y2 (2‘43)

U(yby?) :17 em A:{<yluy2) GRQ :yQIO} C ov.

Agora propomo-nos a:
e Resolver o problema (2.43) pela aplicacdo do método das carateristicas;

e Determinar a solugao do problema original (2.42) através da solucdo encontrada

para o problema (2.43).

1. Sistema carateristico.

Por, respetivamente, (2.4), (2.7) e (2.6), passamos a escrever:

2(s) = v (w'(s),w?(s)).

Assim, atendendo a equagao do problema (2.43),
G(p(s), 2(s),w(s)) = (p'(5))" = 4p" (5)p*(5) + 5(p*(s))* = 1 = 0. (2.44)
Resultam entao os calculos:
D,G(p(s), 2(s), w(s)) = (0,0),

D,G(p(s), 2(s),w(s)) = (2p'(s) — 4p*(s), 10p?(s) — 4p'(s))
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D.F(p(s), 2(s),w(s)) = 0

com os quais as equagoes do sistema carateristico (2.18) se concretizam em:

(a) (B'(s),p*(s)) = (0,0), (2.45)

Ou seja,

(b) (s) = (2.46)

2. Condicoes iniciais.

Fixemos um ponto da fronteira 2° = (z2,0). As condigoes iniciais (2.19) para o

nosso problema sao:
o 20 =w(0) = (w(0),w?(0)) = (z9,0), por fazermos w(-) partir de 2° € T’;
e 20 =2(0) =1, por (2.20);
o = (p%,p9) = (p*(0),p*(0)) tem de verificar as condigdes (2.22). Entao,
P =0 P =0

(B9)* — 4ppd + 5(p3)? — 1 =0 Py =+—.

30



Temos, portanto, dois ternos admissiveis:

((o, ?) .1, (x?,o)) (2.47)
((0, —?) 1, (ﬁ;,o)) . (2.48)

Observacgao 3. Este exemplo mostra-nos ainda que o vetor p° que verifica (2.22)

nao tem de ser unico.

. Ternos nao carateristicos.

Verifiquemos a condigao nao carateristica

Gp, (po, zo,xo) = —4p[1) + 10p8 # 0.

Gy, <<0£§> 1, (x?,o)> — +2/5,

ambos os ternos admissiveis, (2.47) e (2.48), sdo nao carateristicos.

Como

. Solugao.

Integremos as equagoes do sistema (2.46). Obtemos

(

(@) p'(s) =CLApP*(s) = Cy
(b)  2(s) = 2s + Cy

(c) w'(s) = (20) —4Cy)s + Cy Aw?(s) = (10Cy — 4C)s + Cs,

\

sendo C;,7 = 1,...,5 constantes reais.
Agora, através das condigoes iniciais p(0) = (O,j:‘é), 2(0) =1 e w(0) = (2°,0),
determinamos C7 = 0,Cy = :i:‘/Tg, Cs3=1,C,=2%e C5 = 0.

Passamos entao a ter

@ Ps) = 0np(s) = 2L

(b) z(s) =2s+1 (2.49)

(c) w'(s) = ZF%\/ES + 29 A w?(s) = :I:%\/gs.

\
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Fixemos agora um ponto (y,y2) € V suficientemente préximo de z° e facamos

(Y1, 92) = (w'(5),*(s)).

Entao,
4 0 0 2
(0 ZZFE\/ES—i—a:l x5 :?hig?h
0 & 5 (2.50)
Yo = :i:g\/gs s = iﬁ‘%

e a solucao (2.49)(b) passa a escrever-se

vy, y2) = 2(s) = =4 + 1, (2.51)
se considerado o terno carateristico (2.47), ou

v(y1,y2) = 2(5) = ——y2 + 1, (2.52)

se considerado o terno carateristico (2.48).

. Solugdo do problema (2.42).

Recordemos agora a relagao (1.10):
u(xy, ) = v(x1, T2 — 227).

Entao, usando as solugdes (2.51) e (2.52), obtemos respetivamente as duas solugoes
seguintes,

uy s u(zy, o) = ?(azg —2r) +1 (2.53)

|5

ug s u(xy, x9) = —— (9 — 221) + 1. (2.54)

Podemos ainda, a partir das carateristicas (2.50) do problema (2.43), determinar as

. Para isso, basta considerar a relagao

~—

carateristicas respetivas do problema (2.42

(y1,92) = (21, 2 — 211)
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(a) wa

(b) uz

Figura 2.2: Representagio grafica das superficies solugdo (2.53) e (2.54) do problema (2.42). Nas

figuras, a = corresponde x; e a y corresponde .

em (2.50), da qual obtemos

( 4
ry = :Fg\/gs + 2
1 5
4 & Xy = —5% + 5:5(1’ (2.55)
V5

\8 = :I:l—o(l'g — 2$’1)

Podemos entao, observar que as carateristicas sao retas paralelas e portanto, nunca
se intersetam. Tal permite concluir que as solugoes u; e uy resolvem a equacao do

problema (2.42) em todos os pontos de U C R2.

Observacao 4. Encontra-se em [17], uma apresentacdo diferente da resolucdo deste

problema, cuja equagao envolvida é conhecida por equagao eikonal. Este problema tem um
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significado fisico interessante a que nos dedicaremos mais adiante (Cap.3, Subsec.3.1.2.).
Aqui, quisemos focar a nossa atencao apenas nos procedimentos inerentes a aplicacdo do

método das carateristicas.
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Capitulo 3

Equacoes de Hamilton-Jacobi

Consideremos a equagcao diferencial parcial de primeira ordem, nao linear, escrita na sua

forma geral,

F(xy,.. .., U Uz, ... Uy, ) =0. (3.1)
Se aumentarmos artificialmente o nimero n de variaveis independentes para n + 1, a
equacao (3.1) pode ser escrita na forma

F=ug,  +H (1, .. T Tpi1,Usgys - Uy, ) =0,

passando assim, a apresentar-se como uma equacao linear em relacao a u,,., mas que,
ja nao depende explicitamente de u. Apresentamos aqui como proceder para obter esta
transformagao segundo Courant e Hilbert em [4].

Comecemos por introduzir, v = x,,1, como uma variavel independente e expressar

implicitamente, uma familia de solugoes, u = ¥ (xy, za, . .., Ty, ¢), na forma
¢(x1, T2, ..., Tp,Tyr1) = ¢, ¢ constante.

Entao, assumindo ¢, ., # 0,

1 0 0

(¢x17' . ~¢xna¢xn+1) - 6<:>
1 0
gy oo Uy, Ug,
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S (Guy + Gunir Uy -+ s B + Bunyr U, ) = 0.

Entao,
P
Uy, = ———, i=1,...,n. (3.2)
¢xn+1
Podemos substituir em (3.1) uw por z, 41 e, parai = 1,2,...,n, u,, pelo segundo membro

da relagao (3.2). Escrevemos entéo,

F (ml,...,xn,xn+1,— 2 .. Don ) =0.

—_— =
¢$n+1 ¢In+1

Assim, obtemos para a nova funcao desconhecida ¢, uma equacao que nao depende ex-

plicitamente de ¢. Passemos entao a escrevé-la na forma

F= G(ml,...,xn,xnﬂ,(bml,...,(éxnﬂ) = 0.

Supondo G, . # 0 e assumindo a equagao anterior resolvida em ordem a ¢, ,, podemos
n

escrever

¢zn+1 = h(a:la e 7xn7xn+17¢x17 s 7¢In) .

Se em vez de ¢ escrevermos novamente u, podemos, sem perda de generalidade, considerar

a equacao de n + 1 variaveis, x1, s, ..., T,11, para a funcao u, na forma

Ugp oy + H (21,0 Ty, T, Ugys - -+, Uy, ) = 0.
Se considerarmos z,41 = t, © = (21,...,2,) ¢ Du = (Ug,,...,U,,), podemos ainda
escrever

u + H (Du,z,t) = 0.

As equacoes diferenciais parciais com esta estrutura matematica, dizem-se equacoes
de Hamilton-Jacobi. Estas equacoes podem classificar-se em estaciondrias ou evoluti-
vas, consoante dependem ou nao da varidvel ¢t que representa o tempo. Com o 1nico
proposito de tornar mais clara a determinagao das equagoes carateristicas, trataremos
separadamente as equacgoes evolutivas e as equacoes estacionarias. No entanto, como fa-
cilmente se deduz, as equacoes estacionarias pertencem a familia das equagoes evolutivas

quando considerado u; = 0 e a fungao H nao dependente da variavel t.
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3.1 Equacoes Hamilton-Jacobi estacionarias

3.1.1 Carateristicas

Uma equacao de Hamilton-Jacobi estacionaria representa-se na sua forma mais geral por
H(Du(x),z) =0, (3.3)

onde z € R", Du = (uy,, " ,ug,) € H: R" = R ¢é uma fungao pelo menos C* conhecida
e muitas vezes referida por hamiltoniano da equagao.

Retomemos do exposto no Capitulo 2, as aplicagdes w(s), p(s) e z(s) definidas como
em (2.4), (2.7) e (2.6), respetivamente, e as equagoes carateristicas (2.18). Como na

equagao (3.3) o hamiltoniano ndo depende de u, temos

H.(p(s),w(s)) = 0.

As equagoes carateristicas passam, entao, a escrever-se:

;

p(s) = —Hu(p(s), w(s))

2(s) = Hp(p(s),w(s)) - p(s) (3.4)

A funcao z(-) ndo aparece envolvida no segundo membro de nenhuma das equagoes cara-
teristicas, pelo que a determinacao de z(-) é imediata ap6s encontradas as solugoes p(-) e

w(+) do sistema

(3.5)
w(s) = Hy(p(s),w(s)).

As equagoes (3.5) sao justamente as equagoes do movimento de Hamilton da Mecanica,

conhecidas por equagoes de Hamilton [6].

3.1.2 Equacao eikonal

De forma geral, a equacgao eikonal pode escrever-se:
[ Du(x)|| = n,
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onde x € R?, Du(x) representa o vetor gradiente da fungao escalar u(z), ||-|| representa
a norma euclidiana e n o indice de refracao, que se define como sendo a razao entre
a velocidade da luz no véacuo e a velocidade da luz no meio considerado. Trata-se de
uma equacao de Hamilton-Jacobi estacionaria. A equagao eikonal pode entender-se como
sendo uma aproximagao da equacao de onda, vélida para a propagacao de ondas com
frequéncia infinita, que relaciona o gradiente das superficies de fase constante (frentes de
onda) com a a velocidade de propagagao da onda no meio. Esta derivagao da equacao
eikonal pode ser consultada em [5].

Vamos abordar a equagao eikonal no contexto da ética geométrica, aplicando-a ao
estudo da propagacao de ondas de luz num meio 6tico. Neste meio, as ondas de luz
propagam-se ao longo de raios com uma certa velocidade C(z1, x9,x3) que depende das
varidveis espaciais x1, T3 e 3. Numa fase Gtica constante, as superficies u(zy, x2, v3) = k,
sendo k uma constante, sao chamadas frentes de onda. A fungao u(xq,xs,x3) satisfaz a
equacao eikonal,

wh 4l +ul, =n’(z, e, x3), (3.6)

Co

& o indice de refragao, onde Cy e C' representam respetivamente, a velocidade

sendo n =
da luz no vacuo e a velocidade da luz no meio. Num meio ético homogéneo, o indice de
refragdo nao depende da posigao (x1, 72, z3) e portanto, n?(zy, xs, x3) é constante.
Embora seja uma equacao estruturalmente simples, é relativamente dificil obterem-se
solugoes da equagao eikonal devido a nao linearidade envolvida. No entanto, para uma
equacao de duas dimensoes, associada a uma condic¢ao inicial, conseguem-se obter solugoes

explicitas através do método das carateristicas. Um exemplo disso é o problema (2.42),

cuja equagao envolvida é a equagao eikonal. Consideremos, novamente, esse problema

2 2 _
uy, tuy, =1

u(zy,2xq) = 1,
as retas carateristicas da respetiva equacao,

To = —51'1 + 51‘1

e uma das solugoes, por exemplo,

V5
uy : u(wy, x2) = ?(xg —2x1) + 1.
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No contexto da dtica geométrica, observemos que:

e O indice de refracao ser igual a 1, significa que estamos a considerar o ar como meio
otico. Embora seja um meio material e como tal, a velocidade da luz neste meio
depende da frequéncia da luz, essa velocidade é muito préxima de 3 x 108ms~! ou

seja, da velocidade da luz no vécuo.
e As carateristicas representam os raios de luz;

e As frentes de onda correspondem as curvas de nivel dadas por u(xy,zs) = k, com

k constante.

Assim, no problema que estamos a considerar, os raios de luz propagam-se em linha

reta na diregao do vetor (—2, 1) e as frentes de onda pertencem a familia de retas paralelas
To = 2I1 + \/SUC - 1)

e portanto, (—2,1) representa também o vetor normal as frentes de onda. Assim, con-
cluimos que os raios de luz se propagam em linha reta, que sao normais as frentes de
onda e ainda que a condicao inicial do problema representa uma frente de onda, mais
precisamente, a frente de onda correspondente a reta de equagao zo = 2x;. Obviamente
que chegaremos a conclusoes semelhantes caso consideremos a solugao (2.54).

Tomando estas ultimas consideragoes como motivagao, passemos agora a um caso
mais geral. Consideremos a equacao eikonal a duas dimensoes, com indice de refragao
constante. Ou seja,

ul +ul =n’ (3.7)

Determinemos as equagoes carateristicas desta equagao. Mantendo as notagoes que temos

vindo a adoptar, tomamos
H(p,w) = (p')* + (p°)* = n* =0 (3.8)
e as equagoes (3.5) escrevem-se

PH(s) = 0 A p2(s) = 0 .



de onde se conclui que p'(s) e p?(s) sdo constantes. Consideremos agora conhecidas as
condiges iniciais (w(0),w2(0)) = (23,29), (#(0), 72(0)) = (s, 78) € (0) = 20, apropria-

das para as equagoes carateristicas. Podemos integrar as equagoes (3.9), obtendo

p'(s) = py Ap*(s) = ]

(3.10)
wl(s) = 2pis + 2% A w?(s) = 2pks + ).
Tomemos de (3.4), a equagao
i(s) = DpH(p(s),w(s)) - p(s)
que, para a equagao (3.7), passa entao escrever-se
As)=2(p")" +2(p")" = 20",
Integrando a equacao anterior, obtemos a solugao
2(s) = 2n%s + z (3.11)

e fazendo (x1,22) = (w'(s),w?(s)), para s que verifica (3.10), obtemos
u(zy, xa) = 2(s),

que é a solugao da equacao (3.7) associada as condigbes iniciis dadas.

As curvas de nivel da func¢ao u(zq,x2) podem ser interpretadas como sendo o lugar
geométrico dos pontos com o mesmo tempo de viagem (fase), pelo que as solugoes da
equacao eikonal nao sao mais do que frentes de onda. O vetor Du = (p', p?) representa,
por defini¢ao, o vetor normal & frente de onda u(x1,x2) = k, com k constante. Por outro
lado, observamos em (3.10) que 2(p', p?) é o vetor tangente s carateristicas que repre-
sentam os raios de luz. Isto confirma o facto fisico conhecido (valido também para um

indice de refragao variavel), de que os raios de luz sdo normais as frentes de onda [5].

3.2 Equacoes de Hamilton-Jacobi evolutivas

3.2.1 Carateristicas
Consideremos a equacao de Hamilton-Jacobi representada na sua forma mais geral por
F(Du,us,u,x,t) = uy + H(Du,z,t) = 0, (3.12)
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onde, z € R" t € R, Du = (uy,, - ,Uy,) € 0 hamiltoniano, H : R" — R, é uma fungao
C? conhecida.

Tal como para o caso estaciondrio mantemos, em relagao a variavel espacial x = (z1,--- ,z,),
as aplicagoes w(s) e p(s) definidas por (2.4) e (2.7), respetivamente. Definamos agora

t = w"(s). Para diferenciar o papel de ¢ em relagio ao da varidvel z, passemos a

y(s) = (w(s),w" ' (s)),
2(s) = u(w(s),w"(s)),
w(y(s)) =p" ' (s)

A curva y devera ser tal que

F(Du(y), u(y), u(y),y) =0 (3.13)

ou seja,

F(q,z,y)=p"" + H(p,y) = 0. (3.14)

Determinemos agora as derivadas,
Fq(q) 2, y) = (Fp(qv Z, y)a Fp"+1 (Q) 2, y)) = (Hp(pa y)a 1)7 (315)

Fy(q,2,y) = (F.(q,2,y), Furti(q, 2,9)) = (Hu(p, y), Hont1 (P, y))

FZ(q? Z? y) = O?

que nos permitem escrever as equagoes (2.18) (c), (a) e (b), respetivamente na forma:

(3.16)

P(s) = Hu(p(s), y(s))

P (s) = —Hunr (p(s), y(s))

(3.17)
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d(s) = Hy(p(s), y(s))p(s) +p"(s)

= Hy(p(s),y(s))p(s) — H(p(s),y(s)), por (3.14). (3.18)

Observemos que, em concordancia com o termos definido t = w™*!(s), podemos identi-
ficar o parametro s com o tempo t. De facto, integrando a equacao w™**(s) = 1, obtemos
w"t(s) = s + ¢, com ¢ constante. Tendo agora em vista a condigao inicial w™**(0) = 0,
determinamos ¢ = 0 e passamos a ter a solu¢ao w"™!(s) = s. Por isso, podemos consi-
derar y(s) = (w(s), s) e escrever o sistema carateristico para a equagao (3.12) como se

segue:

2(s) = Hp(p(s),w(s), s).p(s) — H(p(s), w(s), s) (3.19)

Tal como no caso das equagoes estaciondrias, também agora a determinacao de z(-) é
imediata apds determinadas as solugoes p(-) e w(-) das equagoes de Hamilton,

p(s) = —Hou(p(s),w(s), s) (3.20)

3.3 Problema de valor inicial

Nesta seccao, vamos dar continuidade a aplicacao do método das carateristicas na re-
solucao de equacgoes de Hamilton-Jacobi com uma condicao inicial associada.

Comecemos pela equagao de Hamilton-Jacobi na sua forma mais geral. Associemos
a equagao (3.12) a condicdo inicial u(x,0) = g(x) e passemos a investigar a solu¢ao do
problema:

u(x,t) + H(Du(z,t),z,t) =0, (z,t) € R" x [0, +-00] (3.21)

u(z,0) =g(z), zeR™,
onde H e g sao funcoes de classe C2.
Fixemos entao um ponto (z°,0) € T' = R" x {0} e facamos a curva y(s) = (w(s), s)

partir de (2°,0) ou seja, tomemos y(0) = (z°,0). As condigoes iniciais ¢(0) e z(0), que
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verificam respetivamente as condigdes de compatibilidade (2.22) e (2.20), passam agora

a escrever-se

q(0) = (Dg(z"),0)

2(0) = g(2°), (3.22)

sendo Dg = (guy, -+ Ga,, )-

Como, de (3.15), Fn+1(q(0), 2(0),4(0)) = 1, qualquer que seja a equacao de Hamilton-
-Jacobi nao estacionaria que tenhamos em consideragao, todo o terno admissivel é nao
carateristico.

As equagdes de Hamilton (3.20), associadas as condigdes iniciais p(0) e w(0), escrevem-

se agora,
(

p(S) = _Hw(p(s>> w(‘S)? 5)

(3.23)

| p(0) = Dyg(«")
enquanto que z satisfaz Z(s) = H,(p(s),w(s)) - p(s) — H(p(s),w(s)), 2(0) = g(x°). Apds

determinarmos as solugoes w(s) e p(s) de (3.23), integrando a equagao

obtemos

z(s) = /08 (Hy(p(r),w(r),r) - p(r) — H(p(r),w(r),r))dr +¢, c constante,

de onde, para s = 0 resulta 2(0) = ¢. Entdo, atendendo a (3.22), ¢ = g¢(z°) e por-
tanto, podemos determinar os valores da solu¢ao do problema (3.21) ao longo da curva

carateristica w, tomando a seguinte férmula

z(s) = /OS (Hy(p(r),w(r)) - p(r) — H(p(r), w(r))) dr + g(z°). (3.24)

No caso em que o hamiltoniano da equacao sé depende explicitamente de Du e de =,

o estudo ¢é semelhante e obtemos um resultado idéntico.
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Consideremos agora o problema de valor inicial para uma equagao cujo hamiltoniano

s0 depende explicitamente de Du:

u+ H(Du) =0 (z,t) € R" x [0, 400[

(3.25)
u(z,0) =g(z), =e€R,
onde H e g sao funcoes conhecidas de classe C2.
Uma vez que H sé depende de p,
He,(p(s)) = 0.
As equagoes de Hamilton para o problema (3.25) passam entao a escrever-se,
p(s) =0
(3.26)

Entao p é constante e, porque H sé depende de p, concluimos que H,(p(s)) também
é constante. Assim, considerando as condigoes iniciais w(0) = 2% p(0) = Dg(2°) e

2(0) = g(2), as solugdes das equagoes (3.26) sdo

p(s) = Dg(a°)

(3.27)
w(s) = Hy(Dg(a"))s + o
enquanto que,
2(s) = Hy(p(s)) - p(s) — H(p(s)). (3.28)
Agora, por integracdo de (3.28), obtemos
z(s) = /0 H,(Dg(x")) - Dg(2°) — H(Dg(z°))dr + g(z°). (3.29)

Esta solugao depende somente do valor inicial g(z°), o que sugere, mesmo sem assumirmos
a partida a existéncia da solugao u, que podemos usar esta férmula para definir uma
solugao [2].

O problema de valor inicial para a equagao de Hamilton-Jacobi nao tem, em geral, uma
solucao suave que a verifique para todos os tempos t > 0. Apresentamos a seguir, dois
exemplos muito simples onde, através do método das carateristicas, podemos justificar a

nao existéncia e a existéncia de solugao suave para todos os tempos.
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Exemplo 5.

Consideremos o problema de valor inicial

Ut‘i‘%(UI)Q =0

(3.30)
u(z,0) = —22.
Temos entao,
9(2°) = —(a)?
e
H(p) = %pQ
Calculemos,
Dg(z°) = —22°
e
Hy(p) = p.
Assim, as equagoes (3.27) para este problema sao,
p(s) = —22°
w(s) = —22% + 2°
e a condigao (3.29) escreve-se,
(o) = [ 2u0Pdr - (2.
0
que podemos integrar, obtendo
z(s) = 2(2%)?s — (a%)2. (3.31)

Tomando agora, (x,t) = (w(s), s), podemos determinar z° em fungao de z e de ¢, ou seja

t=s s=1
& (3.32)
0 x
r = .
1-2t

Substituindo, em (3.31), z° pela relagao anterior, obtemos a solugao:

x=—2x% + 2°

u(z,t) = z(s)

- , (3.33)




Facilmente verificamos que esta solu¢ao nao é regular em ¢t = % e, embora se observe
que para t > %, a fungao wu, dada por (3.33), continua a verificar a nossa equagcdo, tal
nao se verifica fisicamente [2]. Como podemos observar em (3.32), a aplicagao (x,t) —
(w(s), s) deixa de ser invertivel localmente em ¢ = 1, precisamente o instante em que as
carateristicas se intersetam e a partir desta intersegao, tal como mostramos no Capitulo 2,
o método das carateristicas nao nos diz nada sobre a solucao. Na verdade, a singularidade

de u em t = % propaga-se para valores de t superiores. Para mais detalhes sobre a

propagacao de singularidades ver [10].

N

Figura 3.1: Esquema das retas carateristicas associadas ao problema (3.30).

Exemplo 6.
Consideremos agora o problema,

Ut+\/1+U§:O

w(z,0) =axr+b, abeR.

(3.34)

Temos entao,

g(a") = az® + 0,

e
H(p) = v1+p?
Calculemos,
Dg(a") = a,
e
Hy(p) = —=



Para a,b € R, as equagoes (3.27) para este problema sdo entao

e a condigao (3.29) escreve-se,

S (12
z(8) = —— —V1+4a)dr+ax®+b
(5) /o (\/1—|—a2 )

que podemos integrar, obtendo

1
2(5) = —————=5+az’ + 0.

Jitae

Assim, tomando agora (z,t) = (w(s), s), podemos determinar z° em fungao de z e de ¢,
ou seja

t=s s=1t

a at
x:—s—i-xo 2= —

V14 a? V14 a?

e finalmente, obtermos a solucao,
u(z,t) = z(s)

1 at
————t+4a|lr— —— | +b
V14 a? ( \/1+a2)

= ar—tVv1+a?+b.

As carateristicas nunca se intersetam porque sao retas paralelas. Esta equacao tem por

isso, uma solucao regular em todo o tempo.

0 x

Figura 3.2: Esquema das retas carateristicas associadas ao problema (3.34).
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3.4 O problema de Kepler

Nesta seccao, vamos resolver o problema que descreve o movimento de dois corpos que
se atraem mutuamente sob a acao da gravidade, conhecido por problema de Kepler ou
problema dos dois corpos. Usaremos um processo que resulta do olhar sob outro ponto
de vista para a relacao entre as equacoes de Hamilton e a correspondente equacao de
Hamilton-Jacobi. Na verdade, a relacao que apresentamos nas seccoes anteriores pode ser
revertida. Embora a integracao de uma equacao diferencial parcial seja, quase sempre,
um problema mais dificil do que a integracao de um sistema de equacgoes diferenciais
ordinarias, quando se trata do sistema carateristico, a sua integracao pode ser dificil
por métodos elementares enquanto que, a equacao diferencial parcial correspondente é
manejavel [4].

O processo que vamos apresentar, consiste em determinar um integral completo da
equacao diferencial parcial e, através dele, resolver-se o correspondente sistema cara-
teristico.

Comecemos por apresentar um conceito de integral completo para as equagoes de
Hamilton-Jacobi,

"+ H(zy, ... 20, t,p1, .., pn) = 0, (3.35)

compn+1 = U € P; = Uy, para 1=1,2,--- ,n.
Atendendo a que, para cada solu¢ao u da equagao diferencial (3.35), u + ¢, sendo ¢

uma constante arbitraria, é ainda uma solugao da mesma equacao, define-se:

Definicao 4. Se

U = ¢(ZE1,.T2, s 7xn7t7a17a27 s 7an)
¢ uma solugao, da equagdo (3.35), que depende dos n parametros a; tais que

|¢xiak|7é07 iak:LQa"'an?

entao, a expressao u = ¢ + ¢ que depende dos n + 1 parametros ay,as, ..., a,,c, diz-se

um integral completo da equagio (3.35).

Com esta definicao, o contetdo principal deste processo de reversao assenta no teorema

seguinte:
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Teorema 5. Se

u=¢(T1,T2, ..., Ty, t,a1,a9,...,0,) +C

¢ um integral completo conhecido da equagdo (3.35), entao pela resolu¢ao das equagdoes

¢ai = b'L (336)
e

Pz = i, (3.37)
para i =1,2,...,n, com 2n constantes reais arbitrarias a; e b;, obtemos uma familia, de

2n parametros, de solucoes das equacgoes de Hamilton

(
dl’i
=H,
dt Pi
g (3.38)
dp; .
= — X —= 1 . e .
L dt H:EZ7 ? 727 7n

Demonstracao. Vamos assumir que a partir das n equagoes de (3.36), expressamos x;
como fungoes de t e dos 2n parametros a; e b;. Tal é possivel porque, por suposicao, ¢
é um integral completo. Além disso, vamos considerar que introduzimos essas expressoes
para x; nas n equagoes de (3.37). Vamos mostrar que x; e p;, entdo determinados,
satisfazem as equagoes do sistema (3.38). Para isso, vamos derivar as equagoes (3.36) em

relacao a t e a equacao de Hamilton-Jacobi

¢t + H(l‘l,l'g, s 7n7t7¢1‘17¢1‘27 . 7¢$n) = 07 (339)

em relacao a a;, para i =1,2,--- ,n obtendo

( 9%¢ " 9% Oxy

da,;0t + p da;0xy, ot 0

0%¢ "L 9%
+ 9, 9, ik
L 8az~8t 1 8@28%

=0.

Como ¢ é um integral completo, segue-se que para i =1,2,...,n

(93:'2-
— =H,.
at Dpi
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Fixados a; e b;, i = 1,2,--- ,n, temos entao —- e portanto,
ot dt
dei
—=H, .
dt b

Diferenciemos agora p; em relagao a t e a equagao (3.39) em relacao a x; de onde

(dpi ¢~ 0’9 Oy

0%¢ " 0%
0= + H, +H,.
Ox,;0t — Ox;0x, * ‘
Como ja provamos que I H,,, para os ja fixados a; e b;, © = 1,2,--- ,n, segue-se
imediatamente a relacao
dp;
=—-H,.
dt '

]

Desta forma, obtemos fungoes z;(t) e p;(t) que ainda dependem dos 2n parametros e
ainda podem ser tomadas para representar a solugao geral das equagoes (3.38). Assim, a
resolucao do sistema (3.38) reduz-se ao problema de encontrar um integral completo para
a respetiva equacao de Hamilton-Jacobi. Passemos de seguida a resolucao do problema de
Kepler aplicando esta teoria. Esta e uma outra aplicagao, designadamente a determinacao
da equagao das geodésicas num elipséide, podem ser vistas em [4].

Consideremos o movimento de duas particulas P; e P,, com massas m; e msy respeti-
vamente, que se atraem entre si sob agao da forga da gravidade. Seja (z1,y1, 21) a posi¢ao
da particula P; e (z3,¥s, 22) a posigdo da particula P». O movimento das duas particulas

¢é descrito pelas leis da gravitacao de Newton, ou seja, pelas equagoes
(

myiy = Uy,
miyy = Uyl
myzy = Uz1
MaZy = Uy,

Mol = Uy2

MoZo = Uzza
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com
2
k*mime

\/(351 — 1'2)2 + (y1 — y2)2 + (21 — 22)2

U(xla Y1, 21,2, Y2, 22) ==

Y

onde k é uma constante.

Vamos supor que a particula P, estd posicionada na origem do sistema de coorde-
nadas. O movimento da particula P, permanece, neste caso, sempre no mesmo plano
[4]. Podemos entao escolher como sistema de coordenadas o plano zOy. Assim, para a
posigao (z,y) da particula P, assumindo que esta é atraida para a origem, as equagoes

do movimento descrevem-se segundo a lei da gravitacao de Newton na forma:

mlci = Ux
(3.40)
mlg = Uy7
com
KQ
Ulr,y) = ———,
(.9) = —=— =
onde K% = k*m m,. Definimos agora,
M=, p2=y
e a funcao hamiltoniano
=L (0 + ) - 2 (3.41)
2 W ? VaZ 4y ‘

Desta forma, passamos a ter o sistema (3.40) inserido no sistema de equagoes seguinte:

(

@=H,
=1
" (3.42)
Zjl = _Ha:
Py = —H,.

\
Consideremos agora, a equacao de Hamilton-Jacobi cujas equagoes carateristicas sao pre-
cisamente as equagoes (3.42) ou seja, a equacao

2

1
O+ 5((15325 + Q%) = (3.43)
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Com base no Teorema 5, o problema de integrar as equagoes (3.42) é equivalente ao pro-
blema de encontrar um integral completo da equagao (3.43). A gestao da equagdo torna-se
mais facil se mudarmos as coordenadas cartesianas (x,y) para coordenadas polares (r, 6).
Tomamos portanto,

(x,y) = (rcosf,rsinf),

consequentemente,
¢r = ¢y cosl + ¢, sinb
e
o = —Pyrsind + ¢,r cos .
Entao,

1
O+ &y =+ 59
e a equacao (3.43) passa a escrever-se
1 1 K
G + 5(053 + ﬁ%) = (3.44)

Agora, fazendo
¢t = —qQ, ¢9 = _57 (345)

com «, 3 constantes, vamos obter, através de (3.44), que

¢ = j:/ \/2a+£2—5—2dp+ c(t,0).

segue-se entao de (3.45) que ¢(t,0) = —at— (6. Temos, portanto, uma familia de solugoes

que depende dos dois parametros a e 3, ¢ = ¢(«, 3,0, 7, 1), da equagdo de Hamilton-Jacobi
(3.44). Calculemos,

1 B
gbra:j: 5 ) Cbrﬁ::F > =) ¢0a:0 € ¢9,3::F]-
V20 + 22 2 20+ 222
Temos entao que
¢ro< ¢9a 7& 0
gbrﬁ ¢65

e portanto,

2
P, B,0,7,t) = /\/2a+———dp at — (6



é um integral completo da equagdo de Hamilton-Jacobi (3.44). Escolhemos,

e calculamos,

" d
—t e ¢g=20 P

[

p

De acordo com o Teorema 5, definimos

¢o¢:_t0 € ¢ﬁ:_

Entao,

t—ty=—

/r e
nof20+ 22 8

dp

=7 "o p \/2a+2K2 &

— 0.

(3.46)

(3.47)

A equacgao (3.47) dé-nos a trajetéria da particula, enquanto que a equacdo (3.46)

determina o movimento da particula na sua trajetéria em funcao do tempo. Podemos

ainda determinar a trajetoria da particula explicitamente, introduzindo uma mudanca na

variavel de integracao. Se tomarmos = p~!, temos dp = —dup?, pelo que, procedendo

a substitui¢do em (3.47) obtemos,

T d'u
0—6, = —ﬁ/
2, _ 32,2
i \/2a+2K w— 5%
821 1
= —arcsin K2r—2 + arcsin | B£2ro -
Definamos agora,

B 1
Kipg 1

0, = 0y + arcsin | ————

/1+2C¥ﬂ2
52 2 2032
mER TN TR

Podemos escrever entao a equagao

m_1
9—91:—arcsin(r 5 )
€
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e resolve-la em ordem a r obtendo, por fim, a equacao

m

"= 1—€2sin(f—0;)’

(3.48)

que representa as secgoes conicas. Mais precisamente, a equacao (3.48) define em coor-
denadas polares uma elipse se 0 < €2 < 1, uma parabola se €2 = 1 ou uma hipérbole se

¢2 > 1 (Fig. 3.3).

d /,"
R /,/
/’/ m
/’//’/ 61
. //’/ O=E
0
B
(a) 0<e? <1 (b) =1
m
1
O=E
(c) e >1

Figura 3.3: Trajetéria da particula Pi: (a) elipse com focos F} = %5 e Fy =

1—e2

—172; (b) pardbola

com foco F' = (0,0) e diretriz d : y = m; (¢) ramo da hipérbole de focos F = (0,0) e (07 _2me2) e que

el—1

contém o ponto (0,m).
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Capitulo 4

Teoria de controlo 6timo

Este capitulo, pretende fornecer os conhecimentos bésicos, necessarios a resolugao de
um problema de controlo 6timo pela aplicacao do método da programagao dinamica.
Com esse objetivo, apresenta-se um modelo de um problema de controlo 6timo a partir
de um sistema dinamico de dimensao finita, continuo no tempo, descrito por equagcoes

diferenciais ordinarias.

4.1 Formulacao de um problema de controlo 6timo

O foco da teoria de controlo 6timo é algum sistema cujo comportamento através do
tempo, tendo em vista um sentido especifico, se deseja controlar otimamente. A maneira
como um sistema muda ao longo de um dado intervalo de tempo, [¢t,T] , ¢t > 0, descreve-se
pela especificacao do comportamento, nesse intervalo, de certas fungoes que nominamos
de wvaridveis de estado e representamos por X (s), sendo s uma variavel independente
que se refere ao tempo. O comportamento das varidveis de estado depende de fungoes
de outra classe, as varidveis de controlo, que representamos por «(s). Estas ultimas,
tomam valores cuja variacao esta restrita a algum subconjunto compacto A C R™, fixo e

especificado previamente. Ao conjunto das variaveis de controlo,
A={a:[0,7] - A | «f) é mensurdvel} (4.1)

chamamos conjunto de controlos admissiveis.

A forma exata da equacgdo que representa os estados do sistema e das variaveis que
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nela aparecem, ¢ ditada pela especificidade do problema que se tenha em consideracao.
Em geral, a taxa de mudanca de cada variavel de estado depende de todas as outras
variaveis de estado, de todas as variaveis de controlo, dos varios parametros técnicos e
explicitamente do tempo. Pretendemos formular um problema de controlo 6timo partindo
de um sistema muito simples, visando centrar a nossa atengao nos resultados essenciais
desta teoria. Vamos, por isso, considerar um sistema hipoteticamente governado por uma
unica variavel de estado e uma tnica variavel de controlo, isto é, um sistema onde a taxa
de variagao da variavel de estado depende implicitamente apenas da variavel de controlo
e explicitamente do tempo.

Antes de continuarmos, facamos aqui uma breve pausa para revermos algumas de-
finigoes que estimam uma funcao e que iremos usar ao longo deste capitulo. Sempre que
nao cause ambiguidade, usaremos a mesma letra L para representar certa constante real

sem que tal signifique, necessariamente, o mesmo valor constante.

Uma funcao, f: U C R* x R™ — R", diz-se:
e limitada, se existir uma constante real L > 0 de modo que para todo o (z,a) € U,

|f(z,a)] < L. (4.2)

e uniformemente continua, em x tal que (z,a) € U, se dado um ndmero real € > 0,

existir um nuimero real § > 0, de modo que para todo o (z1,a), (z2,a) € U,

|z1 — 29| <6 = |f(x1,a) — f(22,a)| <e. (4.3)

e de Lipschitz , em x tal que (z,a) € U, se existe um numero real L > 0, de modo

que para todo (z1,a), (z2,a) € U,
(21, 0) = f(x2,0)] < L2y — . (4.4)
De (4.3) e (4.4), conclui-se que toda a fungao de Lipschitz ¢ uniformemente continua.

Voltemos agora a formulacao do nosso problema de controlo 6timo. Suponhamos que

a dinamica do sistema é descrita por uma funcao conhecida, f : R* x A — R", com
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A C R™, limitada e de Lipschitz, a que chamamos funcdo de transicao. A taxa de

mudanca da variavel de estado é entao descrita pela equacao diferencial ordinaria
X(s) = f(X(s),a(s)), t<s<T, (4.5)

a que nos referimos por equacdo de estado do sistema. Suponhamos ainda que é conhe-
cido o estado do sistema no instante inicial ¢ > 0, digamos X (t) = z, * € R". Assim,

passamos a escrever o sistema na forma,
(4.6)

Num problema de controlo étimo, estuda-se a possibilidade de controlar eficazmente
a solucado X(-) do sistema (4.6). Devemos, portanto, averiguar se mediante a sele¢io de
qualquer varidvel de controlo pertencente a A, essa solucao existe e se é tnica.
Cada variavel de controlo «a(-) € A especifica uma trajetéria X*(-) que, substituida na
equagao (4.6), fornece um sistema de n equagdes diferenciais ordinarias de primeira ordem

desconhecidas ou seja,
(4.7)

para f : R" x A — R". Como, por suposi¢ao, f é uma funcao de Lipschitz e limitada, e
porque o valor inicial da varidvel de estado x € R™ é conhecido, o teorema da existéncia e
unicidade de solugao para um sistema de equagoes diferenciais ordindrias [20], permite-nos
concluir que, para cada variavel de control que se especifique, o sistema tem uma tnica
solugao de Lipschitz, X (-) = X(+), no intervalo de tempo [¢,T], que resolve a equagao
localmente. Portanto, o sistema responde de modo tnico a cada variavel de controlo.
Dizemos que X“(+) é a resposta do sistema ao controlo a(:) e que X*(s) é o estado do

sistema no instante s.

Observagao 5. A notac¢do mais adequada seria X“)(-) para representar a resposta ao
controlo a(-) e X*®)(s) para representar o estado do sistema (4.6). Contudo, por vezes,
optamos denotar apenas por a a funcao de controlo com a intencdo unica de dar leveza

ao texto.
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Resolver um problema de controlo 6timo consiste em determinar, entre todas as
variaveis de controlo admissiveis, aquela que proporciona a melhor resposta do sistema,
ou seja, aquela que dirige o sistema com a maior eficacia tendo em vista um determinado
objetivo. Torna-se por isso, necessario medir a eficacia, o que pode ser feito se definirmos
uma medida do custo da resposta. Porque a resposta do sistema a cada controlo «(-) é
uma fungao no tempo, é natural e razoavel que a medida do custo dessa resposta seja
definida por um funcional fazendo, assim, corresponder a cada resposta X*(-) um nimero

real que representa esse custo.

Defini¢ao 5. Dadosx € R" e0 <t < T, o custo correspondente a cada controlo a(-) € A

¢ determinado pelo funcional

Toila()] = / B(X (5),0(s)) ds + g (X (T)). (4.8)

onde h :R"x A — R eg:R" — R sao fungoes conhecidas, limitadas e de Lipschitz e
X(-) = X(+) resolve a EDO (4.6).

Chama-se a fungao h o custo corrente por unidade de tempo e a funcao g o custo

terminal. Este funcional é ainda referido como funcional objetivo do problema.

custo da trajetoria

(reta real)

s), W'Jm,t[al(')]

/2 t[a(+)]

1 tlas(+)]

Figura 4.1: Motivagao para a defini¢do do funcional objetivo J, [a(-)] [3].

O nosso problema de controlo 6timo pode, por fim, colocar-se do seguinte modo:

Determinar a func¢ao a(-) € A que resolve

min Joifa()] = / B(X(s),a(s))ds + g(X(T)), 0<t<T, (4.9)
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X(s) = f(X(s),a(s), t<s<T

sujeito a
X(t) ==

A fungao de controlo a*(+) é solu¢ao do problema se corresponder a variavel de controlo

admissivel que dirige o sistema com menor custo para determinado objetivo.

Observacao 6. Por vezes, a eficdcia de um controlo deve ser medida como sendo o lucro
em vez do custo, dependendo do contexto real do problema. Obviamente que, nesse caso,
(4.8) define o lucro correspondente a cada controlo e o problema colocar-se-d na forma:

Determinar a fungdo a(-) € A que resolve

mx Jfo()] = [ A(X(s).0(s)ds +9(X(T), 0T,

sujeito a

4.2 Programacao Dinamica

Em 1957, Richard Bellman introduziu um principio que se tornou uma contribuicao
histérica para a teoria de controlo, o principio da otimalidade de Bellman, hoje o principio
da programacao dinamica, segundo o qual, uma estratégia 6tima apresenta a propriedade
de, independentemente das decisoes tomadas para se atingir um estado particular num
certo estagio, as decisoes restantes a partir desse estado constituem, ainda, uma estratégia
6tima [1]. Assim, este principio leva-nos a determinar o controlo 6timo olhando para o
sistema (4.6) como uma lei de feedback, ou seja, uma lei que traduz o processo em que é o
estado do sistema que determina o modo como o controlo tem de ser exercido a qualquer
momento. Contextualizando no problema (4.9), este principio diz-nos que a escolha das
decisoes de controlo «(+) ideais no futuro é independente das decisoes de controlo, tomadas
no passado, que trouxeram o sistema ao estado atual X(t) = z. A estratégia 6tima de
controlo do sistema pode entao ser construida “andando para tras” a partir do estado

final X (7). A chave deste procedimento é a funcao valor,

Vi(x,t) = I(n)inA Jeila()], zeR", 0<t<T, (4.10)
a(-)e
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que faz corresponder a cada estado atual, X () = x, as decisoes mais eficazes tomadas a
partir dai. Deste modo, esta-se a considerar uma familia inteira de problemas de controlo
6timo, todos com a mesma dinamica (4.6) e o mesmo custo funcional (4.8). Pretendemos
saber como varia o custo minimo enquanto variam o estado x, considerado inicial, e o
respetivo instante .

Iremos mostrar, nesta secgao, que a funcao valor (4.10) obedece as condigdes do
principio da programacao dinamica, satisfaz uma equacao de Hamilton-Jacobi, conhe-
cida por equacao de Hamilton-Jacobi-Bellman, e como estes dois resultados sao tteis na

determinagdo da estratégia étima do problema (4.9).

4.2.1 Funcao valor e principio da programacao dinamica

Dados qualquer estado x e qualquer instante ¢, a funcao valor fornece o menor custo entre
os custos de todas as trajetorias possiveis que comecam nesse estado e nesse instante. A
observacao principal é verificar-se que, ao longo da trajetoria étima, o custo inicial mais
o custo 6timo de qualquer transi¢do, se adicionam ao custo 6timo remanescente [19].

A curva desenhada na Figura 4.2, representa um exemplo hipotético da trajetéria
6tima, ao longo do intervalo de tempo [t, T], do sistema referente a um problema de con-
trolo com as caracteristicas do problema formulado em (4.9). Esta curva esta dividida em
duas partes, A e B, separadas no instante s =t +k € [t,T]. O principio da programagao
dindmica afirma que a parte B, definida no intervalo [t +k, T, deve ser a trajetéria tima
nesse intervalo uma vez que, no instante s = t + k, o estado inicial tomado, X (¢t + k),
coincide com o estado terminal da trajetdria 6tima no intervalo [t,t + k| C [t, T], ou seja,
na parte A, que levou o sistema até la.

O teorema seguinte, estabelece que a funcao valor, V' (z,t), verifica estas condigoes,

ou seja, o principio da programagcao dinamica.

Consideremos fixos, z e R" e 0 <t < T.

Teorema 6. Para cada numero real k > 0 tao pequeno que t + k < T, tem-se

t+k
V(x,t) = ar(%ienA{/t h(X(s),a(s))d8+V(X(t+k:),t+k:)} , (4.11)

onde X () = X(+), resolve a EDO (4.6) para o controlo o).
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Ttk

Tt

> S

Figura 4.2: Principio da programacao dindamica [3)].

Observacao 7. Este resultado diz-nos, por outras palavras, que o problema de controlo
otimo no intervalo [t, T, pode dividir-se em dois problemas a resolver separadamente pela

sequinte ordem:

1. O problema de controlo étimo no subintervalo [t + k,T], com custo corrente h e
custo terminal g. Desta maneira determinamos a fun¢ao valor V (-t + k) no ins-

tante t + k.

2. O problema de controlo étimo no subintervalo [t,t + k|, com custo corrente h e o
custo terminal V (-, t + k) determinado no problema 1. Desta maneira, determina-

mos a fungdo valor V (-, t) no instante t.

Garantindo que, no instante t, a fungao valor V (-,t) obtida na resolugdo do problema
de 2. € a funcao valor correspondente ao problema de controlo otimo global, ou seja, em

todo o intervalo [t, T].

Demonstracao. 1. Comecemos por escolher, arbitrariamente, uma funcao de controlo

ai(+) € A e resolvamos a EDO

X(s) = f(X(s),n(s), t<s<t+k
X (t) = x.

Fixemos € > 0 e escolhamos outra fungao de controlo, as(-) € A, de modo que se

61



verifique a condicao

T

V(XU (t+ k), t+k)+e> /Hk h(X(s), as(s))ds + g(X**(T)), (4.12)

com

X2(s) = f(X(s),a(s)), t+k<s<T

X2 (t+k)=X"(t+k).
Definamos agora, a custa das fungoes escolhidas, oy e ay, uma outra funcao de

controlo, a3, como se segue:

ai(s), se t<s<t+k
az(s) =
as(s), se t+k<s<T
Resolvamos a EDO
Xe(s) = f(X(s),as(s)), t<s<T
X*3(t) = x.

Entao, porque a solu¢ao da EDO (4.6) existe e é tinica, tem de ser

X (s), se t<s<t+k
X3(s) = (4.13)
X*(s), se t+k<s<T.

Tal, atendendo a (4.10) e a (4.8), implica que

Viz,t) < Juglas(t)]
_ /t h(X%(s), as(s))ds + g(X(T))

t+k T
= /t h(X*(s),a1(s))ds + /Hk h(X%(s), aa(s))ds + g(X**(T))

< /tt+k R(XY(s),a1(s))ds + V(X (t + k), t + k) + €, (4.14)

tendo a tltima desigualdade resultado de (4.12). Como escolhemos «;(-) arbitrari-

amente, a desigualdade (4.14) verifica-se para toda a fungao a(-) € A, ou seja,

t+k
V(z,t) < a%ienA {/t h(X(s),a(s))ds+ V(X (t+k),t+ k)} + €, (4.15)
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sendo X (-) = X*(-) solugao de (4.6).
2. Fixemos novamente ¢ > 0 e selecionemos agora ay(-) € A, tal que

Ve, t)+e > /t R(X(s), au(s))ds + g(X*(T))

= /t h(X*(s), ayq(s))ds + /Hk h(X*(s),a4(s))ds + g(X*(T)), (4.16)

Xoi(s) = f(X(s),4(s)), t<s<T
X (t) = x.

Por (4.10) e (4.8), obtemos a relacao,

T

V(X (4 k)t + k) < /Hk B(X*(s), au(s))ds + g( X (T)) (4.17)

que, juntamente com (4.16), permite-nos concluir que
t+k
V(z,t)+€e> / h(X“(s), as(s))ds + V(X (t + k), t + k),
t
0 que, por sua vez, implica que
t+k
V(z,t) > r(n)inA{/ h(X(s),a(s))ds+V(X(t+k),t+k)} — €, (4.18)
al-)e t
onde X () = X*(-) resolve (4.6).
Facamos agora ¢ — 0 em (4.15) e em (4.18). Entao, juntas, as rela¢oes obtidas

permitem-nos concluir que,

V(z,t) = Olr(r.l)ienA {/t i h(X(s),a(s))ds+ V(X(t+ k), t+ k)} .

4.2.2 Equacao de Hamilton-Jacobi-Bellman e solucao de visco-

sidade
A equagao de Hamilton-Jacobi-Bellman é uma equagao de Hamilton-Jacobi
us + H(z, Du) = 0, (4.19)
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sendo o hamiltoniano, a funcao definida por

H(z, Du) = min {f(x,a).Du+ h(x,a)}, (4.20)

acA
onde z € R", A é um subconjunto compacto de R™ e as fungoes, f(z,a) e h(z,a), sdo
conhecidas.

Como referimos no inicio desta secc¢do, a funcao valor (4.10) resolve uma equagao
de Hamilton-Jacobi-Bellman, dai que esta se torne a nossa ferramenta padrao para
a resolugdo do problema de controlo 6timo (4.9), através do método da programagao
dinamica. Contudo, a funcao valor nao representa uma solugao da equacao de Hamilton-
-Jacobi-Bellman no sentido cldssico, mas sim num outro sentido, no de solucao de vis-
cosidade [6]. Apresentamos a defini¢ao de solugao de viscosidade contextualizada no
problema de valor terminal para a equacao de Hamilton-Jacobi-Bellman, e um resultado
que estabelece as condigdes para a unicidade da solugdo. Encontra-se em [6] um trata-
mento rigoroso das solucoes de viscosidade das equacoes de Hamilton-Jacobi assim como,
a demonstracao do Teorema 14.

Consideremos o problema de valor terminal,

u +min{f(z,a) - Du+ h(z,a)} =0, em R"x(0,7T)
acA (4.21)

u(@,T) = glz), em R"x {t=T},
onde f:R"xA—R" h:R"xA—Reg:R"— R sao fungdes conhecidas.

Definicao 6. Uma funcio u : R™ x (0,T) — R, limitada e uniformemente continua, é

uma solugao de viscosidade do problema de valor terminal (4.21) desde que:

1. u(z, T)=g(x) emR*" x {t =T}

e

2. Para cada fungao v € C* em R™ x (0,7,

Se uw — v tem um mdzximo local no ponto (xg,ty) € R™ x (0,T), entao
v(zo, to) + H1€i1£1 {f(xo,a) - Du(zg,ty) + h(xg,a)} > 0; (4.22)
Se u— v tem um minimo local no ponto (xg,ty) € R™ x (0,T), entdo

vi(xo, to) + rargll {f(x0,a) - Du(zg,to) + h(xg,a)} < 0. (4.23)
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Teorema 7 (Unicidade da solucdo de viscosidade). Se o hamiltoniano (4.20) verificar as

sequintes condicoes de Lipschitz:
|H(p,z) — H(q,z)| < Llp—ql e [H(p,x)—H(qy)| < Llzx—yl(1+]p]),

para x,y,p,q € R™ e alguma constante L > 0, entao existe, no maximo, uma solugao de

viscosidade de (4.21).

4.2.3 Funcao valor e equacao de Hamilton-Jacobi-Bellman

O objetivo agora é mostrar que a fungao valor (4.10) resolve, no sentido de viscosidade,
uma equacao de Hamilton-Jacobi-Bellman. Antes porém, de acordo com a Definicao 6,
temos de mostrar que a fungao valor (4.10) é uma fungao limitada e uniformemente

continua. Para isso, devemos preliminarmente considerar o seguinte resultado:

Lema 3 (Desigualdade de Gronwall). Seja n : R — R, uma fun¢do ndo negativa e

absolutamente continua em [0, T]| que satisfaz a inequagdo diferencial

0(t) < o(t)n(t) + ¢ (1), (4.24)

onde ¢ e ) sao fungoes reais nao negativas e somaveis em [0, T|. Entao

t
n(t) < el 9% 0) + / $(s)ds), (4.25)
0
para todo 0 <t <T.

Demonstracao. Considere-se a funcao

pls) = n(s)e™ Jo 20,

Por (4.24), vé-se que

5() = 5= (nl)e H2000) = 0O (i) — glon(s) < e AN,

s
para s € [0,7].

Consequentemente, para cada 0 <t < T', tem-se

t
n(t)e o ?0dr < p0) + / e Jo ¢ (5)ds
0

< (o) + / (s)ds,
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o que implica,
t
(t) < o) + [ u(s)ds]
0
]
Lema 4. A fun¢ao valor V(z,t) é limitada em R"™ x [0,T] e de Lipschitz em relagio a
r€R" eate|0,T]. Mais precisamente, para todo (x,t),(2,t) € R" x [0,T], existe uma

constante L tal que:

Ve, )] < L

\V(z,t) = V(@0 <L(|z—2|+|t—1]).
Demonstracao. Por hipdtese, as fungoes h : R" x A — R e g : R” — R sao limitadas.
Isto implica que,
a()eA

V(z,t) = min /t h(X(s),a(s))ds + g(X(T)),

seja limitada em R™ x [0, T].
Mostremos agora, que V' é uma funcao de Lipschitz em z.
Fixemos z, © € R", e 0 <t < T. Consideremos um ntimero real ¢ > 0 e escolhamos

a(+) € A de modo que,
V(i t)+e> /t hX(s),d(s))ds + g(X(T)),

onde X (-) resolve a EDO

A (4.26)
X(t) =2
Por definicéo,
V(o) = min /tT h(X(s), a(s))ds + g(X(T)),
em que X (-) resolve
X(s) = f(X(s),a(s5)), t<s<T (4.27)
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Entao,

T T

Viz,t) = V(1) < / h(X(s),a(s))ds + g(X(T)) — / h(X(s), &(s))ds — g(X(T)) + €.
t t

(4.28)

Como, por hipétese, f é uma funcao de Lipschitz, entao existe alguma constante real C',

tal que

~

(X (), éls)) = [(X(s), als)] < CLlX () = X(s)].

Além disso, por (4.26) e (4.27), temos respetivamente,

Por conseguinte,

F(X(),6(5)) = F(X(5).0(5))] = [X(s) = X(5)| < C1|X(5) = X (s)]. (4.29)

A~

Consideremos, a fungao 7(s) = | X(s) — X(s)|. Claramente que 7n(s) é uma fungao nao
negativa. Como X (s) e X (s) sio solucoes de (4.26) e (4.27), respetivamente, entao sio
fungoes de Lipschitz e, portanto, uniformemente continuas. Pelo que, 7(s) é também
uniformemente continua. Assim, podemos aplicar o Lema 3 & condigao (4.29), o que
implica

X(s) = X(s)| < Colw—d|, t<s<T, (4.30)
para alguma constante real Cs.

De (4.28), por h e g serem fungoes de Lipschitz e por (4.30), segue-se que
T
V) = V@0 < [ [hOC.a() AL a0 ds + o) - o)+
t

/tT Cy ’X(s) - X(s)’ ds + C, (X(T) - X(T)‘ te

IN

T
/ 0302|{L‘—jf|d8+0402|$—£%|+6
t
< Llx—27|+e,

com C3,Cy e L constantes reais.

Fazendo agora ¢ — 0, obtemos a desiguadade
V(z,t) —V(z,t) < L|x—z|. (4.31)
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Por outro lado, invertendo os papeis de x e Z, 0 mesmo argumento leva-nos a desigualdade

V(z,t) — V(#,t) > —Llz — 4. (4.32)

As desigualdades (4.31) e (4.32), significam que
\V(z,t) =V (z,t)| < Lz —z|, z,2€R", 0<t<T.

Por fim, mostremos que V' também é uma funcao de Lipschitz em ¢.
Consideremos x € R", 0<t< t<T.

Tomemos € > 0 e escolhamos «(+) € A tal que
T
Viet)+e> / B(X (s), a(s))ds + g(X(T)), (4.33)
t

em que X (-) resolve a EDO (4.6).

Definamos, para t < s < T,

a(s)=a(s+t—1)

A

e, consideremos X (+) que resolve

~

X(t) =z
Entéo, X(s) = X(s+1—1) e, atendendo a que h e g sdo funcoes limitadas, temos

~

Vie,t)=V(iet) < /{h()?(s),d(s))ds—%g(X(T))

_/t h(X(s),a(s))ds — g(X(T)) + €

_ _/ B(X(s), a(s))ds + g(X(T +t — 1)) — g(X(T)) + ¢

T+t—t
< Llt—1t|+e, (4.34)

para alguma constante L.

De seguida, selecionemos @, tal que

V(x,f)—i—ez/f h(X(s),a(s))ds + g(X(T)),
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onde

Definamos ainda,

a(s) =

Consequentemente,

T

V(z,t)—Vi(z,t) / h(X(s),a(s))ds + g(X(T))

T+t—t

IN

A~

_/g WX (s),a(s))ds — g(X(T)) + ¢

_ / (X (s),a(s))ds + g(X(T)) — g(X(T+1 — 1)) +e

T+t—t
< Llt—1t] +e,

para alguma constante L.

Fazendo € — 0, esta desigualdade juntamente com (4.34) provam que

V(x,t) = V(&) < Llt—1i], 0<t<i<T,

(4.35)

]

Finalmente, apresentamos o resultado que estabelece a funcao valor como tnica

solucao de viscosidade da equacao de Hamilton-Jacobi-Bellman.

Teorema 8. A funcao valor V, é a unica solu¢ao de viscosidade do problema de valor

terminal para a equacao de Hamilton-Jacobi-Bellman:

V}—l—rréiil{f(w,a)-DV—i—h(x,a)} =0, em R"x(0,7),
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com a condicao terminal,
V(z, T)=g(x) em R"x{t=T}.

Demonstracdo. A prova consiste em mostrar que a funcao V obedece as condigoes da

Definicao 6.

1. Pelo Lema 4, V é limitada e de Lipschitz, portanto uniformemente continua. Por

(4.8) e (4.10), vemos que

V(z,T) = min J,rla()] =g(x), xeR™
a()eA

2. Tomemos uma fungao v € C*° (R™ x (0,7T")) e, assumindo que V' —v tem um maximo

local no ponto (xg,tg) € R™ x (0,7, devemos provar que
v (o, to) + meifxl {f(zo,a) - Du(wo, to) + h(zg,a)} > 0. (4.37)

Vamos fazé-lo por reducao ao absurdo. Suponhamos que nao se verifica (4.37).

Entao, existem a € A e 8 > 0, de modo que
v(z,t) + f(x,a) - Du(z,t) + h(z,a) < —0 <0, (4.38)

para todos os pontos (z,t) suficientemente proximos de (xg,ty), por exemplo, tais

que para um certo o > 0, se verifica
|x — xo| + |t — to] < 4. (4.39)

Como, por hipétese, V — v tem um méaximo local em (xg,t), podemos também
supor que

(V —v)(z,t) < (V —v)(xo, to), (4.40)

para todo o ponto (x,t) que satisfaz (4.39).
Consideremos agora, a fungao de controlo constante a(s) = a, to < s <T, em que

a é o valor de A que satisfaz (4.38), e a correspondente dinamica

X(s) = f(X(s),a), to<s<T
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Escolhamos 0 < k < d, tao pequeno que |X(s) — xo| < d para to < s < to+ k.
Entao, atendendo a (4.38) e a (4.39),

V(X (5),s)+ f(X(s),a) - Du(X(s),s)+h(X(s),a) < —0, to<s<ty+k. (4.41)
No entanto, através de (4.40), encontramos

V(X(to-l—k?),to—f—k)-V(l’o,to) S U(X(to—f-k’),to—f—k})—v({to,to)
to+k d
= (X d
| e, s

_ /m% (e(X(5), 8) + Du(X(5),5) - X(5)) ds

to

= /O (v (X (s),8) + f(X(s),a)  Dv(X(s),s))ds. (4.42)

to

Por outro lado, a condigao (4.11) fornece-nos a desigualdade

to+k
V (2o, to) < / h(X(s),a)ds + V(X (ty + k), to + k). (4.43)

to

Combinando (4.42) e (4.43), obtemos a condi¢ao

0< / 0 (0e(X(8),8) + f(X(s),a) - Du(X(s),s) + h(X(s),a)) ds. (4.44)

to

Mas, de acordo com (4.41)

to+k
/ (v (X (s),8) + f(X(s),a) - Du(X(s),s)+ h(X(s),a))ds < —0k <0, (4.45)

to

o que contradiz (4.44). O absurdo foi termos suposto que nao se verificava (4.37),

o que estabelece (4.37).

. Agora, vamos supor que V' — v tem um minimo local no ponto (zg,t) € R"x]0,T.

Neste caso, devemos provar que
vi(o, to) + miil f(zo,a) - Dv(xg,ty) + h(zo,a) <O0. (4.46)
ac

Mais uma vez, vamos fazé-lo por reducao ao absurdo.

Suponhamos que nao se verifica (4.46). Seja # > 0 e § > 0 tais que,
vi(x,t) + f(z,a) - Du(z,t) + h(z,a) > 60 >0, (4.47)
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para todo o valor a € A e para todos os pontos (x,t) que obedecem a condigao
|x — xo| + |t — o] < 0. (4.48)

Como, por hipétese, V' — v tem um minimo local em (zo,ty), podemos também
supor

(V —=v)(z,t) > (V —v)(xo, to), (4.49)

para todo o ponto (x,t) que satisfaz (4.48).
Porque f é uma fungao limitada e de Lipschitz, podemos escolher 0 < k£ < ¢ tao
pequeno que

| X (s) — xo| <6, paraty < s <ty+k,

onde X(-) resolve

X(s) = f(X().a(s). to<s<T (450)
X(to) = Xy,
para algum o(-) € A.

Entao, usando (4.49), para qualquer fungao de controlo «(-) tem-se que,
V(X (tg+ k), to + k) — V(zg, tg) > v(X(tg+ k), to+ k) — v(w0, o)

to+k d

- [ ).

_ /tw <Ut(X(s), s) + Du(X(s), s) -X(s)) ds,

de onde, por (4.50), se obtém

to+k
V(X (o + k).t + k) = V(w,to) = / (v(X(5),5) + F(X(5),a(s)) - Du(X(s), 5)) ds.
t
’ (4.51)
Por outro lado, atendendo agora a condigao (4.11), podemos selecionar uma fungao

de controlo a(-) € A, tal que

V (o, to) > / o h(X (s),a(s))ds + V(X (to + k), to + k) — %k (4.52)

to
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Combinadas, as condigoes (4.51) e (4.52), levam-nos a conclusao de que, em parti-
cular, havera um valor a € A, tal que
to+k 9/{:
[ () + FOX(s)0) - Do(X(s). ) + hX(5). ) ds <
to
Tal conclusao, contradiz a condi¢ao (4.47) em que,
to+k
[ X))+ F(X()0) DU(X(5)8) + BX(5). ) ds = O
to
O absurdo resultou de admitirmos que nao se verificava (4.46), o que estabelece

(4.46).

A unicidade da solucao estd garantida pelo Teorema 7.

4.2.4 Determinacao do controlo 6timo

Comecemos por observar que enquanto na equacao (4.36) se procura, em A, o valor
minimo entre todos os que podem ser assumidos por «f(+), o problema (4.9) pede a fungao
de controlo «(-) que minimiza o custo entre todas as fungdes de controlo admissiveis
em A. Vejamos, entdo, como podemos usar o facto da funcao valor (4.10) ser a unica
solugao de viscosidade da equagdo de Hamilton-Jacobi-Bellman (4.36) na determinagao
do controlo étimo, a*(+), que resolve o problema (4.9).

O procedimento resume-se no seguinte: dado um tempo inicial 0 < ¢ < T e um estado
inicial € R"™, consideremos a equacao diferencial ordinaria 6tima

X*(s) = f(X*(s),a%(s)), t<s<T (4.53)

X*(t) = =,
onde, para cada tempo s, é selecionado a*(s) € A, de modo a que
J(X7(s),07(s)) - DV(X7(s),8) + h(X"(s),a"(s)) = H(DV(X"(s),5), X"(s)),

ou seja, para cada tempo s, tendo em conta que o sistema esté no estado X*(s), nesse ins-
tante, ajusta-se o valor a*(s) = a € A, do controlo 6timo, de modo a atingir o minimo do

hamiltoniano da equacao (4.36). De um modo geral obtemos, desta forma, uma condigao
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para os valores 6timos de a*(s) dependente da fungao valor V. Substituimos entao essa
condigao na equagao (4.36), que passa a nao depender explicitamente dos valores de a*(s)
e determinamos, resolvendo a equagao, a fungao valor (4.10). Por fim, conhecida a funcao
valor, determinamos, através dela, a fun¢ao de controlo 6timo a*(s), ou seja, a solucao
do problema (4.9). Desta forma, obtemos, de facto, um controlo 6timo na forma de fe-
edback, que fornece uma trajetoria ideal do sistema. Contudo, nos pontos onde a func¢ao
valor nao é suave, surgem dificuldades sérias de interpretagao [6]. Resultados para uma

funcao valor descontinua podem ser vistos em [7].

4.2.5 Exemplo

Apliquemos o método da programacao dinamica na resolucao do seguinte problema:

Determinar a funcao de controlo o*(-) € A, que resolve

V(x,t) = a%ienA {/t (as))?ds + (X(T))*|, onde 0<t<T,

sujeito a

com x € R e xr constante.

A fungao de controlo «a(+) pertence ao conjunto de controlos admissiveis,
A={a:[0,T] - A | «af) é mensurdvel}.
A dinamica do sistema que se pretende controlar é dada pela funcao,
f(X,a) = X(s) + afs).
O custo corrente por unidade de tempo é dado pela funcao,
h(X,a) = as)?.
O Teorema 8 estabelece a equacao de Hamilton-Jacobi-Bellman,
Vi(z,t) + Crllreli% {(X(s)+a) Vi(z,t)+a’} =0, em Rx(0,7), (4.54)
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com a condicao terminal,
V(z,T) =22 em Rx{t=T}.

Observemos diretamente da equagao (4.54) que a fungao a ser minimizada é quadratica
convexa em relacao a a. Sendo assim, uma condi¢ao necessaria e suficiente para obter o
valor a € A que minimiza esta fungao, é que a derivada da mesma em relagao a a seja
nula. Portanto,

2a + Vy(z,t) =0, (4.55)

ou seja,

o= —%vx@;,t). (4.56)

Substituindo a pelo segundo membro de (4.56) na equagao (4.54), obtemos uma equagao

diferencial parcial que é resolvida pela fungao valor V (z, 1),

Wi = (3t e o i)
— V(o t) — i(Vm(x, )2 (4.57)
Para resolvermos esta equagao, vamos propor V' (z,t) na forma:
Vi, t) = A(t)2?, (4.58)

onde A(-) é a funcao de t que nos falta determinar de modo a satisfazer a equagao (4.57).

Observagao 8. A forma (4.58) para V(z,t) partiu da intui¢ao de que uma solugdo da
equagdo (4.54) terd a forma de um polindmio em x, uma vez que as fungoes envolvidas
no problema de controlo étimo em consideragao, sao fungoes quadrdticas ou lineares em
relacao a varidvel de estado. Como para um polindmio em x de ordem k, o primeiro
membro da equagdo (4.57) serd um polindmio de, no mdzimo, ordem k, enquanto que o
seqgundo membro da referida equagio é um polindmio de ordem 2(k — 1), devido ao termo
(V.)?, para garantirmos que o primeiro e o sequndo membro tenham a mesma ordem,
temos de considerar k = 2. Pelo que, a forma quadrdtica em x para a fun¢ao V(z,t)
serd suficiente. Em contrapartida, deizamos a suposi¢ao sobre a forma da funcdo com

respeito a t, em termos gerais.
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A aplicacao do método das carateristicas para a resolucdo da equacdo conduz a uma

solugao de dificil integracdo, dai que nao optemos aqui por esse método.

A fungdo que propomos em (4.58) tem obviamente de ser uma solugdo da equagao

(4.54). Entao calculemos

Vi(x,t) = 2A(t)z,
Vilz,t) = A(t)a? (4.59)

e substituamos estas derivadas adequadamente na equagao (4.54). Temos assim,

A = 2402~ JRAWM) A
& (A(t) +24(t) — A@t)Hz? = 0. (4.60)

Como (4.60) tem de se verificar para todos os valores admissiveis de z, impoe-se a re-

solucao da equacao diferencial ordindria
A(t) +2A(t) - At =0& A(t) +2A(t) = A(t)% (4.61)

Trata-se de uma equacao de Bernoulli, cujo procedimento de resolugao, bem conhecido
da teoria das equagoes diferenciais ordinarias, é o seguinte: Define-se uma nova variavel
na forma y = A~'. Tal, implica que § = A~2A. Multiplica-se agora, a equacdo (4.61)
por —A~2, obtendo-se —A"2A4 — 2471 = —1 que, considerando a varidvel y, passa a
escrever-se

g+ 2y = 1. (4.62)

Obtem-se assim, uma equacao diferencial ordinaria linear de 1* ordem e de coeficientes
constantes. Multipliquemos entao, ambos os membros da equagao pelo fator integrante,
el 24t = ¢ obtendo a equacdo 4 (y(t)e?) = e*, cuja integracdo nos d4 a solucdo geral
de (4.62), ou seja,

y(t) = % +Ce”, (4.63)

onde C' é uma constante de integragao que podemos determinar recorrendo a condigao

fronteira para a equagao (4.54),

V(X7,T) = ()
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Como se assumiu (4.58), a condicdo terminal toma a forma simples A(T) = 1 que,
atendendo a defini¢ao de y, se traduz na condigdo terminal y(7") = 1 para a equagao

(4.63). Tal, implica C' = Le™?" ¢ portanto,
1 —2(t-T)
Y1) = S[1+ 2]

Como fizemos y = A~!, temos

2

Al = Ty

(4.64)

que é a solugdo de (4.61) que procuravamos. Chegdmos assim, a funcdo valor (4.58) de
forma explicita
22°

Facilmente se verifica que a condicao terminal é satisfeita e também, que a funcao dada
por (4.65) satisfaz a equacao (4.57). Por fim, substituindo na relagao (4.56) a funcao
dada por (4.65), obtemos a fungao de controlo 6timo

—2x
a’(s) = 11 e2G-1)
parat < s < T, que é a solucao do nosso problema.
Exemplificdmos com um problema muito simples os varios passos do método da pro-
gramacao dinamica. Neste problema tudo “correu bem”, ou seja, caraterizamos o controlo
que minimiza o hamiltoniano em termos da funcao valor, determinamos explicitamente a

funcao valor e com ela, a funcao de controlo 6timo. Ambas as fungoes sao continuas com

derivadas continuas. Este problema pode também ser visto em [3].

4.3 Controlo 6timo de um tratamento de quimiote-
rapia

Vaérios modelos matematicos tém sido criados e investigados com o objetivo de encontrar
as melhores estratégias no tratamento do cancro. As principais preocupagoes destes estu-
dos sao encontrar estratégias 6timas de tratamento, tendo em conta a reducao do tumor

e os efeitos secundarios causados pelas drogas administradas durante o tratamento. Em
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[16], Panetta e Fister apresentam um estudo comparativo de trés modelos de tratamento
mediante dois funcionais objetivo diferentes, através da teoria de controlo 6timo aplicada
a sistemas de equacoes diferenciais ordinarias. Consideramos um desses modelos de tra-
tamento e um dos funcionais objetivo desse estudo. Propomo-nos, agora, determinar a
estratégia 6tima de tratamento através da teoria de controlo étimo, mas por aplicagao

do método da programagao dinamica, que nao foi usado em [16].

1. Modelo da densidade do tumor sob o efeito do fdrmaco quimioterapéutico.
A densidade de um tumor sob o efeito de um farmaco quimioterapéutico é dado, na

sua forma geral, por [16]:
N(t) = rN(HF(N () = G(N(t), 1), (N(t) = —-),
onde:

e N(t) representa a densidade do tumor no instante ¢;

r ¢ a taxa de crescimento do tumor;

e F(N(t)) representa uma funcao generalizada de crescimento;

G(N(t),t) descreve os efeitos farmacocinéticos (efeitos do medicamento no orga-
nismo desde a sua administragao até a sua eliminacao) e farmacodinamicos (efeitos

fisiolégicos) causados pelo farmaco no sistema.

O modelo particular que pretendemos estudar, assume o conceito de Norton e Simon
[14, 15], que assenta na hipétese de que a morte das células tumorais, pela administragao
do farmaco quimioterapéutico, é proporcional a taxa de crescimento do tumor. O modelo

de crescimento do tumor é o do crescimento Gomperteziano dado por,

F(N(t) = In (ﬁ) .

Os efeitos farmacodinamicos e farmacocinéticos do farmaco no sistema, sao descritos

com base no mecanismo log-kill de Skipper [18], ou seja por
G(N(t),t) = da(t)N(2),
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onde § é a magnitude da dose de controlo «(t). Assim, se a(t) = 0, significa auséncia
dos efeitos do farmaco, se a(t) > 0, 6 mede a quantidade ou a intensidade dos referidos
efeitos do farmaco.

O modelo matematico do tratamento que vamos estudar é entao o seguinte:

. 1
N(t) =rN(t)In (N) —da(t)N(t), (4.66)
com a condicao inicial,

2. Funcional objetivo.

Pretendemos controlar, eficazmente, a toxicidade do farmaco durante o tratamento
e a dimensao do tumor no final do tratamento. Mais concretamente, pretendemos en-
contrar a estratégia de tratamento que confere a menor dimensao do tumor, no final do
tratamento, com a menor toxicidade para o organismo possivel. Matematicamente, este

critério traduz-se através do controlo o que minimiza o funcional
T
J(a) =bN(T) +/ ca(t)dt, (4.68)
0

onde, b e ¢ sao constantes. O primeiro termo refere-se a carga tumoral no final do
tratamento, e o segundo termo a toxicidade em termos de area sob a curva de concentragao

do farmaco. O controlo «a(-) pertence a classe de controlos admissiveis,
A={a mensurdvel | 0<a(t) <M, tel0,T]}.

3. Tratamento do problema pelo método da programacgao dinamica.

Para simplificar, tomemos X (t) = In (N (t)), o que leva a relacio N(t) = eX®. O

problema coloca-se entao da seguinte forma:

Determinar o controlo o*(+) € A, que minimiza o funcional

T
J(a) = beXD —i—/ ca(t)dt
0
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sujeito ao sistema

(4.69)

\X(O)IIIINO, 0< Ny < 1.

Para abreviarmos o nosso estudo, nao apresentamos aqui a prova da existéncia de
uma solugao do sistema (4.69) para o controlo 6timo, o*(+) € A, bem como da existéncia
desse controlo 6timo para o problema. Essa andlise encontra-se detalhada em [16].

Comecemos por definir a funcao valor,

V(z,t) = min {be” + /0 ' ca(t)dt}.

a()EA

O Teorema 8 estabelece a equacao de Hamilton-Jacobi-Bellman,

Vi(z,t) + min {(—rz —ad)Vy(z,t) +ca} =0, em R x(0,7) (4.70)

a€ [0,M]

com a condi¢ao terminal,
V(e,T)=be"" em Rx{t=T}.

Derivando o hamiltoniano da equagao (4.70) em ordem a a, obtemos a expressao

dH
& Ve,
da

através da qual podemos fazer a seguinte analise:
e se 1, < £, o hamiltoniano é crescente e tem um minimo para a = 0;

e se 1, > £, o hamiltoniano ¢ decrescente e tem um minimo para a = M.

c , .
Se V, = —, passarfamos a ter a equagao,

J

Vt(:z:,t)—rxgz(), em R x (0,7),

onde o hamiltoniano nao é funcao de a e, portanto, nao conseguiriamos caraterizar um

controlo a*(-) tnico. Além disso, se existisse um controlo o*(-) tnico, V, teria de ser
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constante em algum intervalo de tempo, o que nao poderia acontecer, uma vez que V,
serd constante somente num instante . Assim, consideramos
c
0, se V,< 5
o’ (1) = )
M, se V,>-.
4]
O nosso interesse passa a ser determinar explicitamente V,. Como, em qualquer um

dos dois casos o controlo étimo é constante, vamos considerar na equagao (4.70), a = E,

com F € {0, M}. Passamos agora a investigar a solu¢ao da equagao,
Vi(z,t) + (—rz — EJ) Vy(z,t) +cE =0, em Rx]0,T1. (4.71)

Trata-se de uma equagcao linear nao homogénea que, como facilmente se verifica, admite

a solucao particular,
Vi(z,t) = —cEt+m, com m constante. (4.72)

Se determinarmos a solugao da equagao linear homogénea correspondente a equacao
(4.71), a soma dessa solugdo com a solugdo particular (4.72) serd solucao de (4.71).

Procuremos, entao, resolver a equacao linear homogénea,
Vi(z,t) + (—rz — E6)Vy(x,t) =0, em Rx(0,7). (4.73)

Vamos supor, sugerido pela propria equagao, que a solugao é da forma

V(z,t) = p(z)(t). (4.74)
Sendo assim,
Ve 1) = 228y

Vila,t) = o(a) 22 (1)

Como V' (z,t) tem de ser solu¢ao da equagao (4.73), fazemos

v, di() W) delo)
gp(:c)a(t) = (rax + E9) o Y(t) < o0 = (rz + 5E)¢(I>.
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Nesta equacao, o primeiro membro é uma fun¢ao apenas de ¢, enquanto o segundo membro

¢ uma funcao apenas de x. Existe, portanto, uma constante A € R, tal que

FAQ) el
t =\ OF) 22 _ = )\,
w0 TR

Integrando estas duas equagoes diferenciais ordinarias lineares de primeira ordem, obte-

mos as funcoes

S

V() =keM e o(x) =ky(rz + 0E)T,

com ky e ko constantes de integracao.

A estratégia que temos vindo a seguir, baseia-se no método de separacao de variaveis
que pode ser visto em [10]. Contudo, ndo vamos poder dar continuidade ao método face
a limitacao provocada pela auséncia de condigoes fronteira no nosso problema. Por isso,
para determinar o valor de A\, vamos usar um argumento semelhante ao que usamos no
exemplo da seccao anterior e que é o seguinte: uma vez que as fungoes envolvidas no
problema de controlo étimo em consideracao sao fungoes lineares em relacao a variavel
de estado z, a forma linear da funcao ¢(z) serd suficiente para a fungao V' (z,t). Fazemos

entao A = r e obtemos
rt 23
Y(t) = ke e o(x) =ky(re+0E) =kor x4+ — |.
r
Substituindo estas fungdes em (4.74), passamos a escrever
rt oF
V(z,t) =kre"™ (x+ — ), com k= kiky constante. (4.75)
r

Determinando as derivadas parciais desta fungao e substituindo-as na equagao (4.73),
observamos que, de facto, se trata de uma solucao geral dessa equacao.

Vamos agora determinar £ usando a condi¢ao terminal para a equagao de Hamilton-

Jacobi-Bellman (4.70),

V(z, T) =be®, com x=X(T).
Como x é apenas funcao de t, visto X (t) = z, be* também sera apenas fungao de ¢. Tal
permite-nos que, na equagao (4.75), para t = T, fagamos

kre™ = peX(T),
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o que implica,
beX(T) 1T
o
r

Substituindo este valor de k em (4.75), passamos a ter a solugao particular

OF
Va(z,t) = beXDert=1) <x + —) (4.76)

r

Agora, adicionando as fungoes (4.76) e (4.72), obtemos
X(T) r(t=T) 0L
V(z,t) =ae™e r+— | —cEt+m, com m constante.
r
Impondo a condicdo terminal, V (z,T) = beX(") | determinamos
X(T) X(T) oL
m = be — be X(T)+ — | +cET,
r

pelo que,

OF OFE
V(x,t) = beXDert=1) (x + —) — cEt + aeXD) — peXT) (X(T) + —) + cET
r r

(4.77)

é a solucdo da equagdo (4.71) que pretendiamos. Para o verificar, basta determinar as
derivadas parciais e substituir na equacao.

Voltemos agora, as condicoes que se impoem a caraterizagao do controlo 6timo que

procuramos, ou seja,

Vo(x, 1) < g ~ FE=a"()=0

Vo(z,t) > g = E=a'()= M.

Entao, por (4.77), passamos a ter

beXMert=T) g 4 peX (M) — peX M X(T), se Vy(z,t) < £

V(z,t) =
beX (T ert=1) (x + 51\4> — Mt + beXT) — peX(T) (X(T) + (51\4) +cMT, se Vy(x,t) > g
(4.78)
Calculando as derivadas parciais da funcao (4.78), obtemos
Vi(z,t) = beXTert=T) (4.79)
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em ambos os ramos da funcao V', enquanto

(
beXDper =Ty se Vy(x,t) <§

Vi(z,t) =

oM
beX(T) . or(t=T) (x + _> —cM, se Vy(x,t) >
T

STTN

\
Substituindo adequadamente as derivadas parciais em (4.70), verificamos que a fungao
(4.78) ¢é solucao dessa equagao.

De (4.79), tiramos ainda

(

c 1 ce’”
-1
Ve(z,t) < 5 St< ~In (566”)

C<:>t>1l ce’T
) Tn dberr |

A estratégia étima do tratamento de quimioterapia, ou seja, a que minimiza a densidade

Ve(z, t) >

\

do tumor e os efeitos secundérios do farmacos, é entao a seguinte:

.
1 ce’™
0 t< -1
¥ . <5be”T>

T
M, se t> lln(ce’" >,

L r dberr

com t € [0,7].

4. Conclusoes e consideracoes finais.

Determindmos a estratégia de controlo 6tima para o modelo de tratamento de qui-
mioterapia apresentado. No contexto do problema, esta estratégia tem a seguinte in-
terpretagao: Considerando o tempo em dias, durante os primeiros dias nao se procede
a administracao do farmaco e durante os dias restantes, administra-se sempre a mesma
dose de farmaco, uma dose em cada dia, correspondente a maior quantidade de farmaco
admissivel.

A estratégia 6tima encontrada, adia o inicio da administracao do farmaco para a parte

final do tempo do tratamento, pelo facto do funcional objetivo minimizar a densidade do

tumor no instante final.
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A funcao de controlo 6timo apresenta uma estrutura bang bang, fornecendo-nos o
instante em que se deve iniciar a administracao do farmaco e a quantidade de farmaco
que se deve administrar.

A estratégia de controlo 6timo para este modelo de tratamento de quimioterapia,
determinada pelo método da programacao dinamica, coincide com a estratégia encontrada
em [16], por um método, diferente, baseado na aplicagdo da teoria de controlo étimo a
equagoes diferenciais ordinarias.

Solugoes numéricas do sistema 6timo em [16] mostram que, enquanto nao é adminis-
trado farmaco, a densidade do tumor aumenta ao longo do tempo, comecando a diminuir
rapidamente logo que se inicia a administracao, o que clinicamente se verifica em mui-
tos casos. Mostram ainda que, quando se administra a mesma dose de farmaco a dois
tumores de densidades diferentes, a reducao da densidade é mais acentuada no tumor
com maior densidade inicial. O modelo de crescimento de Gompertz que consideramos,
baseia-se no facto de que o crescimento dos tumores é tanto mais rapido quanto menor for
a sua densidade. E mais vantajoso esperar que a densidade do tumor aumente durante
a primeira parte do intervalo de tratamento e administrar o farmaco na parte final, pois
assim, a reducao do tumor déa-se enquanto o seu crescimento é mais lento, permitindo
uma reducao mais acentuada. Se o farmaco fosse administrado durante a primeira parte
do intervalo de tratamento, nao sé a reducao do tumor seria menos acentuada, uma vez
que o tumor enquanto pequeno cresce mais rapido, como durante a parte restante do

intervalo de tratamento, o tumor cresceria mais rapidamente.
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Apeéendice

Solucoes particulares da equacao eikonal

1. Consideremos o problema de valor inicial

2 2 _ 2
Uy, T UL, =N

u(zy, 1) =ny/1+ 22,
onde n é constante.

De acordo com a teoria exposta no Capitulo 3, passamos a escrever as equagoes

(3.10). Neste caso, (w1(0),ws(0)) = (z9,1), pelo que

pi(s) = pi Apa(s) = b
(2)
wi(s) = 2ps + 2 Awa(s) = 2pys + 1,
com p? e pY constantes que verificam as condigoes de compatibilidade (2.22) apre-

sentadas no Capitulo 2. Temos entao,

( nz?
(po = n—13(1) p(l] - —12
=
14 ($(1))2 1+ (29)
=
0 n
02 0\2 _ .2 Py = t—F———.
+ =n
\(P1> (p5) \ 1+ (x(l))z

Observemos que se verifica a condigao nao carateristica. De facto, v(2%) = (0,1) é
um vetor unitdrio normal & curva inicial x5 = 1 no ponto 2° = (29,1 ifi

2 ponto 29, 1) e que verifica
a condigao v(z°) - (p?, p3) # 0.

Encontramos, portanto, dois ternos admissiveis a resolugao do problema (1):

0
] W S— oy 1+ (29)2, (a9, 1)
VI+ED? 1+ @)
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n

1+ (21)
Fixemos arbitrariamente um ponto (zy, x5) préximo de (29, 1) e facamos (w1 (s), wa(s))

Comecemos por considerar o terno admissivel correspondente a pg = .
2

(x1,22). Assim, as equagdes carateristicas (2) passam a escrever-se

/ 0
OR S L S
2
1+ (29)
By =2 s41,
2
\ 1+ (29)

de onde, mediante operacoes algébricas elementares, para xo # 0, obtemos as

condicoes
o_ %1
. 3
Ty 7y (3)
e
To — 1 5 D)
= ) 4
= g ) (@)
Da relagao (3), obtemos ainda
n
u(af, 1) = Tl (1)? + (22)%. (5)

Substituindo na equagao (3.11), s pelo segundo membro de (4) e zy pelo segundo

membro de (5), obtemos a solucao
u(zy, 2) = ny/(x1)? + (z9)2. (6)

A solugao (6) verifica a equacao eikonal em quase todos os pontos exceto no ponto
(0,0), onde u,, e u,, sdo singulares. Esta solugdo da equacao eikonal representa
uma onda esférica que se propaga a partir de um unico ponto, precisamente do

ponto (0,0) [17]. As frentes de onda
u(zy, xe) = k,

sendo k£ uma constante, pertencem a familia de circunferéncias concéntricas

(1) + (22)° = (5)2.

n
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Figura 1: Representagao grafica da solucao u(z1,z2) = ny/(z1)? + (72)2, para n = 1. Na figura, a x

corresponde x1 e a y corresponde s.

n

02
v 1+ (27)
Procedendo de modo semelhante ao que acabamos de fazer, para xs # 2, obtemos

Tomemos agora o terno admissivel correspondente a p) = —

sucessivamente,

0 T 1—272
= — = ———---— 2_ 2 2
=g 8 2n|2—x2|\/( 2)% + (1)

e a solugao,

;

ny/(21)? + (20 — 2)2, se x5 <2

2—1‘2

2 _2 2@
n’2—$2| (1’1) +(l'2 )

u(xy, z9) =

—ny/(21)2 4 (2 — 2)2, se a9 > 2.

Esta solucao também verifica a equacao eikonal em quase todos os pontos exceto,
agora, no ponto (0,2) onde u,, e u,, sdo singulares.
As frentes de onda u(xy,x2) = k, sendo k uma constante, pertencem a familia de

circulos concéntricos

()2 + (2 — 2) = <5)2.

n

Pode ler-se uma outra proposta de resolugao deste problema em [17].
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2—.’E2
’]’L—
|2—$2|

Figura 2: Representacio grafica da solugao u(zy,xs) = V(21)2 + (v2 — 2)2, paran = 1. Na

figura, a x corresponde z7 e a y corresponde .

2. Consideremos agora, o problema:

2 2 _ .2
Ux1+uz2—”

( cos 6 sin 6 ) ncos @
U

1—cosO 1—cosf)  1—cosf

As condigoes iniciais para este problema sao

(93? xg) _ ( cos 6 sin 0 )

1—cosf’ 1 —cosé

o n cos 0

: :l—cose

e falta-nos determinar (p?, p), de modo a verificarem-se simultaneamente as condigoes:

()" + (8)" =’ (7)
¢ 0 0 0
R ®)
Para isso, calculamos
do} sin 0 dz 1

d9 (1 —cosh)? dd— (1—cosh)
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dz® sin 0

—_— = —n—.

do (1 —cos)’
Substituimos estes resultados em (8) e, mediante operagoes algébricas elementares,
obtemos a relagao

. sin@ (n — p?)

(9)

1 —cos@

Voltando a condigao (7), com este resultado, passamos a ter

() + (sin9 (n —p?))2 _

1—cos@

Ap6s novos calculos elementares, esta equacao simplifica-se numa equacao do se-

gundo grau em ordem a p, mais precisamente na equagao,
(p(f)2 —n(1+cosf) p) +n*cosf =0,

cuja resolucdo nos confere duas solugoes: p{ = n ou p? = ncosf, determinando
cada uma delas um valor de pJ através de (9). Assim temos,

(a) pi =mnepy=0,

(b) p) =ncosf e p) = nsind.

Estamos, assim, perante dois casos que vamos resolver separadamente.

Antes porém, investiguemos se os vetores (p,p3) obedecem & condi¢do nao cara-
teristica. As condigoes iniciais

(35(1) xg) _ < cos 6 sin )

1—cosf’1—cosb

determinam a curva inicial

(%)2 =211 + 1,
que representa uma parabola com vértice em (—%, 0) e foco em (0,0). O vetor

dal dad\ _ sind _ 1
do’ do )\ (1-cos)? (1—cosf))’

é tangente & curva inicial no ponto z° = (29, 29). Um vetor normal unitério a este

ponto é o vetor

- (5 )

Com calculos simples vemos que
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(a) (n,0) v (2%) #0;
(b) (ncos@,nsind) - v (z") # 0.
Verificando-se, portanto, a condi¢ao nao carateristica em ambos os casos.

No caso (a), as carateristicas (2) passam a escrever-se,

s + cos
1 =2ns + —
! 1 — cos®
sin 6
Ty = ———
27 1 Zcosf

de onde resulta,
1 cos
s=— 2, — ——— .
om "' 1= cosf

Entao, por (3.11), determinamos
u(zy,9) = nay.

As curvas de nivel que representam as frentes de onda, dadas por u(xy,zs) = k,

sendo k£ uma constante, pertencem neste caso a familia de retas paralelas ao eixo

Ol’g,
k

T =

No caso (b), as carateristicas (2) escrevem-se agora

0
Ty =2ncosf s+ s
1 —'CESH
Ty = 2nsin95+L.
1 —cosf

Elevando ao quadrado ambos os membros de cada equacao, adicionando as equacoes
membro a membro e procedendo a algumas simplificagoes algébricas simples, obte-

mos

(1) + (22)? = (Qns + %)2,

1 —cost

que resolvendo em ordem a s, nos leva a relacao

" 1—cosh

1 1
S = ( (%1)2 + (CCQ)2 —> %
Entao, por (3.11), determindmos por fim a solugao,
w(xy, 2) =n ( (21)% + (22)2 — 1) :
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As curvas de nivel que representam as frentes de onda pertencem, neste caso, a

familia de circunferéncias concéntricas

(21)? + (72)* = (S + 1)2.

Neste problema, seguimos a resoluc¢ao proposta em [5].
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