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Complexidade Topolégica

Resumo

A nocao de complexidade topoldgica de um espaco X surgiu, de certa
forma, devido ao problema da planificagao de movimentos na area da Robdtica.

Dados dois pontos A e B de um espago X, o problema da planificacao
de movimentos consiste em determinar um caminho continuo que ligue o
ponto inicial A ao ponto final B. Em espagos topoldgicos conexos por ar-
cos, este problema tem sempre solucao, no entanto nao existe um procedi-
mento continuo para associar a cada par de pontos um caminho que os ligue.
Michael Farber iniciou o estudo deste fenémeno topoldgico no seu artigo
“Topological complexity of motion planning”[7] de 2001. O autor associou
a cada espaco topoldgico X conexo por arcos um numero representado por
TC(X) chamado de complexidade topoldgica de X e que é uma medida de
descontinuidade da planificacao de movimentos.

Neste trabalho, iremos apresentar e demonstrar algumas propriedades do

invariante T'C'(X) e calcular o seu valor para alguns espagos topoldgicos.
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Topological Complexity
Abstract

In a way, the notion of topological complexity of a space X emerged due
to the motion planning problem in Robotics.

Given two points A and B of a space X, the motion planning problem
consists in determining a continuous path that connects the initial point A
to the final point B. In a path-connected topological space, this problem
has always a solution. However, there does not exist a continuous procedure
which associates to any pair of points a path connecting them. Michael Faber
started the study of this topological phenomenon in his article “Topological
complexity of motion planning”[7] de 2001. The author associates to any
path-connected topological space X a number T'C'(X), called the topological
complexity of X, which is a measure of motion planning discontinuity.

In this work, we will present and demonstrate some properties of the in-

variant T'C'(X) and calculate its value for some toplogical spaces.
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Introducao

A complexidade topolégica de um espaco topoldgico X, representada por
TC(X), foi introduzida por Michael Farber, no seu artigo “Topological com-
plexity of motion planning”[7] de 2001. E o menor nimero inteiro & tal
que existe uma cobertura de k£ abertos de X x X sobre os quais a fibragao
X! — X x X, que associa a cada caminho em X as suas extremidades,
admite uma seccao. KEste invariante numérico do tipo de homotopia tem,
para além do seu interesse em Topologia, aplicagoes na area da Robdtica,
mais especificamente no problema da planificacao de movimentos.

Se considerarmos um espaco topolégico X, o problema da planificagao
de movimentos consiste em, dados dois pontos A e B de X, determinar um
caminho continuo em X que ligue o ponto inicial A ao ponto final B. Dizemos
que A é a configuragao inicial e B a configuracao final (desejada) do sistema.
Iremos considerar espagos topoldgicos conexos por arcos, ou seja, espagos nos
quais quaisquer dois pontos estao ligados por um caminho continuo. Nestes
espagos, o problema de planificacao de movimentos tem sempre solugao, no
entanto a continuidade da planificacao de movimentos nao esta garantida.
De facto, se considerarmos dois pares de pontos (A, B) e (A’, B") préximos
um do outro, os respectivos caminhos a e o’ podem nao estar proximos,

provocando assim instabilidade no sistema. Tomemos uma cobertura aberta



Ui,...,U, de X x X tal que, para cada i, X! — X x X admite uma seccio
s; sobre U;. Considerando um par (A, B) em U; préximo da fronteira e
proximo de outro par (A’, B') pertencente a Us\U,, s1(A, B) poderd ser com-
pletamente diferente de sy(A’, B'), uma vez que as secgdes sao geralmente
distintas nas interseccoes dos seus dominios. Assim, intuitivamente, a com-
plexidade topoldgica ¢ uma medida de descontinuidade de planificacao de

movimentos em X.

A dissertacao, cujo principal objectivo é estudar as propriedades do invari-
ante TC(X), estd estruturada em quatro capitulos, que passamos a descrever
sumariamente:

O primeiro capitulo é destinado a introduzir defini¢oes e resultados fun-
damentais da teoria de homotopia e da teoria da homologia e cohomologia.
Para obter mais pormenores e demonstragoes, os livros [3] e [4] representam
uma boa referéncia.

No capitulo 2, introduz-se a definicao de Complexidade Topoldgica e
apresentamos e demonstramos alguns resultados que nos permitirao deter-
minar enquadramentos para a complexidade topolégica de espacos.

No capitulo 3, serao apresentados os primeiros exemplos, nos quais ire-
mos aplicar os resultados demonstrados no capitulo anterior. Assim, serd
calculada a complexidade topolégica das esferas e dos planos projectivos com-
plexos. Também iremos apresentar um enquadramento para a
complexidade topoldgica dos planos projectivos reais.

Finalmente no quarto e ultimo capitulo, serd introduzido o calculo da

complexidade topoldgica de produto de espagos, que nos permitird apresen-



tar os ultimos exemplos: produto de esferas de e superficies. Neste capitulo,
é calculada a complexidade topoldgica do problema de planificagao do movi-

mento de um brago de um robo, supondo auséncia de obstaculos.



Capitulo 1

Resultados Preliminares

Nas seccoes seguintes sao apresentados alguns conceitos de Topologia
Geral e de Topologia Algébrica importantes para a compreensao do tema

da Tese.

1.1 Teoria de Homotopia Basica

1.1.1 Caminhos

Definicao 1.1. Um caminho em X € wuma aplicacaio continua
a: ] — X. Sea0) =acea(l) =0b, dizemos que o é um caminho de

a para b.

Nota 1.2. Se a é um caminho de a para b, entdo ((t) = a(l —t) define
um caminho de b para a. E ébvio que B(I) = a(l), assim 3 e o descrevem
o mesmo caminho, percorrido em sentidos inversos. O caminho [ diz-se o

caminho inverso de o, e denota-se por 3 = a L.

Definicao 1.3. Um espaco X € conexo por arcos se, para cada a,b € X,

4
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existe um caminho em X de a para b.

O conjunto dos caminhos em X, denotado por X! e definido por
X! ={a: I — X|a continua}, é um espaco topolégico munido da topolo-
gia compacto-aberta U = {Ux 1| K C I compacta e A aberto em X},
onde U g ={a: I — X| f(K) C A}

1.1.2 Aplicacoes Homotoépicas e Equivaléncias de Ho-
motopia

Definicao 1.4. Aplicagcoes Homotopicas

Duas aplicagoes continuas f,qg: X — Y dizem-se homotdpicas se existir
uma aplicacao continua H : X x I — Y tal que, para todo o v € X,
H(z,0) = f(x) e H(z,1) = g(z). A aplicacao H diz-se homotopia de f

para g. Escrevemos f ~ g para indicar que f e g sao homotdpicas.

Nota 1.5. A relacao ~ é uma relacdo de equivaléncia no conjunto das

aplicagoes continuas X — Y.

Definicao 1.6. Equivaléncia de Homotopia

Uma aplicacao continua f : X — Y diz-se equivaléncia de homotopia, e
escreve-se f: X —=Y , se existir uma aplicacio continua g :Y — X tal
que go f ~1dx e fog ~idy. Dois espacos topologicos X eY sao chamados
homotopicamente equivalentes ou do mesmo tipo de homotopia, e

escreve-se X ~ Y, se existir uma equivaléncia de homotopia entre eles.

Definicao 1.7. Sep: E — B es: B — E sdo aplicacoes continuas tais

que po s = id, entao dizemos que s € uma secgao de p.
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Teorema 1.8. Sejam H : X x [ — Y e h: X — Y tais que h(z)(t) =

H(z,t). H ¢é continua se e s6 se h é continua.

Do Teorema anterior, deduz-se os seguintes corolarios importantes:

Yixl = Y
Corolario 1.9. A aplicacao € continua.
(w,t) = w(t)
Demonstragao: Seja h : Y! — Y7 tal que h(w)(t) = ev(w,t) = w(t).

Assim, h(w) = w, ou seja, h é a identidade, e portanto é continua. Deste

modo, pelo teorema 1.8, vem que ev também é continua. |
vyl =y
Corolario 1.10. A aplicacao € continua.

w = w(t)

xr = X x X
Corolario 1.11. A aplicagao € continua.
w = (w(0),w(1))

Outro resultado importante é o seguinte:

Corolario 1.12. Sejam f,g : X — Y aplicagoes continuas. Temos que
f ~ g se e s6 se ewiste uma aplicacio h : X — Y continua tal que

evpoh=f eevioh=yg.

Proposicao 1.13. A aplicagdo

X — X!

é continua.
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XIxl — X

Demonstragao: Temos que ¢é continua, pois ¢é a
(@8 = W)
composta de duas aplicacoes continuas:

XD cmme  xlyp 20 X
(w,t) = (w,1=t) — w(l-—1)

_ X — Xt ; )
Assim, pelo teorema 1.8, vem que € continua. ]

w — Wl

Consideremos dois caminhos o« : I — X e § : [ — X tais que

a(l) = 5(0). Temos que

¢ um caminho de «(0) para (1), chamado de concatenagao de « com [
e denotado por a.f3.

A seguinte proposicao garante-nos a continuidade da concatenacao.

Proposicao 1.14. A aplicagdo

onde Z é o subespaco topolégico de X' x X! definido por
Z ={(a,8) € XT x X! a(1) = 3(0)}, € continua.
Demonstracao: Vamos provar que a aplicagao

ZxI — X
(o, 0,1) = af(t)

¢ continua.
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ZX[O,%] — X

° é continua, pois é a composta de duas
(a,8,1) = aB(t)=al2t)
aplicacoes continuas:
Zx (0,4 MR xlxp &L X
(o, B, 1) — (a,2t) +—  «(2t)

Z X [%, 1] — X ) ) o
° ¢é continua, pois é a composta de

(., 0,t) = ab(t)=p(2t-1)

duas aplicagoes continuas:

continua
—

Z x [3,1] X'xr = X

(o, B, 1) — (6,2t —1) — pB2t—1)

Assim, como Z x [0, 1] e Z x [3, 1] sdo fechados em Z x [0, 1] e as restrigoes

a Z x[0,3] ea Z x [3,1] sao continuas, concluimos que

Z/x1 — X
(a,8,8) +— ap(t)

é continua, e portanto,

também é continua. [

1.1.3 Fibracoes

A definicao e os resultados apresentados de seguida sao de particular

interesse para o trabalho a que nos propomos.
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Definicao 1.15. Uma aplicacao p : E — B continua diz-se uma fibragao

se em todo o diagrama comutativo de setas a trago cheto:

Xx{0}1~F

7
P

XxI—7>B
ezriste a aplicacao F tal que Foi= f epoF'=H.

Vejamos agora um exemplo de fibracao de grande importancia para o

trabalho:

Proposicao 1.16. A aplicacdo
ev: YI — Y xY
w = (w(0),w(1))

€ uma fibracgao.
Demonstracao: Consideremos o seguinte diagrama comutativo:

X x {0}—f:Y[

e
P ev

-

X x 1T T> Y xY
Vamos provar que a aplicacao F' existe.

Consideremos as aplicagoes continuas r : [ x I — {0} x T U I x {0,1} tal

que
1
(t_3570>7 s < §t
— 35—t 1 1
r(t,s) =4 (0,35, gt<s<1-—gt

(t+3s—3,1), s>—3t+1
eG: X x{0} xTUX xIx{0,1} — Y tal que G(x,0,s) = f(z,0)(s),
G(z,t,0) =proo H(x,t) e G(x,t,1) =pry o H(x,t).
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Seja F: X x I — Y a aplicagao continua definida por F(z,t)(s) =
Go (idx x r)(x,t,s).

Temos que:

o F(z,0)(s) = Go(idx xr)(x,0,5) = G(x,0,5) = f(x,0)(s);

o cvoF(x,t) = F(x,t)(0) = Go(idy x7)(,t,0) = G(x,t,0) = proH (, 1);
o v, F(x,t) = F(z,t)(1) = Go(idy x7)(x,,1) = G(x,t,1) = pri H(a, 1).

Logo, F' existe. |

A demonstracao da seguinte proposicao estabelece-se facilmente a partir

da definicao de fibracgao.

Proposicao 1.17. Consideremosp : E — B, s: A— FE ei: A— B
aplicagoes continuas tais que ps ~ 1.

Sep: E — B ¢ uma fibracao, entao existe 0 : A — E tal que poo = 1.

1.1.4 CW-Complexos

Sejam S™ = {(x1,...,7p41) € R"™ : ||z|]| = 1} a esfera de dimensdo n e

D" = {(xy,...,41) € R" : ||2|| < 1} a bola de dimensao n.

Definicao 1.18. Um espaco topolégico X diz-se CW-complexo se

existirem

(a) Uma sequéncia de subespagos
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(b) Uma sequéncia de aplicagoes continuas
ISy — x™
iely

tais que:

1. XO) ¢ discreto e ndo vazio;
2. X = XU, [I D = XW TN D) fae ~ ()

3. X = UpenX™ e um conjunto A C X ¢é fechado em X se e so se

AN X® ¢ fechado em X™ | para cada n € N.

Aos elementos de X© chamamos 0-células de X e & imagem "' de
D\ S* em X chamamos (n + 1)-célula de X. O subconjunto X™ ¢é
chamado de n-esqueleto de X. Temos que X ™) = X U (U;ep, el ).

A aplicacdo f™ ¢é a aplicacao de colamento e a aplicacio D' — X

induzida por f" é chamada de aplicagao caracteristica da célula e **.

Um CW-complexo diz-se de tipo finito se cada dimensao tem um nimero
finito de células.

Se X = X isto é, nao hé células de dimensdo superior a n entdo X
diz-se de dimensao finita. Se X é de dimensao finita e n é o menor inteiro

tal que X = X X diz-se de dimensdo n e escreve-se dim(X) = n.

Exemplo 1.19. Sao ezemplos de C'W-complexos os sequintes espacos topolégicos:
1) S™, esferas de dimensao n. Temos que S™ = {x} U e™.
2) Espagos projectivos. Temos que RP" = St Ue?Ue U ...Ue" e

CP"=S?Uetuelu..ue™.
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3) Se X,Y sao CW complezos de tipo finito, entao X XY € um CW-complezo.
4) Se X, Y sao CW complexos e X admite uma decomposi¢ao com uwm nimero

finito de células, entao X x'Y € um CW-complexo.

1.2 Categorias e Functores
Comecemos por uma definicao:

Definicao 1.20. Uma Categoria C consiste em:
(a) Uma classe de objectos, denotada por obj.

(b) Para cada par ordenado de objectos X e Y, um conjunto Hom(X,Y)
de morfismos com dominio X e contradominio Y; se f € Hom(X,Y),

escrevemos [+ X — Y ou X*f>Y.

(c) Uma operacao que associa aos morfismos f: X — Y eg:Y — Z, o

morfismo composto gf =go f: X — Z.

Os sequintes axiomas devem ser satisfeitos:

Associatividade. Se f : X — Y, g:Y — Z eh : Z — W, entao
hgf) = (hg)f: X — W.

Identidade. Para cada objecto Y, existe um morfismo ly : Y — Y tal

que, se [+ X — Y  entao 1y f = f, ese h:Y — Z, entao hly = h.

Exemplo 1.21. A categoria dos espacos topolégicos e das aplicagdes continuas,

denotada por Top.
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Exemplo 1.22. A categoria dos conjuntos e das aplicacoes, denotada por

Sets.

Exemplo 1.23. A categoria dos grupos e dos homomorfismos, denotada por

Groups.

Iremos, de seguida, definir functores, aplicacoes de uma categoria para
outra, e transformacoes naturais entre functores, assim como apresentar

exemplos de grande importancia para o trabalho.

Definicao 1.24. Sejam A e C categorias. Um functor T : A — C associa
a cada objecto A de A um objecto TA de C e a cada morfismo f: A — A
em A, um morfismo Tf:TA — TA" em C tal que:

(1) Se f,g sdao morfismos em A para os quais g o f estd definida, entao
T(go f)=(Tg)o(Tf);

(ii) T(14) = 174, para cada A € objA.

Exemplo 1.25. O functor Top — Top que a cada espago topoldgico X

associa o espaco X' e que a cada morfismo f : X — Y associa o morfismo

1 X! — Y! definido por fl(w) = fow.

Nota 1.26. A composicao de functores, obtida de forma intuitiva, é ainda

um functor.

Definicao 1.27. Sejam F,G : A — C functores. Um sistema de aplicagoes
{pX : FX — GX} diz-se uma transformacao natural se, para todo o

morfismo f: X — 'Y, o sequinte diagrama é comutativo:

FX -2 ax (1.1)

| |or

FYW)GY
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Exemplo 1.28. A aplicacdo ev : X! — X x X € uma tranformacdo natural,

pois para toda a aplicacao f: X — Y, o sequinte diagrama ¢ comutativo:

x> X x X

o e

Y[?YXY

Definigcao 1.29. Sejam A e C categorias. Um cofunctor ou functor con-
travariante S : A — C associa a cada A € obj A, um objecto SA € objC e
a cada morfismo f: A — A" em A um morfismo Sf : SA' — SA em C,

tal que:

(i) Se f,g sdao morfismos em A para os quais g o f estd definida, entdo
S(go f) = (5f) o (S9);

(ii) S(1a) = 1sa, para cada A € objA.

Existe uma definicao de transformacao natural para cofunctores F' e G
similar a enunciada anteriormente para functores, basta inverter ambas as

setas verticais do diagrama (1.1).

1.3 Homologia e Cohomologia

1.3.1 Homologia de Complexos

Seja R um anel comutativo com unidade.

Definicao 1.30. (Sequéncias exactas)
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o Uma sequéncia M TN L Pode morfismos de R-mddulos € exacta

se Nucg=1Im f.

A f2 f1 fo .
e Uma sequéncia ... — My — My — My — M_; — ... é exacta

In+2 In+1 p
se, para cada n, M, o = M, 1 — M, € exacta.

Uma sequencia exacta do tipo
0—M-LNLP—0

¢é chamada curta sequéncia exacta.

Exemplo 1.31. A sequéncia 0 — M — N - N/M — 0, onde g € o

morfismo de R-mddulos definido por g(n) =n+ M, € exacta.

Definicao 1.32. Um complexo de cadeias K ¢ wma sequéncia de

R-mdédulos K, (n € Z) e de morfismos 0, (de R-mddulos)

On

8n+1
anl Kn KnJrl <~

tais que Oy, 0 Opyq = 0.

Aos morfismos 0,, chamamos “operadores bordos” e aos elementos de
K,, chamamos “n-cadeias”.

De 0, 0 0,41 = 0, resulta que Im0,,; C Nucd,. Mas, em geral, a
sequéncia nao é exacta.

A “falha” de exactidao é dada, para cada n, pelo n-ésimo R-mdédulo de

homologia de K.

H, K := Nuc0,/Im 0,1

Notacao:
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e 7, K :=Nuco,={z€ K, |0,z=0}

Os elementos de Z,, K sao os n-ciclos

e B,K:=Im0o,.1={z€ K, |Ir € Ky11:2=0 17}

Os elementos de B,, K sdao os n-bordos

Definigao 1.33. Aplicagao (ou morfismo) de complexos de cadeias
f:K— K
E uma sequéncia f, : K,, — K| de morfismos de R-mddulos tal que, para

cada n, O, frn = fr-10.

On

8n+1
anl Kn Kn+1 ~

f'nli fni fn+li

K] K/ K]

n—1 a;L n B;H_l ’I’L+1

-~

Com esses morfismos obtemos a categoria dos complexos de cadeias
e 0 n-ésimo R-mddulo de homologia é um functor da categoria dos com-
plexos de cadeias para a categoria dos R-mddulos, que a cada morfismo

f + K — L de complexos de cadeias associa o morfismo de R-moédulos

fo = Ho(f) : Ho(K) — Hu(L) , [2] = [fn(2)]-

1.3.2 Homologia Singular

Definicao 1.34. g-simplexo modelo.

Para g € Ny, o g-simplezo modelo, denotado por A, € o sequinte conjunto:

q
Ny ={r eR™|0<2; < 1,Zmi =1}

=0
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Assim, /g = {1}, /A1 é o segmento de recta em R? que une os pontos
(1,0) e (0,1) e Ay é um triangulo em R? cujos vértices sao os pontos (1,0, 0),
(0,1,0) e (0,0,1).

Os vértices do simplexo A, sdo ¢y = (1,0,...,0), e = (0,1,...,0),...,
e, =(0,...,0,1)

Definicao 1.35. 53 Dy — Ay (1 =0,...,q) € a restricao da aplicagdo
linear RY — RITY definida por:
€, 1< .7

€it1, 12>

Assim, da defini¢ao anterior, vem que:

5Z(I0,ZE17 ...,l'q_l) = (ZL'(), ...,:Uj_l,O,xj, ...,l’q_l).

Um complexo, chamado complexo singular de X e denotado por

S X = (5,X)4ez, € definido por:

e Para ¢ > 0, S, X = Sy(X;R) = @,.n,xR.0, ou seja, S, X é o

R-médulo livre gerado pelas aplicagoes continuas o : A, — X. Os

elementos de S, X sao designados por “g-cadeias singulares”;
e Para ¢ <0, 5,X = 0;

e O operador bordo do complexo é 9 : S, X — S,_1 X tal que

q

00 = 0y(0) =Y (~1)o 00

j=0
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Se f: X — Y é uma aplicagao continua e 0 : A, — X um simplexo
singular de X, entdo a composta fo : A, — Y é um simplexo singular
de Y. Obtemos assim o homomorfismo S,f : S, X — S,V definido por
Sef(0) = foo. A sequéncia S, f : S, X — S,Y é uma aplicacao de cadeias.

Assim, S, é um functor entre a categoria dos espacos topoldgicos e a

categoria dos complexos de cadeia.
O ¢-ésimo R-moédulo de homologia de um espaco topologico X é:
Hy(X) = Hy(X; R) = Hy(S(X; R))

O g-ésimo R-médulo de homologia é um functor (pois é a composta de
dois functores) da categoria dos espagos topolégicos para a categoria dos
R-moédulos, que a cada morfismo f : X — Y associa o homomorfismo de

R-médulos f, = H(f) = H(Sf) : H(X) — H(Y).

1.3.3 Cohomologia

Um complexo de cocadeias V ¢é uma sequéncia de R-moédulos V4

(¢ € Z) e de homomorfismos d? (de R-mo6dulos)

V4 Vq+1 o Vq+2 . ...

d?

tais que d? = 0.

Aos homomorfismos d? chamamos “operadores cobordos” e aos elementos
de V9 chamamos “cocadeias”.

Uma aplicagao de cocadeias f : V — W é uma sequéncia de aplicacoes

lineares f = (f7: V% — W),z tal que df = fd.
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O g-ésimo R-mdédulo de cohomologia de um complexo de cocadeias é:
HY(V) = Nucd?/Imd"".

Os elementos de Nucd sao chamados de cociclos e os de Im d de cobordos.
Uma aplicagao de cocadeias f : V' — W induz uma aplicagao de cocadeias

Ff:HV — HW.

A um complexo de cadeias C

Ol —> 01 —> (171 —— -
associamos o complezo de cocadeias Hom(C, R) definido por:
Hom(C,R)? = Hom(Cy, R).
O operador cobordo d : Hom(C, R)? — Hom(C, R)7™ é definido por
d(f) = fod.

Dada uma aplicagao de cadeias ¢ : C' — D, obtemos a aplicacao de

cocadelas:

Hom(p,R): Hom(D,R) —  Hom(C,R)
f:D—-R +— fop:C—R

Obtemos assim um cofunctor entre a categoria dos complexos de cadeias e a

categoria dos complexos de cocadeias.

Seja X um espaco topolégico. O complexo de cocadeias singulares de X,

S*(X), é definido por

S*(X) = S"(X;R) = Hom(S«(X); R).
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Nota-se que esta construcao é functorial. O functor S* estende-se a
categoria dos pares de espacos topoldgicos:

Para um par (X, A), ou seja A subespago de X, S*(X, A) é definido por
S*(X,A) =S"(X,A; R) = Hom(S.(X, A); R).

onde S,(X,A) é o complexo de cadeias quociente S,(X)/S.(A) (dado por
(5.(X)/5:(A))g = 5, X/S,A).

O g-ésimo mé6dulo de cohomologia singular de X (respectivamente, (X, A))
é definido por H4(X) = HY(X; R) = HI(S*(X); R) (respectivamente HI(X, A) =
H(X, A; R) = HY(S*(X, A); R)).

As demonstragoes dos seguintes teoremas podem ser consultadas em [3] na

pagina 240.
Teorema 1.36. Se f ~ g, entdo, para cada q € Z, HY(f) = H(g).

Teorema 1.37. Para cada par (X, A), existe uma longa sequéncia exacta

longa em cohomologia:

. — HY(X, A) — HY(X) -5 HI(A) — HH(X, A) — ..

1.3.4 Produto Cup

Um R-médulo graduado M ¢é uma familia de R-mddulos (M9),ez. O
produto tensorial de R-moédulos graduados C' e D é o R-mdédulo graduado

C ® D dado por (C ® D)" = @p4q-nC? @ D.
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Definicao 1.38. Uma R-algebra graduada comutativa é um R-mddulo

graduado A = (A?) ez munido de uma multiplicagdo

p: AA — A
a®b — ab
(isto €, uma familia de homomorfismos p? : (AQA)? = ;4 ;- A'QAT — A1)
e uma unidade 1 € A° tais que:
1) A multiplicag¢ao € associativa, isto €, (a.b).c = a.(b.c);
2) A multiplicagdo é unitdria, isto €, l.a = a = a.l.
3) A multiplicagao € comutativa (no sentido graduado) , isto €,

a.b = (—1)labp.q;

Um morfismo de élgebras f : A — B ¢é um morfismo de R-mddulos
graduados (isto é, é uma familia de homomorfismos f?: A7 — B?) tal que
f(a.b) = f(a).f(b) e f(1) = 1. Com estes morfismos, obtemos a categoria

das algebras graduadas comutativas.

A cohomologia de um espaco topoldgico é uma algebra graduada comu-

tativa:

e O seu produto, chamado de produto cup e denotado por U, é definido

por:
U: HYX)® H(X) — H*(X)
o] @ 6] — [ulf=[aup
em que, para cocadeias o € SP(X) e f € S9(X), a cocadeia a U § €
SPH(X) = Hom(Sp4(X); R) é dada por:

aU (o) = a(oo < e, ...ep, >).0(00 < €y, ..., €piq >)

<eg,...ep > AP — APTT <epe,, >0 AT — AP
onde e

€ = & € = Cipp
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e 1 ¢ a classe de cohomologia de cociclo z : SoX — R, z(0) = 1.

A cohomologia é um functor dos espacos topoldgicos para as algebras
graduadas comutativas.
Nota-se que existe uma versao relativa do produto cup para espacos

topoldgicos. Sendo A e B subespacos abertos de X,
U: H(X;A)® H*(X;B) — H*(X; AU B).

Sejam A, B duas algebras graduadas comutativas. O produto tensorial
A ® B ¢é ainda uma algebra comutativa cujo produto €

(a®b).(a/ @) = (=1)lllga’ @ bl e cuja unidade é 145 = 14 ® 1.

Sejam X, Y dois espacos topoldgicos e sejam pry : X xY — X e
pry : X XY — Y as projeccoes. Passando a cohomologia, obtemos os mor-
fismos priy : H*X — H*(X xY) epry : H'Y — H*(X xY). Consideremos

o morfismo de algebras:
x: H*'X o HY — H* (X xY)
a®f — axf:=paUpryf

(produto exterior em cohomologia)

Temos que A*ox =Uem que A : X — X XX, z — (z,x), é a diagonal
1, 8.14].

Se X, Y sao CW-complexos de tipo finito e R é um corpo, entao o produto
exterior X : H*X ® H*Y — H*(X x Y) é um isomorfismo de algebras

graduadas comutativas, chamado de isomorfismo de Kiinneth [1, 8.18].
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1.4 Categoria de Lusternik-Schnirelman

Definicao 1.39. (Categoria de Lusternik-Schnirelman) A Categoria
de Lusternik-Schnirelman ou de L.S. de um espagco X € o menor inteiro n tal
que existe uma cobertura aberta, Uy, ..., U, de X com cada U; contractivel a
um ponto no espago X. Denotamos por cat(X).

Se tal inteiro nao existir, escrevemos cat(X) = oo.

Sejam X um espaco topoldgico e U um subespaco aberto de X. Dizemos
que U é categoérico em X se é contractivel em X. Uma cobertura aberta
de X formada por abertos categéricos diz-se uma cobertura categorica.
Assim a categoria de Lusternik-Schnirelman de um espaco X é o menor

inteiro n, tal que existe uma cobertura categérica com n abertos de X.

Nota 1.40. Alguns autores consideram, na definicio anterior, que
cat(X) = n — 1. A nossa escolha permitird uma apresentagdo mais sim-

plificada dos resultados estudados no préximo capitulo.

Teorema 1.41. [6, 5.1.30] Seja X um CW-complexo conexo por arcos com

um numero finito de células. Temos que

cat(X) < dim(X) + 1.

Vejamos agora um teorema para a categoria do produto de espacos, cuja

demonstragao pode ser consultada em [9], teorema 1.37 da pagina 18:

Teorema 1.42. Suponhamos que X e Y sao CW-complexos de tipo finito

conexos por arcos. Entao

cat(X xY) < cat(X) + cat(Y) — 1.
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Exemplo 1.43. A categoria de LS de um ponto € igual a um.
Exemplo 1.44. A categoria de LS de esferas de dimensao n € igual a 2.

Exemplo 1.45. A categoria de LS dos planos projectivos de dimensdao n,
reais ou complexos, € igual a n + 1. Podemos consultar a deducdo destes
resultados em [9], exemplo 1.51 da pdgina 23 e ezemplo 1.6 da pdgina 4 para

CP", e exemplo 1.8 pdgina 4 para RP".



Capitulo 2

Complexidade Topoldgica

Neste capitulo, iremos iniciar o estudo do tema da dissertacao, pelo
que, numa primeira seccao serao apresentadas a definicao de complexidade
topoldgica e algumas propriedades. Na seccao seguinte, iremos demonstrar
teoremas que nos permitem determinar limites superiores e limites inferiores
para o referido invariante.

No trabalho sao utilizadas as seguintes notagoes:
e iy, representa a inclusao de U;

e {Ap} representa uma fungao constante.

2.1 Definicao. Propriedades.

Definicao 2.1. Complexidade Topoldgica
Seja X um espaco topologico conexo por arcos. Define-se complexidade

topoldgica de X, e denota-se TC(X), como sendo o menor niumero k tal

25
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que o produto cartesiano X X X admite uma cobertura de k conjuntos abertos
XXX:I/ﬁUZ/{QU...UZ/{k

e tal que para cadai € {1, ..., k} existe uma aplicagdo continua s; : U; — X',
ev 0 S = Ty, .

Se nao existir tal k, dizemos que TC(X) = oc.

Da definicao anterior, facilmente se deduz que a complexidade topoldgica
de um espaco X ¢ igual a 1 se e s6 se existe s : X x X — X! continua
tal que ev o s = idxxx. Nestes casos, a planificacao de movimentos em X
é continua, mas infelizmente esta planificacdo continua sé existe em casos

muito simples. Vejamos o que nos diz o seguinte teorema:

Teorema 2.2. Seja X um espaco topologico nao vazio. X € contractivel se

e soseTC(X)=1.

Demonstragao: <) Suponhamos que T'C(X) = 1, ou seja, existe uma
seccao continua s : X x X — X! de ew.

Vamos provar que X é um espago contractivel.

Seja Ag € X fixo.

Consideremos a aplicagdo h; : X — X definida por h(B) = s(Ag, B)(t),
para qualquer B € X e t € [0,1].

Temos que:
- ho(B) = s(Ao, B)(0) = Ay, logo hg é uma aplica¢do constante;
- hy(B) = s(Ao, B)(1) = B, logo h; ¢ a identidade em X.

Concluimos assim que idx ~ {Ap}, ou seja , X é contractivel.
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=) Suponhamos agora que X é contractivel, ou seja, existem uma homo-
topia hy : X — X e um ponto Ay € X tais que ho(A) = A e hi(A) = Ao,
para qualquer A € X.
Vamos provar que existe uma seccao s : X x X — X' de ew.
Seja (A, B) € X x X.

Consideremos a aplicacao continua

s X xX — X!
(A,B) — h(A).n(B)™!
Temos que ev o s = 1dx«x, Pois
evos(A,B) = (h(A).h(B)™(0), h(A).h(B)™}(1))
(h(A)(0),h(B)~1(1))
= (A, h(B)(0))
(A, B) ]
A complexidade topoldgica é um invariante topoldgico, como o comprova

o seguinte teorema:
Teorema 2.3. T'C(X) depende somente do tipo de homotopia de X .

Demonstracao: Suponhamos que X domina Y, isto é, existem aplicagoes
continuas f : X — Y eg:Y — X tais que fog >~ idy.

Vamos provar que TC(Y) < TC(X).

Suponhamos que U4 C X x X é um aberto e que existe uma aplicagao
continua s : U — X! tal que ev™ o5 = iy.
SejaV=(gxg) Y (U)CY xY.

Temos que V é um aberto, pois é a imagem inversa de um aberto por

uma funcao continua.



2.1. DEFINICAO. PROPRIEDADES. 28

Vamos mostrar que existe uma aplicacao continua o : V — Y/ tal que

evY oo = iy.
Consideremos o seguinte diagrama:

I I
yi—2 o xr— Ty (2.1)

\LSUY levx levy

VXY A -XXxX—>Y XY
gxg fxf

X
3,

V={(9xg)'U)

Temos que o diagrama (2.1) é comutativo pois ev é uma aplica¢ao natural.
Queremos provar que evY o (ffoso (g X g),) = iy.

Ora,

ev' o floso(gxyg), = (fxf)oevtoso(gxy),
(f x f)oiuo(gx g,

= (fxflolgxg)oiy
(fogx fog)oiy
(

idy X idy) o iy, uma vez que f o g~ idy

Assim, temos que ev’ o (ff o s o (g x g),) =~ 4.  Como
evY : YI — Y x Y é uma fibracdo, podemos concluir que existe uma
aplicacdo continua o : ¥V — Y/ tal que evY o0 = iy.

Deste modo, para cada U C X x X aberto tal que existe uma aplicagao

continua s : Y — X! com evos = iy, existe um aberto V C Y x Y e existe

Y

uma aplicacao continua o : ¥V — Y7 tal que evY oo = iy.
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Concluimos assim que TC(Y) < TC(X) e, consequentemente, 7TC(X)

depende somente do tipo de homotopia de X. |

2.2 Limites Inferiores e Superiores para TC(X)

Teorema 2.4. Se X ¢ um CW-complexo de tipo finito conexo por arcos,

entao

cat(X) <TC(X) < 2cat(X) — 1
Demonstragao:
e Vamos comegar por provar que TC(X) > cat(X).

Suponhamos que T'C'(X) = k. Entao existe uma cobertura aberta Uy, Us, . . . , Uy
de X x X tal que, para cada i € {1,2,...,k}, existe uma aplicacao continua
s;i:U; — X' comevos; = W, -

Seja Ag € X um ponto fixo. Consideremos a aplicagao

f: X — XxX
r —  (Ag, 1)

Temos que:

- f é uma aplicacao continua e U; é um aberto de X x X. Logo, f~H(U;)
¢ um aberto de X (pois é a imagem inversa de um aberto por uma
aplicacao continua).

- f7(U;) é contractivel em X, pois f~1(U;) $ui —%> x7 é uma ho-

motopia entre a aplicagao constante z — Ay e a inclusao f~1(U;) — X.

Pois, evo so f(x) = ev o s(Ap, z) = (Ao, x).
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Logo os conjuntos f~1(U;) formam uma cobertura categdrica de X. Portanto,

TC(X) > cat(X).

e Vejamos agora que TC(X) < 2cat(X) — 1.

Vamos comecar por verificar que TC(X) < cat(X x X). Assim,
suponhamos que cat(X x X) = n. Entao existe uma cobertura aberta,
Uy, ....U,, de X x X tal que, para cada i € {1,...,n}, U; é contractivel a um

ponto no espago X x X. Consideremos o seguinte diagrama:

*—>XI

U—— X x X

Sendo, ev uma fibracdo, vem que existe uma aplicacdo s; : U; — X! tal
que ev o s; = gy, Concluimos assim, que T'C'(X) < cat(X x X).

Assim pelo Teorema 1.42 vem que TC(X) < cat(X) + cat(X) — 1, ou
seja, TC(X) < 2cat(X) — 1. n

Teorema 2.5. Para qualquer CW -complexo X finito e conexo por arcos,

temos:
TC(X) < 2.dim X + 1 (2.2)

Demonstragao: Pelo Teorema anterior, temos que 7C'(X) < 2.cat(X) — 1
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e pelo teorema 1.41 sabemos que cat(X) < dim(X) + 1. Logo,

TC(X) < 2.cat(X)—1
< 2(dim(X)+1)—1
< 2dim(X) +1 ]

Para os resultados seguintes, sera considerado um corpo K.

Definicao 2.6. O nicleo do produto cup serd designado por ideal dos di-
visores de zero de H*(X; K). A nilpoténcia do ideal é o maior n tal que

aj.as...a, # 0, sendo ay,as, ..., a, € NucU.

Teorema 2.7. Seja X um CW-complexo de tipo finito. A complexidade
topolégica TC(X) é maior que a nilpoténcia do ideal dos divisores de zero de

H*(X; K).

Demonstragao: Suponhamos que TC(X) = n. Entao existem U, Us, ..., U, C
X x X tais que, para cada ¢ € {l1,..,n}, existe uma aplicagdo continua
si:U; — X' e evos; = iy. Isto é para cada i € {1,..,n}, o seguinte
diagrama é comutativo:

X!

7
Si ~
e ev
e

7
Vamos mostrar que a nilpoténcia de NucU é menor do que n.

Consideremos o seguinte diagrama comutativo,

X—O‘>XI

X x X
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onde « associa a cada x de X o caminho constante [0, 1] — X nesse ponto,
e A é a aplicagao diagonal, isto é, A(x) = (z, z).

Temos que « é uma equivaléncia de homotopia [3, cap 2, secgao 8, n.° 9].
Pelo diagrama anterior e pelo isomorfismo de Kiinneth, obtemos o seguinte

diagrama comutativo de algebras graduadas comutativas:

H*(X)® H*(X) = H*(X x X)

Temos entao que NucU = Nucev* e assim basta ver que ay UasU...Uq,, = 0,

*
Yaq,...,a, € Nucev®.

Para cada ¢ € {1,...,n}, temos a seguinte longa sequéncia exacta:

Ho(XT)

*
Si .
ev

 HIPU(X X X3 Uy) <— HOUs) ~—— HI(X X X) < HU(X x X;Uy) <

U; 2

Nuc(ev®)

Sejam ay, g, ..., a, € Nuc(ev®). Como a sequéncia é exacta vem que existem
Bi € H*(X x X;U;) tais que f7(5;) = a.
Através do seguinte diagrama comutativo, facilmente se verifica que

arJas U ...Ua, =0:



2.2. LIMITES INFERIORES E SUPERIORES PARA TC(X) 33

H (X x X;Uy) ® ... ® H* (X x X;Uy,) —2= H (X x X;Uy U...UU,)

lff*@...@fii J/

H (X x X)®...® H* (X x X) H*(X x X)

Pois, por hipotese, U Ul U ... UU, = X x X, logo:
H (X x X, UyU..UU,) =H (X xX,XxX)=0

Assim, oy Uag U ...Uaq, = fi(1) U fo(B2) U...U f5(B,) = 0. n



Capitulo 3

Primeiros Exemplos

Neste capitulo, iremos calcular a complexidade topoldgica das esferas S™

e dos espacos projectivos.

3.1 Esferas S"

Teorema 3.1. A Complexidade topoldgica de uma esfera de dimensdo n é

dada por

2, sen impar
TC(S") =
3, sen par.

Demonstragao: Numa primeira parte, iremos mostrar que 7C(S™) > 2 se
n é impar e TC(S™) > 3 se n é par, utilizando o teorema 2.7.
Consideremos o produto cup U : H*(S™; Q) @ H*(S™;Q) — H*(S™; Q).
Sejam u € H"(S™; Q) a classe fundamental e 1 € H°(S™; Q) a unidade.
Temos que a = 1 @u—u®1 € H(S"Q)® H*(S™";Q) e b = u ® u sao

divisores de zero, pois lUu—uU1=0euUu=0.

34
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Observa-se que a e b sao os geradores de NucU. Podemos entao deter-
minar a nilpoténcia de H*(S™; Q).
Sendo assim, temos que:
o V¥ = (u®u).(u®u)
= (=1)""u? ®u?
= 0.
e ab = (1Ru—u®l).(u®u)
= 1Quuu—u®lu®u
= (-)""u@u’ - (-1)*®u .
= 0-0=0.
e ¢ = (I1u—u®l)(1®u—-u®1l)
= 1®Qul®u—-19uu®l —u®llQut+u®lu®l
= (-)1eu - (-)"u®u— (-1 u@u+ (-1)u?®1
= 1@ - (-)"u®u—uutu*®1
= 1@+ (-)""w@u-u®ut+u’®1
= (-1)""u@u—-—u®u
= ()" '-1Nuxu.

Temos que:

—2b, sen par
0, se n impar
Concluimos assim que se n é par a nilpoténcia é 2 e se n é impar entao a

nilpoténcia é 1. Portanto, pelo teorema 2.7, vem que:
e TC(S™) > 3 sen é par;

e TC(S™) > 2semn éimpar.
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Consideremos agora as esferas de dimensao n com n impar. Vamos provar
que TC(S™) < 2.

Seja Uy C S™ x S™ tal que Uy = {(A,B) | A # —B}. Temos que U; ¢é
aberto. Consideremos o caminho mais curto ey p : I — S™ percorrido a
velocidade constante tal que a4 5(0) = A e asp(l) = B. Podemos assim

construir a seguinte aplicacao continua:

sy 1 U — (S

Temos que ev o 81 = 4y,
Sejaldy C S™x S™tal que Uy = {(A, B) | A # B}. Temos que U, é aberto
eLﬁ UUQ = 5" x S,

Consideremos o caminho continuo y4 g : I — S™ definido por

aa—p(2t) se 0 <t <
Ya,5(t) =
6_373(215—1) se%ﬁtﬁl

tal que:
e o4 _p ¢ o caminho acima definido;

e [(_p p ¢ocaminho que liga —B a B ao longo do arco esférico —cos (nt). B+
sin(mt).v(B), sendo v um campo de vectores tangentes unitdrios. (Note-

se que este campo de vectores existe uma vez que n é impar.)

Deste modo, podemos construir a aplicagao continua
sy 1 Uy — (S
(Aa B) YA,B
Temos que ev o sy = 4y, .

Provamos assim que 7T'C'(S™) < 2 se n é impar.
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Concluimos que, se n é impar, TC(S™) = 2.

Falta agora mostrar que T'C'(S™) = 3 se n é par. Consideremos entao n
par e mostremos que TC(S™) < 3.

Pelo Teorema 2.4, temos que
TC(S™) < 2cat(S™) — 1.
Temos que cat(S™) = 2, logo
TC(S™) < 3.

Conclui-se assim, que, se n é par, TC(S™) = 3. n

3.2 Planos Projectivos

3.2.1 Planos Projectivos Complexos CP"

Teorema 3.2. A complexidade topoldgica do plano projectivo complexo de

dimensao n € dada por

TC(CP") =2n+1

Demonstragao: Numa primeira parte, iremos  mostrar que
TC(CP") > 2n + 1.

Consideremos o produto cup U : H*(CP"; Q)@ H*(CP"; Q) — H*(CP"; Q).
Sejam u € H?(CP™; Q) o gerador e 1 € H°(CP;Q) a unidade. Temos que
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a=10u—u®1e NucU. Assim,

@ = (1eu—-u®l)*™
- Zi’; o (2;) (—=1)PuP @ u2"P
= (DGOt u + .+ (D) )u Tt @ umt + (D) (P et @ ut+
H=D) (e @u T 4 L+ (D) () @ 1
= 0+..+0+(-)"Cu"@u"+0+..+0
= (“D)"(*Mur@u" #0

Pelo teorema 2.7 concluimos que TC(CP") > 2n + 1.

Por outro lado, pelo teorema 2.4, temos que T'C(X) < 2cat(X) — 1.
Como cat(CP") = n + 1, vem que TC(CP") < 2(n + 1) — 1, ou seja,
TC(CP") <2n+ 1.

Deste modo, vem que T'C(CP") = 2n + 1. ]

3.2.2 Planos Projectivos Reais RP"

Teorema 3.3. Para qualquer n temos que

n+1<TCRP") < 2n + 1.

Demonstragao: Temos que a categoria de Lusternik - Schnirelman de RP"

é igual a n 4+ 1. Assim, aplicando o teorema 2.4, a prova fica completa. =

Nota 3.4. O enquadramento apresentado no teorema anterior nao é o
melhor, pois Michael Farber, Serge Tabachnikov e Sergey Yuzvinsky deter-

minaram 2n como limite superior da complexidade topoldgica de qualquer
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plano projectivo real de dimensao n (em [8]), utilizando imersdes. Neste
mesmo artigo, as técnicas de calculo utilizadas permitiram ao autor determi-

nar TC(RP") até n = 23.



Capitulo 4

Complexidade Topoldégica do
Produto de Espacos

4.1 Desigualdade do Produto

Teorema 4.1. Sejam X e Y CW-complexos conexos por arcos e de tipo

finito. Temos que

TC(X x Y) < TC(X) + TC(Y) — 1.

Demonstragao: Suponhamos que TC(X) =n e TC(Y) = m. Entao existe
uma cobertura aberta de X x X, U, ....,U,, tal que, para cada i = 1,..,n,
existe uma seccio s; : Uy — X! de ev. Do mesmo modo, existe uma
cobertura aberta de Y x Y, Vi, ..., V,,, tal que, para cada j =1, ..., m existe
uma secgao o, : V; — Y7 de ev. Consideremos f; : X x X — [0,1],

comi € {l,.,n}eg :Y xY — [0,1], com j € {1,...,m} parti¢oes de

40
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unidade para {U;} e {V;}, respectivamente. Por hipétese X x X e Y x Y sao
CW-complexos, logo estas particoes de unidade existem.
Para qualquer par de conjuntos nao vazios S C {1,...,n} e T C {1,...,m},

seja W(S,T) C (X xY) x (X xY) tal que

W(SaT> = {(A7BvC7D> ‘ fl(Aa C)g;(B,D) >0, V(Zy‘]) €SXTA
A fi(A,C).g;(B,D) > fu(A,C).gp(B,D), V(i,5) € S x T\V(i',j') ¢ S x T}
Temos que:

(a) Cada conjunto W(S,T') é aberto.
Sejam (i,7) € SxT e (i',7/) ¢ S x T. Consideremos as seguintes
aplicagoes continuas G, ;, H; j o : (X xY) x (X xY) — R definidas

por
G (A, B,C, D) = fi(A,C).g;(B, D)
e
Hiajvilvj/<A7 B7 C? D) = fl(A7 C)g](B7 D) - fi’(A7 C)'gj’(Ba D)
Temos que

WS, = () G®RY () H LR,
(i,§)€SXT (1,j)ESXT
(i",5")¢SxT

-1 + 1 n o~ .
Sendo G, ; (R") e H ., .»(RT) abertos (pois sdo imagens inversas de um

aberto por aplica¢oes continuas), vem que W (S,T) também é aberto.

(b) W(S,T)e W(S",T") sao disjuntos se S xT ¢ S'xT" e S"xT"¢ SxT.
Suponhamos que S x T ¢ S" xT" e 8" xT" ¢ S x T (%) e que existe
(A,B,C,D) e W(S, T)nW (S, T).
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De (%) vem que existe (i,7) € (SxT)\ (8" xT") e (7,5") € (8" xT')\
(SxT)

Como (A, B,C,D) € W(S,T), temos

fz<A7 O)‘gj<B= D) > fi’(‘A’C)'gj’(B?D)v

Como (A, B,C,D) € W(5',T"), temos que

Logo fi(A,C).g;(B,D) > fi(A,C).g;(B, D), o que é absurdo.
Concluimos deste modo que W (S,T) e W(S’,T") sao disjuntos.

(c) Se (i,7) € S x T, entao W(S,T) esta contido em U; x V;. Assim, existe
uma secgao de ev para cada W (S, T).
A primeira parte é imediata, pois para cada (A, B,C,D) € W(S,T),
temos (A,C,B,D) € U; x V;. Consideremos a aplicacdo continua
w: W(S,T) — (X xY) = XI xY! tal que w(A4,B,C,D) =
(si(A,C),0;(B,D)). Temos que:

e w(A,B,C,D)(0) = (s;(A,C)(0),0,(B,D)(0)) = (4, B)
e w(A, B,C,D)(1) = (si(A, C)(1),0;(B,D)(1)) = (C, D)
Logo, evow(A, B,C,D) = (A, B,C, D).

(d) Os conjuntos W (S, T) formam uma cobertura de (X x Y) x (X xY).
Suponhamos que (A, B,C, D) € (X xY) x (X xY). Seja S o conjunto
dos indices ¢ € {1,...,n} tais que f;(A,C) = max{fi(A,C) | k =
1,...,n}. Do mesmo modo, consideremos T o conjunto dos indices
j €{1,...,m}, tais que g;(B, D) = maz{g/(B,D) |l =1,...,m}. Entao
(A,B,C,D) e W(S,T).
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Vamos agora mostrar que TC(X xY) <TC(X)+TC(Y) — 1.

Seja Wy, C (X xY) x (X xY) areuniao dos conjuntos W (S, T) tais que
| S|+ | T |=k. Temos que k =2,3,....n+m. Os conjuntos Wa, ..., Wy,
formam uma cobertura aberta de (X xY) x (X xY). Se | S|+ |T |=| S|
+ | T" |= k, entdo os conjuntos correspondentes W (S, T) e W(S’,T") ou sao
coincidentes (se S = 5" e T'=T") ou sao disjuntos (por (b)). Assim, por (c),
vem que existe uma seccao de ev sobre Wj.

Conclui-se assim, que T7C(X xY) <n+m — 1. n

4.2 Exemplos

4.2.1 Braco de Robd

Teorema 4.2. Seja X = S™ x §™ x ... x §™ o produto cartesiano de n

esferas de dimensao m. FEntao,

n+1, sem é impar
TC(X) =

2n+1, sem € par

Demonstragao: Ja determinamos que:
2, se m impar
TC(S™) =

3, se m par.

Assim, utilizando o teorema 4.1, vem que:

e Se m é fmpar,

TCS™ x..x 8™ < TCS™) +..+TC(S™) —(n—1)
< 24.4+2-(n-1)
< 2n—n+1
< n+1.
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e Se m é par,

T¢S™ x..x 5™ < TC(S™) +...+TC(S™) —(n—1)
< 34.4+3-(n—-1)
< 3n—n+1
< 2n+ 1.

Consideremos o produto cup U : H*(X;Q) ® H*(X;Q) — H*(X;Q).
Sejam ay, .., a, uma base de H™(X;Q) e 1 € H°(X;Q) a unidade.

Temos que
n

H(l@ai—ai®1)7§O€NucU
i=1
Pois,

n

H(l ®a; —a; ®1) =1Q® ajay...a, + ajas...a, @ 1 £ 5,
i=1

onde S é uma soma de termos de H>°X ® H>°X e os dois primeiros termos
sao nao nulos: 1 ® ajas...a,, # 0 e ajas...a, ® 1 # 0.
Logo a nilpoténcia de NucU ¢é pelo menos igual a n.
Se m for par, entao
n
H(1®ai—ai®1)27é0€ NucU
i=1
Pois,

n n

[[®a—a®1)=]] 2o a) = (-2)"(a102...a,) ® (a105...a,) # 0

i=1 i=1
Assim, se m par, a nilpoténcia de NucU é pelo menos igual a 2n
Aplicando o teorema 2.7, vem que TC(S™ X ... x S™) > n+1sen é

fmpar, e TC(S™ x ... x S™) > 2n + 1 se n é par. n
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Consideremos o braco de um rob6 formado por n barras, L, Lo, ..., Ly,
tais que o ponto inicial de L; esta fixo e L; e L;,; estao ligados por um ponto
flexivel.

No plano, a configuracao do braco do robo é determinado por n angulos
Qi, ..., 0, onde o; é o angulo formado por L; e pelo eixo dos xx. Assim,
sendo o ponto inicial de L fixo, o angulo «; varia entre 0° e 360°, quando
nao existem obstaculos. Consequentemente o ponto final de L; descreve
uma circunferéncia, acontecendo o mesmo com as restantes barras. Assim,

no plano, a configuragao do brago é o toro de dimensao n
" =S'"x S' x ... x S

Utlizando um raciocinio semelhante facilmente se conclui que, no espaco
R3, a configuracao do braco do robo é o produto cartesiano de n esferas de
dimensao 2

X=5*x5%x%x..x85°%

Teorema 4.3. A complexidade topologica da configuracdo plana do brago
de um robo de n barras € igual a n+ 1. A complexidade topoldgica da con-

figuracao espacial do brago de um robo de n barras € igual a 2n + 1.

Nota 4.4. O teorema 4.3 é uma caso particular do teorema 4.2.

4.2.2 Superficie de genus g

Teorema 4.5. Seja X = Zg uma superficie compacta e orientavel de genus

g . Entao

3, seg<1
TC(X) =
5, seg>1
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Demonstragao: Se g = 0, entao X = S?. Assim, pelo teorema 3.1, vem que
TC(X)=3.

Se g = 1, entao X = T?, isto ¢, X = S x S!, e portanto, pelo teorema
4.2, vem que TC(X)=2+1=3.

Resta provar que, se g > 2, TC(X) = 5.

Neste caso, consideremos 1 € H(X;Q) a unidade. Temos que existem
Uy, V1, Uz, Vo € HY(X; Q) tais que u? = 0, v} = 0, viu; = v;v; = u;u; = 0 para
i # j, e uv; = ugvy = A # 0, onde A € H*(X;Q) ¢é a classe fundamental.
A demonstragao deste resultado pode ser encontrada em [2], no exemplo 3.7.
da subseccao 3.2.

Assim,

2
[[Oeuw-wo)(lev—ve1) =240 A#0

i=1

Logo, pelo Teorema 2.7, vem que TC(X) > 5.

Por outro lado, aplicando o teorema 2.5 obtemos TC(X) < 5, pois
dimX = 2.

Concluimos assim que se g > 2, TC(X) = 5. ]
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