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Analise Quaterniénica

Resumo

A Anélise Quaterniénica é a mais natural generalizagao
da Analise Complexa, preservando as fungoes quaternionicas
muitas das importantes propriedades das fungoes complexas.
No entanto, no tratamento de fungoes quaternionicas estao
presentes dificuldades que nao encontramos na analise de
funcoes complexas e que estao associadas a nao comutativi-

dade da multiplicagao.

A Andlise Quaterniénica s6 comegou a ser desenvolvida
quase um século apds a descoberta dos quaternioes, pelo ma-
tematico irlandés Hamilton, em 1943. Foi o matematico suisso
Fueter quem desenvolveu os primeiros esforgos (1935) para
construir uma teoria das funcoes quaternionicas holomorfas

analoga a teoria das fungoes complexas holomorfas.

Nesta tese apresentamos os principais conceitos e propri-
edades dos quaternioes, fazemos uma introducao a Analise
Quaternidnica e discutimos o conceito de funcao quaterniénica
regular. Construimos fungoes quaternionicas elementares,
usando diferentes métodos e obtemos algumas das suas pro-
priedades. A abordagem computacional deste trabalho é feita,

recorrendo a software simbélico especifico.
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Quaternionic Analysis

Abstract

Quaternionic Analysis is the most natural and close ge-
neralization of complex analysis that preserves many of its
important features. However, the analysis of quaternion func-
tions is more complicated than the analysis of complex func-
tions, since it is marked from the beginning by the left-right

multiplicative dichotomy.

Quaternionic Analysis was not developed until nearly a
century after the discovery of quaternions by the Irish mathe-
matician Hamilton, in 1943. It was the Swiss mathematician
Fueter, who made the first efforts (1935) to build systemati-
cally a theory of holomorphic quaternion functions of a qua-

ternion variable.

In this thesis we present the fundamental concepts and
properties of quaternions, give an introduction to Quaterni-
onic Analysis and a discussion of regular functions. Elemen-
tary quaternionic functions are constructed by using several
approaches and their main properties are proved. The com-
putational aspects of this work are based on the use of specific

symbolic package.
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Introducao

“Felizes aqueles que se divertem com problemas que educam a alma e elevam
0 espirito.”
- Pitdgoras de Samos

A Anadlise Quaterniénica é considerada como a generalizacao natural da Analise
Complexa. R. Fueter propoe, no inicio dos anos 30 do século XX, uma abordagem
que pode ser vista como a generalizacao, ao conjunto H dos quaternioes, das bem
conhecidas equacoes de Cauchy-Riemann. Provou-se posteriormente que esta abor-
dagem fornece uma classe de fungoes que generaliza a classe das fungoes complexas
holomorfas. Estas fungoes sao actualmente conhecidas pela designagao de fungoes

monogénicas.

Este trabalho tem como objectivos principais a discussao do conceito de funcao
quaternionica monogénica e consequente construcao de fungoes quaternionicas ele-

mentares.

No Capitulo 1 ¢é feita uma pequena introducao a Algebra Quaterniénica seguida
das definicoes e resultados basicos necessarios nos capitulos seguintes. Em particular,
¢ descrita a package para Maple, Quat [15] que apoia todo o trabalho computacional

desenvolvido.

No Capitulo 2 revisitamos a teoria das fungoes holomorfas em C, segundo os
conceitos de Cauchy, Weierstrass e Riemann e consideramos a generalizacao desses
conceitos a fungoes quaterniénicas, de modo a introduzir de forma adequada a nogao

de funcao regular em H.

x1



xii Introducao

Apresentamos, no capitulo seguinte, entre outras, técnicas baseadas no trabalho
de R. Fueter para construir fun¢oes monogénicas em H, partindo do conhecimento

da correspondente fungao complexa holomorfa.

O tultimo capitulo é dedicado ao estudo das funcoes elementares em H, comecando
por introduzir o caso complexo como forma de motivagao para o tratamento posterior
do caso quaterniénico. No entanto, contrariamente ao caso complexo, em H nao ha
uma tunica forma de definir as fungdes elementares. Esta particularidade pode (e

deve) ser vista, ndo como uma desvantagem, mas como um desafio.



Capitulo 1

Os quaternioes

Neste capitulo é feita uma breve introducao a algebra dos quaternices de Ha-
milton. Em particular, sao definidas as principais operagoes e correspondentes
propriedades, sendo ainda apresentadas as diferentes formas de representagao
de quaternides. A relacio de H e R* é também destacada. O capitulo termina
com a apresentacao do software usado ao longo do trabalho.

1.1 Sir Hamilton e a descoberta dos quaternioes

William Rowan Hamilton, filho de Archibald
Hamilton e de Sara Hutton nasce, em 1805, em
Dublin, na Irlanda.

Aos cinco anos de idade Hamilton ja tinha co-
nhecimentos de Latim, Grego e Hebraico. Foi o
seu tio, com quem vai viver, o reverendo James

Hamilton, linguista e professor experiente, que o

iniciou na aprendizagem das linguas e literaturas N ,
Sir William Rowan Hamilton
cléssicas. (Dublin 1805 - Dunsink 1865)
O gosto pelo dominio de véarios idiomas comeca muito cedo, mas foi o conheci-
mento com o americano Zerah Colbum que o leva a interessar-se por novas areas
do saber que considera fascinantes. Hamilton entusiasma-se pelas competicoes e

habilidades aritméticas e torna-se um amante da Matematica.
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No Colégio Clairaut’s estuda algebra, lé e estuda Newton e Laplace. Em 1822,
muito jovem ainda, detecta um erro no estudo da Mecanica Celeste de Laplace o
que leva John Brinkley, astrénomo real da Irlanda a dizer: - “This young man, I do

not say will see, but is, the first mathematician of his age”. [34]

Aos 18 anos entra para o Trinity College, em Dublin e, no primeiro ano, obtém
as classificagoes maximas em Literaturas Classicas, distingao raramente concedida.
Ainda antes de terminar o curso apresenta, em 1824, o seu primeiro artigo na Aca-

demia Real Irlandesa, com o titulo “On Caustics”.

Em 1826, Hamilton recebe a classificacao Optime em Ciéncias e, novamente,
em Literaturas Classicas, acontecimento inédita na época. No seu tltimo ano como
aluno apresenta o livro de memorias “Theory of Sistems of Rays”. Nesse documento
Hamilton introduz a funcao caracteristica para a Optica. Boyton, seu examinador
final, convence-o a concorrer para o cargo de Astrénomo Real no observatorio Dun-
sink. Mais tarde, em 1827, ainda estudante e apenas com 21 anos de idade ¢ nomeado
professor de Astronomia no Trinity College. O cargo de professor universitario leva-
-0 ao titulo honorario de Astrénomo Real da Irlanda, beneficiando da possibilidade

de residéncia nesse mesmo observatorio.

Hamilton viaja pela Inglaterra e Escécia, conhece o poeta Wordsworth de quem
se torna amigo, passando a interessar-se também pela Poesia e chegando mesmo a
relacionar a linguagem Mateméatica com a arte poética. Em 1830, casa com Maria
Helena Bayly. Passam a lua de mel na fazenda Bayly onde Hamilton trabalha no

seu terceiro suplemento “Theory of Sistems of Rays”, que viria a publicar em 1832.

A 4 de Novembro de 1833, Hamilton apresenta um documento “On a Gene-
ral Method in Dynamics”, na Academia Real Irlandesa, onde expressa os ntimeros
complexos como pares ordenados de nuimeros reais. Nesta obra, ele mostra a sua
primeira definicao de fungao caracteristica aplicada a Dinamica, tendo ainda escrito

um segundo artigo sobre este tema no ano seguinte.

Em 1834, Hamilton e Helen tém o primeiro filho, William Edwin. Em 1835,

publica “Algebra as the Science of Pure Time”, trabalho inspirado no seu estudo
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sobre Kant e apresentado no encontro Advancement of Science da British Associa-
tion. Hamilton é nomeado cavaleiro, em 1835, no ano do nascimento do seu segundo

filho, Archibald Henry. Teve ainda uma filha, Helen Eliza Amélia.

Hamilton tenta estender a teoria a ternos de niimeros, facto que se tornou numa
obsessao e que o atormentou durante muitos anos. Conta a histéria que, por volta
de 1842, andava tao preocupado com a sua teoria de ternos de niimeros que os seus

filhos captando a sua preocupaciao todas as manhas lhe perguntavam [27]:
- “Well, Papa can you multiply triplets?”
ao que ele invariavelmente respondia que ainda s6 sabia soma-los e subtrai-los.

Descrevemos agora, sucintamente as dificuldades sentidas por Hamilton na sua
tentativa de criar uma teoria para ternos de nimeros. Ele pretendia construir um
conjunto D que fosse uma extensao de R a trés dimensoes. Por analogia com os
complexos, considerou as unidades fundamentais 1, 7 e j, as quais satisfaziam natu-
ralmente i? = j2 = —1. Sendo {1, 4,7} uma base de D, cada elemento ¢ € D poderia

escrever-se como

qg=x+yi+zJ.

Hamilton sabia, como ja foi referido, somar niimeros deste género, mas nao sabia de
que forma deveria definir a multiplicacao. Atendendo a estrutura de corpo que pre-
tendia para o seu conjunto, ID seria fechado para a multiplicagao, logo a multiplicacao

de i e j deveria resultar num elemento de D. Vejamos, entao as possibilidades:

o i) ==1
Neste caso, i(ij) = +i e (ii)j = —j. Logo j = Fi, o que contradiz a condi¢ao
inicial de {1,4,j} ser uma base.

o ij = +i
Como i(ij) = +i* = F1 resulta j = +1. Novamente se conclui que D seria

uma extensao a duas e nao a trés dimensoes do conjunto R.

o ij=xj
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Analogamente, se ij = 45, entao (ij)j = £j% = F1, logo i = —i(jj) = £1.
e ij=0

Como i(ij) = (ii)j = —j = 0 resulta que 7 = 0, o que contradiz novamente a

condicao inicial.

Esgotadas todas as hipdteses, concluimos que nao ¢é possivel construir um con-
junto D nas condigoes pretendidas por Hamilton, caindo assim por terra a sua teoria
dos ternos ordenados de ntimeros reais. O paradoxo do valor a atribuir a 75 sugeriu
a Hamilton a ideia de que talvez o sistema por ele proposto estivesse incompleto.
Introduz entao uma nova unidade fundamental k e tenta construir um corpo consi-
derando a base {1,4,7,k} e as regras i = j2 = k = —1. Ainda assim, o problema
do resultado do produto 75 continuava por resolver. Atendendo as hipdteses ja an-

teriormente testadas, resta considerar ij = +k.

o ij = k(= i)
Se ij = k entao k* = (15)* = %52 = (—1)(-1) = 1.

o ij = —k(=ji)

Uma vez mais, se ij = —k entao k? = 1.

Foram precisos mais seis anos para que Hamilton se apercebesse de que o verda-
deiro problema do seu novo sistema estava na suposicao implicita da comutativivade
da multiplicacao. Finalmente, no dia 16 de Outubro de 1843, enquanto passeava
com a sua esposa ao longo do Royal Canal em Dublin, ocorre-lhe a solucao para o

seu estudo e, nao resistindo ao impulso, esculpe as férmulas para os quaternioes
i’ =5 =k*=ijk=—1,
numa pedra da ponte Broom. Em 1958, a Royal Academy Irlandesa colocou uma

placa comemorativa da descoberta dos quaternioes nessa ponte.

Hamilton descreveu os quaternides como quadruplos ordenados de niimeros reais,
com um real e trés imagindrios, onde a primeira componente é a sua parte escalar e

as trés componentes restantes a parte vectorial.
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Figura 1.1: Placa comemorativa da descoberta dos quaternioes

Os quaternioes constituiram um passo fundamental e ousado para a época, pois
implicavam o abandono da propriedade comutativa da multiplicacao. Hamilton
sente que esta descoberta iria revolucionar a Fisica e a Matematica e passa o resto

de sua vida trabalhando nos quaternices. Em [27] escreve:

- “I still must assert that this discovery appears to me to be as important for the
middle of the nineteenth century as the discovery of fluxions [the calculus] was for

the close of the seventeenth.”

Publica, em 1853, o trabalho que considera incompleto, “Lectures on Quaterni-
ons”. Decidido a produzir um trabalho de qualidade, comega a escrever outro livro
“Elements of Quaternions” que estimava vir a ser uma obra com 400 paginas e que
esperava completar em dois anos. Na realidade a sua obra acaba por ter o dobro
das paginas previstas e demora sete anos a ser escrita. De facto, o 1iltimo capitulo
estava incompleto quando ele morre, em 1865. O seu livro foi finalmente publicado,

em 1866, com um prefdcio do seu filho William Edwin Hamilton, [19].

1.2 Definicoes e resultados basicos

Um quaterniao pode ser definido como um quadruplo ordenado de niimeros reais
T = T + 211 + T2j + w3k ou, de forma equivalente, como um elemento de R*,

x = (g, r1,%2,23). Os ndmeros xg,x, T2, r3 sdo chamados as componentes do
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quaterniao x.

Definigao 1.1. (Igualdade de quaternioes)
Dois quaternides © = xg + 211 + 2] + T3k € y = yo + 1t + y2J + y3k sao iguais,

quando as suas componentes sao iguais, i.e.
r=yssexr, =y, k=0,123.

Definigao 1.2. (Adigao e subtracgao de quaternioes)
A soma/diferenca de quaternioes é definida pela soma/diferenca das correspondentes

componentes.

Definigao 1.3. (Multiplicagao de um nimero real por um quaterniao)
O produto de um escalar real o por um quaterniao ¢ definido pelo produto de cada

componente por «

ar = axg + axryt + axsyg + arsk.

Assim sendo, o conjunto dos quaternioes, actualmente denominado por H, em

homenagem a Hamilton, constitui um espago vectorial real.

Notemos que até ao momento as definicoes apresentadas para quaternioes nao
trazem qualquer novidade relativa as correspondentes defini¢oes para vectores de
R*. O conceito de quaterniao comeca exactamente com a definicao de multiplicacao

quaternionica, através das regras estabelecidas por Hamilton,

2= =k =—-1, (1.1)

—_

ijk = — (1.2)

A 1ltima igualdade pode ser reescrita como

ij=—ji=k, jk=—kj=1i, ki=—ik=j. (1.3)
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Defini¢ao 1.4. (Multiplicacao de quaternioes)
As igualdades (1.1) e (1.2) (ou (1.3)) definem completamente a multiplica¢ao de

quaternioes.

vy = (xo+ 210+ 22) + 23k) (Yo + Y17 + y2i + ysk)
= (woyo — T1y1 — Doy — 3y3) + (Toy1 + T1Yo + Tays — T3Y2 )it
($0y2 — 21Y3 + X2Yo + wg%)j + ($0y3 + 21Y2 — T2y1 + $3yo)k3-

Exemplo 1.1. Sejax =1+i+2j+3k ey =2+ 2i+ j+ 3k. Entao

vy=(1+i+2j+3k)(2+2i+j5+3k)=—11+T7i+8j + 6k

yr = (24+2i+j+3k)(1 +i+ 25 +3k) = —11+ i+ 2j + 12k.

Definicao 1.5. Seja © = xg + 217 + 227 + x3k € H.

A parte escalar (ou real) de z é Sc(z) = .

e A parte vectorial (ou imaginaria) de x é Vec(z) = x = 11 + x2j + x3k.
Cada quaterniao pode entao ser escrito como
x = Sc(z) + Vec(z) = z9 + .
e Quando Sc(x) =0, z diz-se um quaterniao puro ou um vector.

O conjunto de todos os vectores representa-se por VecH e o conjunto dos

escalares por Sc H.

e O conjugado de z é T = x¢g — 11 — x2] — x3k.

A norma de r ¢ |z| = V2T = /22 + 23 + 23 + 22.

Da igualdade anterior resulta a existéncia de inverso para cada quaterniao nao

nulo z, dado por

L, T
T = —F.
[

Consequentemente, todas as leis da algebra sao validas para quaternioes, excepto

a comutatividade da multiplicacao quaterniénica. Assim, em termos algébricos,
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o conjunto H constitui uma Algebra de Divisao, embora apresente uma diferenca
muito importante relativamente a Algebra Real ou a Algebra Complexa: existem

dois quocientes de um quaterniao x por um quaterniao y #* 0, denominados por

1 1

quociente a direita ry~" e quociente a esquerda y~'x.

Exemplo 1.2. Para os quaternioes x e y considerados no exemplo anterior, tem-se
1 1 1 ) 5 1. 1
_|._

1

1 1 1 1 5 1 1
y e = (———i——j——k> (1+i+2j+3k):6+6i+§j.

Facilmente se provam agora as seguintes propriedades, usando as definicoes e

operacoes anteriormente introduzidas.
Proposicao 1.1. Sejam x,y € H. Entao,

(x +7)
2

1. Sc(x) =

2. TYy=T+7Y, TY=9yT eT = .
3 (wy) ' =y ta T wy #0,
4- Nzyl = [zl|ly| e |z| = | — 2| = |=].

5. [Se(x)] < fxf, | Vee(x)| < |-

D

Nty < x|+ |yl

\2

Nzl =1yl <z =yl

1.3 Relacao entre H e R*

Salientamos agora, com mais detalhe, a relacao entre a estrutura dos quaternioes
e a dlgebra classica dos vectores em R*, considerando para o efeito a base candnica

do espaco vectorial euclidiano R*:

eo = (1,0,0,0),e1 = (0,1,0,0), 2 = (0,0,1,0), e5 = (0,0,0,1).
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Como ja referimos anteriormente, um quaterniao x = x¢ + x1i + T2j + w3k
pode ser identificado com o elemento z = (g, 21, ¥, 23) de R O conjunto ScH
pode ser identificado com R e Vec H com R3. E também possivel mergulhar R? em
H, identificando os vectores x = (xg,21,72) € R? com os chamados quaternioces
reduzidos ou paravectores x = xy+z1t+2x2j. Designamos por PVec H o conjunto

de todos os paravectores de H.

O matematico inglés Arthur Cayley (1821-1895) escreveu os primeiros docu-
mentos sobre quaternioes, ap6és Hamilton, e desenvolveu um esquema simples para
descrever a multiplicacao entre os elementos ey, ..., e3. De facto, esta multiplicagao
pode ser definida, por analogia com a multiplicacao entre os elementos da base

{1,1,7,k} de H, como se mostra na tabela seguinte.

€0 €1 €2 €3
€0 | €0 €1 €2 €3
€1 | €| —€ €3 —€2
€2 | €2 | —€3 | —€p €1
€3 | €3 €2 —€1 | —€p

Tabela de Cayley

Actualmente é frequente denotar as unidades imaginarias i, j e k por ey, ey e es.
Nesta notacao, um quaterniao escreve-se como r = xy + xi1€1 + Ta€s + T3€3, j4 que

eop = 1 e as regras multiplicativas como
2 _ 2 2
€162 — —€9€1 — €3.
A partir de agora adoptamos, por conveniéncia de escrita, esta notagao, aban-
donando a originalmente introduzida por Hamilton.

Observacao 1.1. Naturalmente que Vec H, PVec H e Sc H sao subespagos vectoriais
reais de H, mas VecH e PVecH nao sao fechados para a multiplicacao usual de

quaternioes.

De facto, se x = 1 +2e2+3e3 e y = 2e1 + e — 2e3, entao x € VecH e y € Vec H.
No entanto, xy = 2 — Te; + 8ey — 3es € Vec H.
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Por outro lado, escolhendo agora x = 14 2e; — 3es e y = 3 + 2¢e; + €5, tem-se

que x € PVecH e y € PVecH, mas zy = 2 + 8e; — 8ey + 8es € PVec H.
Vejamos agora como se pode reescrever o produto de quaternides da forma
rT= xo+zey= yo+y. Da Definicio 1.4 resulta
vy = ZoYo — (T1y1 + T2y2 + T3Y3)

+x0(y1e1 + yae2 + yses) + yo(r1€1 + 202 + T3€3)

+(T2ys — x3y2)er — (T1y3 — T3y1)ea + (T1Y2 — Tay1)es.
O produto zy pode ser obtido recorrendo ao produto interno e ao produto externo

dos vectores de R? x e vy, isto &,

Ty = Toyo— < L,y > +ToY + Yo + x X ¥, (1.4)
onde
<Z,Yy >= T1y1 + T2Y2 + T3Y3
e
€1 €9 €3
TXY=|T1 T2 T3 |,
Yy Y2 Y3

como habitualmente.

Como consequéncia imediata de (1.4), obtém-se

Sc(zy) = zoyo— < z,y >

Vec(ry) = 2oy + Yoxr + X ¥.
Como caso particular das propriedades anteriores, temos ainda

Ty =—<2,y>+x XY

Mais uma vez se pode verificar que, em geral, o produto de dois quaternides puros
(ou vectores) nao é um quaterniao puro (ou vector) (ver Observacao 1.1). Concre-
tamente, verifica-se que Sc(zy) = 0 sse z e y sao vectores ortogonais e Vec(zy) = 0

sse x e y sao vectores colineares.
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A semelhanca dos nimeros complexos, também os quaternioes se podem escrever

na forma trigonométrica. Assim,

Proposicao 1.2. (Forma trigonométrica ou polar de um quaterniao)

Todo o quaterniao x € H, com x # 0 pode escrever-se na forma

7 = Je|(cos o + w(z) sen ).

i) A s
onde ¢ = arccotg ﬂ ew(x) = |L € um vector unitario.
HA L

Demonstragdo. Notemos que = pode ser escrito na forma x = x¢ + w(z)|z|. Logo

o=lol (8 + o).

|z] |z]
a

Como cotgy = %, conclui-se que cosy = ﬁ eseny = e o resultado é agora

imediato. O

Exemplo 1.3. Consideremos o quaterniao x = 1 4+ e; + e + e3. Como zy = 1,
lz| = V/3 e |z| = 2 resulta

atete ol oY
3 2 |

s . o ,
Logo, ¢ = 3 e a forma trigonométrica de = é:

™ e +ex+e s
$:2(cos—+#sen—).

3 V3 3

Proposicao 1.3. (Férmula de Moivre para quaternices)

w(z) =

Seja x = |x|(cos ¢ + w(x)sen ), a forma polar do quaternidao nao nulo x = xo + x.

Entao temos

" = (|z|(cos ¢ + w(z) sen))" = |z|"(cosny + w(z) senny), n € Z.

Demonstracao. No caso de n = 0, o resultado é valido. Para valores de n positivos
provemos por inducao matemaéatica. Assim, e supondo que a féormula é valida para
n, mostremos que ainda vale para n + 1. Seja x € H e  # 0. Como

2 2 \* a}+ad+ad
W@ =) =221
|z| ]+ x5 + 23

!Esta forma é designada habitualmente na literatura por forma binaria de um quaternido.
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e utilizando as férmulas usuais da adi¢ao para o seno e cosseno obtemos
" = (|z]"(cosnp + w(z) sennp))(|z|(cos ¢ + w(x) sen p))
|| (cos ne cos p — sen ng sen ¢ + w(x)(cos ng sen ¢ + sen Ny cos )

= [z["*!(cos(n + 1)@ + w(z) sen(n + 1)¢)

Para valores de expoente inteiro negativo comecamos por notar que

1
= Wf = |z| ™ (cos ¢ — w(z)sen ).
x

Entao, para qualquer n € N, obtemos

w7 = (z71)" = (|2] N (cos ¢ — w(z) sen))" = |z| " (cos nep — w(z) sennp)

Exemplo 1.4. Retomando o exemplo anterior, tem-se

3
= (14+e+e+e3)= <2(Cos T+ —6”\6/2{63 sen %))
= 8(COSW+%S€HW>Z—8

1.4 Software para quaternioes

Actualmente, os quaternioes sao reconhecidos como uma ferramenta importante
na modelacao de problemas matematicos e na simplificacao dos cédlculos algébricos

associados a esses problemas.

Como aplicagao dos quaternices podemos referir, por exemplo, o tratamento de
sinal, o tratamento de imagem, a aerondutica e a animacao computacional. Como
consequéncia deste interesse é possivel encontrar diverso software, livre ou comercial,

nesta area. Para uma descri¢do detalhada deste tema, ver [28].

De entre as varias possibilidades de escolha, optamos pela package Quat para Ma-
ple, por nos parecer a mais apropriada ao trabalho que pretendiamos desenvolver.
A package Quat é uma ferramenta para apoiar e simplificar o trabalho com qua-

ternides e suas aplicacoes e foi desenvolvida para fins pedagdgicos e de investigacao
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na Bauhaus-University, em Weimar, por S. Bock e K. Giirlebeck e recentemente

apresentada num CD-ROM incluido no livro [15].

A package inclui trés grandes areas:

L Algebra quaternionica
I1. Anélise quaterniénica e vectorial

ITI. Caélculo polinomial.

Em cada capitulo vamos ilustrar a utilizacao de funcoes relativas ao tema abor-
dado, descrevendo alguns comandos e apresentando alguns exemplos. Em anexo,
apresentamos, ainda, algumas fungoes que tivemos necessidade de desenvolver para
situagoes especificas. Neste primeiro capitulo tém especial interesse as seguintes

fungoes da dlgebra quaterniénica:
Qconj - conjugado de um quaterniao,
Qinv - inverso de um quaterniao,
Qmult - produto de quaternioes,
Qnorm - norma euclidiana de um quaterniao,
Qpot - poténcia de um quaterniao,
Qsc - parte escalar de um quaterniao,
Qvec - parte vectorial de um quaterniao.

Os exemplos seguintes ilustram algumas das funcionalidades da Quat, nomeada-
mente no que diz respeito a definicao de quaternioes, operacoes com quaternioes e

funcoes bésicas.

Exemplo 1.5. Definicao de quaternioes

Nesta package as unidades imagindarias sao designadas por qi, qj e gk. Os qua-
ternides ql =1 — e; + e; — 2e3 e q2 = e; — e3 definem-se através das instrugoes:

> ql:=1-qi+qj-2*qk:
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> q2:=qj-qk:
Exemplo 1.6. Operacoes com quaternioes

Multiplicacao de quaternioes:
> Qmult(ql,q2);

2z

> Qmult(q2,ql); # A multiplicagdo ndo é comutativa
—34q —2qk
—B3-q+2q

A quinta poténcia de um quaterniao:

> Qpot(q2,5);
4qj —4qk

Exemplo 1.7. Funcoes basicas

1. Os quaternioes

Para o quaterniao definido por ¢l obtemos a sua norma, parte escalar, parte

vectorial e o seu inverso, respectivamente, através dos seguintes comandos:

> Qnorm(ql);

VT

> Qsc(ql);
1
> Quec(ql);
—qi+q —2qgk
> Qinv(ql);

1112
7 TR T RUTRY



Capitulo 2

Diferenciacao em H

Neste capitulo revisitamos a teoria das fun¢oes holomorfas em C, segundo os
conceitos de Cauchy, Weierstrass e Riemann e consideramos a generalizagao
desses conceitos a fungbes quaternionicas, de modo a introduzir de forma ade-
quada a nocao de fungao regular em H.

2.1 O caso complexo revisitado

Comecamos por recordar os principais resultados relativos a diferenciacao em
C. As demonstragoes destes resultados podem ser encontradas em qualquer livro de

andlise complexa (p.e., [1, 3, 26, 29, 32]).

No que se segue, consideramos funcoes complexas f definidas num subconjunto

aberto S de C.

Definicao 2.1. (Fungao C-diferenciavel)
Uma funcao f é C-diferenciavel em z € S se o limite

L fEE) — 1)

h—0 h

com h € C, existe. Este limite diz-se a derivada de f em z e denota-se por f'(z).

Definigao 2.2. (Funcao C-holomorfa)
Uma funcao f diz-se C-holomorfa em z € S se é C-diferenciavel numa vizinhanca

desse ponto. Se f'(z) existe para todo z € S, f diz-se C-holomorfa em S.

15
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Definicao 2.3. (Fungao C-analitica)
Uma funcao f diz-se C-analitical! em S, se pode ser representada, numa vizinhanca

de cada ponto z; € S, pela série de poténcias Y~ c,(z — 2p)".

Em anélise complexa a teoria das func¢oes holomorfas pode desenvolver-se através
de trés conceitos distintos, mas equivalentes. O primeiro assenta no conceito de
derivada total, no sentido de Cauchy. A segunda abordagem, seguindo Weierstrass,
¢ baseada na teoria das séries de poténcias. Finalmente, a abordagem atribuida a

Riemann envolve as bem conhecidas equagoes de Cauchy-Riemann.

Se escrevermos uma funcao complexa f em termos de duas funcgoes reais u e v

de duas variaveis reais
f(2) = u(z,y) +iv(z,y),

onde z = x+1y, a equivaléncia dos trés conceitos atras referidos pode ser formalizada

do seguinte modo.

Teorema 2.1. Seja f € €1(S) uma funcao compleza® e seja zg = xg +iyo € S. As

sequintes propriedades sao equivalentes:
1. f é C-diferenciavel em todos os pontos zy € S,

2. f € C-analitica em S,

3. f satisfaz as equagoes de Cauchy-Riemann em 2y, i.e.
ou ov ou ov
—(xo, = —(xo, e —(xg, = ——(x0,Y0)- 2.1
&E( 0:Yo) ay( 0:%0) 8y< 0:Y0) 83:( 0:%0) (2.1)
Resulta ainda do teorema anterior que se f é C-diferenciavel em zy, entao

ou Ov ov Ou
f/(Zo) = %(I()ay(]) + Z%(l'o’yo) = a—y(xoayo) - @Fy(xo,yo)- (2‘2)

! Alguns autores preferem definir funcdo analitica como funcao diferencidvel. Optamos aqui
pela definicao de Weierstrass, identificando o conceito de analiticidade com a existéncia de repre-
sentagoes em séries de poténcias.

2Supomos, para simplificar a apresentacdo do resultado, que f é de classe €1, isto é, as funcdes
componentes u e v sdo de classe €1. H4 vérios resultados relativos a hipGteses mais fracas, mas
que saem do ambito deste trabalho.
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A partir de agora e sempre que nao haja lugar a equivocos, usaremos a notagao

% para designar %(m, y). Quando g é uma fungao complexa, g pode

ser vista como uma fungio de R? em R? que a cada par (z,y) faz corresponder

simplificada

g(x,y), sendo por isso vélidas as regras do calculo.

Observagao 2.1. As equagoes de Cauchy-Riemann (2.1) podem ser escritas na

forma complexa
of  of

uma vez que

g B ou Ov ﬁ B Ou  Ov

JR— = 7— — —

8x_8x+2% ¢ Zﬁy oy Oy

Observacao 2.2. Introduzindo os operadores?

ﬁ_%ﬂ_ﬁﬁe_é_%£+£)
0z 2\0x Oy 0z 2\0x oy/’
e usando (2.3), as equagdes de Cauchy-Riemann (2.1) podem também ser escritas
como

of

55 = 0 (2.4)
e a derivada (2.2) como

, 0
F(z0) = L (a0 (2

As equagoes de Cauchy-Riemann, na forma (2.4), evidenciam o facto de que uma

fungao holomorfa f é independente da varidvel Z.

A pergunta natural que se coloca neste momento é a de saber se os trés conceitos
equivalentes apresentados no teorema anterior podem ser reformulados no contexto
quaterniénico e, em caso afirmativo, se a equivaléncia de conceitos continua a ser

uma realidade.

Tentaremos ao longo das secgoes seguintes responder a estas questoes, conside-
rando separadamente cada uma das trés abordagens referidas: a de Cauchy, a de

Weierstrass e a de Cauchy-Riemann.

3Estes operadores sdo conhecidos como operadores ou derivadas de Wirtinger. Podem ser
obtidos considerando f como fungéo de z e Z ¢ notando que z = (2 + 2)/2 e y = (2 — 2)/2i.
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2.2 A abordagem de Cauchy

Iniciamos nesta seccao o estudo das fungoes quaterniénicas, ou seja, das fungoes
que assumem valores em H. Mais concretamente, consideramos ao longo deste

trabalho, funcoes f definidas em dominios €2 de R* da forma

f(x) = fo(z) + filx)er + fa(w)es + fa(x)es, x € €,
onde fy, f1, f2, f3 s@o fungoes reais.

A continuidade destas fungoes é obtida impondo, tal como no caso complexo,
a continuidade das fungoes componentes reais f;. Ja a generalizagao do conceito
classico de derivada e diferenciabilidade de uma funcao complexa para fungoes qua-
ternidnicas levanta uma série de dificuldades que abordamos com algum pormenor

ao longo deste capitulo.

A algebra dos quaternites é uma algebra de divisao tal como C e R. Desta forma,

a diferenciacao poderia também ser introduzida através dos limites

lim[f(z+h) = f(2)]h7" ou  lim b7 [f(x+ h) = f(2)], (2.6)

com h € H, e chamando funcoes H-diferenciaveis a todas as funcoes para as quais
tais limites existem e coincidem. Infelizmente (ou nao!), esta nocao classica de

diferenciabilidade é possivel apenas em casos triviais.

Os primeiros autores que investigaram exaustivamente a existéncia de (2.6) para
fungoes quaternionicas foram N. M. Krylov, em 1947, ([20]) e o seu discipulo A. S.

Mejlikhzhon, em 1948, ([25]).
Teorema 2.2. (Krylov, Mejlikzhon)

Seja f € €1() uma funcgdo definida em Q com valores em H. Se o limite

lim =4[ f (@ + h) = f(2)] (2.7)

existe para todos os pontos x € €2, entdo a funcao f tem a forma

flz)=a+ab a,beH.
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Analogamente, o limite

lim[f( + h) = f(2)]h" (2.8)

existe para todos os pontos x € §2, para funcoes f da forma

flx)=a+bx a,beH.

Os resultados de Krylov permaneceram desconhecidos por muito tempo. J. Buff
[5] provou, em 1973 | que fungoes do tipo f(z) = a + bz, onde b € R sdo as unicas

para as quais os dois limites existem.

No mesmo ano C. A. Deavours publicou um documento [8] sobre calculo quater-
niénico onde mencionou as expressoes (2.6). Ele percebeu que, neste sentido, a
fungao f(z) = 22, por exemplo, nao é uma fungao quaterniénica diferencidvel, facto

que o motivou a analisar a abordagem de Riemann.

Sudbery’s também tratou este problema, em [33], apresentando uma demons-
tracao elegante dos resultados de Mejlikhzhon e de J. Buff, identificando H com C?

e usando argumentos da teoria de andlise complexa com duas variaveis.

2.3 A abordagem de Weierstrass

Dado que o conceito de diferenciabilidade, segundo Cauchy, nao é uma forma
apropriada de generalizar a nogao de fungao holomorfa, vejamos agora o que se
passa com a abordagem de Weierstrass, baseada na representacao de uma funcao

em série de poteéencias.

Comecemos, antes de mais, por clarificar o que se podera entender por monémio
quaterniénico. Como a multiplicacao em H nao é comutativa, a generalizacao dos
mondémios complexos a fungoes monomiais de uma variavel quaternionica x = xg +

r1€1 + xoe9 + x3e3 poderia ser,
T — ApTAT . .. Qp_ 120y,

com ag, ay,...,a, € H.
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Notemos que as componentes reais xg,r1, T2, x3 de x podem escrever-se como

somas de mondémios quaterniénicos, a saber,

1
Ty = 1($ — ejre; — eaxes — e3xey),
1
r1 = —(x — eyre; + egwey + ezxes),
461
(2.9)
1
ro = —(x + ejxe; — eawey + ezxey),
462
1
T3 = 4—(3: + ejze; + esxey — ezxes).
€3

Consequentemente, toda a funcdo R-analitica em xg, x1, 9, x3 poderia tornar-
-se uma funcao quaternionica analitica, bastando para isso substituir as poténcias
de z na expansao em série Y, c,(z — a)", directamente pelas fungdes monomiais
mencionadas em (2.9). Por outras palavras, as fung¢oes quaterniénicas que podem
ser representadas por séries de poténcias de mondémios quaterniénicos, no sentido
anteriormente introduzido, sao as fungoes complexas que sao R-analiticas. Mais
uma vez, podemos concluir que esta abordagem nao conduz a qualquer classe nova

de funcoes.

2.4 A abordagem de Cauchy-Riemann

Como acabamos de observar, o conceito de fun¢ao H-diferenciavel leva-nos a uma
classe de fungbes muito restrita, uma vez que os limites (2.6) apenas existem para

funcgoes lineares.

A abordagem de Weirstrass, baseada em expansoes em série de poténcias conduz-
-nos a uma classe demasiado ampla, onde toda a funcao real analitica se pode
escrever como uma série de poténcias de um quaterniao. Logo, nao serda também

este o caminho mais indicado.

Resta verificar se a generalizacao das equacoes de Cauchy-Riemann poderd con-

duzir a uma teoria de fungoes quaterniénicas holomorfas interessante.
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Foi o matematico suisso Fueter quem desenvolveu uma generalizagao apropri-
ada das equacoes de Cauchy-Riemann para o caso quaterniénico. As actualmente
chamadas equacgoes de Cauchy-Riemann-Fueter, em homenagem ao seu inventor,
foram apresentadas em 1935 ([12], [13]), quase um século depois da descoberta dos
quaternioes de Hamilton. No Capitulo 3 deste trabalho, referimos alguns dos im-

portantes contributos de Fueter na area da andlise quaternionica.

Consideremos entao uma fungao quaterniénica f de uma variavel quaterniénica

T = Ty + T1€1 + Toes + T3e3 definida em Q C R
Definigao 2.4. (Operador de Cauchy-Riemann generalizado)

O operador quaterniénico

=2 el a2y
o 6x0 “ (91'1 2 8x2 “s

S (2.10)

¢ designado por operador de Cauchy-Riemann generalizado, uma vez que generaliza

o operador cléassico de Cauchy-Riemann

o 1[0 .0
120y, o

z € C, (ver Observagao 2.2).

O operador conjugado de Cauchy-Riemann generalizado

0 0 0 0
8 = 8x0 — €1 axl - €an2 - 6361‘37 (212)
generaliza o operador
0 170 0

Devido & nao comutatividade de H, a acc¢@o dos operadores (2.10) e (2.12) sobre
fungoes f € €1() deve ser considerada a esquerda e & direita. Mais precisamente,
tem-se s 3 s 5

_ Of _ Of:
of = ;;eiqa—i e fo= ;;ejeia—ﬁ.
Podemos agora apresentar a definicao de Fueter de fungoes regulares, actualmente

designadas por fungoes monogénicas (cf. (2.4)).
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Defini¢ao 2.5. (Fungao monogénica)

A funcao f diz-se uma fungdo monogénica a esquerda se é solucao da equagao
of =0. (2.14)

Analogamente, f diz-se uma funcdo monogénica a direita se é solucao da equacao
fo=0. (2.15)

A fungao f diz-se uma fungao monogénica se é monogénica a esquerda e a direita.

of

@—xk(x), com k = 0,1,2,3, podemos

Usando a notacao simplificada, O,f =

escrever (2.14) como

O fo + €100 f1 + €200 f2 + e300 f3 + €101 fo — O1f1 + €301 fa — €201 f3+

+ex02 fo — €302 f1 — Oafa + €102 f3 + €305 fo + €205 f1 — €105 f2 — O3 f5 = 0.

A equacao anterior é equivalente ao sistema de equacoes

Oofo— O1fr —Oafs — O3f3 =10
Oofi + 01 fo+ Oafs —O5fa =0
Oofo — O1fs + Oofo +05f1 =0
Oofs + O1fa — Oof1 + O05fo = 0

(2.16)

As equagdes (2.16) sdo conhecidas como equagoes de Cauchy-Riemann-

Fueter a esquerda.

Considerando agora a acgao a direita do operador 0, tem-se

O fo + Ovfie1r + Oy faea + O fses + 01 foer — O f1 — O1 faes + O fsea+

+0s foea + Oz fres — Oz fa — Oafser + Os foes — Osfrea + O3 fae; — D5 f3 = 0.

A equacao anterior é equivalente ao sistema de equagoes

Oofo—O1fr —Oafs — O5f3 =0
Oofi + 01 fo — Oafs +05f2 =0
Oofa + 01 f3+ Oafo — O3f1 =0
Oofs —Oifa+0afi +05fo =0

(2.17)
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As equagdes (2.17) sdo conhecidas como equagoes de Cauchy-Riemann-

Fueter a direita.

De (2.16) e (2.17) resulta de imediato que uma fungao é monogénica a esquerda

e a direita (na literatura chamada algumas vezes bi-monogénica) sse

Oofo—0ifi —Oafa — Osf3 =0
Oofo+01fo=0

Oz fs — O3fa =0
S Oofo+0afo=0 (2.18)
Oifs —03f1 =10

Qofs +05fo =0
(| O1fo—0af1 =0

Exemplo 2.1. A fungao f(z) = z ndo é monogénica a direita, nem a esquerda.

De facto, escrevendo z = xg + x1€1 + x2e5 + x3€3, Obtém-se

Ef(z) = (80 + 6181 + 6282 + 6363)(1’0 + T1e1 + X262 + 517363)
= 80(1:0 + T1€e1 + Toeg + $3€3) + 6181 (iL‘o + T1€1 + Toeo + l’geg)
+€282(Q30 + x1e1 + x2e0 + I3€3) + 6383(560 + x1€61 + X262 + 513363)
= 1-1-1-1=-2+£0.
Analogamente,

f(Z)g = (Io + z1€1 + Toeo + 1’363)(80 + 6181 + 62(92 + 6383) =1-1-1—-1=-2 7& 0.

Exemplo 2.2. As funcoes*

2y = T — Toer, k = 1,2,3, sao monogénicas a direita
e a esquerda. Apresentamos os cdlculos para z;, uma vez que a situacao é analoga
nos outros casos.

(921 = ((90 -+ 6181 —+ 6282 + 6383)<I1 — 1’061)
Oo(z1 — oe1) + €101(x1 — xoer) + ea0a(x1 — woer) + e303(x1 — zoey)
= —€ —f- €1 = O

210 = (21— 20€1)(0p + €101 + €305 + €305)
Oo(x1 — moer) + O1(x1 — zoer)er + Oa(1 — Toer)ea + O5(x1 — Toer)es
= —e;te =0.

4Estas funcdes sdo conhecidas como funcées ou varidveis de Fueter.
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Exemplo 2.3. O produto de duas varidveis de Fueter (distintas) nao é uma funcao

monogénica.

Consideremos, por exemplo, a funcao f(z) = z120 = (1 — zper)(z2 — xoea).

Vejamos apenas o que se passa com 0f(z).

gf(Z) = 5(1‘11’2 — T1Xp€2 — Toxo€eq + x%eg)
= —x1e9 — o€y + 2x0e3 + €1(xe — Toe2) + ea(x1 — Toeq)
= 2.1‘063

Observacgao 2.3. Os exemplos anteriores mostram que a fungao z", mesmo para
n = 1, nao é monogénica. Além disso, o produto de funcoes monogénicas, como o

apresentado no exemplo anterior, pode resultar numa func¢ao nao monogénica.

Exemplo 2.4. O produto simétrico® de duas varidveis de Fueter (distintas) é uma

funcao monogénica.

Apresentamos os calculos para z; X zp, uma vez que a situagao é analoga nos
outros casos. Uma vez mais, consideramos apenas a accao do operador a esquerda.
De

2129 + 2221
21 X 29 = T = T1T9 — To2€1 — TpI1€2,
resulta
8(21 X 2’2) = (00 + 6181 + 6282 + 6363)(!131I‘2 — ToTg€1 — ZL‘Q$1€2)

= —X9€1 — X169 + T9€1 — Xp€3 + T1€9 + Tpez = 0

Apresentamos agora alguns resultados que tentam caracterizar as fungoes mono-
génicas em R* e R?. Recordamos, do capitulo anterior, que um quaterniao = g +
x1e1+T2e5+1x3e3 € H pode ser identificado com o elemento x = (xg, 21, T2, x3) € R*.
Do mesmo modo, o paravector x = x¢ + x1e1 + x2e5 € PVecH pode ser identificado

com o elemento z = (g, z1, 72) € R3.
Proposicao 2.1. Seja f uma funcao da forma
f(.f) = fo(.x) + f1<l’>€1 + fg(l')eg, (219)

com x € PVecH, isto €, f : R® — R3. Entdo, se f for uma funcdo monogénica a

esquerda, f € também monogénica a direita.

W+ wz

5Define-se produto simétrico z x w como sendo z x w = 5
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Demonstrag¢ao. Para uma func¢ao da forma (2.19), as equagoes de Cauchy-Riemann-

Fueter (2.16) escrevem-se como

Oofo—01fr —0afa =0
Ohfi+01fo=0

2.20
Oofs + Oafy = 0 (220
O1fa—0af1 =0
e as (2.17) como
Oofo—01fr —0afa =0
Oofi +01fo=0 (2.21)

Oofa+ Oafo =0
—O1fa+0af1 =0

Facilmente se conclui que, se (2.20) se verifica, isto é, se f é monogénica a

esquerda, entao (2.21) é valido e f é monogénica a direita. O

Exemplo 2.5. A fungao f(xg + z) = 23 + xoz + 2%, onde z = zie1 + 2969, é

monogénica a esquerda e a direita.

Como esta funcao é da forma (2.19), basta, pela proposigao anterior, verificar

que f é monogénica & esquerda, i.e. df = 0.
Of = 0(x2+ zo(wier + maen) + (w161 + T2€2)?)
= O (23 + mo(z1e1 + T262) + (w101 + T262)?)
+e101 (25 + zo(w1€1 + 2263) + (T101 + T2€2)%)
te20 (2F + o (101 + T9€s) + (161 + T2€2)?)
= 2x0+ x1€1 + Toes + €1(xpe1 — 1) + ea(xpes — x2)
= 2x9— 2x9=0.

Proposigao 2.2. Seja f: Q C R3 — H uma funcio da forma

f(z) = folz) + fi(x)er + fol(x)ea + f3(x)es. (2.22)

Se f € uma fung¢ao monogénica a esquerda e a direita e além disso f(a) = 0, para

algum a € Q, entdo f3 =0, isto €, f : R* — R3.
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Demonstra¢ao. Se f é uma funcao da forma (2.22), entdao d5f, = 0, k= 0,...,3.

Sendo f monogénica a esquerda e a direita, entao de (2.18) resulta

Oofs =01 f3 = 0af3 =0,

donde se conclui que f3 é constante em 2. O resultado obtém-se, de imediato, uma

vez que f(a) =0, para algum a € €. ]

Observacao 2.4. Se, na proposicao anterior, considerarmos r = xy + x1e1, entao

8kf3:akf2:0, k:(),...,?)e

Ohfo = 00y
{%h:&ﬁ (2:23)

isto é, a funcdo é uma funcao de R? em R? e as condigoes (2.23) sdo, como seria de

esperar, as condigoes de Cauchy-Riemann em C.

Em 1948, Mejlihzon [25] e mais tarde Sudbery [33], em 1979, mostram que
a abordagem de Fueter é precisamente aquela que fornece uma classe de fungoes
que generaliza a classe das fungoes complexas holomorfas. Actualmente, a teoria
das funcoes quaterniénicas regulares, na terminologia de Fueter, ou func¢oes mo-
nogénicas, na terminologia actual, contém resultados que recuperam (quase sem
alteragoes importantes) os principais resultados relativos a teoria das fung¢oes holo-

morfas complexas.

Nao podemos deixar de referir que, embora fora do ambito do presente trabalho,
existe actualmente uma teoria das fungoes monogénicas, baseada em abordagens
nao cléssicas dos conceitos de Cauchy e Weierstrass de func¢ao holomorfa (ver, por

exemplo, [24] para um enquadramento histérico detalhado deste problema).

2.5 A derivada de uma funcao monogénica

A relagao do operador diferencial de Cauchy-Riemann (2.10) com o operador

complexo (2.11) foi j4 evidenciada.
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Procurando manter a analogia com C e recordando (2.5) usamos, seguindo o

trabalho de Malonek em [21, 22, 24],

2 B 5 8%0 8[E1 2 8[)’}2 (9x3

como derivada hipercomplexa de uma func¢ao monogénica f e adoptamos também a

1
notagao f' = gaf.

Escrevendo
0=0+0, e 0=0y—0,, (2.25)
onde
0 0 0 0
(90 = 8_ZE0 (S 82 = €1 axl + e 81’2 + es3 81‘3’ (226)

facilmente se conclui que, se f é monogénica, entao 0f = 20y f, pelo que

fl(x) = aof($),
tal como no caso complexo (cf. (2.2)).

Exemplo 2.6. A fungio f(xg+ x) = 23 + oz + 2°%, onde x = z1€1 + T2€9, é, cOMO

verificamos no exemplo anterior, monogénica a esquerda e a direita. Sendo assim,

1
f(z) = Eﬁf(:c) = 0o f(z) = 2x0 + & = 220 + T1€1 + T2€9.

Terminamos este capitulo com alguns resultados necessarios no Capitulo 3, apre-
sentando, nomeadamente, uma Regra de Leibniz para os operadores 0, e 0. Por

razoes histéricas, comegamos por considerar o operador 9, (ver [18]).

Teorema 2.3. Regra de Leibniz para 0,

9u(fg) = (Ouf)g + 7(859) +2Re(f0y)g.
3 3
Demonstragao. Sejam [ = Z fieie g= Zgjej. O produto destas duas fungoes

i=0 §=0
pode escrever-se como
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Além disso

3 3 3 3
Ouf = D> (Ocfdeei e for=3 > (fidk)eier,

k=1 i=0 i=0 k=1

donde se obtém

Entao

i=0 j=0 k=1 i=0 j=0
3 3
= Z Z (fzgj)ekezej
i,j=0 k=1
3 3
= Z (akifl)g]ekele] + Z Zfz ak‘gj €LEE;.
4,j=0 k= 1,7=0 k=1

Denotando por S e S5 as somas

3 3

3
S1=Y ) (Gf)giereie; e Sa=> > [filOkgj)exeies,

4,j=0 k=1 i,j=0 k=1

de imediato se conclui que S; = Z Z (Ok fi)exre; Z gjej =

=0 k=1

Para simplificar S, precisamos de mais alguns cédlculos:

3 3
S = > > <f0 Okgj)exe; + Zfz ;) ekezej>

7=0 k=1

3 3
- ZZfo Orgj)ere; +Z (Z [i(Okgj) ek61> €j-

=0 k=1 =0 \ik=1

Denotando agora por S3 a soma S3 = Z fi(Orgj)ere; resulta
ik=1

53 = Z fz ak‘gj ekez‘l'Zfz 89] €i€;
i,k= 1275k
3

= Z fiei(Okg;)ex — Z fi(0sg;5)

i,k=1,i#k i=1
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3
S3 = — Z fzez akgj ek_z.fzez zg] ] Zfl(azgj)

Li,k=1

3
= — Zfez 3kgj €k+2fz zgj] Zfl(alg]>

Li,k=1 i=1

= — z:fzeZ Ok9;) 6k—22fz (0:95)

i,k=1

Substituindo esta expressao na soma S, obtém-se

3 3 3 3 3 3
S2 - ZZ akgj Ck€j — Z Zfzez 8kgj Ck€j — ZZ ag]

j=0 k=1 i,k=1 j=0 i=1 j=0

3 3 3
= 2 Joexd 3 gie; = Zfzezzekakzgﬁj—QZfﬁ Z%
k=1 7=0 =1

— (; (fo — ifieZ) ek8k> g—2 (i fz&) g

=1

3
— (?Z ek0k> g+ 2Re(f0s)g
k=1
= f0,9+2Re(f0,)g.

O resultado é agora imediato somando S; e S5. O

Observagao 2.5. Se f (ou g) for uma fungao real,

9x(fg) = (0cf)g + f(99).
Neste caso, sao vélidas as regras de derivagao usual para obter 0, f.

Corolario 2.1. Regra de Leibniz para O

d(fg) = (0f)g — f(Dg) +2Re(f0)g.
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Demonstragio. Recorrendo ao resultado provado no teorema anterior temos
(fg) = (0o —0)(fg) = 00(fg) — 0u(fg)
= (00f)g + f(Bg) = ((Of)g + FOug + 2Re(fr)g)
= (Oof — 0uf)g+ fOog — fOrg — 2Re(fr)g
= (0f)g+ fOog — fOzg — 2Re(fDz)g-

Calculemos

foog — forg = (fo+ £)og — (fo— [)Owg = fo(Dog — Org) + [(Dog + Org)

= fo(—0og — 0pg + 2009) + fOg9 = (— fo — [)Og + 2fobog

= —f0g+2f5009.

Substituindo na expressao anterior obtemos
d(fg) = (0f)g — FOg+2fodog — 2Re(fdy)g

= (0f)g — f(9g) + 2Re(f0)g.
0

Observacgao 2.6. Se f e g forem funcoes monogénicas, o resultado anterior pode

escrever-se como

d(fg) = (0f)g +2Re(f0)g.

2.6 Consideracoes computacionais

No ambito deste trabalho foram desenvolvidos quatro procedimentos em Ma-
ple que correspondem a versoes simplificadas e ajustadas a notagao adoptada, dos

procedimentos QpoD_L, QpoD_R e QpoDbar_L, QpoDbar_R da package Quat.:

QopDerivbar_L e QopDerivbar_R - operador de Cauchy-Riemann em H (ac¢ao

a esquerda e a direita, respectivamente);

QopDeriv_L e QopDeriv_R - operador conjugado de Cauchy-Riemann em H

(acc@o a esquerda e a direita, respectivamente).
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Em anexo apresentamos o coédigo desenvolvido. Para ilustrar a aplicagao destes

procedimentos, retomamos alguns dos exemplos apresentados na Seccao 2.4.

Exemplo 2.7. Consideremos uma vez mais a fungao f(zo+zie1+x2e0+x303) =

o+ T1€1 + Toes + x3€3. Vejamos novamente que esta funcao nao é monogénica,

assim como qualquer sua poténcia.

>

>

f = x0+x1xqi+x2*qj+x3*qk:

QopDerivbar_L(f);

QopDerivbar_R(f);

f2 := Qpot(f, 2);
f2 = x0® — x1? — 2% — 28?4+ 220 21 qi + 220 22 qj + 220 23 gk
QopDerivbar_L(f2);
—4 20
evalb(QopDerivbar_R(Qpot(f, 5)) = 0);
false

Exemplo 2.8. Consideremos agora as variaveis de Fueter z; e z5. Vejamos, nova-

mente, que sao ambas monogénicas, mas o seu produto nao o é. Em contrapartida,

tal como ja mencionado, o produto simétrico z; X zo é uma fungao monogénica.

>

>

>

>

z1:=x1-x0*qi:z2:=x2-x0%*qj:
QopDerivbar_L(z1) ;QopDerivbar_R(z1);
0
0
QopDerivbar_L(z2) ; QopDerivbar_R(z2);
0
0
produto:=Qmult(z1,z2);

produto = z1 2 — z0 22 ¢i — z1 20 qj + 20* gk
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> QopDerivbar_L(produto) ;QopDerivbar_R(produto);
220 qk
220 qk

> Psimetrico:= (Qmult(zl, z2)+Qmult(z2, z1))/2;
Psimetrico :== x1 22 — x0 22 qi — z1 20 qj
> QopDerivbar_L(Psimetrico) ;QopDerivbar_R(Psimetrico);
0
0

Como as fungoes sao monogénicas podemos calcular as correspondentes deriva-

das.

> zllinha :

(1/2)*QopDeriv_L(z1);
z1linha == —qi

> z2linha :

(1/2) *QopDeriv_L(z2) ;
22linha == —qj
> z1z2 := (1/2)*QopDeriv_L(Psimetrico);

2122 == =22 qu —zl

Exemplo 2.9. Pretendemos agora ilustrar que a fungao

2 1
f(.CEO + Q) = .’L’g + gl’o& + 5@2

¢ monogénica. No Maple representamos x = x1e; + Toe + x3e3 por a. Obtemos
com a seguinte sequéncia de comandos o nosso objectivo.
> a:=x1*qi+x2*qj+x3*qk:

>  f:=x0"2+(2/3)*x0*a+(1/3)*Qpot(a,2);

2 1 1 1
f::x02+§x0(x1 qi+x2qj+x3qk)—§x12—§1’22—§x3’2

> QopDerivbar_L(f);QopDerivbar_R(f);
0
0
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Como a fungao é monogénica, calculamos também a derivada da fungao da se-

guinte forma:

> (1/2)*QopDeriv_L(f);

2 2 2
220+ —xz1 ¢t + =22 q] + = 23 gk
x+3xqz+3x qy+3mq

2 2 2
Logo, a derivada da fungao é f'(x) = 2z + §$161 + g[L’Q@Q + gl’geg.






Capitulo 3

Construcao de funcoes
monogénicas em [H

Neste capitulo apresentamos técnicas, baseadas no trabalho de R. Fueter, para
construir fun¢ées monogénicas em H, partindo do conhecimento da correspon-
dente funcao complexa holomorfa. A aplicagao destes métodos é ilustrada
através de varios exemplos.

3.1 Rudolf Fueter

Karl Rudolf Fueter, filho de Eduard Rudolf Fu-
eter e de Adele Gelzer inicia os seus estudos na
sua cidade natal antes de ir para Gottingen, em
1899, estudar com Hilbert. Estuda os ntumeros
quadraticos e faz o seu doutoramento, supervisio-
nado por Hilbert, em 1903, com uma tese intitu-

lada “Der Klassenkorper der quadratischen Korper

und die komplexe Multiplikation”.

Apés ter obtido o seu doutoramento Fueter f
Karl Rudolf Fueter

viaja por diversos centros europeus dedicando-se
(Basel 1880 - Brunnen 1950)

sempre a actividade Matematica.

35



36 3. Construcao de fung¢oes monogénicas em H

Enquanto prossegue com os seus estudos, passa algum tempo em Paris, Viena
e, finalmente, em Londres. E entao, em 1907, nomeado professor na Universidade
de Marburg e na Mining Academy em Clausthal antes de ser nomeado professor de
Matematica em Basel, em 1908. Nesse mesmo ano casa-se com Amélie von Heusinger

de quem tem uma filha.

Em 1913, deixa Basel para leccionar a disciplina de Mateméatica na Universi-
dade Técnica de Karlsruhe, cargo onde s6 se manteve por trés anos mudando-se em

seguida para a Universidade de Zurique.

A sua primeira e principal publicacao é “Synthetische Zahlentheori” datada de
1917. Este trabalho é um sucesso, tendo sido publicado uma terceira edicao em 1950,
ano da sua morte. Fueter faz trabalhos importantes que resume numa obra em dois
volumes “Vorlesungen uber die singuldren Moduln und die komplexe Multiplikation
der Funktionen elliptische”. O primeiro dos dois volumes é publicado em 1924 e o
segundo trés anos mais tarde. Entre estes dois volumes publica pela primeira vez, em
1926, outra grande obra, “Das mathematische Werkzeug des Chemikers, Biologen

und Statistiker”, seguindo-se-lhe mais trés edigoes, a ultima das quais em 1947.

Fueter é co-fundador da Swiss Mathematical Society, que surge em 1910, tornan-
do-se o seu primeiro presidente. Também assume o cargo de reitor da Universidade
de Zurique, funcao que desempenhou entre 1920 e 1922. Como membro da Swiss
Natural Science Society, trabalha como editor de um grande projecto para publicar
as obras completas de Euler. Estabelece sempre contactos com mateméaticos de
todo o mundo tendo-lhe sido prestadas varias homenagens. Saliente-se que é também
membro correspondente do Instituto de Coimbra, desde 1924. Em 1928 cria a revista

Commentarii Mathematici Helvetici.

Fueter visita a Universidade de Coimbra, em 1932, e a Revista da Faculdade
de Ciéncias da Universidade (volume 2, n.° 4 (1932)), publica uma nota sobre essa
visita. Ele assinala a sua vinda a Coimbra, numa agradavel exposicao onde apre-
senta como referéncias historicas os trabalhos de Hamilton sobre quaternioes. Assim,
faz reaparecer nessa faculdade, um tema que ja tinha suscitado, no passado, grande

interesse. De facto, em 1884, Augusto d’Arzilla Fonseca publicou o trabalho “Princi-



3. Construcao de fung¢oes monogénicas em H 37

Figura 3.1: Revista da Faculdade de Ciéncias da Universidade de Coimbra

PRINCIPTOS ELENENTARES

-]

GALCULO DE QUATERNIOES =

ATUTHTO D'ARZILI A PORENOA

Lrmcigde o Methemes = Tamiard §or sle o P e ) -
= g b e 1 B e

Figura 3.2: Principios Elementares do Calculo de Quaternioes

pios Elementares do Calculo de Quaternioes”. Apds a sua visita a Portugal, escreve
um artigo sobre Coimbra (Figura 3.3) onde refere com dedicacao aspectos da vida

académica e menciona Costa Lobo como o famoso astrénomo de Coimbra.

Em 1935, em conjunto com os seus alunos, Fueter desenvolve um conceito para a
criacao de fungoes holomorfas quaterniénicas, tendo feito importantes progressos que
foram publicados. A partir de 1940, o seu grupo inicia a construcao de uma teoria
no estudo da Algebra de Clifford. Nos seus trabalhos [11], [12], [13] e [14], Fueter
formula um método para “transferir” funcoes complexas para fungoes quaterniénicas

como estudaremos de seguida.
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B T 1

Siircher eitung

Eolmbra: Goimbra
Bew Bxdelf Fuaster Ber Subal] @neter

Figura 3.3: Neue Ziircher Zeitung; 28./29. 12, 1932

3.2 0O método de Fueter

O resultado seguinte, estabelecido por Fueter em 1935 e generalizado por varios
autores posteriormente, representa uma ferramenta poderosa e ainda actual no que

diz respeito a construgao de fungdoes monogénicas.

Teorema 3.1. (Teorema de Fueter)

Consideremos uma fun¢ao complexa holomorfa

f (o, y) = u(wo, y) + iv(wo, y),

definida num dominio Q@ C C* ={z +iy : y > 0}. Seja G a fun¢do quaternidnica
definida por

G (w0, 2) = u(xo, |z]) + w(z)v (w0, [2]),

onde, como habitualmente, w = w(x) == . A funcio F := AG, onde A = 90 = 00

|| *

¢ o operador de Laplace, ¢ uma funcdo monogénica, isto €,

Antes de iniciarmos a demonstracao do Teorema de Fueter, apresentamos alguns

resultados auxiliares.

Lema 3.1. Seja v = x9+2z = zo+w|z| € H e 0, 0 operador diferencial introduzido

em (2.26). Entao,
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2. Oz = w,
2
3. Opw = ——,
2]
2
5. 0Pw=—uw,
! 22

ou

7. Ser =|z| eu=u(xg, 1) € uma funcao real, entao O u(xgy,r) = wa—(xo,r).
- r
Demonstracao.
1. %g = (6181 —+ 6282 + 6383)(1‘161 + To€o + 1'363)
= 6%81.1'1 + 6%821'2 + 6%83.1’3
= =3
2. 8£‘£| = (6181 + 6262 —+ 6383) (\/l’% —+ %% -+ l’%)
x x x
- 2 12 ;0T 22 ;2 32 53
r] + 25 + 23 T + x5 + a3 r{+ 25 + 23
L
= —=w.
]

1 1
O = Opm = (Bpz)— + 20,
|z] 2] |z
_3+x(_5xlf€!> _3+x(_ x >_ 3 1
lz] T\ zf? lz] T\ |zf|z[? z| |z
2
|z|
2
4. 2|z = 0w = ——.
£ - |z
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£ |z |z|?
6 o (2 — _20:(z)” _ 4afle] _ Aalw 4
=\ Jz)? |z|* |z|* |z|* P

7. Como 0, u = (e101 + €205 + e305)u e
@ _ Ou Or 8uE

O — _ouor ou
S R R T |z|’

k=1,2,3,

entao
ou x1 ou 9 ou 3
o,u =

'z EE€1+EE62+EE€3

ou T1€1 + Toeo + T3€3 . wau
or |z| - or’

Demonstracao do Teorema de Fueter
Dada a fungao quaterniénica

G(xo,y) = u(zo,y) + wv(zo, y),

com y = |z|, pretende provar-se que a fungao F' = AG = (0§ 4+ 92)G é monogénica.

Usando a Regra de Leibniz, podemos escrever
0,G = Opu + 0y (wv) = dpu + (Opw)v + w(9,v)

e utilizando os resultados da proposicao anterior obtemos

ou 2 ov
0,G =w— — —v 4+ w—
dy |z dy
Assim,
2 ov ou
0,G = — — w—". 3.1
: (|x| ay) oy 31)
Além disso,
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e finalmente,

2 ou O%*u 2 2 Ov 0%
2
- (E=+= S 2 ) 2
%G <\£!39+3y2>+w(ml2v |z| Oy 81/2) (3:2)

Apliquemos agora o operador de Laplace a G, i.e.

9*u 0%v
— 2 — H? = — Z  _H?
MG = GG -0G = Ty twn — 30

0%u @ 2 Ou w(@% 0% 2 281})

a2 o Timay T\ e T’ oy

Relembremos que a fungao f(xg,y) = u(xg,y) + iv(ze,y) é holomorfa, logo

ou_ou
ory Oy
(3.3)
ou__ov
dy Oz
donde se conclui que
o _ 0 o
0x2  Oxogdy  Oy>
(3.4)
Pv  Pu  Pu
ox3  Oydwy  Oy?
isto é, u e v sdo, como é bem sabido, funcoes harmonicas. Entao,
2 Ou < 2 2 81})
AG=———-w|—v———|. 3.5
oy <\’ Tl oy 39

Resta agora provar que AG é uma funcao monogénica, isto é, d(AG) = 0 ou ainda
(0o + 02)(AG) = 0.

Comecemos por observar que

2 0%u (2 ov 2 821))

D(AG) = |z|? Oz B E&voﬁy

Jz| dzedy “
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0:(AG) = 0,(U +wV),

2
onde U = 3% eV = —%v + —% A expressao anterior é equivalente a
|| Oy |z| || Oy
2
0:(AG) = 0,U + (0,w)V + w(0,V) = 9,U — HV + w(0.V). (3.6)
T T ! (£ T z T
Como

2 Ou 2\ ou 2 _ Ou 2 ou 2 0%*u
eV =% <|z| ay) - (m) oy Ty 2Pay o) @7

2 n 2 31})
_—fl) —_——
lz|2  |z| Oy

2 2 2\ Ov 2 Ov
2 Vv 290+ 0, (—) 29,
) z[2 ™ T \|z|/ dy x| TOy

4200 200 20
lz|>  |z]?0y  |z]?0y  |z| 0%y

4 4 Ov N 2 0%
iz |zPdy x| 0y? )’
substituindo (3.7) e (3.8) em (3.6), obtém-se

2 Ou 2 0%u 2 2 2 Ov
0,(AG) = w ——_+__) 2 (__H__)
=(AC) ( zPoy T o) i Ut T iay

(A, Ao 207
2 zPoy | Jzlow?)

2w 2 0w 2P
202 "\ aPoy " Jzlow? )

(3.8)

Entao,
0:(AG) =
Logo,
_ 2 0%u 2 Ov 2 0%
IAG) = (0 + 8,)(AG) = 2] 9z00y (@8_% N |7_|8x08y>
2 0% _i@_u+i@
2 dy x| 0y? )

2 2
donde se conclui, finalmente, I(AG) = — (—% — %) =0. O
T Y
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3.3 Exemplos

A ideia de Fueter para gerar fun¢bes monogénicas a partir de fungoes complexas

holomorfas pode ser descrita através do seguinte algoritmo:

1. Escolher uma fun¢ao complexa holomorfa
f(x07 y) = U’('rOa y) + iv($07 y)

2. Substituir a unidade imaginaria ¢ por w = w(z) = % Note-se que sendo
w? = —1, w pode ser visto como uma unidade imagindria varidvel, ja que

depende de x.

3. Substituir y por

y(l’l, T2, JIg) = ‘£| = \/$12 + 1’22 + .7732.
A aplicacao dos passos 1. a 3. permite construir uma funcao quaternionica

G0 + ) = ulzo, |z]) + wolwo, [2]).

A funcao quaterniénica monogénica F', correspondente a f, pode obter-se aplicando

a G o operador de Laplace, i.e.,
F(z) = AG(x),

onde, de (3.5),

2 Ou 2 2 Ov
AG(o) = Ty (o) = (U( ) - m)) |

De seguida iremos construir varias funcoes quaterniénicas monogénicas partindo

da correspondente funcao complexa.

Exemplo 3.1. Consideremos a funcao polinomial complexa f(z) = z3. Esta fungao

pode escrever-se coIno

f(z) = flzo,y) = (xo + iy)® = xf — 3xoy” + i(3agy — °),
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ou seja,
f(@o,y) = ulzo, y) +iv(zo, y),
onde
u(zo,y) = x5 — 3roy® e v(wo,y) = x5y — ¢,
Como
g—Z(rﬂo,y) = —6zoy e g—Z(l‘o,y) = 35 — 3y°,
tem-se que
MGl +2) = Fr(-mlz) o (Zp(odlal - ) - 5o - 31eP))
|z |z[? |z
= —12x¢ — 4dw|z|.

A funcao quaternionica que se obtém aplicando o operador de Laplace a funcao

G ¢ a seguinte funcao monogénica:
F(zo+z) = AG(zg + z) = —12x¢ — 4z.
A generalizacao deste procedimento para poténcias de grau n pode também ser
feita.

Exemplo 3.2. Consideremos a func¢ao polinomial f(z) = 2". Como

n

(o +iy)" = > (af*(iy)’

s=0
(5] (25
_ Z (27;1)'%‘8 2m(2y)2m + (QT:L’LJrl)xg 2m 1(2y)2m+1
m=0 m=0
(5] (252
_ (2’;)(—1)mm8_2my2m +i Z (2nf+1)(_1)mmg—2m—ly2m+1’
m=0 m=0
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(&
(2511
(L’(), Z 2m+1 m 61 2m— 1y2m+1
m=0
Logo,
ou (3]
8_( 0y) = (271;)( )™ g “Hm2myPm
m=1
e
ov 7]
a_y(z()?y) = Z (2n11+1)(_1>mx8_2m_1(2m + 1)y2m
m=0
Entao 21
2 Ju 2
(0, |2]) 43 () (=1 mag =2 |22
|| Oy —
(&}
2 2 Ov 2 n ym _ _
__QU(xOJ |£|) + __(x07 |£|) = -2 (2m+1)(_1 IO - 1|$|2 !
|z| 2| Oy -

+2 3 (o) (D)™ 2m 4 1) |z

(2571

. n—2m—1 2m—1
= 4 § : 2m+1 " |z :
m=0

Assim, a funcao monogénica correspondente as poténcias complexas de ordem

n, tem como parte imaginaria

V(x(h @D =4 Z (27:.;_1)(_1)mm$gi2mil|£|2mil

e como parte real

[
Uz, |z) =4 () (=1)™may ™|z 2.

2m

NE

m=1

Observacao 3.1. Notemos que, se n = 3, entao

1
U(xo, |z|) 42 Tmad |z Pm 2 = — 1210

m=1
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1
V(zo, |z|) = Z 2m+1 ) may 2z P = 4z,
obtendo-se como seria de e;:erar,
F:=AG = —12z) — 4|z|w(z) = —12x¢ — 4z,
(cf. Exemplo 3.1).
Exemplo 3.3. Consideremos a fungao complexa f(z) = % Como

1 Zo . )
S R B N R L
To + Y oty oty

f(z) = f(wo,y) =

conclui-se que

U(l‘o,y) = L e U(l'o,y) = _L
w5+ Y’ w5+ Y
Assim
(9u< ) 2y
—(x , _ < -
oy T @y
¢ 2 _ 2
ov x5 —y
To,Y) =
AT
Logo,
2 —2|z| 0 2 |z| 2 xd —|z)?
itoen (Y (2 (Y 2 (e
| \ (25 + |z[*) P\ g+ zl?) lzl \ (5 + [zP)?
4z ( 2 n 223 — 2|z )
p— —_—_— — w —
(2 + [z]*)? 2 (2§ + |2I?)  |zl(af + [z[?)?

B 4z =222 — 2|z|* + 223 — 2|z|?
T @ P

(23 + |z] |z[(23 + [z]?)?

drg  z 4|z 4 ( ) 4T
= ——— = Tog—x) = ———.

z[* |z [z]? E |z[?

3.4 Uma variante do método de Fueter

O método de Fueter para gerar funcoes monogénicas serviu de inspiracao a varios

autores que conseguiram obter variantes deste método, assim como generalizagoes

))
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para dimensdes superiores a 4. Ainda em R*, uma ideia muito simples foi apresen-
tada em [10], a qual pode facilmente ser usada, com um menor esforgo computacio-

nal, para produzir fun¢ées monogénicas em H.

Teorema 3.2. Seja f(xo,y) = u(xo,y) +iv(zo,y) uma fungdo complexa holomorfa

definida num dominio G C C. Designemos por F' a func¢ao obtida de f substituindo:
1. a unidade tmagindria i por t = i1€1 + g€y + i3€3 com
iP=—1&d+iy+i3=1
2. Substituir y por y = 1111 + 1229 + 1373 + ¢, com ¢ constante real, isto €,
F(zo,y) = u(zo,y) + 50(20,y).

Entdo, OF = FO = 0, ou seja, F' é uma funcdo monogénica.

Demonstracao. De definicao de y resulta que
(’“)£y = (6181 + 6282 + 6363)@11’1 + igl’g + i3ZL’3 + C) = i161 —+ igeg —+ i3€3 = 1.

Por outro lado, se f(xg,y) = u(xo,y) + iv(zo,y) é uma fun¢ao holomorfa, entao

0 .0 s .
Ouulan, y) = Ouy gy (0,y) = i (w0, y) = —i5 (0, y) = ~idhu(an.y)
e
0 .0 NG, .
Opv(x0,y) = 8a:y£($oa y) = ’Lé(xoa y) = za_;i)($07 y) = 10ou(zo, y).
Entao

OF = (0o + 0y) (u(zo,y) + iv(xo,y))
= Oou(wo,y) + 100v(z0,Y) + Opu(x0,y) + 10,v(70, y)

= Oou(wo,y) + 1060 (w0, y) — 1060 (w0, Y) + i°0pu(w0, y) = 0.
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~ , . , . . . 1
Observagao 3.2. Uma escolha possivel para ¢ e y é fazer i; = iy = i3 = % e
c¢ = 0. Neste caso a fungao quaterniénica monogénica que se obtém é

F(;p) —u <x0, x1+\x/2§+13> + el+%+egv (950, x1+\m/2§+x3> ) (3‘9)

Exemplo 3.4. Consideremos a fungao polinomial complexa f(z) = z3. Aplicando
(3.9) a
f(2) = 2° = @ = Bxoy® + i(3a3y — ),

obtém-se

2
R T1t+x2+2x3 e1tea+es 21 +aotzs  (z1+watas)’
Fx) = a5 — 3xy ( V3 ) TE <3x0 V3 3V3 ’

isto é,
F(x) = ) — zo(21 + 79 + 23)?
+ (e1 + €2+ €3) (2 (21 + 22 + 23) — (21 + 22 + 23)%) .
Facilmente se verifica que OF = 0 logo, tal como seria de esperar, F' é monogénica.

Exemplo 3.5. Consideremos a fungao polinomial complexa f(z) = 2". Recordando

o Exemplo 3.2, como

u(zo,y) = Y (o) (1) ™"y
m=0
e
(251
(o, y) (g 1) (=) Mg 2m =ty
m=0
obtém-se
[%] 2m
Vo) = 3 )1 ()
m=0
e
[nTil] 2m—+1
V(@o,y) = 3 (i) (~1)mrg 2t (mrmgse) T
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Logo
(3] o
o) = () (1) a2 (et
m=0
["7*1} 2m—+1
+ 61+\€/2§+63 Z (2Tr7ll+1)(_1)mng2mfl <x1+\x/2§+x3) 7
m=0
isto é,
(5]
F(iL’) _ (27;1)(_3)7mxn72mr2m
m=0
[254]
tierteates) > (o) (=3)ap 2
m=0

onde r = x1 + 9 + x3.

3.5 Consideracoes computacionais

A aplicacao do teorema de Fueter pode ser facilmente implementada no Ma-
ple. Os exemplos que atras consideramos podem ser confirmados através de
comandos simples. Por exemplo, podemos reproduzir os resultados do Exem-

plo 3.1, comecando por definir:
> x:=x0+x1*qi+x2*qj+x3*qk; a:=Qvec(x); b:=Qnorm(Qvec(x));
=20+ zl ¢+ 22 q + 23 gk
a:=xl qi+ 22 q + 23 gk
b= V1?4 12 + 23°

A fungao G correspondente é (cf. Exemplo 3.1)
> G:=x0"3-3*x0%b"2+a* (3*x0"2-b"2) :

> G:=collect(simplify(G),{qi,qj,qk});

(323 20* — 23 x1? — 18 12% — 258%) gk + (322 20* — 22 v1* — 12° — 12 23?) qj

49

+ (321 20* — 21® — x1 12% — 21 23%) ¢i + 20° — 320 x1* — 310 12* — 3 20 15>

Aplicamos o operador e verificamos que a func¢ao nao é monogénica.
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> QopDerivbar_L(G);# G ndo é monogénica

—620%+ 2112 +212% + 2252

A construcao da funcao F passa pela aplicacao do operador de Laplace a funcao
G. Para este efeito, implementamos o procedimento Laplace que apresentamos em

anexo.
> F:=Laplace(G);
Fi=-1220 —4x21 ¢ — 422 ¢ — 423 gk
> QopDerivbar_L(F);# F é monogénica

0

Podemos deste modo concluir que a fungao é monogénica.

Numa segunda fase escrevemos um procedimento para obter de forma automatica
a fung¢ao monogénica em H correspondente a uma dada fun¢ao holomorfa em C. Este
procedimento tem especial utilidade no capitulo seguinte e é também apresentado
em anexo. Fueter tem como parametro de entrada uma funcao funcao complexa

de variavel complexa z.

Exemplo 3.6. Consideremos a aplicagao do procedimento Fueter a fungao com-
plexa f(z) = 23 (cf. Exemplo 3.1).
> Fueter(z~3);

—1220 — 4zl i — 422 qf — 423 qk

Escrevemos também um procedimento para a variante do método de Fueter que

também apresentamos em anexo e ilustramos com um exemplo.

Exemplo 3.7. Consideremos a funcao polinomial complexa f(z) = z. Aplicando

o procedimento varianteFueter e escolhendo i; = \/ig, 19 = \/Lg, 13 = \/%,; ec=0

(ver Observacao 3.2), obtemos
> 11:=1/sqrt(3):i2:=1/sqrt(3):13:=1/sqrt(3):

> collect(varianteFueter(z, i1, i2,i3,0), {qi, qj, qk});

Gorsloi g doator longrGatslorloy gt
— T — T — T 1 — X — T — T — X — T — T a
3 3 3 7Ty 3 3 I T3 3 34
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R S R

Outra escolha possivel para ¢ é fazer i; = 7 iy = el = Esta escolha

resulta na fungao:
> 11:=1/sqrt(2):i2:=1/sqrt(3):13:=1/sqrt(6):
> collect(varianteFueter(z, i1, i2,i3,0), {qi, qj, qk});
1 1 1 o1 1 1 ‘
<6\/§x2\/§+6x3\/§+§x1)q2+(6\/§ﬂ \/§+§x2+6x3\/§)ty
1 1 1
+(6x3’+6\/§x2+6\/§x1)qk+x0

Finalmente, mostramos ainda uma terceira escolha, a qual produz uma funcao
em R3.
> i1:=1/sqrt(2):i2:=1/sqrt(2):i3:=0:

> collect(varianteFueter(z, i1, i2,i3,0), {qi, qj, qk});
1

1 1 1
(§x1+§x2)qi+(§x1+§x2)qj+x0






Capitulo 4

Funcoes elementares em [H

Neste capitulo apresentamos propostas de fungoes elementares em H. Tendo
como motivagao as propriedades das funcoes elementares complexas, cons-
truimos, usando diferentes técnicas, funcoes elementares quaternidnicas. As
fungdes obtidas preservam, num certo sentido, certas propriedades das corres-
pondentes fungoes complexas.

4.1 Recordando C

Como motivacao para o estudo que vamos fazer neste capitulo, recordamos as
defini¢oes e principais propriedades da funcao exponencial e das fungoes trigono-

métricas e hiperbdlicas em C.

Comecamos por examinar a funcao exponencial, definida pela sua série de potén-
cias, definindo posteriormente as outras fungoes elementares em termos da fungao
exponencial. Sendo esta uma abordagem cléssica seguida por vérios livros basicos

de andlise complexa, optamos por seguir de perto o livro [15].

Defini¢ao 4.1. (Funcao Exponencial)
Para todo z € C a funcao exponencial define-se através da série de poténcias

[ee] n

e® =exp(z) := Z % (4.1)

n=0

Esta série tem raio de convergéncia R = +o0.

23



54 4. Funcgoes elementares em H

Proposicao 4.1. (Propriedades da Fungao Exponencial)

1. A fung¢ao exponencial é holomorfa em C e (e*) = €.

2. Vz,£ € C, e*T¢ = e%¢f,

3. Vz e C, e# =€~

4. Yo,y € R, |e"t¥| = e* < elol,
5. Vz € C,e*t?mi = 2,

6. Vze€ C, e = lim <1 + %)n

n—oo

Definigao 4.2. (Fungoes Trigonométricas)

As fungoes cosseno e seno sao definidas por

eiz + efiz eiz - efiz
COSZ2 i\=m ————— (§ senzg = ———
2 21

Proposicao 4.2. (Propriedades das Fungoes Trigonométricas)

1. Para x € R, tem-se cosz = Ree®®, senx = Im e e portanto
T :
€” =cosx +senx,
(Férmula de Euler).

2. As representacoes em série de poténcias das fungoes cos z e senz $ao, respec-

tivamente,
e ZZn o0 22n+1
_ _1\ — S O
cos z = nZ:O( 1) o) e senz—nzzo( 1) CESE

A fungao cosseno € par e a func¢io seno € impar, isto €, cos(—z) = cosz,

sen(—z) = —senz,Vz € C.
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95

3. Para z, 2,29 € C, sao vdlidas as formulas:

cos(z1 & 2z) = €08 27 COS 29 F sen z; sen 2z,

sen(z; + z9) = sen 2y cos 2o & COS z; sen 2o,

cos?z +sen’z = 1.

4. As funcgoes cosseno e seno sao holomorfas em C, com

cos’ z=—senz e sen z=cosz.

5. Para qualquer z € C, tem-se

cos(z + 2m)

=cosz e sen(z+ 2m) = senz.

6. Os zeros de cos z sao os numeros reais z, = 5 +nm,n € Z. Os zeros de sen z

SG40 08 NUMETros reais z,, = mmw,m € 7.

Definigao 4.3. (Fungoes Hiperbdlicas)

As fungoes cosseno hiperbélico e seno hiperbélico sao definidas por

ef +e”

cosh z :=
2

z z

eF —e
e senhz ;= ———
2

—Zz

Proposicao 4.3. (Propriedades das Fungoes Hiperbélicas)

1. As representagoes em série de poténcias das funcoes hiperbdlicas coshz e

senh z sao, respectivamente,

o0 ZQn o0 Z2n+1
coshz = g e senh z = _
| |
“— (2n)! —~ (2n+1)!

A funcdo cosseno hiperbolico € par e fungao seno hiperbdlico € impar, isto €,

cosh(—z) = cosh z, senh(—z

) = —senh z,Vz € C.

2. Para z, 2,29 € C, sao vdlidas as formulas:

cosh(z £ 23)

senh(z; + 29)

= cosh z; cosh z & senh z; senh 25,

= senh 2; cosh 29 & cosh z; senh 2o,

cosh? z — senh?z = 1.
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3. As funcoes cosseno hiperbolico e seno hiperbolico sao holomorfas em C, satis-

fazendo

cosh’ z = senh 2 e senh’ z = cosh z.

4. O cosseno hiperbdlico e o seno hiperbolico sao fungoes periodicas com periodo

2mi. Além disso, temos as relacoes
cosz = coshiz, senz = —isenhiz,

cosh z = cosiz, senhz = —iseniz,
cos z = cosx coshy — isenxseny,

sen z = sen x cosh y + 7 cos x senh v,

comz =Rez, y=Imz.

5. O cosh z tem zeros iz, e o senh z anula-se em iz,,.

Terminamos esta seccao salientando os aspectos geométricos das fungoes elemen-
tares complexas. A apreensao geométrica dos efeitos de uma funcao complexa de
variavel complexa pode ser conseguida de diversos modos. Para visualizar o efeito de
fungoes complexas podem usar-se métodos semelhantes aos adoptados para fungoes
reais de variaveis reais, nomeadamente: imagens de curvas no dominio, graficos
(das partes reais e imagindrias, por exemplo), conjuntos de nivel (das partes reais
e imaginarias). Usamos aqui e no restante trabalho duas formas populares de vi-
sualizacao de fungoes complexas. A primeira consiste em considerar f como uma
transformacao de uma regiao D numa regiao D*. Para o efeito considera-se uma
grelha (cartesiana ou polar) em D e representa-se a imagem dessa grelha pela trans-
formagao z +— f(z). Outra possibilidade que apresentamos consiste em considerar

grificos R? — R atendendo a alguma propriedade real de f, por exemplo, Re f(z),
Im f(z) ou |f(z)].

Nas figuras seguintes apresentamos geometricamente as fungoes exponencial, cos-

seno e cosseno hiperbdlico.
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Figura 4.1: Func¢ao exponencial complexa - 2D

Re(f) Im(f)

Figura 4.2: Funcao exponencial complexa - 3D

0.5 3 L]

Figura 4.3: Funcao cosseno complexo - 2D

o7
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Re(f) Tm(f)

Figura 4.4: Funcao cosseno complexo - 3D

Figura 4.5: Funcao cosseno hiperbdlico complexo - 2D

Re(f) Im(f)

Figura 4.6: Funcao cosseno hiperbdlico complexo - 3D
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4.2 Funcoes elementares nao monogénicas

Neste capitulo, tal como ja foi referido, apresentamos propostas de funcoes ele-
mentares. Usamos a designacao de propostas, uma vez que contrariamente ao caso
real e complexo, nao ha uma tinica defini¢ao, por exemplo, de fun¢ao exponencial em
H. Parece natural e razoavel nao esperar ser possivel generalizar a fun¢ao exponen-
cial de forma a preservar todas as propriedades da funcao exponencial complexa.
Dependendo da abordagem usada, algumas das propriedades mantém-se, outras
nao. Reciprocamente, as propriedades que pretendemos manter conduzem, ou po-
dem conduzir, a métodos de construgao destas fungoes. Usamos notacoes diferentes

para reflectir e distinguir as diferentes definicoes usadas.

Nesta secgao tentamos seguir uma abordagem andloga a que apresentamos para
o caso complexo, propondo uma fun¢ao exponencial quaterniénica baseada na série
de poténcias de um quaterniao da forma z = xy + z = 7y + w|z|, onde, como

habitualmente, w = w(z) =

Definig¢ao 4.4. (Funcao Exponencial)

A funcao exponencial Exp x define-se através da série de poténcias

Expz := Z o (4.2)
k=0
Analogamente ao caso complexo, esta série converge absolutamente para todo x € H.
Proposicao 4.4. Se x e y sao quaternioes tais que xy = yx, entdo

Exp(z + y) = Expz Expy.
Demonstracio. Se x e y comutam, entdo (x + y)* Zz 0 ( ) Lyt=1 pelo que

i$+y i%i Pyl

k=0 k=0 =0
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Utilizando o produto de Cauchy de duas séries, obtém-se

Oox—l—y Oolkk!:cy > & 'y
SO = S aY mt

k=0 k=0 " 1=0 k=0 1=0
o0 | m
_ x Yy
= Zﬁz%_Exprxpy
=0 m=0

Como zgz = xx9, Obtém-se imediatamente o seguinte corolario.
Corolario 4.1. Se x = z¢g + x € H, entao,
Exp(zog + z) = Exp zg Exp z.
Proposigao 4.5. A funcao exponencial admite a representacao:

Expz = €™ (cos |z| + wsen |z]).

Demonstrag¢ao. Comecemos por notar que, pelo resultado anterior, uma vez que

Exp(z + z) = € Exp x, basta provar que

Expz = cos|z| + wsen |z|.

Mas
Expr=) T+ => 5«
k=0 k=0
Como w? = —1, obtém-se w?™ = (—1)™ e wW?™! = (—1)"w, para m € Z. Separando

na expressao anterior, as poténcias de expoente par das poténcias de expoente impar
e recordando a expansao em série de poténcias das fungoes cosseno e seno reais,
obtém-se entao

00 |2l+1

|
pe = S e

=

= cos |z| + wsen |z|.
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Observagao 4.1. A comutatividade é uma condicao suficiente mas nao necessaria

para validade da Proposicao 4.4, como o seguinte exemplo comprova.

Se x = 3me; e y = 4me, entao xy = 1272%e3 e yr = —127%e3. Como |z| = 3,
ly| = 47 e |z + y| = 57, entao

3 4
Exp(z +y) = cosbm + w sen b = —1.
m

Por outro lado, como Expxz = —1 e Expy = 1, obtemos também
Expx Expy = —1.

Observagao 4.2. A exponencial quaterniénica (4.2) pode obter-se da exponencial
complexa, substituindo em (4.1) o nimero complexo z pelo quaternido z. Isto
corresponde, por outras palavras, a substituir a parte imagindria de z por |z| e a

unidade imagindria ¢ por w (cf. Proposigao 4.2 e 4.6).
De forma andloga ao caso complexo, podem provar-se facilmente as seguintes
propriedades da funcao exponencial.

Proposicao 4.6. (Propriedades da Fung¢do Ezxponencial (4.2))

Para qualquer quaterniao x = xg + x, tem-se:

~

. Expax #0.

2. Exp(—z).Expx = 1.

3. Exp(kz) = (Expx)*, k € Z (Férmula de Moivre).
4. Exp(wrz) = —1.

5. |Expz| =e™.

6. Expr = lim (1+ 2)™.

m—00

Naturalmente que a restri¢ao de (4.2) a C é coincidente com a funcdo exponencial

complexa, como é desejavel. Infelizmente,
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pelo que a funcao exponencial quaternionica apresentada nesta seccao, nao é uma

funcao monogénica.

Com o auxilio da fungao exponencial, as funcoes trigonométricas e hiperbdlicas
podem ser introduzidas, substituindo nas Definicoes 4.2 e 4.3, tal como aconteceu
para o caso da funcao exponencial, o nimero complexo z pelo quaterniao = e a

unidade imaginaria ¢ por w.

Definigao 4.5. (Fungoes Trigonométricas)

As fungoes cosseno e seno definem-se, para |z| # 0, por

Coszx := Exp(wr) + Exp(-wr) e Senzx:= _Exp(wx) — Exp(—wz)

2 2

w.
Proposicao 4.7. As fungoes cosseno e seno permitem as sequintes representagoes:
Cosz = Cos(xy + w|z|) = cosh |z| cos g — wsenh |z| sen z,

Sen x = Sen(xy 4+ w|z|) = cosh |z|sen z¢ + w senh |z| cos x.

Demonstragao. Como wx = wxy + wx = —|x| + wxo,
Exp(wz) = e 2 Exp(wzg) = e712l(cos 2o + wsen zo).

Exp(—wz) = el Exp(—wy) = el!(cos 2o — wsen zq).

Logo,
Exp(wz) + Exp(—wz) = (e 4 el2l) cos g + w(—el2 + e712l) sen z,
2Cosz = 2cosh|z|cosxy— 2wsenh |z|sen z.
Analogamente se prova a outra férmula. O]

De imediato se obtém o seguinte resultado.

Proposicao 4.8. As funcoes Cosx e Senx admitem a representacado,

oo 2n oo x2n+1

Cosx = Z(—l)”(;n)' e Senz = Z(—l)”m
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Definigao 4.6. (Fungoes Hiperbdlicas)

As fungoes cosseno hiperbdlico e seno hiperbdlico definem-se como

E Exp(— E — Exp(—
Coshz := xpz + Bxp(—z) e Senhz := il Xp( x)

2 2

Proposicao 4.9. As funcoes hiperbolicas Coshx e Senhx permitem as sequintes

representagoes:

Cosh x = cosh zq cos |x| + w senh zq sen |z|,

Senh z = senh zq cos |z| + w cosh zg sen |z|.

As proposicoes seguintes sao também de demonstracao imediata.

Proposicao 4.10. As funcoes Coshx e Senh x admitem a representacao,

(o) SL’QTL 0 x2n+1
Coshmzzo )l e Senhxzzom.

Proposicao 4.11. (Propriedades das Fungoes Trigonométricas e Hiperbolicas)

Seja x € H. Entao,

1. Coshz = Cos(wz).

2. Senhx = w Sen(wx).

3. Coshz = cos|z|.

4. Senhz = —wsen |z|.

5. Sen(km + z) = w(—1)*Senhz, (k € N).
6. Cos(km + ) = (—1)FSenh z.

7. Sen’ z + Cos*z = 1.

8. Cosh?z — Senh?z = 1.
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Proposicao 4.12. Seja f uma funcdo complera com uma expansio em série de

Taylor da forma

1) = flao+iy) = 3t (4.3)
k=0
e seja F' a sequinte funcao quaternionica
F(z) = F(zo +wlz|) = > apa®. (4.4)
k=0
Entao
F(zo +wlz|) = Re (f(zo +ilz)) +wTm (f(zo + ilz])) . (4.5)

Demonstracao. O resultado é imediato se compararmos

3 [251]
= (i) = 30 (D3 ()1
m=0 m=0

(cf. Exemplo 3.2) com

(5] [254]
" = ($O+W‘£’)n _ Z (27;)(_1)m$6172m|£|2m+w Z (2771;_1)(_1)mx6172m71’£‘2m+1.
m=0 m=0

]

Observagao 4.3. O resultado anterior indica uma forma imediata de obter fungoes
quaternionicas a custa de fungdes complexas. Em particular, podem ser obtidas
muito facilmente outras funcoes elementares. Basta para isso substituir na funcao
complexa, a variavel complexa z pela varidvel quaternionica x e a unidade imaginaria
i por w. Infelizmente as fungoes obtidas desta forma nao sao monogénicas. Como
quando x € C todas as fungoes elementares obtidas desta coincidem com as fungoes

elementares classicas, nao apresentamos a sua visualizacao.

4.3 Funcoes elementares de Fueter

Nesta seccao aplicamos o Teorema de Fueter, apresentado na Seccao 3.2, a varias

funcoes elementares complexas. Na tentativa de obter fungoes que preservam o maior
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nimero de propriedades possivel das fungoes complexas que lhe dao origem, muitos
autores consideram factores de normalizacdo. Assim, seguindo [15], consideramos
a funcao —%F que se obtém da aplicacao do Teorema de Fueter e nao F. As
correspondentes funcgoes elementares em H, monogénicas por construgao, vao ser
designadas por funcoes elementares de Fueter. Para cada caso, estudamos ainda as

propriedades que caracterizam estas novas funcoes.

Funcao Exponencial

Consideremos a funcao exponencial complexa
f(z) = f(xo+iy) = e™(cosy + iseny).
Entao, na notacao do Teorema de Fueter,
u(zo,y) = e cosy e wv(xg,y) = e seny.

Logo,
ou v

gy (Mo [2l) = —e%sena] e Z-(zo, |z]) = €™ cos Ja.

Assim, de (3.5) resulta

AG(zg+z) = €™ <—i sen |z| — cu(g)(i sen |z| — icos |§\>)

|| ]? |

_ e _ sen |z <>|§|cos|g|—sen]@|
|| - | [? '

Denotando por Exp,. a fungao quaterniénica normalizada que resulta da aplicagao
do Teorema de Fueter a funcéo complexa e, isto ¢, definindo Exp  (z) := —21AG(z),

obtém-se entao a seguinte funcao exponencial em R*.

Definigao 4.7. (Funcao Exponencial de Fueter)

A fungao exponencial de Fueter define-se, para |z| # 0, como

sen [z

w(z)

Exp, (20 + z) = €™ ( || cos |z] — sen @\)
F =3

|z| |z|?
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Definindo sinc x := *2£, (4.6) pode ser escrita de forma abreviada como
Exp (2o + x) = ™ (sinc|z| — w(z) sinc’ [z]) .

Saliente-se, desde j& que a restricao a C* da fungao exponencial de Fueter (4.6) nao

coincide com a funcao exponencial complexa, ja que

sen 21 COS T, — Sen T ,
Exp (2o +z101) = €™ ( —e 5 # e™(cos 1 +isenzy).

Proposicao 4.13. (Propriedades da Fun¢io Ezponencial de Fueter)

Seja v = xo + wlz|, com |z| # 0. Entao,

1. 5Epr = EXpF5 =0, isto ¢, Exp, ¢ uma fungao monogénica.
2. Exp’ (Azr) = AExp_(\z), A € R.

3. Exp, (z) # 0.

4. lim Exp (z) = e™.

|z|—0

Demonstracdo. A primeira propriedade é imediata, por constru¢ao. Uma vez que
Exp/ (A\z) = 9y Exp, (Ax) = AExp, (\z),

fica demonstrada a Propriedade 2. Para concluirmos que esta fung¢ao exponencial
nao tem zeros, basta notar que (4.6) sé se anula quando sen |z| e (|z| cos |z| —sen |z|)
sao simultaneamente nulos, i.e., quando cos |z| = sen |z| = 0, o que é impossivel. A
ultima propriedade é imediata, atendendo a que

limsinct =1 e limsinc’ ¢t = 0.
t—0 t—0

]

Observagao 4.4. Em geral, a propriedade Exp _(z + y) = Exp, v Exp,_ y nao se
verifica. Usamos o Maple para ilustrar, através de um exemplo, esta situacao. Para
o efeito implementamos a fun¢do exponencial (4.6) através do procedimento ExpF

que incluimos em anexo. Se considerarmos x = mwe; € y = —mey, obtém-se
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> x:=Pixqi:

y:=-Pix*xqj:
> evalf (Qmult (ExpF(x),ExpF(y)));
> evalf (ExpF (x+y));

—0.1013211836 ¢k
0.007846505458 gi — 0.007846505458 g7 — 0.2169542942

donde se conclui que

Exp, v Exp,_y # Exp_(z +y).

Considerando a restricao da funcao exponencial de Fueter a C*, ilustramos na
Figura 4.7, as diferencas entre esta funcao e a funcao exponencial complexa usual. A
Figura 4.8 permite a correspondente visualizacao tridimensional. Em ambos os ca-
sos, a funcdo exponencial foi estendida, por continuidade, a recta |z| = 0, atendendo

a propriedade 4. da proposicao anterior.

</f 1 15 o
.

-2 L]

Figura 4.7: Funcao exponencial de Fueter em C - 2D

Re(f) Tm(f)

Figura 4.8: Funcao exponencial de Fueter em C - 3D
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Funcoes Trigonométricas

Funcao Cosseno
Consideremos a funcao cosseno complexo
f(z) = f(zo,y) = cos(xg + iy) = cos xg coshy — i sen zpsenh y

Entao, na notacao do Teorema de Fueter,

u(zo,y) = cosxgcoshy e wv(xg,y) = —senxysenhy.
Logo,
0 0
8—Z(azo, |z|) = cosxgsenh |z| e a—Z(a:O, |z|) = —senz cosh |z|.
Assim,

cos xg senh(|x|)

— w(zx)sen zg

AG(r+0) =2 ( -senbf o)

2
|z |z

A fungao AG é a fungdo monogénica que se obtém, seguindo o método proposto
por Fueter, a partir da funcao cosseno complexo. Por este motivo, denotamos por

Cos

precisamente, tem-se a seguinte definicao.

» a funcao quaterniénica obtida apds normalizacao, i.e. Cos, = —%AG. Mais

Defini¢ao 4.8. (Fungao Cosseno de Fueter)

A fungao cosseno de Fueter define-se, para |z| # 0, como

— cos xg senh |z| —senh |z| 4 |z| cosh |z

Cos,(zg+z) := + w(z) sen zg (4.7)

|z| ||

Também a restrigio da func¢ao (4.7) a C* nao coincide com a fungao cosseno

complexa. De facto,

— cos xg senh xq —senh x1 + 27 cosh ¢
Cos, (xo +z1€1) = + ey sen x 5

# cosxgcoshxy — isenxgsenh zq
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Figura 4.9: Funcao cosseno de Fueter em C - 2D

Re(f) Imif)

Figura 4.10: Fungao cosseno de Fueter em C - 3D

As Figuras 4.9 e 4.10, ilustram graficamente, as propriedades geométricas da

funcao cosseno obtida.

Funcao Seno
Consideremos a func¢ao seno complexo
f(2) = f(xo,y) = sen(zg + iy) = sen o cosh y + i cos xysenh y
Entao, na notacao do Teorema de Fueter,
u(zg,y) =senzgcoshy e v(xg,y) = cosxysenhy.

Logo,
ou ov

— (o, |z]) =senxgsenh |z] e ——(zo,|z|) = cosxgcosh |z|.

Oy dy

Assim,

sen o senh(|z|)

— w(x) cos xg

AG(zo+z) =2 ( senh [z — |z cosh @\)

] [
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A funcao —%AG ¢ a funcao monogénica normalizada que se obtém, seguindo
o método proposto por Fueter, a partir da funcao seno complexo, sendo por isso
denotando por Sen, e designada por seno de Fueter. Mais precisamente, tem-se a

seguinte defini¢ao.

Definicao 4.9. (Fungao Seno de Fueter)

A fungao seno de Fueter define-se, para |z| # 0, como

sen xg senh |z
Sen, (zg + ) == —WTH + w(x) cos xg

senh |z| — |z| cosh |z|

(4.8)

]

Também a restrigao da func¢ao seno de Fueter (4.8) a C* nao coincide com a

funcao seno complexa. De facto,

sen xg senh x1 senh £; — x1 cosh 2
Sen, (zg+ x161) = ——————— + €108 5

# senxgcosh xqy + 7 cos xg senh zq

Proposicao 4.14. (Propriedades das Fung¢éoes Trigonométricas)

Seja v = xo + wl|z|, com |z| # 0. Entao,
1. ECOSF = COSFE =0, isto é, Cos, € uma fungao monogénica.
2. 0Sen, = Sen, 0 = 0, isto ¢, Sen, ¢é uma fun¢do monogénica.
3. Cos’ (Ax) = —ASen, (Az), A € R.
4. Sen’ (Ax) = ACos,(Az), A € R.
5. Cos,(xo+z) #0.
6. Sen, (zo+z) # 0.
7. A funcao Cos, € par, isto é, Cos,(—x) = Cos, x.
8. A fungao Sen, € impar, isto €, Sen,(—x) = — Sen,, .
9. lim Cos,(x¢ + ) = cos .

|z|—0

10. lim Sen, (xo + z) = sen z.

|z]—0
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Demonstracao. As Propriedades 1 e 2 sao imediatas, por construgao. As Propri-
edades 3 e 4 podem ser verificadas facilmente, bastando para isso usar as regras
de derivagao das fungoes seno e cosseno reais. Provemos agora a Propriedade 5 (a

demonstracao da Propriedade 6 é anédloga).
Sendo |z| # 0, entao senh |z| # 0 e, portanto, Cos, x = 0 se
cosxg =0 e senh|z|— |z|cosh|z| =0,
ie.
coszg =0 e tghlz| =]zl

E um facto conhecido que a funcao real f(t) = tght — ¢ s6 se anula em zero, pelo

que a equagao Cos, x = 0 nao tem solug¢do, uma vez que estamos a supor |z| # 0.

As Propriedades de 7 e 8 resultam da paridade das fungoes cosseno e seno reais,

respectivamente. Finalmente, como

senh t senht — tcosht
im =1 e lim =0,
t—0 =0 12
as Propriedades 9 e 10 ficam também provadas. O]

Das propriedades que acabamos de mostrar, destacamos naturalmente o facto de
estas funcoes serem monogénicas. Este ganho é a compensacao de se terem perdido
outras propriedades importantes das fungoes trigonométricas, como ilustramos de

seguida, recorrendo aos procedimentos CosF e SenF (ver anexo).

Exemplo 4.1. Suponhamos que x = %el ey = %62. Vejamos que:

1. Cos,(r+y) # Cos, x Cos, y — Sen, x Sen,. y

> x:=Pi/4xqi:
> y:=Pi/4xqj:
> evalf(CosF(x+y));
—1.218679251
> evalf (Qmult (CosF(x),CosF(y))-Qmult (SenF(x),SenF(y)));

1.223293998 — .07745553944 gk
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Figura 4.11: Funcao cosseno hiperbélico de Fueter em C - 2D

2. Sen,(z +y) # Sen,, x Cos, y + Cos, z Sen,. y
> evalf(SenF(x+y));
—.2955536473 qi — .2955536473 ¢j
> evalf (Qmult (SenF(x),CosF(y))+Qmult (CosF(x),SenF(y)));
3078163357 ¢qi + 3078163357 ¢j

3. Seni T+ Coszp x#1
> evalf (Qpot (SenF (x),2)+Qpot (CosF(x),2));
1.145838458

Funcoes Hiperbdlicas

As funcoes hiperbdlicas obtém-se de forma andloga a descrita para as fungoes
circulares. Apresentamos apenas as suas defini¢oes e listamos as principais proprie-

dades. Em anexo descrevem-se também os procedimentos CoshF e SinhF.

Defini¢ao 4.10. (Fungao Cosseno Hiperbdlico de Fueter)
A fungao cosseno hiperbdlico de Fueter define-se, para |z| # 0, como

cosh g sen |z| sen |z| — |z| cos |z|

Cosh, (zg + z) := — + w(z) senh xg BE (4.9)
L L
Definigao 4.11. (Fungao Seno Hiperbdlico de Fueter)
A funcao seno hiperbdlico de Fueter define-se, para |z| # 0, como
h _
Senh, (o + z) := senh o sen |z + w(z) cosh g sen |z] — |z cos |£| (4.10)

|z| |z|?
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Re(f) Im(f)

Figura 4.12: Funcao cosseno hiperbdlico de Fueter em C - 3D

Proposicao 4.15. (Propriedades das Fungdes Hiperbdlicas)

Seja v = xo + wlz|, com |z| # 0. Entao,

1. dSenh, = Senh, d = 0, isto ¢, Senh, ¢é uma fungdo monogénica.
2. gCoshF = Cosh,, 0 =0, isto ¢, Cosh,. € uma fungao monogénica.
3. Senh’ (Az) = ACosh, (Az), A € R.

4. Cosh’ (Ax) = ASenh, (Az), A € R.

5. Cosh,(zg + ) # 0.

6. Senh . (xo+ z) # 0.

7. A fungdo Cosh,, € par, isto é, Cosh, (—x) = Cosh,, .

8. A fung¢ao Senh,. € impar, isto €, Senh,(—x) = — Senh, x.

9. lim Cosh,(z¢ + x) = cosh xy.

|z]—0

10. lim Senh,(z¢ + z) = senh .

|z]—0

Também aqui ilustramos o facto de algumas importantes propriedades nao serem

verificadas pelas funcoes hiperbodlicas generalizadas.
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Exemplo 4.2. Suponhamos, novamente, x = %el ey = %62.

1. Cosh,(z +y) # Cosh, x Cosh,, y + Senh z Senh y.
> evalf (CoshF(x+y));
8067004672
> evalf (Qmult (CoshF(x),CoshF(y))+Qmult (SenhF(x),SenhF(y)));
8105694688 + .06051699393 ¢k

2. Senh,(z +y) # Senh, x Cosh,, y + Cosh,, z Senh,. y.
> evalf (SenhF (x+y));
.2308922044 ¢i + .2308922044 ¢j

> evalf (Qmult (SenhF (x),CoshF(y))+Qmult (CoshF(x),SenhF(y)));
2214796326 qi + .2214796326 ¢j

3. Coshi x — Senhi x # 1.
> evalf (Qpot (SenhF(x),2)-Qpot(CoshF(x),2));
—.8710864627

Outras Funcgoes elementares

Aplicamos o Teorema de Fueter a outras funcoes elementares, usando, para o

efeito, o procedimento Fueter (ver anexo).

Funcao Tangente

1

|2|2(cos? 2 + cosh® |z| — 1)2

Tg, (w0 +z) == (u(wo, [z]) + w(z)v(zo, |2])),

com

u(zo, |z|) = 2sen zq cos xo|x| senh |z| cosh |z,
v(xo, |z|) = (cos? z¢ + cosh? |z| — 1)(|z| + senh |z| cosh |z|)+

—2|z| cosh? |z| cos® g
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Funcao Cotangente

1

|2[2(— cos? 2y + cosh? |z])2

CotgF (iL‘o + &) = (u($0, ’@D + w(i)v(x[b ’&D),

com
u(zo, |z|) = 2sen g cos xg|x| cosh |x| senh |z],
v(wo, |z|) = |z|(cos® zy + cosh® || — 2 cos® xg cosh? |z])+

— senh |z| cosh |z|(— cos? 2y + cosh? |z|)

Funcao Secante

1

|z|2(cos? g + cosh? |z| — 1)

SeCF(fL’Q -+ 2) = 2 (UJ(IOa ‘&D + w(£)”(‘r07 |£|))7

com

u(zo, |z|) = cos x|z|senh |z|(— cos? g + cosh? lz| + 1),
v(xo, |z|) = sen zo|z| cosh |z|(— cos? zg + cosh? |z| — 1)+

sen xg senh |z|(cos? zg 4 cosh? |z| — 1)

Funcao Cossecante

Cse, (0 +2) 1
scp(xo +z) =
PO |2|2(— cosh® zg + cos? |z|)

5 (u(zo, [z]) + wlz)o(wo, 1)),

com

u(zo, |z|) = |z| sen g senh |z|(cosh? |z| + cos? z),
v(xo, |z|) = cos g senh |z|(cos? 2y — cosh? |z|)—

cos zo|z| cosh |z|(cos? zg + cosh® |z| — 2)

Funcgao Tangente Hiperbdlica

1
T h + = 9 + ) 1)
g F(Q;O £> |£‘2(COS2 To + COSh2 |£| . 1)2 (u(xo |£|) CU(@)U(iCO ‘£|>>
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com
u(zg, |z|) = —2senh zq cosh zg|z| cos || sen |z|,
v(xo, |z|) = —2|z| cos? |z| cos? zg — (1 — cos® xg — cos? |z|)(|z| + cos |z|sen |z]|)

Funcao Cotangente Hiperbdlica

1
Cotgh (2o +z) :=

= T (cost? 2 — comt e 17 ) + vz lal),

com

u(zo, |z|) = 2 cosh zg senh zq|x| cos |z| sen |z,
v(xg, |z|) = |z|(cos? |z| — cosh? zy + 2 cos® () cos? |z|)—

sen |z| cos |z|(cosh? 2y — cos? |z|)

Funcao Secante Hiperbdlica

1
Sech, (xg + z) :=

= U\To, |Z +wzvx,£,
|2|2(cosh® zg + cos? |z| — 1)2 (o, |z]) + w(z)v(zo, |z])

com

u(zo, |2|) = cosh zo|z|sen |z|(cosh? zg — cos? |z]| — 1),
(g, |2|) = senh zo|z| cos |z|(1 + cosh? xg — cos? |z|)+

senh xg sen |z|(1 — cosh? 2y — cos? |z|)

Funcgao Cossecante Hiperbdlica

1
Csch, (o + z) :=
r(@+2) |z|2(— cosh? g + cos? |z|)

5 (o, [z]) + w(z)v(xo, [2])),

com

u(zo, |z|) = senh x4 |z| sen |z|(cosh? zg + cos? |z|),
v(xo, |z|) = cosh xg|z| cos |z|(cosh® 2 + cos |z| — 2)+

cosh xg sen |z|(— cos® 29 + cos® |z|)
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Funcgao Logaritmo

1

TP g s [2]) + wlz)o(eo, [2)

Log, (w0 + z) ==
com
u(zo, |z)) = —|z|?,

v(2o, |z]) = —|z|wo + arctan(|z|, o) (x5 + |z[*)

Nao apresentamos aqui as expressoes obtidas para as fungoes trigonométricas

inversas e hiperbdlicas inversas, devido a sua extensao.

4.4 Funcoes elementares obtidas pela variante do
método de Fueter

Nesta sec¢ao aplicamos a variante do método de Fueter, introduzida na Seccao 3.4,
as mesmas fungoes elementares complexas utilizadas na seccao anterior e obtemos
assim as correspondentes funcoes elementares em H, monogénicas por construgao.

Fazemos também o estudo das propriedades que caracterizam estas novas funcgoes.

Funcao Exponencial

A aplicacao da variante do método de Fueter a funcao exponencial complexa

f(z) = f(zo +1iy) = e™(cosy + iseny),

corresponde a substituir na expressao anterior a variavel y por y = % e a

unidade imagindria i por ¢ = %, ie.
F(z) =¢e"(cosy + iseny),

obtendo desta forma uma nova definicao de funcao exponencial em R* que denotamos

por Expy,.
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Defini¢ao 4.12. (Funcao Exponencial)

Eva(l’o + g) — g%o (COS($1+\$/2§+LL‘3> + e1+\e/2§+63 SGH(%)) (411)

Se notarmos que em (4.11) temos, de facto, apenas uma unidade imaginaria
fixa (situagao diferente do que se passa em (4.6), onde a unidade imaginaria w é
variavel), é facil concluir que esta fungao exponencial goza de propriedades andlogas

as da funcao exponencial complexa.

Proposicao 4.16. (Propriedades da Fung¢do Exponencial (4.11))
Sejam x,y € H. Entao,

~

. Expy € uma fungdo monogénica.

2. Expy (Azr) = AExpy (Az), X € R.

3. Expy xg = €™, 29 € R.

4. Expyz #0.

5. Expy(—z) Exp, x = 1.

6. Expy x € periddica em xy, x4, x5 com periodo 2v/3.
7. Expy(z +y) = Expy,  Expy y

Proposicao 4.17. Com a notacao anteriormente introduzida, tem-se

Expy (ix) = Expy (i) = e Y(cosxg + @ sen xg)

Expy (—tx) = Expy (—2t) = e ¥(cos xg — isenxy).

Demonstracao. Notemos que

e1teates

r = V3

(l’o + T1€1 + Toeg + .1'363)

. __xi1tmotas3 To—x2+T3 To+T1—T3 To—x1+x2
\/g + \/g €1 + \/g €9 + \/g 637
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Complexa Fueter Variante Fueter

W

|

e & =

Figura 4.13: Exponenciais em C

ou seja

r = -y + X161 + X2€2 + 4)('3637

onde

X1 = \/Lg(xo — T+ 13), Xo= \/Lg(xo +x1—3), Xz= (79— 21+ 22).

4

3

Como %(Xl + XQ + Xg) = Xy, obtém
Expy (ix) = e Y(coszo + Esen zp).

As restantes propriedades mostram-se de forma anéloga.

79
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Naturalmente que geometricamente o efeito desta exponencial (considerada a sua

restrigao a C) é muito parecido com o da exponencial complexa. Na figura acima

comparamos a func¢ao exponencial com as duas fungoes exponencial propostas neste

capitulo.

Funcoes Trigonométricas

As funcgoes trigonométricas correspondentes a variante de Fueter obtém-se fa-

cilmente, a partir das correspondentes fungoes complexas. As suas propriedades

podem ser facilmente provadas atendendo as propriedades da funcao exponencial

(4.11), bem como as conhecidas propriedades das funges cosseno e seno reais.
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Definigao 4.13. (Fungao Cosseno)

Cosy (zg + z) = cos zg cosh(FHIZES ) — LGS sen 7 senh(PH2H2) - (4.12)

Definigao 4.14. (Fungao Seno)

Seny (o + ) = senz cosh(HEZES) + AELED cosgg senh (EEZEE) - (4.13)

Proposicao 4.18. (Propriedades das Fungoes Trigonométricas)

Sejam x,y € H. Entao,

1. Seny x e Cosy sao fung¢oes monogénicas.

2. Seny, (Ax) = A Cosy (Az), A € R.

3. Cosy, (Ax) = —ASeny (A\z), A € R.

4. A fungao Cosy € par, isto €, Cosy(—z) = Cosy x.

5. A fungao Seny € impar, isto €, Seny (—x) = — Seny .
6. Seny(x + y) = Seny x Cosy y + Cosy z Seny y.

7. Cosy(x +y) = Cosy x Cosy y — Seny x Seny y.

8. Sen}, x + Cos;, v = 1.

Funcoes Hiperbdlicas

Definigao 4.15. (Funcao Cosseno Hiperbdlico)

Coshy (zg + x) = cosh xg cos(””ﬁi’;?“) + 61+\€/2§+€3 senh z sen(%) (4.14)
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Definigao 4.16. (Funcao Seno Hiperbdlico)

Senhy (2o + z) = senhxg cos(FEEZEE ) 4 SFLES cosh xg sen(HHZES ) (4.15)

De demonstracao imediata sao também as propriedades das fungoes hiperbdlicas,

obtidas pela variante de Fueter.

Proposicao 4.19. (Propriedades das Fung¢des Hiperbdlicas)

; y _ e1testes q
Sejam x,y e H et = N Entao,

1. dSenhy = = Senhy 20 = 0, isto ¢, Senhy x € monogénica.
2. 0 Coshy z = Coshy 20 = 0, isto é, Coshy x é monogénica.
3. Senhy, x = Coshy .

4. Coshy, z = Senhy .

5. Senhy (z + y) = Senhy x Coshy y + Coshy x Senhy y.

6. Coshy(x + y) = Coshy x Coshy y + Senhy x Senhy y.

7. Cosh} x — Senh}, x = 1.

8. Cosy(ix) = Coshy (z).

9. Seny (tx) = i Senhy ().

4.5 Consideracoes finais

Em muitas aplicagoes praticas a nogao de funcao exponencial complexa é fun-
damental. Quando se pretendem generalizar problemas para dimensoes superiores!
surge naturalmente a necessidade de encontrar uma forma conveniente de definir

fungao exponencial (e consequentemente outras fungoes elementares).

'Muitas das ideias apresentadas ao longo deste trabalho podem ser estendidas para dimensdes

superiores a 4, trabalhando com paravectores em R"*! e usando resultados no ambito da chamada
Aniglise de Clifford (ver p.e. [15]).
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Neste capitulo foram apresentadas trés defini¢coes diferentes de funcao exponen-
cial. Os métodos usados para construir estas fungoes baseiam-se, de alguma forma,
na analogia com a exponencial complexa classica. Naturalmente que seguindo ainda
nesta direcgao seria possivel procurar outro tipo de caracterizagao, sempre no pres-
suposto que pretendemos construir funcoes monogénicas. Esta ideia afasta desde
ja a hipdtese de se tentar procurar uma funcao genérica f que satisfaca a equagao
funcional f(z + w) = f(z)f(w), uma vez que o conjunto de fun¢oes monogénicas

nao ¢ fechado para a multiplicagdo (ver Exemplo 2.3).

Uma outra abordagem possivel consiste em procurar uma fungao f que seja
solugdo da equacao diferencial f' = f, com f(0) = 1. Em [15] foi construida uma
funcao exponencial, tendo como motivacao esta ideia. A funcao encontrada é a

seguinte:

Exp(zo+z) = e |:COS o5 008 \/gcos \/g — sen \/gsen \/gsen \/g

7% CcoS f cos f sen 71>
—l—‘/?g (cos \“}—13 sen f/—% cos \/g sen \/g COS 7i)

—l—%(senﬁsenﬁcosj—gcosﬁcosﬁsen \/§> 63].

Para terminar, apresentamos, por curiosidade, outras defini¢coes de funcao expo-

nencial em R? que encontrdmos na literatura ([2], [31] e [30], respectivamente):
filzo+2) = e® %2t (cos /320 — \/Lg(el + €5 + e3) sen v/31x),
fo(zo+x) = €™ (coszy + e senxy)(cosxy + eg8en o)(cos x3 + e3senxs),
fs(xg +2) = €% [cosxycosxycoshxs + senxq sen zy senh xs
+ (sen xq cos x5 cosh x3 — cos x1 sen g senh x3) e
+ (cos 1 sen xy cosh 3 — sen 1 cos rg senh x3) o

+ (sen xq sen 9 cosh x3 + cos 1 cos g sen x3) e3) .
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Procedimentos do Capitulo 2

1. Operador de Cauchy Riemann a esquerda

QopDerivbar_L := proc(pol::{anything})
local dfx0 , dfxl , dfx2 , dfx3;

dfx0:=diff (pol,x0):
dfx1:=diff (pol,x1):
dfx2:=diff (pol,x2):
dfx3:=diff (pol,x3):
RETURN (collect (simplify (dfx0+Qmult (qi,dfx1)+Qmult(qj,dfx2)
+Qmult (gk,dfx3)),{qi,qj,qk}));
end proc:

2. Operador conjugado de Cauchy Riemann a esquerda

QopDeriv_L := proc(pol::anything)
local dfx0 , dfx1l , dfx2 , dfx3;

dfx0:=diff (pol,x0):

dfx1:=diff (pol,x1):

dfx2:=diff (pol,x2):

dfx3:=diff (pol,x3):

RETURN (collect (simplify (dfx0-Qmult (qi,dfx1)-Qmult(qj,dfx2)
-Qmult (qk,dfx3)),{qi,qj,qk}));
end proc:
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3. Operador de Cauchy Riemann a direita

QopDerivbar_R := proc(pol::{anything})
RETURN (collect (simplify(Qconj(QopDeriv_L(Qconj(pol)))),
191,93, qk}));

end proc:

4. Operador conjugado de Cauchy Riemann a direita

QopDeriv_R := proc(pol::anything)
RETURN (collect (simplify(Qconj(QopDerivbar_L(Qconj(pol)))),
{ai,qj,qk}));

end proc:

Procedimentos do Capitulo 3

1. Operador de Laplace

Laplace:=proc(pol: :{anything})
local dfx0,dfx1,dfx2,dfx3:

dfx0:=diff (pol,x0$2):

dfx1:=diff (pol,x1$2):

dfx2:=diff (pol,x2$2):

dfx3:=diff (pol,x3$2):
RETURN (collect (simplify(dfxO+dfx1+dfx2+dfx3),{qi,qj,qk}));
end proc:

2. Método de Fueter

Fueter:=proc(funcao)
local f£,G,F,x,a,b,w:

:=x0+x1*qi+x2*%qj+x3*qk:

:=Qvec(x):

:=Qnorm(a) ;

:=a/b;

:=evalc (subs (z=x0+I*y,funcao)):

:=simplify (subs ({I=w,y=b},f)):
F:=Laplace(G);

RETURN (simplify (F));

end proc:

Q H 5 T p X
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3. Variante do método de Fueter

varianteFueter:=proc(funcao,il,i2,i3,c)
local ii,yy:

ii:=i1*qi+i2*qj+i3*qk:
yy:=x1*%1i1+x2*i2+x3*1i3+cC:
f :=evalc(subs(z=x0+Ixy,funcao)):
F:=simplify(subs({I=ii,y=yy},f)):
RETURN (simplify (F));
end proc:

Procedimentos do Capitulo 4

1. Fungao exponencial de Fueter (4.6)

ExpF:=proc (x)
local x0, vetor, r, w, F:

x0:=Qsc(x):

vetor:=Qvec(x):

r:=Qnorm(vetor) :

w:=vetor/r:

F:=e"x0*(sin(r)/r-wx(r*cos(r)-sin(r))/r"2):

RETURN (collect (simplify(F),{qi,qj,qk})):
end proc:

2. Fungao cosseno de Fueter (4.7)

CosF:=proc (x)
local x0, vetor, r, w, F:

x0:=Qsc(x):
vetor:=Qvec(x) :
r:=Qnorm(vetor) :
w:=vetor/r:
F:=-cos(x0)*sinh(r)/r+w*sin(x0)*(r*cosh(r)-sinh(r))/r"2:
RETURN (collect (simplify(F),{qi,qj,qk})):

end proc:
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3. Fungao seno de Fueter (4.8)

SenF:=proc (x)
local x0, vetor, r, w, F:

x0:=Qsc(x):
vetor:=Qvec(x):
r:=Qnorm(vetor) :
w:=vetor/r:
F:=-sin(x0)*sinh(r)/r+w*cos (x0) * (-r*cosh(r)+sinh(r))/r~2:
RETURN (collect (simplify(F),{qi,qj,qk})):

end proc:

4. Funcao cosseno hiperbdlico de Fueter (4.9)

CoshF:=proc (x)
local x0, vetor, r, w, F:

x0:=Qsc(x):
vetor:=Qvec(x):
r:=Qnorm(vetor) :
w:=vetor/r:
F:=cosh(x0)*sin(r)/r+wxsinh (x0)*(-r*cos(r)+sin(r))/r"2:
RETURN (collect (simplify(F),{qi,qj,qk})):
end proc:

5. Funcao seno hiperbdlico de Fueter (4.10)

SenhF:=proc (x)
local x0, vetor, r, w, F:

x0:=Qsc(x):
vetor:=Qvec(x) :
r:=Qnorm(vetor) :
w:=vetor/r:
F:=sinh(x0)*sin(r)/r+wxcosh(x0)* (-r*cos(r)+sin(r))/r~2:
RETURN (collect (simplify(F),{qi,qj,qk})):
end proc:
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6. Fungao Exponencial - variante de Fueter (4.11)

ExpVF:=proc (x)
local x0, y, w, F:

x0:=Qsc(x):

y:=coeff(x,qi)+coeff(x,qj)+coeff(x,qk):

w:=(qi+qj+qgk)/sqrt(3):

F:=e"x0%*(cos(y)+w*(sin(y))):

RETURN (collect (simplify(F),{qi,qj,qk})):
end proc:

7. Funcao Cosseno - variante de Fueter (4.12)

CosVF:=proc (x)
local x0, y, w, F:

x0:=Qsc(x):

y:=coeff(x,qi)+coeff(x,qj)+coeff(x,qk):

w:=(qi+qj+qk)/sqrt(3):

F:=cos(x0)*cosh(y)-wxsin(x0)*sinh(y)):

RETURN (collect (simplify(F),{qi,qj,qk})):
end proc:

8. Funcao Seno - variante de Fueter (4.13)

SenVF:=proc (x)
local x0, y, w, F:

x0:=Qsc(x):

y:=coeff(x,qi)+coeff(x,qj)+coeff(x,qk):

w:=(qi+qj+qk)/sqrt(3):

F:=sin(x0)*cosh(y)+w*cos(x0)*sinh(y)) :

RETURN (collect (simplify(F),{qi,qj,qk})):
end proc:
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9. Fungao Cosseno Hiperbdlico - variante de Fueter (4.14)

CoshVF:=proc (x)
local x0, y, w, F:

x0:=Qsc(x):

y:=coeff (x,qi)+coeff (x,qj)+coeff(x,qk):

w:=(qi+qj+qk)/sqrt(3):

F:=cosh(x0)*cos(y)+w*sinh(x0)*sin(y):

RETURN (collect (simplify(F),{qi,qj,qk})):
end proc:

10. Funcgao Seno Hiperbdlico - variante de Fueter (4.15)

SenhVF:=proc (x)
local x0, y, w, F:

x0:=Qsc(x):

y:=coeff(x,qi)+coeff(x,qj)+coeff(x,qk):

w:=(qi+qj+qk)/sqrt(3):

F:=sinh(x0)*cos(y)+w*cosh(x0)*sin(y):

RETURN (collect (simplify (F),{qi,qj,qk})):
end proc:
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