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AS REPRESENTACOES DE FUNGCOES NA PROMOCAO DO RACIOCINIO MATEMATICO DE ALUNOS DO
10.° ANO DE ESCOLARIDADE.

RESUMO

Recentemente tem-se assistido a reformulacdes dos programas escolares de Matematica.
Independentemente dos pressupostos que estdo na origem dessas reformulacdes, constata-se a
perseveranca da finalidade do ensino de Matematica em, a par de outras, desenvolver a capacidade de
raciocinio dos alunos. Esta capacidade é comumente referida como uma das finalidades formativas da
matematica escolar. No desenvolvimento desta capacidade espera-se que 0s alunos expressem 0s seus
processos de pensamento através de representacdes matematicas. A estreita ligacdo que ha entre tal
capacidade e as formas de a exprimir aos outros traduz o objetivo deste trabalho em compreender o
contributo das representacdes de funcdes na promocao do raciocinio matematico de alunos do 10.° ano
de escolaridade. De modo a concretizar este objetivo pretende-se responder as seguintes questdes de
investigacao: Que processos de raciocinio sdo expressos por alunos do 10.° ano na clarificacdo de
representacdes de funcdes? Que dificuldades manifestam os alunos na aprendizagem de funcdes? Qual
o papel da articulacdo entre as representacdes e os raciocinios na resolucdo dessas dificuldades? Que
percecdes tém os alunos sobre a exploracao das representacdes de funcdes na promocao dos raciocinios
matematicos? Para responder a estas questdes, obteve-se informacao através dos seguintes métodos de
recolha de dados: observacao; gravacao audio e video; producdes escritas dos alunos; e questionarios.
Os resultados evidenciam que o0s processos mais usados pelos alunos na resolucédo das tarefas foram a
justificacdo, recorrendo essencialmente a representacdo algébrica e a linguagem verbal, e a
generalizacdo, especialmente através da linguagem numérica quando ndo foram capazes de usar a
representacao algébrica.

As maiores dificuldades dos alunos incidiram na interpretacdo do enunciado das tarefas, na transicdo do
concreto para o abstrato e na conexdo entre diferentes representacdes. Estas dificuldades foram mais
evidentes na generalizacdo e na transformacdo da representacdo algébrica de uma funcdo noutras
representacdes. Neste contexto, a construcao de esbocos representativos das situacdes apresentadas
nas tarefas foi uma estratégia que contribuiu para que os alunos fossem capazes de ultrapassar as suas
dificuldades, ao desempenhar a dupla funcdo de compreensdo do enunciado e de complementaridade
das informacdes dadas.

Em relacdo a percecado dos alunos, a exploracdo das diferentes representacdes constituiu um aspeto
essencial na sua aprendizagem, auxiliando a resolucdo das tarefas e facilitando a comunicacéo de ideias.
Porém, a globalidade dos alunos reconhece que interpretar e transformar as diferentes representacdes
¢ um obstaculo a resolucéo das tarefas.

Este estudo mostra que as conexdes entre diferentes representaces sao um ponto de partida para a
promocao do raciocinio matematico dos alunos, onde o tipo de funcdes estudadas e o ambiente de
aprendizagem de caracter exploratorio facilitaram a compreensao dos conceitos estudados.

Palavras-chave: Processos de raciocinio matematico; Representacdes; Funcdes; Dificuldades dos
alunos.



THE REPRESENTATIONS OF FUNCTIONS IN THE ENCOURAGEMENT OF 10™ GRADE STUDENTS’
MATHEMATICAL REASONING

ABSTRACT

Recently, there have been reformulations of Mathematics school programs. Regardless of the
assumptions that are at the origin of these reformulations, the perseverance of the purpose of teaching
Mathematics can be seen in, along with others, developing students' reasoning ability. This ability
commonly refers to as one of the formative purposes of school Mathematics. In developing this capacity,
students may express their thought processes through mathematical representations. The close
connection between such skill and the ways of expressing it to others translates the aim of this work to
understand the contribution of functions' representations in promoting mathematical reasoning. In order
to achieve this objective, it is intended to answer the following research questions: (1) What reasoning
processes are expressed by 10th graders in clarifying function representations? What is the contribution
of the articulation between representations and reasoning in function learning? (2) What difficulties do
students have in function learning? What is the role of the articulation between representations and
reasoning in solving these difficulties? (3) What perceptions do students have about exploring function
representations for mathematical reasoning promotion? To answer these questions, information was
obtained through the following data collection methods: observation; audio and video recording; students
‘written productions; and questionnaires. The results display that the processes most used by students
in solving tasks are justification, resorting essentially to algebraic representation and verbal language, and
generalization, especially through numerical language, when they were not able to use algebraic
representation. The students ‘greatest difficulties were related to (i) the interpretation of the utterance, (ii)
the transition from the concrete to the abstract, and (iii) the connection between different representations.
These difficulties were more evident in the generalization and transformation of the function’s algebraic
representation in other representations. In this context, the structure of representative sketches of the
situations presented in the tasks was an important strategy, helping the students overcome their
difficulties by performing the dual function of understanding the statement and complementing the
information given. Regarding the students’ perceptions, different representations' exploration was an
essential aspect of their learning, helping the resolution of tasks and facilitating the communication of
ideas. However, all students recognized that interpreting and transforming different representations can
be an obstacle to solving tasks.This study conveys that connections’ promotion between different
representations is a startin point for students’ mathematical reasoning upgrade, being the type of
functions studied and the exploratory learning environment to facilitate the function concept
understanding.

Keywords: mathematical reasoning processes; representations; functions; student difficulties.
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CAPITULO 1
INTRODUGAO

Este estudo foi desenvolvido numa turma do 10.° ano do Curso de Ciéncias e Tecnologias na
disciplina de Matematica e tem como objetivo caracterizar os raciocinios matematicos de alunos do 10.°
ano de escolaridade a partir da exploracao das representacdes de funcdes. Neste capitulo, clarifica-se a
problematica em estudo, com uma descricao do seu objetivo e das respetivas questdes de investigacao
que orientaram a pratica pedagogica, a pertinéncia da tematica escolhida e uma breve descricao da

estrutura deste relatorio.

1.1. Tema e objetivo

Este estudo incide sobre duas tematicas fundamentais da Matematica, as representacoes e o
raciocinio matematico inseridos no processo de ensino e de aprendizagem das funcdes de alunos do
10.° ano de escolaridade. Estas duas tematicas assumem particular importancia, pois a capacidade de
relacionar diferentes modos de representar uma funcao é uma capacidade fundamental na Matematica.

No estudo de tdpicos de uma dada funcdo podem admitir-se varias representacdes, desde a
linguagem natural, uma expressao algébrica, uma tabela ou um grafico. Importa que os alunos trabalhem
com as diferentes representacdées com o intuito de promover uma melhor compreensao dos tépicos em
estudo (Ponte et al., 2009). Relacionado com a exploracdo e a conexdao entre as diferentes
representacdes, emerge a promocao da capacidade de raciocinio, visto que, muitas vezes, s6 é possivel
raciocinar sobre objetos abstratos, ou seja, fazer inferéncias fundamentadas recorrendo as
representacdes. Para uma melhor compreensao acerca da forma como as diferentes representacoes
promovem o0 raciocinio, bem como para uma mais clara identificacdo das dificuldades usualmente
manifestadas pelos alunos, & necessario diversificar a tipologia de tarefas que desencadeiam as
atividades de aprendizagem na aula de Matematica de modo a que o aluno intervenha ndo s6 na
formulacao de questdes ou conjeturas, como também na apresentacao de resultados e na argumentacao
das suas respostas.

Tendo em consideracao tais pressupostos, este trabalho tem como objetivo compreender o
contributo das representacdes de funcdes na promocao do raciocinio matematico de alunos do 10.° ano
de escolaridade. Na concretizacao deste objetivo, pretende-se responder as seguintes questdes de

investigacao:



Q1: Que processos de raciocinio sdo expressos por alunos do 10.° ano na exploracdo de
representacdes de funcdes?

Q2: Que dificuldades manifestam os alunos na aprendizagem de funcdes? Qual o papel da
articulacdo entre as representacdes e 0s raciocinios na clarificacdo dessas dificuldades?

Q3: Que percecdes tém os alunos sobre a exploracdo das representacdes de funcdes na

promocao dos raciocinios matematicos?

1.2. Pertinéncia do estudo

A escolha do tema “As representacdes de funcdes na promocao do raciocinio matematico de
alunos do 10.° ano de escolaridade” deveu-se a incontornavel dimensdo operativa que o raciocinio
desempenha na construcao e compreensao do conhecimento matematico, assim como a influéncia que
as representacdes tém quer na promocao do raciocinio, quer na organizacao das ideias Matematicas e
na forma de as comunicar.

Em Portugal, o raciocinio matematico surge como capacidade transversal nas Metas Curriculares
(Ministério da Educacdo, 2013), considerando-se que “o raciocinio matematico é por exceléncia
hipotético-dedutivo” (Ministério da Educacéo, 2013, p. 5). No entanto, ao dar-se prioridade a este tipo
de raciocinio, tende-se a negligenciar os “processos intuitivos, observacdes indutivas, explicacoes,
justificacoes e métodos informais de matematizacdo, ¢ caminhar em sentido contrario ao que fez
progredir a Matematica, eliminando bases poderosas para a aprendizagem” (Boavida, 2015, p. 1). O
desenvolvimento do raciocinio matematico ndo € um processo isento de dificuldades, cabendo ao
professor proporcionar contextos favoraveis ao seu desenvolvimento. Assim, é legitimo questionarmo-nos
como poderemos, enquanto professores, avaliar e simultaneamente promover o desenvolvimento da
capacidade de raciocinio dos alunos. Estes dois fatores motivaram e desafiaram o desenvolvimento deste
trabalho.

Sendo o tema das fun¢des um dos temas que apresenta mais dificuldades pelos alunos, de acordo
com Ponte, Branco e Matos (2009), constituiu por si s6 uma motivacao. O tema das funcdes permite
estabelecer ligacoes entre a Matematica e a realidade, tratando de um vasto leque de situacdes praticas.
Revela a utilidade da Matematica e, assim, contribui para o despertar do gosto e de uma atitude mais
positiva relativamente a Matematica nos alunos (NCTM, 2007). Afonso (2008) e Ponte (2005)
consideram que o estudo de funcdes contribui para o desenvolvimento da capacidade algébrica dos

alunos.



Atualmente, nos meios de comunicacao, existe uma grande quantidade de informacédo sobre
diversos fendmenos que geralmente é apresentada por meio de tabelas, graficos e expressdes algébricas
(Abrantes et al., 1999), sendo de extrema importancia que os alunos adquiram formacdo que lhes
permita fazer uma leitura adequada e uma interpretacao critica de toda essa informacao. A comunicacao
assenta em representacdes convencionais e a manipulacdo dessas representacdes (verbais, numéricas,
graficas e algébricas) constitui um fator determinante para a aprendizagem. Para o NCTM (2000), as
representacdes nao devem ser vistas como finalidades em si préprias, mas sim como elementos
essenciais ha compreensao e na resolucado de problemas. De acordo com Tripathi (2008), a importancia
da utilizacdo de multiplas representacées revela-se por permitir a analise de um conceito através de
varias perspetivas, elevando a sua compreensao por parte dos alunos ao interligarem o conceito imagem
e o0 conceito de definicdo. Ballard (2000) defende que trabalhar com varias representacdes permite
estabelecer relacdes e desenvolver uma maior compreensao dos conceitos, permitindo aos alunos
multiplas formas de comunicar as ideias matematicas e o raciocinio na resolucdo de problemas.

A capacidade de mudar de representacdo ¢ também um dos fatores determinantes para o sucesso
na resolucdo de tarefas, pois permite escolher a representacdo mais apropriada de acordo com os
objetivos ou contextos (Dick & Edwards, 2008). Por sua vez, relacionar as representacdes graficas com
as expressoes algébricas permite uma melhor compreensdo da tematica das Funcdes (Chazan &
Yerushalmy, 2003), o que vem reforcar a ideia de Triphathy (2008) quando afirma que limitar a uma
representacdo Matematica é abordar o conceito de olhos vendados. Duval (2004) defende ainda que
“nao é possivel estudar os fendmenos relativos ao conhecimento sem recorrer a nocdo de representacao”
(p. 25). Os estudos desenvolvidos por Ainsworth (2006) e Arcavi (2003) revelam que os alunos sdo
capazes de relacionar e aplicar adequadamente os diferentes modos de representar um conceito
matematico, escolhendo os mais adequados para cada situacéo. No entanto, na perspetiva de Kaput
(1999) e de Elia et al. (2007), a dificuldade patenteada pelos alunos na aprendizagem das funcdes reside
na complexidade dos procedimentos com simbolos algébricos e na falta de ligacdo destes com as suas
representacdes, sendo mais notorias entre as representacdes graficas e as algébricas (Kaldrimidou &
Ikonomou, 1998). Ponte (datada de 1984) considera que estas dificuldades sdo comuns nos alunos do
ensino secundario.

Eisner (1997) realca a influéncia das representacdes no pensamento dos alunos e considera que
0s produtos obtidos se devem nao apenas as aquisicdes mentais individuais, mas também as diversas
representacdes disponiveis na cultura onde os sujeitos estdo inseridos, ou seja, as representacoes

internas que se formam na mente do individuo e as externas que existem nos mais variados suportes



(Goldin, 2008). A utilizacao de representacdes desempenha um papel essencial para o estabelecimento
de relacoes Matematicas, para a explicitacdo de raciocinios e para a identificacao de conexdes (NCTM,
2007). Temos, pois, de estar cientes de que a compreensdo dos conceitos nao se reduz apenas ao
conhecimento da sua designacao. E imperioso compreender plenamente a sua definicdo e entender o
modo como estes dominios se relacionam e de que forma é que promovem os diferentes raciocinios.
Para Mata-Pereira e Ponte (2012), “o raciocinio matematico (...) apoia-se nas representacdes e articula-
se com o0s processos de representacao e significacdo (sense making)” (p. 84). Assim, procurei, neste
estudo, perceber de que forma ¢é que as representacdes promovem os diferentes raciocinios e de que
forma é que as representacdes sustentam esse mesmo raciocinio. Nao obstante, este tema é na sua
esséncia um verdadeiro desafio para os professores, na concecao e preparacao da aula, nomeadamente
na construcao das tarefas e respetiva conducéo da aula, de acordo com a intencao pedagoégica de forma

a promover o desenvolvimento do raciocinio dos alunos.

1.3. Estrutura do relatorio

Este trabalho esta organizado em quatro capitulos. O primeiro capitulo, Introducao, apresenta a
problematica deste trabalho, assim como o objetivo e as questdes de investigacao que o orientaram. O
segundo capitulo debruca-se sobre o ‘Enquadramento Contextual’ onde se realizou a componente
empirica deste estudo, e sobre o ‘Enquadramento Teorico’ que sustenta este estudo. Este
enquadramento resulta de leituras, de pesquisas de referéncia e de reflexdes sobre as tematicas do
raciocinio e da importancia das representacoes. O terceiro capitulo apresenta a descricdo e a
interpretacao dos dados que procuram ilustrar momentos da ‘Intervencao Pedagogica’ e a avaliacao por
parte dos alunos do ensino ministrado. O ultimo capitulo, Conclusdes, tem por finalidade responder as
questdes de investigacao delineadas, assim como salientar limitacdes da sua concretizacao, e apresentar

recomendacdes para futuros estudos.



CAPITULO 2
ENQUADRAMENTO CONTEXTUAL E TEORICO

Este capitulo tem como intuito descrever o contexto onde foi realizada a intervencao pedagogica,
apresentando a Escola e a Turma. De seguida, apresenta-se 0 enquadramento teorico que sustenta esta
intervencao, clarificando as metodologias de ensino e de aprendizagem adotadas como também os

métodos de recolha de dados.

2.1. Enquadramento Contextual
Este subcapitulo debruca-se sobre a caracterizacdo da escola e da turma onde realizei 0 meu

estagio pedagogico.

2.1.1. Caracterizacao da Escola

No meu estagio pedagdgico desenvolvi as minhas atividades letivas numa escola do 3. © Ciclo e
Secundaria do distrito de Braga. Trata-se de uma escola pensada numa logica de espaco que ‘ensina e
aprende’, com a finalidade de promover e difundir conhecimento e competéncias. Na sua organizacao
escolar, a escola integrava no ano letivo 2020/21 quarenta e oito turmas, que abrangiam varios niveis
de ensino, especificamente, 7. ©, 8. © e 9. © anos do ensino basico, 10. °, 11. °© e 12. © anos do Ensino

Secundario e Cursos Profissionais do Ensino Secundario (Tabela 1).

Tabela 1: Distribuicado do nimero de turma/aluno por niveis de escolaridade 2020/2021.

Ciclo escolar  Ano de escolaridade Frequéncia de turmas Numero de alunos
3.° Ciclo 7.° ano 1 8

8.° ano 2 28

9.° ano 3 47
Secundario 10.° ano- Cientifico-Humanistico 10 217

10.° ano - Cursos Profissionais 4 74

11.° ano- Cientifico-Humanistico 10 249

11.° ano - Cursos Profissionais 5 105

12.° ano- Cientifico-Humanistico 9 195

12.° ano - Cursos Profissionais 4 82

De entre a elevada oferta da escola no que concerne a projetos e a clubes, destacam-se os Clubes
de Xadrez, de Programacao e Robdtica, de jogos matematicos e do Origami, ligados a Matematica. Os
seus objetivos incidem, sobretudo, na promocao e incentivo a autoavaliacdo; na criacao de uma cultura
de autoavaliacdo; no incentivo a reflexdo no seio da comunidade educativa; na promocdo do
conhecimento e compreensao das dindmicas desenvolvidas na escola; na afericdo dos pontos fortes e
fracos da escola; na elaboracao dos instrumentos necessarios a autoavaliacdo da escola; no apuramento

dos instrumentos elaborados e na analise dos dados recolhidos; na comunicacéo a toda a comunidade



educativa dos resultados alcancados; e, finalmente, no incentivo a reflexao e a partilha com o intuito de
criar uma cultura de autoavaliacdo da escola, considerada fundamental para o desenvolvimento da
qualidade dos seus servicos.

Preconizando na sua missdo as diferentes valéncias curriculares que emanam das diferentes areas
de conhecimento que estruturam o curriculo escolar, a escola tem como lema do projeto educativo “Uma
escola faz-se com todos”, cujos principios, de natureza inclusiva, estao alicercados em dindmicas de

colaboracao, participacao e de partilha.

2.1.2. Caracterizacao da Turma

A concretizacdo da minha pratica pedagogica incidiu numa turma do 10. © ano de escolaridade
do Ensino Secundario, constituida por 17 alunos, sendo 13 do sexo feminino (72%) e 5 do sexo masculino

(28%), cujas idades (X = 16 anos) estdo compreendidas entre os 15 e os 18 anos (Tabela 2).

Tabela 2. Distribuicdo dos alunos por género e idade

Idades Rapazes Raparigas Total
15 3 4 7
16 2 5 7
17 0 1 1
18 0 1 1

Apesar da amplitude das suas idades, todos os alunos se encontravam pela primeira vez no Ensino
Secundario. Na transicdo de ciclos de estudos, os alunos inscreveram-se no curso de Ciéncias e
Tecnologias, que contempla a disciplina de Matematica no seu curriculo, da qual a maioria dos alunos

da turma expressa gostar (Figura 1).

Figura 1. Percentagem de alunos que gosta de Matematica

Gostas de Matematica?

= Sim = N3o Mais ou menos



A relacdo que a maior parte dos alunos revela ter com a disciplina de Matematica reflete-se no
aproveitamento escolar que tiveram no ano transato: 11 dos alunos obtiveram nivel igual ou superior a

4 valores (74%) (Tabela 3).

Tabela 3. Distribuicéo (%) da classificacdo dos alunos no ano transato

Nivel Rapazes Raparigas Total (%)
3 2 (40%) 2 (20%) 4 (27%)
4 2 (40%) 2 (20%) 4 (27%)
5 1 (20%) 6 (60%) 7 (47%)

Constata-se que a maior parte dos alunos obteve niveis superiores a 4, o que indicia o0 gosto e a
apeténcia para o estudo de Matematica. Relativamente aos habitos de estudo, a um nivel geral, 50% dos
alunos gostam de estudar sozinhos, ao passo que 75% referem gostar de estudar Matematica. No quadro
1 ¢é apresentado o significado de representacdo de tdpicos matematicos e a nocdo de raciocinio

matematico assimilado pelos alunos.

Quadro 1. Perspetivas (frequéncia) sobre representacao de tdpicos matematicos e raciocinio matematico.

Representacdes Raciocinio

Representar aquilo que pensamos (3) Forma de pensamento, segue-se um raciocinio logico (1)
Uma demonstracao de algo visual (5) Raciocinio ¢ a rapidez e a eficiéncia do cérebro humano (1)
Mostrar a maneira como vemos as coisas (3) Forma de pensar para chegar ao resultado final (9)
Mostrar no papel o que estamos a pensar (1) E a maneira de chegar a verdade (1)

Segundo as respostas deste universo de alunos, as representacdes de tépicos matematicos
descrevem visualmente o conceito em estudo, o qual serve para transmitir os seus pensamentos. Ja no
que se refere ao raciocinio, concebem-no na sua maioria como uma forma de pensamento que permite
chegar ao resultado pretendido, “o raciocinio traduz a rapidez e a eficiéncia do cérebro humano”. Embora
nas suas afirmacdes apontem caracteristicas que contemplam a nocao de raciocinio, #& em relacao aos
tipos de raciocinio a maioria dos alunos revela desconhecé-los (68,75%), enquanto alguns alunos fazem

referéncia ao raciocinio dedutivo e logico (Figura 2).



Figura 2. Identificacao de tipos de raciocinio (%)
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Para os alunos, as representacdes e 0 raciocinio sao tematicas que estao interligadas em duas
vertentes: uma enquanto auxiliadora do raciocinio e outra enquanto transmissora do pensamento

(Quadro 2).

Quadro 2. Perspetivas (frequéncia) sobre a interligacdo entre as representacao e raciocinio matematico

Auxiliar do raciocinio Transmitir o pensamento
“Acho que sim, quando represento algo, facilita o meu “Sim, porque é preciso pensar para representar” (1)
raciocinio” (2)
“Sim, as representacdes tornam o raciocinio mais facil, ou  “Acho que sim. Representacdes sao uma forma de mostrar
seja, as imagens tornam a interpretacdo mais facil, o0 que 0 nosso raciocinio” (2)
facilita o raciocinio” (3)
“As representacdes ajudam a raciocinar para chegar ao  “Sim, porque nds podemos mostrar 0 nosso raciocinio
resultado final” (2) através de uma representacdo, ou seja, de uma forma

visual” (2)

No que se refere a interligacdo como auxiliar do raciocinio, os alunos entendem-no como facilitador
da interpretacdo do enunciado, “as representacdes tornam o raciocinio mais facil (...) as imagens tornam

a interpretacdo mais facil”.

2.2. Enquadramento Teérico
Neste subcapitulo procura-se sustentar teoricamente os temas que emergem do objetivo e das
questdes de investigacao deste estudo, tais como: As funcdes nos programas escolares da Matematica;

dificuldades na aprendizagem das funcdes; representacdes; e raciocinio.

2.2.1. As funcdes nos programas escolares de Matematica

As funcdes sdo um dominio que tem expressado significativa no curriculo, transversal a todos os
niveis de ensino, contribuindo para o desenvolvimento do pensamento abstrato dos alunos e da

capacidade de resolucao de problemas do quotidiano. Em termos formais, o conceito de funcéo ¢



introduzido no 3. © Ciclo, no 7. © ano de escolaridade. Ponte et al. (2009) defendem que a aprendizagem
do conceito de funcao ¢ preparada ao longo dos 1.° e 2.° Ciclos do ensino basico, através do estudo de
algumas nocoes que estdo na base da compreensao do conceito de funcéo, tais como, correspondéncia,
variavel, dependéncia entre variaveis, e do estudo de algumas das formas de representar uma funcao.
Estes autores referem que o dominio de funcdes é transversal a todos os niveis de ensino comecando a
ser estudado no 1.° e 2.° ciclos através dos contetidos ‘Regularidades’ e ‘Sequéncias e Regularidades’,
inseridos nos temas ‘Numeros e Operacdes’ e ‘Algebra’. Os alunos exploram situacdes que envolvem
relacdes funcionais, nomeadamente na resolucdo de problemas relativos a situacbes de
proporcionalidade direta, no tema da Algebra.

No 3.° Ciclo, a abordagem ao conceito de funcéo é feita a partir da definicao formal e é proposta
a sua familiarizacdo através da manipulacdo formal e algébrica. Na definicdo de funcédo no 7.° ano de
escolaridade, sao incluidas as nocdes de dominio e contradominio, pares ordenados, grafico de uma
funcao, variavel dependente e independente e de equacdo de um grafico cartesiano (Ministério da
Educacao, 2018). No que concerne ao 8.° ano de escolaridade, o estudo de funcdes incide sobre graficos
de funcdes afins, onde se encontram incluidos os seguintes contetidos: equacao da reta nao vertical e
grafico de funcao linear ou afim; declive e ordenada na origem de uma reta nao vertical; relacdo entre
declive e paralelismo; determinacao do declive de uma reta determinada por dois pontos com abcissas
distintas; equacao de reta vertical; e problemas envolvendo equacdes de retas (Ministério da Educacao,
2018). No que respeita ao 9.° ano, a grande diferenca incide no estudo da intersecao do grafico de uma
funcao quadratica, de vértice na origem, com o grafico de uma funcao afim e a determinacéao, grafica e
algébrica, do conjunto solucdo de uma equacdo e o estudo da funcdo de proporcionalidade inversa
(Ministério de Educacao, 2018).

No que refere ao Ensino Secundario, o estudo das funcdes inicia-se no 10.° ano de escolaridade
com generalidades acerca das ‘funcdes reais de variavel real’ relativamente aos seguintes contetudos:
monotonia; injetividade; extremos; e sentido da concavidade do grafico de uma funcao. Posteriormente,
¢ efetuado o estudo das ‘funcdes quadraticas’, da ‘funcdo modulo’ e da ‘funcado definida por ramos’,
incidindo no estudo da paridade, simetria e monotonia e com o estudo das transformacdes graficas. Tais
transformacdes traduzem a relacao entre o grafico de uma funcéo e os graficos das funcdes obtidas da
seguinte forma: af (x), f(bx), f(x + ¢) e f(x) + d,com a, b, ¢ e d numeros reais e a, b nao nulos.
Relativamente ao 11.° ano de escolaridade, sédo abordados a definicao de limite segundo Heine, a
determinacao de limite de uma funcao, a continuidade de uma funcéo, a derivada de uma funcao num

ponto do seu dominio (por definicdo e pelas regras de derivacao); limites e indeterminacdes; identificar



graficamente e determinar as assintotas verticais, horizontais e obliquas do grafico de uma dada funcao
racional. No que respeita ao 12.° ano, estuda-se a continuidade de uma funcdo num ponto e num
subconjunto do dominio e aplica-se o teorema dos valores intermédios (Bolzano-Cauchy). Seguidamente,
inicia-se o estudo das ‘funcoes exponenciais e logaritmicas e funcdes trigonométricas’, com a analise do
sinal, a determinacéao, caso existam, dos zeros da funcao derivada de segunda ordem com o sentido das
concavidades e pontos de inflexdo. E ainda sao estudadas as propriedades das funcdes reais de variavel
real do tipo f(x) = a*,a>1, e f(x) =log,x, nomeadamente a monotonia, o sinal, a
continuidade, os limites, as derivadas e as propriedades algébricas. Posteriormente é feito o estudo dos
limites notaveis no tipo de funcdes acima referidas (Quadro 3).

Quadro 3. Analise de contetudos da tematica das funcdes ao longo do Ensino Secundario.

Ano de escolaridade Aprendizagens essenciais 2018

10.° ano Generalidade de funcoes;
Generalidades acerca das funcdes reais de variavel real;
Monotonia, extremos e concavidade;
Estudo elementar das funcées quadraticas, raiz quadrada, raiz cubica e mddulo e
de funcdes definidas por ramos.
Resolucao de problemas.

11.° ano Limites segundo Heine de funcdes reais de variavel real;
Resolugdo de problemas envolvendo o estudo dos zeros e do sinal de fungdes
racionais;
Continuidade de funcoes;
Assintotas ao grafico de uma funcao;
Derivadas de funcdes reais de variavel real e aplicacoes.

12.° ano Limites e continuidade
Derivada de segunda ordem, extremos, sentido das concavidades e pontos de
inflexao;
Aplicacao do célculo diferencial a resolucdo de problemas;
Funcdes trigonométricas;
Limites notaveis envolvendo funcdes trigonométricas;
Derivadas de Funcdes trigonométricas;
Funcdes exponenciais;
Funcdes logaritmicas;
Limites notaveis envolvendo fun¢des exponenciais e logaritmicas
Derivadas das funcdes exponenciais e logaritmicas;
Modelos exponenciais

O documento orientador para a Matematica educacional, ao nivel das orientacdes curriculares
internacionais - Principios e Normas para a Matematica Escolar (NCTM, 2007) reconhece a importancia
da Algebra no curriculo de Matematica. Este documento defende que “todos os alunos deveriam
aprender algebra” (p. 39), devendo ser introduzida desde os primeiros anos de escolaridade, dada
importancia da competéncia algébrica ao longo da vida. Para o estudo da Algebra, este documento
apresenta quatro topicos fundamentais: Compreender padrbes relacdes e funcdes; Representar e

analisar situacdes e estruturas Matematicas usando simbolos algébricos; Usar modelos matematicos
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para representar e compreender relacdes quantitativas; Analisar a variacdo em diversos contextos
(NCTM, 2007, p. 39).

Como se constata, o topico em estudo, nomeadamente no estudo da Algebra, vai ao encontro do
que é referido pelo National Council of Teachers of Mathematics (NCTM,2007) na publicacdo Principios
e Normas para a Matematica Escolar, contribuindo para unificar o curriculo, uma vez que a Algebra é
considerada um fio condutor curricular desde os primeiros anos de escolaridade (NCTM, 2007).

Com efeito, da analise das ‘Normas’ do NCTM para os diferentes anos escolares (Quadro 4),

verifica-se que ¢ dada significativa énfase a Algebra.
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Quadro 4. Objetivos para os niveis de escolaridade no ambito da Algebra (NCTM, 2007)

Compreender padroes, Representar e analisar Usar modelos matematicos Analisar a variagcao em
relacoes e funcoes situacoes e estruturas para representar e diversos contextos
Matematicas usando compreender relacoes

simbolos algébricos; quantitativas;
o Classificar e ordenar objetos | e llustrar principios gerais | e Adicionar e subtrair nimeros | e Descrever  mudancas
pelas suas propriedades; e propriedades de inteiros  usando  objetos, qualitativa e
2 | Reconhecer,  descrever e operacoes; imagens e simbolos. quantitativas.
£ estender padroes; e Usar  representacoes
o | ® Analisar padrdes repetidos pictdricas e verbais para
o“: desenvolver uma
— compreensao de
notacdes simbdlicas.

o Descrever, estender e fazer | e Identificar propriedades | e Resolver problemas, usandoas | e Investigar como uma

generalizagbes sobre padrdes (comutativa, associativa diferentes representacoes mudanga numa variavel

e geométricos e numéricos; e distributiva) com (graéfico, tabelas) e tira se relaciona com uma

58 | e Representar e analisar padrdes numeros inteiros; conclusoes. mudanca numa
19 e funcdes, usando palavras, | e Expressar relacoes segunda variavel;

8 tabelas e graficos. Matematicas ~ usando e [dentificar e descrever

:f; equacoes. situacdes com taxas de

mudanca constantes ou

variadas e compara-las.

® Representar, analisar e | o Desenvolver uma | e Resolver problemas | e Utilizar graficos para

generalizar  padrdes  com compreensao das contextualizados usando varias analisar as relacdes

tabelas graficos ou palavras; diferentes utilizacdes de representacbes, tais como lineares.

o Comparar diferentes formas de variaveis; graficos, tabelas e equacdes.

representacdo  para uma | e Explorar relacdes entre
° relacao; expressoes simbolicas e
o% o |dentificar funcdes lineares e gréficas;
0 nao lineares e comparar as | e Resolver problemas que
08 suas propriedades a partir de envolvem relacoes
© tabelas, graficos ou equacoes. lineares;

e Reconhecer e
determinar expressodes
algébricas equivalentes
e resolver equacdes
lineares.

e Generalizacdo de padroes | e Compreender 0 | e ldentificar relacdes | e Interpretar informacéo a
utilizando funcoes significado de quantitativas e determinar a partir de dados gréaficos
explicitamente definidas equivaléncia de classe ou classes de funcoes € NuUMEricos.
recursivamente; expressoes e equacoes; que possam modelar as

o | ® Compreender as relacbes e | o Escrever equacdes relacoes;
H funcoes utilizando as equivalentes, o Utilizar expressdes simbdlicas,
:\i diferentes representacoes desigualdades e incluindo formas iterativas e
': e Analisar as propriedades das sistemas de equacdes. recursivas, para representar
o“f funcoes; relacdes decorrentes de varios
© | e Compreender a comparar as contextos;
propriedades das classes de e Tirar conclusbes razoaveis
funcoes; sobre uma situacéo que esta a

o Interpretar representacdes de ser modelada.

funcoes de duas variaveis.

A relevancia que a Algebra tem nos programas de Matematica de todos os anos de escolaridade
deve-se a percecao de que, segundo Ponte (2005), “quem nao tiver uma capacidade razoavel de
trabalhar com numeros e operacdes e de entender a linguagem abstrata da Algebra, fica seriamente

limitado nas suas opcdes escolares, profissionais e no exercicio da cidadania democratica” (p. 3)
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2.2.2. Dificuldades na aprendizagem de funcoes

Para analisar as dificuldades na aprendizagem de funcdes, é necessario compreender o processo
de desenvolvimento deste conceito. Na perspetiva de Sfard (1991), uma funcao pode ser entendida
através de duas concecoes: (1) concecao operacional, onde as no¢des sdo concebidas como um produto
de certos processos, ou sao identificadas com os préprios processos (a funcdo é um processo
computacional ou um método para obter um valor a partir de outro valor dado); e (2) concecao estrutural,
as nocdes sdo tratadas como objetos matematicos (a funcao € um conjunto de pares ordenados e envolve
trabalhar com diferentes representacdes e a correspondéncia simbolica de certos parametros). Para
Sfard (1991), estas duas concecdes sdo complementares e mutuamente dependentes, “embora
ostensivamente incompativeis” (Sfard, 1991, p. 4). A transicdo da concecéo operacional para a concecado
estrutural é realizada em trés fases, o que faz com que, segundo Mourdo (2002), o conceito de funcéo
seja estruturado a partir da interiorizacdo, passando pela condensacdo e terminando com a reificacéo

(Figura 3).

Figura 3- Estruturacéo do conceito de funcao segundo Mourao (2002).

Na interiorizacdo “os processos sao realizados sobre objetos
. . matematicos ja familiares” (p. 280). O aluno manipula expressdes
Interiorizacao algébricas. E nesta etapa que é apreendida a nocéo de variavel e a
capacidade de usar a expressao analitica para determinar valores da
variavel dependente.

Na etapa da condensacao, o aluno desenvolve a capacidade de
pensar sobre um dado processo como um todo e esta apto para
investigar funcdes, representa-las graficamente e efetuar diversas
operacdes com funcdes, uma vez que “0s processos anteriores sao
transformados em unidades compactas” (p. 280).

Condensacao

Nesta etapa, “é adquirida uma capacidade para ver estas novas
Reificacdo entidades como objetos permanentes por direito proprio, o aluno
consegue conceber o objeto completo e auténomo com significado
proprio” (p. 280).
Para Sfard (1991), cada uma destas fases nao pode ser alcancada sem que a anterior tenha sido
ultrapassada. Assim, o conceito de funcao fica definido quando o aluno chega a reificacéo. Esta evolucéo
¢ individual e nem todos os alunos conseguem chegar a reificacdo. A apropriacdo de um objeto

matematico permite que se inicie um novo ciclo, comecando pela interiorizacdo com vista a formacao

de um novo objeto mais abrangente, tal como é exemplificado na Figura 4.
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Figura 4. Modelo de formacao do conceito de funcéo, adaptado de Sfard (1991, p. 22)

Conceito B

e

Reificacdo

Condensacdo

Conceito A A
lnlcnorzacao

Processos sobre o
Objeto A j—V objeto A

Reificagao

Condepsagdo

Interiorizagao

Objetos Processos sobre
: —»  objetos concretos

concretos _—

Para que a formacao do conceito de funcao fique reificado, o aluno deve revelar consciéncia das
diversas representacdes e conseguir passar facilimente de uma representacdo para outra. Deve,
igualmente, conseguir resolver relacdes funcionais e revelar capacidade para se pronunciar acerca das
propriedades gerais de diferentes processos realizados, como também ter nocdo de que os calculos
algébricos ndo sdo uma caracteristica necessaria dos conjuntos de pares ordenados que definem funcdes
(Consciéncia, 2014).

Para Sfard (1991), a dificuldade dos alunos na compreensdo do conceito de funcéo resulta da
natureza dual processo-objeto, dado que uma funcdo pode ser entendida numa perspetiva estrutural
(como objeto) ou numa perspetiva operacional (como um processo).

Para Duval (2006), quando a transicdo entre as diferentes representacdes é feita dentro do mesmo
registo ndo traz problemas graves, no entanto, quando as transformacdes se dao entre registos de
representacdo acarretam muitas dificuldades, pois requerem que se distinga o conteudo da
representacdo e o objeto representado. Como consequéncia da confusdo entre representacdo e objeto
representado, os alunos tendem a considerar duas representacdes do mesmo objeto como sendo dois
objetos matematicos distintos.

Ponte et al. (2009) destacam como principais dificuldades dos alunos no tema das funcdes o uso
de terminologia propria — dominio, objeto, imagem - principalmente quando aparecem em contexto
exclusivamente matematico. Estes autores referem dificuldades na utilizacdo correta da simbologia x, y
e f(x); na passagem da informacdo de uma representacao para a outra; na utilizacdo da informacgéo
dada para a resolucao de problemas e na interpretacao das solucdes obtidas de acordo com o contexto

dado. A manipulacao das expressoes algébricas e a conversao da linguagem natural para a linguagem
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matematica sdo outras dificuldades evidenciadas pelos alunos. A lista das dificuldades juntam-se as
formas de representar a relacao funcional (tabelar, grafica e algébrica), que proporcionam dificuldades
na atribuicdo de significado ao simbolo f(x). A dificuldade em adquirir o conceito de fun¢do aumenta
se se tiver em conta que ndo ha s6 uma representacdo, mas sim uma variedade de representacdes
(Duval, 2006). De acordo com Ellia et al. (2007), esta dificuldade advém de a transicdo entre
representacdes ser um processo que requer uma compreensao global das variaveis. Na sua otica, existe
uma ‘compartimentacao’, isto €, cada representacao € trabalhada isoladamente, sem serem
estabelecidas conexdes com as outras representacoes.

Resumindo, as principais dificuldades evidenciadas pelos alunos sdo o uso incorreto da

terminologia prépria das funcdes e a transicdo entre as varias representacdes.

2.2.3. Representacdes

A tematica das representacoes tem vindo, progressivamente, a ganhar importancia no ambito da
educacdo Matematica. De acordo com o NCTM (2007), as representacdes desempenham um papel
fundamental no desenvolvimento da compreensédo e do raciocinio matematico dos alunos. Antes de
abordar as representacdes numa perspetiva Matematica, importa conseguir fazé-lo numa otica
quotidiana. O termo representacdo ¢ comummente aceite como dizendo respeito a um ‘desenho ou
esquema’ que pode representar algo. Bruner (1999) refere que representacao esta relacionada com “a
forma como a crianca se liberta dos estimulos presentes e conserva a experiéncia passada num modelo
e as regras que regem o armazenamento e a reobtencdo de informacdo deste modelo” (p. 27). Refletir
sobre o que Bruner afirma leva a compreender que uma crianca, através da linguagem nao verbal,

nomeadamente através da manipulacdao de objetos e de desenhos, consegue transmitir o seu

pensamento.
0O que queremos dizer como representacao? [...] os seres humanos tém provavelmente trés
maneiras diferentes de realizar esta proeza. [...] A primeira forma de representacédo veio a ser
designada como ativa e a segunda como iconica (...). Por fim, ha a representacdo por palavras ou

linguagem. O seu traco distintivo é ser simbodlica por natureza, com certas caracteristicas dos
sistemas simbdlicos que s6 agora comecam a ser compreendidos. (Bruner, 1999, pp. 27-28)

Estas trés formas diferentes de representacdo sdo cruciais, pois subjazem ao processo de
desenvolvimento do ser humano, inicialmente de uma maneira informal, quando os conceitos sao
abordados de forma concreta num contexto familiar, e, posteriormente, num contexto pré-formal, no qual

0 grau de complexidade vai aumentando para representacées mais abstratas e formais e finalmente mais
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formais das notacdes Matematicas. Desta forma, comeca-se, entdo, a perspetivar a importancia das
representacdes no processo de ensino e de aprendizagem.

De acordo com Witeck e Ennis (2007), as representacdes tém duas vertentes: o processo e o
produto. Por outras palavras, ha aquisicdo de um conceito ou de uma relacdo Matematica numa
determinada forma e ha a forma, em si mesma (NCTM, 2007). Na interpretacao de Tripathi (2008), uma
representacdo “é um constructo mental ou fisico que descreve aspetos da estrutura inerente a um
conceito, a inter-relacao entre este e as outras ideias” (p. 438). Para Goldin (2008), representacdo é
uma configuracao que podera, de alguma forma, “atuar no lugar de; ser interpretado como, corresponder
a, denotar, descrever, encarnar, codificar, invocar, categorizar, ligar com, mediar, produzir, referir,
assemelhar, servir como metafora para significar, substituir por, sugerir ou simbolizar o que esta a ser
representado” (p. 181). Tal interpretacdo é sustentada por Canavarro e Pinto (2012, p. 53), quando
afirmam que “todos nos usamos representacdes constantemente e nos multiplos contextos com que
lidamos no nosso dia-a-dia, sendo através delas que conseguimos raciocinar sobre ideias, como dar
visibilidade ao que pensamos”. De forma a conhecer melhor as teorias sobre as representacdes, sao

apresentadas a seguir trés teorias, uma desenvolvida por Bruner e as outras duas por Goldin e Duval.

2.2.3.1. Tipos de representacio

Para Bruner (1999), as representacdes dividem-se em trés tipos, designadamente ativas, icénicas
e simbodlicas (Figura 5).

Figura 5. Representacdes segundo Bruner (1999)

ATIVAS ICONICAS SIMBOLICAS

"Baseiam-se na aprendizagem de | "Dependem da organizacdo visual ou | "Sdo um conjunto de proposicdes
respostas e formas de habituacao". outra organizacao sensorial e do | simbolicas ou logicas extraidas de um

(Brunner, 1999, p.28) recurso de imagem sistema simbdlico que é regido por

(Brunner, 1999, p.28) regras ou leis para a formacdo e

transformacéo de proposicdes."

(Brunner, 1999, p.28)

Il

[ | |

Desenhos Simbolos Diagramas

A transicao entre as diferentes representacdes esta interligada com o desenvolvimento intelectual.

A propria evolucao dos conhecimentos matematicos conduz ao desenvolvimento e a diversidade das

representacdes (Bruner, 1999), o que também é defendido por Ponte e Serrazina (2000). As trés

diferentes representacdes supracitadas devem ser vistas como um complemento umas das outras e nao
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como independentes nem como alternativas, pois o aluno deve usa-las em simultaneo ou com base em
diferentes combinacdes entre si (Boavida et al., 2008).

Goldin e Duval dividem as representacdes em representacdes internas e representacoes externas
(Quadro 5).

Quadro b. Caracteristicas das representacdes internas e externas segundo Duval e Goldin.

Internas Externas
Duval (2012) Representacdes  internas  sdo Sado producdes construidas pelo emprego
representacées mentais. de signos pertencentes a um sistema de

representacdes que tém inconvenientes
proprios de significacao e de funcionamento

Goldin (2008) Tém lugar no interior de cada aluno. Referem-se a configuracdo observavel e
S&o construidas por eles a partir da  fisica que tém como objetivo representar
observacao de comportamentos. uma certa realidade.

(Nao sao observaveis) (Sao observaveis)

Na perspetiva de Goldin (2008), as representacdes externas sdo uma inferéncia das
representacdes internas. Este autor realca o caracter bidirecional da relacao entre representacoes
internas e externas. Nao so as representacdes externas representam as internas, como o contrario
também acontece. Por exemplo, quando um aluno, para expressar uma ideia, desenha um grafico, esta
a utilizar uma representacao externa para substituir uma representacao interna. Quando, perante um
grafico, um aluno visualiza a informacao descrita pelo grafico, é a representacdo interna que esta a
substituir a externa.

O sistema de representacdo, na perspetiva de Goldin (2008), ¢ baseado em cinco tipos de
sistemas de representacéo interna:

Sistemas verbais/sintatico — descrevem a capacidade do individuo para processar a linguagem

natural, associacdes verbais, assim como de gramatica e de sintaxe.

Sistemas imagisticos — incluem sistemas de representacao visuais/espaciais auditivos/ritmicos e

tateis/cinestésicos.

Sistemas de notacdo formal - sao sistemas simbolicos altamente estruturados.

Sistemas de planeamento, monotorizacdo e controlo executivo — conduzem ou dirigem a resolucéo

de problemas.

Sistemas afetivos — estdo associados a crencas e atitudes. (Goldin, 1998, p. 152)

Para este autor, o sistema de planeamento mantém uma relacdo metacognitiva com os restantes
sistemas, sendo o mesmo considerado a unidade organizacional com maior utilidade dentro deste
sistema (processo heuristico). O método ‘tentativa e erro’, ‘pensar num problema mais simples’,
‘desenhar um diagrama’ sao alguns dos exemplos que estao patentes neste processo heuristico.

Na perspetiva de Duval, os registos de representacdes externas, também designadas por

representacdes semidticas, “sao essenciais para analisar a atividade Matematica dos alunos e para
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identificar a raiz dos problemas relativos a compreensao da Matematica, e ndo apenas a compreensao

de determinados conceitos, que muitos alunos tém” (Duval, 2006, p. 111). Este autor agrupa as

representacdes em diferentes registos (Quadro 6):

Quadro 6. Classificacao dos registos que podem ser usados nos processos matematicos (Duval, 2003. p. 14)

Representacao discursiva

Representacao nao discursiva

Registos multifuncionais:

Os tratamentos néo

algoritmizaveis

sao

Linguagem natural

Associacdes verbais conceituais

Formas de raciocinar

Argumentacdo a partir de observacdes, de

Figuras geométricas planas ou em
perspetivas (configuracdes em dimenséo
0,1,20u3)

Apreens@o operatdria e ndo somente

crencas percetiva
Deducao valida a partir de definicdo ou de  Construcdo com instrumentos
teoremas Figura geométrica

Registo verbal (oral)

Registos monofuncionais: Sistemas de escritas Graficos cartesianos

Os tratamentos sao  Numéricas (binaria, decimal, fracionaria, Mudancas de sistema de coordenadas
principalmente algoritmos etc.), algébricas e simbdlicas (linguas Interpolacdo e extrapolacao

formais) Grafico cartesiano

Calculo

Registro verbal escrito numerico

(percentual; fracionario; decimal; tabela de
proporcionalidade) e aritmético.

Equacao

Funcado

Na ¢tica deste autor, a caracteristica que sobressai da atividade Matematica é a mobilizacao
simultanea de pelo menos dois registos de representacdo ou a possibilidade de mudar, em qualquer
momento, de um registo para o outro. Assim, defende que existem dois tipos de transformacdes de
representacdes semidticas: Tratamentos e Conversdes. Os tratamentos sao transformacdes que ocorrem
dentro de um mesmo registo. As conversdes sdo transformacdes de representacdes que consistem em
mudar de registo conservando os mesmos objetos denotados. As conversdes sao mais complexas do
ponto de vista cognitivo, uma vez que “qualquer mudanca do registo, requer, em primeiro lugar, o
reconhecimento do mesmo objeto matematico entre duas representacdes cujos conteudos nao tém,
muitas vezes, nada em comum” (Duval, 2006, p. 112). Neste contexto, a conversdo ndo pode ser
separada do tratamento, uma vez que é a escolha do tratamento que determina a relevancia do registo.
A mudanca de um registo para outro muda “nao apenas os meios de tratamento, mas também as
propriedades que se podem explicitar” (Duval, 2006, p. 114).

O reconhecimento do mesmo objeto em diferentes registos &, deste modo, essencial para a
compreensao da Matematica, pelo que é importante que o discente consiga discriminar em cada
representacdo semidtica o que é matematicamente relevante. Para Duval (2006), o desenvolvimento da
capacidade de mudar de registo de representacao € o principal desafio do ensino da Matematica. Pode-

se dizer que as representacdes semidticas “[...] sao producdes constituidas pelo emprego de signos
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pertencentes a um sistema de representacdo os quais tém suas dificuldades proprias de significado e de
funcionamento” (DUVAL, 1993, p.39). O importante é que estas representacdes semidticas ndo sao,
segundo Duval, somente para fins de comunicacdo, mas essenciais para as atividades cognitivas do

pensamento.

2.2.3.2. A importancia das representacdes no processo de aprendizagem

Segundo o NCTM (2007), “as representacdes constituem ferramentas privilegiadas para organizar,
registar e comunicar ideias Matematicas” (p. 160). Dada a importancia das representacdes de conceitos
matematicos, o NCMT (2007) recomenda que os alunos devam desenvolver ao longo dos ciclos de
estudo a habilidade de: “Criar e usar representacées para organizar, registar e comunicar ideias
matematicas; selecionar, aplicar e traduzir representacées matematicas para resolver problemas; usar
as representacdes para modelar e interpretar fendmenos fisicos sociais e matematicos” (p. 75). As
representacdes assumem-se, assim, como “uma parte essencial da atividade Matematica e um veiculo
para captar conceitos matematicos” (Stylianou, 2010, p. 327). Segundo o NCTM, considera-se

|u

fundamental “encorajar os alunos a representar as suas ideias sob formas que para eles facam sentido,
mesmo que as suas primeiras representacdes ndo sejam convencionais” (NCTM, 2007, p. 75).

Nos processos de ensino e de aprendizagem € importante criar uma interacao entre
representacdes internas e externas, uma vez que a sua conexao pode estabelecer-se através de
analogias, imagens, metaforas, entre outras. Estas representacdes sdo importantes para os professores
e para os alunos. De acordo com Muira (2001), existem as representacdes usadas pelos professores
designadas por /nstrucionais e as representacoes usadas pelos alunos designadas por cognitivas. As
representacdes instrucionais correspondem as usadas pelo professor quando comunica com os alunos
e as representacdes cognitivas ou mentais sao aquelas usadas pelos alunos quando procuram dar
sentido a um conceito ou durante a resolucdo de uma determinada tarefa. Se, por um lado, permitem
aos docentes construir conceitos e compreender os raciocinios dos alunos (NCMT, 2007), por outro lado,
permitem aos alunos exprimirem as suas ideias com recurso as diferentes representacoes. Durante o
processo de aprendizagem de Matematica, os alunos recorrem as representacdes como auxilio na
compreensao/resolucdo das tarefas que lhe sao propostas. A forma como os discentes exteriorizam o
raciocinio através das representacdes enriquece a compreensao Matematica (Cuoco, 2001; Kamii et al.,
2001; Whitin & Whitin, 2001).

De facto, aquando da compreensado de um determinado conceito, o professor deve ponderar o uso

de diferentes representacoes desse conceito, de forma a conseguir uma aprendizagem mais significativa
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(Kieran, 1992), uma vez que a combinacdo de representacdes ajuda a melhor identificar e clarificar os
varios aspetos dos conceitos e a transicdo entre representacdes diferentes. Esta compreensdo
Matematica exige reconhecimento por parte do aluno de um mesmo objeto em diferentes sistemas de
representacdo, bem como o reconhecimento em cada sistema de representacdo. Aquando da
transformacao de um sistema de representacao para outro, observa-se a mudanca “nao apenas [d]os
meios de tratamento, mas também [d]as propriedades que Ihe podem ser explicitadas” (Duval, 2006, p.
114). Quando os alunos acedem “as representacoes Matematicas e as ideias que elas expressam, ficam
com um conjunto de ferramentas que aumenta significativamente a sua capacidade de pensar

matematicamente” (NCTM, 2007, p. 75).

2.2.3.3. Conexoes entre as representacoes

Segundo a interpretacdo de Duval (2006), é impossivel aprender as nocdes Matematicas sem
recorrer as representacdes, pois é a diversidade das representacdes que da significado a um objeto
matematico, desde que cada representacdo represente e descreva diferentes aspetos do objeto.
Friedland e Tabach (2001), por sua vez, evidenciam vantagens e desvantagens de quatro modos de
representacdo essenciais no ensino da Matematica, especificamente a representacdo verbal, a

representacdo numeérica, a representacdo grafica e a representacéo algébrica (Quadro 7).

Quadro 7. Vantagens e desvantagens dos diferentes tipos de representacédo segundo Friedland e Tabach (2001)

Representacao

Vantagens

Desvantagens

Verbal

Esta associada a apresentacao do
problema e a interpretacéo final dos
resultados obtidos.

Numérica

E uma representacdo natural,
precede qualquer outro tipo de
representacao.

Grafica

Proporciona uma imagem grafica.

Algébrica

E concisa, geral e efetiva na
apresentacao de padrdes e modelos
matematicos)

Da enfase a conexdo da Matematica
com outras areas do conhecimento e
entre a Matematica e o quotidiano.

E importante na compreenséo inicial
de um problema e na investigacao de
casos particulares.

E apelativa e intuitiva.

Pode, por vezes, ser o unico método
de justificar ou efetuar generalizacoes.

Pode tornar-se um obstaculo para a
comunicacdo Matematica. A sua utilizacéo
pode ser feita de forma ambigua ou
conduzir a associacdes incorretas.

Pode néo ser generalizavel.

Pode ser influenciada por fatores externos
e apresenta frequentemente s6 uma parte
do dominio do problema.

0 uso exclusivo de simbolos algébricos
pode ocultar o significado matematico ou
a natureza do objeto e causar dificuldades
de interpretacao de resultados.

Pela analise do quadro, constata-se que quando a aprendizagem incide apenas sobre uma das
representacdes esta pode restringir a interpretacéo de outra devido a familiaridade ou a propriedades
inerentes das proprias representacdes. A complementaridade entre as diferentes representacdes permite

uma construcdo mais profunda, pois permite integrar informacdo para alcancar o conhecimento,
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podendo o aluno transferir esse conhecimento para novas situacoes. Aliado a esse conhecimento, a
articulacao de representacdes pode ser vantajosa para os alunos, pois torna possivel aos alunos usarem
de forma flexivel os seus conhecimentos matematicos (Huinker, 2002), optando por usar a representacéo
que lhes é mais favoravel num determinado contexto.

A diversidade de representacdes externas a que o professor pode recorrer e a oportunidade dada
aos alunos de exprimir as suas ideias ajudam o aluno a desenvolver as suas proprias representacoes,
cada vez mais poderosas. Aquando da discussdo coletiva, o uso de varias representacées numa mesma
situacao Matematica ajuda os alunos a compreender a estrutura Matematica por tras de cada
representacdo e a perceber como é que as varias representacdes se interligam (Abrahamson, 2006).
Ha, no geral, consonancia no discurso dos varios autores acerca da utilizacado de multiplas
representacdes para a compreensdo de um conceito matematico. Por exemplo, Triphathi (2008) defende
que, através de diferentes representacées do mesmo conceito, se evidenciam diferentes aspetos da sua
estrutura, aumentando a sua compreensao e permitindo desenvolver capacidades cognitivas diferentes:
“Uma representacdo Matematica frequentemente salienta apenas um aspeto de um conceito
matematico. Limitarmo-nos a uma representacao Matematica é abordar o conceito de olhos vendados”

(Tripathi, 2008, p. 438).

2.2.3.4. Representacoes na aprendizagem de funcodes

As representacdes tém um papel preponderante na evolucédo do conceito de funcao, pois ¢ dificil
que este seja compreendido e adquirido sem o uso de varias representacdes (Gagatsis & Elia, 2005).
Para Duval (2004), as varias representacoes de funcdes apontam para aspetos distintos do conceito que,
em conjunto, contribuem para uma representacado global, pelo que a conversdo entre as diferentes
representacdes tem um papel fundamental na compreensao e interpretacdo das funcoes. Friedlander e
Tabach (2001) acrescentam que trabalhar com varias representacdes possibilita aos discentes terem a
percecao das caracteristicas de cada uma das representacoes, tornando “o processo de aprendizagem
da Algebra significativo e efetivo” (p. 173). No entanto, uma das dificuldades, apontadas no ensino e
aprendizagem de funcao é a existéncia de varias formas de representar uma funcao, e de estabelecer a
ligacdo entre as diferentes representacdes (Arcavi, 2003; Carvalho et al., 2011; Duval, 2006).

A aprendizagem do conceito de funcdo comeca no 1.° e 2.° ciclo envolvendo correspondéncias
entre duas variaveis, que se podem trabalhar em tabelas e graficos. Ressalve-se que no 2.° ciclo o
conceito é utilizado na resolucao de problemas envolvendo correspondéncias que representam situacoes

de proporcionalidade direta. Este conceito é estudado de forma explicita no 3.° ciclo, visando a
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“compreensado da nocado de funcado enquanto relacdo entre variaveis e como uma correspondéncia
univoca entre dois conjuntos” (Ponte et al., 2009, p. 119).

A representacdo numeérica, que é caracterizada pela construcdo de uma tabela de duas colunas,
relaciona diretamente a varidvel independente x e a variavel dependente y através da concretizacao
numérica do par (x,y). Este tipo de representacédo, usando um numero significativo de pares, ajuda os
alunos a identificar relacdes entre as variaveis, a encontrar regularidade e a expressa-las de forma mais
abstrata, chegando a generalizacao.

Por sua vez, a representacdo grafica ¢ intuitiva e apelativa, no entanto, pode nao permitir a
precisao necessaria para resolver um problema. Para Ponte (1984), uma das dificuldades patentes nas
representacdes graficas sao: (1) o uso e a construcao de escalas; (2) determinacao dos valores da funcao,
dado o objeto; (3) a variacao; (4) interpretacao e discussado das relacdes funcionais.

A representacao simbolica sendo concisa e geral, pode trazer dificuldades pelo uso da simbologia
(Pierce et al., 2011).

A representacado algébrica sendo a que exige um maior nivel de conhecimentos matematicos,
(variavel dependente, variavel independente, conceito de funcado), revela-se a representacdo que
apresenta mais dificuldades de entendimento por parte dos alunos.

Os alunos do 3.° Ciclo, no estudo das funcdes, utilizam uma ou mais representacoes e é nessa
mudanca de representacao que mostram sentir dificuldades. As dificuldades patenteadas verificam-se
na ligacao entre formulas e graficos, diagramas e expressoes verbais das relacdes, como interpretacao
de graficos, e na manipulacao de simbolos (Duval, 2004; Goldin, 2003). Para Duval (2011), esta
dificuldade deve-se a falta de correspondéncia semidtica entre o registo da representacao grafica e o
registo da representacao algébrica. Para Elia et al. (2007), os alunos tendem a ver nas diferentes
representacdes de uma funcao objetos matematicos distintos e auténomos e nao diferentes modos de
expressar 0 mesmo objeto. Ainda de acordo com estes autores a transicao entre representacoes nao é
trabalhada adequadamente, tal como também ¢ sugerido por Rocha (2016), existindo uma
‘compartimentacao’ das representacdes, o que resulta de cada representacao ser trabalhada
isoladamente sem serem estabelecidas conexdes entre os diversos tipos de representacao.

O uso de diferentes representacdes para apresentar e explorar a tarefa, estimula a flexibilidade na
escolha das representacOes para resolver essa tarefa e proporciona seguranca para o seu uso posterior
pelos alunos (Friedland & Tabach, 2001).

Num estudo realizado por Canavarro e Gafanhoto (2013) sobre a utilizacdo e conciliacao de

diversas representacdes no 9.° ano, conclui-se que:
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e A representacao numérica e algébrica eram as mais usadas para determinar a imagem, dado
0 objeto e vice-versa;
e A representacao grafica foi a mais utilizada na comparacao de funcdes, quando se pretendia
uma imagem global sobre o comportamento da funcao;
e A representacdo em tabela quando se pretende analisar a relacdo entre as variaveis, que se
relacionam direta ou inversamente.
Os resultados obtidos pelo estudo de Viseu et al. (2019), corroboram um dos aspetos mencionados por
Canavarro e Gafanhoto ao concluir que o reconhecimento de funcdes ocorria com maior facilidade a
partir da representacao tabular do que a partir da representacao grafica ou algébrica.
Para (Ainsworth, 2006), as multiplas representacdes tém trés funcdes chave: (a) complementar;
(b) restringir; e (c) construir. Estas trés funcdes evidenciam o papel importante das representacdes na
construcado do conceito de funcdo e a sua importancia no processo de construcdo do conhecimento
matematico.
Em suma, “as ideias Matematicas sdo potenciadas através de representacées multiplas, que
servem nao apenas como ilustracdes ou estratégias pedagdgicas, mas formam uma parte significativa

do conteudo matematico a aprender e servem de apoio ao raciocinio matematico” (NRC, 2001, p. 94).

2.2.4. Raciocinio matematico

A capacidade de raciocinar matematicamente & apontada como um objetivo central do ensino e
da aprendizagem da Matematica. E através do raciocinio que se acede a compreensdo de situacoes
Matematicas. Faz, portanto, todo o sentido questionar sobre como podemos contribuir para promover o
desenvolvimento desta capacidade. Assim, primeiramente, importa entender o conceito de raciocinio. O
termo raciocinio € um conceito multifacetado, como se pode ver pelos varios sentidos propostos pelo
dicionario de lingua portuguesa: Raciocinar. “1. Atividade da razdo; 2. encadeamento légico de
pensamentos; 3. Modo de pensar”. Mas sera o conceito definido de igual forma em Matematica? Para
Russel (1999), o raciocinio é “aquilo que utilizamos para pensar sobre as propriedades dos objetos
matematicos e desenvolver generalizacdes que se apliquem a toda a classe de objetos — numeros,
operacdes, objetos matematicos ou conjunto de dados” (p. 1). Ja para Kilpatrick e Swafford (2004), o
conceito € um pouco mais forte, chegando mesmo a afirmar que “o raciocinio matematico é a cola que
mantém a Matematica junta” (p. 14). Ainda segundo estes autores, é “pelo pensamento sobre as
relacdes logicas entre 0s conceitos e situacoes, que os alunos podem caminhar através dos elementos

de um problema e ver como eles se encaixam uns nos outros” (p. 14). Uma forma de os alunos
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melhorarem o seu raciocinio é explicar ou justificar as suas solucdes ao professor ou aos seus colegas.
Dever-se-a ressalvar que, apesar de raciocinar se encontrar intimamente ligado ao dominio do
pensamento, nao se pode afirmar que este conceito tem o mesmo significado que pensar (Ponte, 2017).
Na verdade, raciocinar possui um significado mais preciso e mais profundo que pensar, ao consistir em
realizar inferéncias de forma fundamentada. Ponte (2017) considera que “todo o raciocinar ¢ pensar,
mas existe pensamento que ndo chega a ser raciocinio” (p. 22). Para Jeannotte e Kieran (2017), o
raciocinio pode ser percebido “como um processo de comunicacao com outros ou consigo mesmo que
permite inferir enunciados matematicos a partir de outros enunciados matematicos” (p. 7). Mata-Pereira
e Ponte (2018) aproximam-se da definicao de raciocinio de Jeannotte e Kieran ao referirem que raciocinio
matematico consiste em “utilizar informacdo j& conhecida para obter, justificadamente, novas
conclusdes” (p. 782). Lannin et al. (2011) consideram que o raciocinio ¢ “um processo evolutivo de
conjeturar, generalizar, investigar o porqué e desenvolver e avaliar argumentos” (p. 10).
Independentemente da definicdo de cada autor sobre ‘raciocinio’, todos eles apresentam algo em
comum, designadamente a producao de novos conhecimentos a partir de outros ja existentes.
Matematicamente é frequente considerar-se que a obtencdo de novos conhecimentos se faz a partir do
raciocinio dedutivo, isto é: se A entdo B. A uma sequéncia de deducdes, por sua vez, da-se a designacao
de demonstracdo. Segundo o NCMT (2008), uma demonstracdo ¢ um argumento que consiste “na
deducao rigorosa e logica de conclusdes, a partir de hipdtese iniciais” (p. 61). Mas como é que se chega
a demonstracdo? Como é que se chega ao conhecimento que posteriormente é organizado dum modo
dedutivo? Responder a esta questao € importante na Matematica, pois ndo podemos valorizar apenas o
produto, mas a forma como se gera esse conhecimento, ou seja, 0 processo. Percebe-se que, na fase
concludente (a demonstracdo) do processo investigativo, o raciocinio dedutivo tenha um papel
importante. Tal como refere Oliveira (2008), a demonstracao é fundamental para o desenvolvimento do
raciocinio matematico, pois tem um papel fundamental na construcéo da prépria Matematica, sendo um
modo formal de exprimir determinados tipos de raciocinio e justificacoes. Na fase exploratéria, “o
raciocinio matematico & iminentemente conjetural, pelo que as conclusdes que produz, em geral, tém
uma validade plausivel e nao necessaria” (Oliveira, 2008, p. 5). Oliveira (2002) identificou quatro tipos
de raciocinio que produzem conclusées com diversos graus de plausibilidade: inducao; deducéo;
abducao; e transformacéo. De acordo com Oliveira (2002), cada um dos raciocinios tem caracteristicas

especificas (Figura 6).
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Figura 6- Tipos de raciocinio segundo Oliveira (2002)

T T W

Raciocinio que se Raciocinio logico Procura uma explicacédo Desempenha um papel
desenvolve de desenvolvido do geral para através de um de criacao e validacao
situacdes particulares o0 particular. pensamento critico. do conhecimento.

para situacdes gerais.

Pensamento légico ou
Pensamento heuristico formal. E necessario chegar

a uma conclusao.

Ha criacao de Nao ha criacao de
conhecimento conhecimento
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Y
Objetos estaticos Objetos dinamicos

Raciocinio dedutivo: O raciocinio dedutivo & um raciocinio formal, relacionado com a demonstracao
e a légica. Deve ser concebido como uma forma de demonstrar o encadeamento de assercoes de forma
logica onde ha uma justificacdo para esse encadeamento. E um raciocinio logico, desenvolvido do geral
para o particular, com conclusées necessarias e com um papel fundamental na validacdo de
conhecimento. Dada a sua funcao de validacao, o raciocinio dedutivo é central na atividade Matematica.
Para Oliveira (2002), o raciocinio dedutivo constitui “o elemento estruturante por exceléncia do
pensamento matematico” (p. 178).

Racilocinio indutivo: O raciocinio indutivo desenvolve-se partindo de situacdes particulares para
situacOes gerais, estando presente o pensamento do tipo heuristico. Este tipo de raciocinio possibilita
desenvolver conjeturas e generalizacées que podem posteriormente ser verificadas por processos de
demonstracdo eminentemente dedutivos como a inducdo Matematica (Polya, 1990). Na inducdo, os
objetos sao estaticos, ndo sendo necessario encontrar solucées, mas apenas a criacao de conhecimento.

Raciocinio abadutivo. O raciocinio abdutivo funciona a partir de factos para os quais se procura uma
explicacdo ou a criacdo de conhecimentos, sendo o objetivo chegar a uma concluséo plausivel (Oliveira,

2002; Riviera & Becker, 2009).
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Transformacdo: E um raciocinio que tem como objetivo desempenhar o papel de criacdo e
validacdo de conhecimento, no qual se manipulam os objetos dinamicos com vista a uma explicacao ou
validacdo a partir de imagens.

Assim, raciocinar matematicamente nao se limita ao raciocinio légico ou demonstrativo, incluindo
também processos intuitivos, a formulacdo de novas ideias e a obtencao e validacdo de conclusoes.
Nesse sentido, o raciocinio matematico envolve uma variedade de processos de raciocinio que incluem:
generalizar; conjeturar; identificar um padrao; comparar; classificar; justificar; provar e provar
formalmente.

Na ética de Ponte e Quaresma (2014), o raciocinio pode assumir uma natureza formal e informal.
Para Ponte e Quaresma (2014), o raciocinio formal tem apoio nas representacdes simbdlicas, enquanto

o raciocinio informal tem apoio em representacdes iconicas e ativas (Figura 7).

Figura 7. Tipo de raciocinio segundo Ponte e Quaresma (2014).
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2.2.4.1. Processos de raciocinio

Lannin et al. (2011) apresentam um modelo sobre o0 processo do raciocinio, que € um processo
ciclico que comeca muitas vezes com a formulacado de conjeturas, que posteriormente sdo analisadas

de forma a procurar razdes que permitam a sua validacao (Figura 8).

Figura 8. Modelo de um processo de raciocinio matematico (Lannin et al., 2011, p. 11)

¢—’ Conjeturar <—¢

Investigar o porqué ) ) Justificar ou refutar

Segundo estas autoras, conjeturar envolve “raciocinar sobre relacdes Matematicas para

desenvolver enunciados que provisoriamente se pensa serem verdadeiros, embora nao se saiba se sao”
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(Lannin et al., 2011, p. 12), podendo estas ser ou nao ser generalizacoes. O investigar o porqué, é
essencial pois permite ao aluno explicar a veracidade da conjetura, apresentando uma justificacao onde
argumente essa mesma veracidade.

Jeannotte & Kieran (2017) identificaram dois aspetos do raciocinio matematico: o estrutural e o
processual. O aspeto estrutural envolve o raciocinio dedutivo, indutivo e abdutivo, enquanto o aspeto
processual é caracterizado pela procura de semelhancas e diferencas, validacao e exemplificacao (Figura
9).

Figura 9. Esquema dos aspetos do raciocinio matematico segundo Jeannotte e Kieran (2007).
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Embora se possa considerar dois aspetos do raciocinio matematico, o estrutural e o processual,
de acordo com as autoras, ambos deverao ser encarados de um modo dialético, ja que um e outro
contribuem para a construcdo mutua: “estruturas sao parte do aspeto de processo do raciocinio
matematico e os processos contribuem para a construcéo dessas estruturas” (Jeannotte & kieran, 2017,
p. 7).

De seguida focam-se apenas 0s processos generalizar, justificar, exemplificar e classificar, dada a
sua importancia central na descoberta de ideias Matematicas e na identificacdo de relacées que
fundamentam essas ideias, contribuindo, assim, para uma compreensao aprofundada da Matematica

(Mata-Pereira & Ponte, 2018). Estes autores destacam que:

Por um lado, a Matematica pretende fazer afirmacdes gerais sobre propriedades, conceitos ou
procedimentos que se pretendem validos para um conjunto alargado de objetos ou condicdes
Matematicas, sendo a generalizacao o processo de raciocinio envolvido. Por outro lado, a justificacao
¢ central para que seja possivel validar matematicamente tais afirmacoes. (p. 783).
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Generalizar. O processo de generalizar, para Lannin et al., (2011), consiste em reconhecer pontos
comuns em diferentes casos ou alargar o raciocinio a um dominio mais vasto, podendo envolver a
identificacao da aplicacdo de uma generalizacdo, através do reconhecimento do dominio para o qual a
generalizacdo é verdadeira. Para Henriques (2010), as generalizacbes recaem na sua maioria em
analogias, na identificacdo de padrdes partindo de exemplos ou na experimentacao de casos isolados ou
nao sistematizados, tornando-se, muitas vezes, um desafio para os alunos (Zazkis et al., 2008). O
processo de generalizacdo ¢ um processo fundamental do raciocinio indutivo e abdutivo.

Justificar. O processo de justificacdo é a construcdo de uma sequéncia logica de afirmacoes, cada
uma suportando-se em conhecimentos ja estabelecidos de forma a chegar a uma conclusdo (Lannin et
al., 2011). Segundo o NCTM (2007), este processo permite aos alunos evidenciarem e esclarecerem o
seu conhecimento matematico, estabelecendo conexdes entre conceitos matematicos, representacoes e
procedimentos, resolver problemas e desenvolver novas ideias Matematicas (Brodie, 2010). Para
Jeannotte e Kieran (2017), o processo de justificar ndo requer necessariamente uma argumentacdo com
uma estrutura dedutiva, podendo mudar o valor epistémico das afirmacées Matematicas apenas para
provavel ou muito provavel. J& no que concerne ao processo de prova e prova formal, estes requerem
uma argumentacdo dedutiva, alterando o valor epistémico para verdade ou falso. A este nivel, ¢ muito
relevante salientar a importancia de proceder a distincao entre os processos justificare explicar, os quais,
muitas vezes, sdo interpretados como sindnimos. O processo de justificar € um processo de raciocinio,
enquanto explicar € um processo de comunicacdo. O objetivo da explicacdo é clarificar aspetos do
pensamento matematico. Relativamente ao processo de justificacdo, existem varios tipos de justificacdo
que sdo progressivamente mais formais & medida que os alunos avancam no nivel de escolaridade e no
seu conhecimento.

Mata-Pereira e Ponte (2018) elaboraram um modelo que caracteriza as justificacdes dos alunos
gue mais emergem em sala de aula, tendo em consideracéo o nivel de complexidade e de formalidade

com que sdo apresentadas. A sistematizacao do modelo é apresentada no Quadro 8.
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Quadro 8. Niveis de formalidade e complexidade das justificacdes (Mata-Pereira & Ponte, 2018, p. 490)

Aumento do nivel de formalidade

A
Nio
apresenta
formalidade

A validacdao da justificacao,

B
Formal
mas
incompleto

0

Sem justificagdo

1

Justificagdo baseada em fontes
externas

2

Evidéncia empirica

C
Formal

ou seja,

3A 3B 3C
Justificagdo de
Coeréncia | Exemplo | procedimentos
logica | genérico ou
propriedades

SpEPHEIdWOoT 3P |SAU Op CRUILINY

Justificagdo dedutiva

correta, parcialmente correta ou incorreta é

independentemente do nivel de justificacao apresentado.

No Quadro 4 é possivel observar que as justificacoes ao nivel da formalidade, situam-se entre trés

niveis diferentes:

v" Tipo A- Nao formal, em que a justificacdo ndo é apresentada de forma formal. Esta justificacdo

normalmente ocorre em situacées em que o aluno nao utiliza conscientemente ou explicitamente

um processo de justificacao;

v" Tipo B- Formal, mas incompleta, em que as inferéncias apenas se baseiam em elementos da

situacdo em estudo. E utilizada em situacées de formulacao;

v" Tipo C- Formal, em que as justificacbes sdo suportadas através de uma cadeia de inferéncias

logicas relacionadas tanto com os dados da situacdo em estudo como pelo conhecimento

considerado como verdadeiro. Este nivel de formalidade é recorrente em situacdes de validacao.

Mata-Pereira e Ponte (2018), relativamente aos graus de complexidade de uma justificacao,

identificam quatro niveis distintos (sem justificacdo, justificacdo baseada externamente, evidéncia

empirica e justificacdo dedutiva), sendo que o ultimo esta divido em trés subniveis (coeréncia logica,

exemplo genérico e justificacdo a partir de um procedimento ou propriedade). No que respeita a cada

nivel: no nivel 0, tal como indica a sua denominacao, o raciocinio ndo tem qualquer justificacao incluida;

o nivel 1 representa as justificacées que dependem de outros individuos ou de materiais de referéncia;

o nivel 2 reflete uma justificacdo que tem como base um exemplo particular; o nivel 3 retrata uma

justificacao de natureza dedutiva, sendo que no primeiro subnivel a justificacao baseia-se em principios

logicos, no segundo a justificacao refere-se a um determinado exemplo e no terceiro, e ultimo subnivel,

a justificacao é fundamentada através de argumentos de natureza dedutiva que nao estao relacionados

com nenhum exemplo especifico.
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Exemplificar. Jeannotte e Kieran (2017) consideram o processo de exemplificar como um processo
de suporte a generalizacdo e a justificacdo, uma vez que esta associado ao raciocinio abdutivo,
permitindo inferir dados acerca de um problema.

Classificar. Segundo Jeannotte e Kieran (2017), o processo de classificar consiste em identificar
pontos comuns e diferentes em objetos distintos, juntando-os ou separando-os, de acordo com as
propriedades Matematicas.

Todos os processos de raciocinio sao igualmente importantes e necessarios na aprendizagem dos
alunos, razao pela qual se torna fundamental perceber qual a relevancia dada a esta capacidade nos

programas escolares de Matematica.

2.2.4.2. 0 raciocinio nos documentos curriculares de Matematica

Segundo o Ministério de Educacao (2013), a simples aprendizagem de conceitos, algoritmos e
procedimentos ¢ insuficiente para os alunos perceberem a Matematica como uma disciplina légica e
coerente sendo necessario e essencial o desenvolvimento do seu raciocinio. Esta capacidade de
raciocinar matematicamente é mencionada, desde ha muito tempo, como um objetivo central do ensino
e aprendizagem da Matematica quer no ensino basico, quer no Ensino Secundario. Segundo o NCTM
(2008), ser capaz de raciocinar é essencial para a compreensao da Matematica, sendo que os alunos
deverao perceber que a Matematica faz sentido através do desenvolvimento de ideias, da exploracao de
fendbmenos, da justificacdo de resultados e da utilizacdo de conjeturas Matematicas em todas as areas
de conteudo.

O Programa de Matematica do Ensino Basico (Ministério da Educacdo, 2007) destaca a
importancia de os alunos raciocinarem matematicamente usando conceitos, representacoes e
procedimentos matematicos. O documento FPrincijpios e Normas para a Matematica escolar (NCTM,
2007) realca a importancia de todos os alunos: reconhecerem o raciocinio e a demonstracdo como
aspetos fundamentais em Matematica; formularem e investigarem conjeturas Matematicas;
desenvolverem e avaliarem argumentos e provas matematicas; e selecionarem e usarem diversos tipos
de raciocinios e métodos de demonstracao. Neste documento entende-se que o raciocinio matematico
seja concebido como um objetivo da aprendizagem central, sendo uma orientacdo metodoldgica para o
docente estruturar as atividades a desenvolver em sala de aula. E de salientar que o processo de
raciocinio envolve a explicacdo e a justificacao de ideias, a formulacdo e o teste de conjeturas. O

desenvolvimento do raciocinio € um processo evolutivo, que deve ser iniciado pela justificacao de passos
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e operacdes na resolucdo das tarefas evoluindo gradualmente para argumentacdes mais complexas,
podendo chegar a generalizacdes

O programa e Metas Curriculares de Matematica do Ensino Basico (Ministério da Educacao, 2013),
perspetiva uma visao mais redutora de raciocinio matematico restringindo-o praticamente, ao raciocinio
dedutivo - “o raciocinio matematico &, por exceléncia, o raciocinio hipotético-dedutivo” (Ministério da
Educacao, 2013, p. 4), nao valorizando os raciocinios indutivos e abdutivos. E possivel verificar que a
tonica deste programa curricular ¢ uma regressdo relativamente ao que até ao momento fora
perspetivado sobre o entendimento do raciocinio matematico, onde se valoriza a demonstracdo formal
em Matematica, relegando para segundo plano o raciocinio indutivo e o abdutivo e o uso de métodos
informais para justificar e generalizar, aspetos subjacentes ao entendimento amplo de raciocinio
matematico veiculado no programa de 2007.

Em 2017, foi implementado um documento de natureza curricular geral, transversal a todas as
areas curriculares, que perspetiva tudo aquilo que importa que os alunos dominem a saida da
escolaridade obrigatdria denominado de Perfil dos Alunos a Saida da Escolaridade Obrigatéria (Ministério
da Educacao, 2017). Neste documento, o raciocinio é visto como uma competéncia essencial que os
alunos devem adquirir ao longo do seu percurso escolar, uma vez que estes devem ser capazes de
colocar questdes, identificar o que pretendem descobrir e definir as estratégias que sdo mais adequadas
para chegar ao seu objetivo (Martins et al., 2017). As Aprendizagens Essenciais surgem para explicitar a
articulacdo entre o Perfil dos Alunos a Saida da Escolaridade Obrigatéria (Ministério da Educacao, 2017)
e o Programa de Matematica de 2013. Estas aprendizagens sdo definidas a partir das areas de
competéncias (Figura 10) previstas no perfil que os alunos devem aprender, tanto no que respeita as
areas que estao intrinsecamente relacionadas com os temas, processos e métodos matematicos, como
nas restantes areas em que a Matematica pode contribuir com auxilios esséncias (Ministério da

Educacao, 2017).
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Figura 10. Esquema Conceptual do Perfil dos Alunos a Saida da Escolaridade Obrigatoria (Ministério da
Educacao ,2017, p. 11)

LIBERDADE
RESPONSABILIDADE

E INTEGRIDADE

De acordo com o Perfil dos Alunos & Saida da Escolaridade Obrigatdria, no que concerne ao
raciocinio matematico as orientacbes remetem para “processos logicos que permitem aceder a
informacédo, interpretar experiéncias e produzir conhecimento”. Por outro lado, no que respeita as
competéncias na area de Resolucdo de problemas, as orientacdes apontam para "processos de
encontrar respostas para uma nova situacao, mobilizando o raciocinio com vista a tomada de decisao, a
construcao e uso de estratégias e a eventual formulacdo de novas questdes” (Ministério da Educacao,
2017, p. 20). Ainda de acordo com o mesmo documento, mas no que respeita as competéncias na area
de pensamento critico, requerem que o aluno consiga “observar, identificar, analisar e dar sentido a
informacdo, as experiéncias e as ideias e argumentar a partir de diferentes premissas e variaveis”
(Ministério da Educacao, 2017, p. 21). Este documento, ‘Aprendizagens Essenciais’, para Canavarro
(2021) possui trés aspetos que promovem o desenvolvimento da literacia Matematica. O primeiro esta
relacionado com a relacao entre a Matematica com outras areas do saber e a realidade, ou seja, 0 aplicar
dos conhecimentos matematicos em contextos reais podendo aumentar o interesse dos discentes. O
segundo ponto frisado pela autora ¢ a valorizacdo do calculo mental e a utilizacao de diversos processos
e estratégias, tendo em conta 0 numero ou a situacéo que estd a ser solucionada. O terceiro ponto
referido € a valorizacdo da estatistica e das probabilidades, para que os alunos consigam ler,
compreender e interpretar tabelas e graficos.

Em concluséao, este documento, ‘Aprendizagens Essenciais’, de acordo com Brocardo (2021), tem
muitas virtualidades na aprendizagem da Matematica, sendo uma delas colocar a Matematica mais

acessivel as criancas e jovens.
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2.2.4.3. Formas de promover o raciocinio na aula de matematica

Nas Aprendizagens Essenciais de 2021, o raciocinio integra-se no tépico “Como promover a
aprendizagem da Matematica?”. Nessa perspetiva, 0 documento pressupde um conjunto de orientacoes
metodoldgicas indispensaveis a promocado de praticas que visam a aprendizagem da matematica em
todos os anos de escolaridade e temas (Ministério da Educacao, 2021, p. 6). Segundo este documento,
¢ estritamente necessaria a disponibilizacao de tempo e espaco para que os alunos pensem, partilhem
ideias e discutam as suas producdes matematicas aquando da exploracdo de uma tarefa, sistematizando
coletivamente as aprendizagens que emergem, numa logica de autorregulacao das aprendizagens. Neste
sentido, é possivel concluir gue nas aprendizagens essenciais, atualmente em vigor, sdo recomendadas
praticas que promovam o raciocinio e comunicacdo matematica a partir de tarefas que, se querem
“poderosas e desafiantes” (p. 6).

Nesse sentido, pode dizer-se que ha um consenso a este nivel, designadamente que o grande
enfoque da promocao do raciocinio passa pela natureza das tarefas que se propdem aos discentes e a
sua acdo na sala de aula. Assim, sera analisada a importancia das tarefas tal como o tipo de tarefas
promotoras do raciocinio. Por ultimo, serdo analisadas as acdes do professor na promocao deste mesmo
raciocinio.

Tarefas. As tarefas sdo ferramentas de mediacdo fundamentais no ensino e na aprendizagem da
Matematica. Num ensino onde se pretenda que os alunos sejam proactivos na construcdo do seu
conhecimento, as tarefas assumem um papel de bastante relevancia (Ponte, 2005). Aquando da
realizacdo de uma dada tarefa, esta pode surgir de diversas formas, nomeadamente ser proposta aos

alunos pelo professor ou até mesmo ser proposta pelos proprios alunos.

Muitos sdo os argumentos que se podem utilizar sobre a importancia das tarefas, destacando-se
trés argumentos essenciais que, de certa forma, englobam a totalidade da importancia das mesmas:
v’ As tarefas nas quais os alunos se dedicam constituem, em grande medida, o dominio de
oportunidades para o aluno aprender Matematica (Stein et al., 2009, p. 131);
v’ As tarefas podem ser instrumentos de conexdo entre objetivos de aprendizagem dos alunos
(Stein et al., 2009);
v’ As tarefas podem determinar os raciocinios que os alunos desenvolvem ao resolvé-las (Stein &
Smith, 1998).
Que tipo de tarefas existem e como escolhé-las para a sala de aula? Para Ponte (2005), as tarefas
atendem a duas dimensdes consideradas fundamentais, o grau de desafio e o grau de estrutura (Figura

11). A primeira relaciona-se com a percecao do grau de dificuldade de uma questdo e varia entre o

desafio reduzido e elevado; a segunda é relativa ao grau de estrutura, variando entre tarefa aberta e
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fechada. Com base nestas caracteristicas, o autor considera que se denomina por exercicio uma tarefa
que é fechada e admite um grau de desafio reduzido; por problema uma tarefa fechada e com grau de
desafio elevado; por investigacdo uma tarefa aberta e de elevado desafio; e por tarefa de exploracdo uma

tarefa aberta, mas com grau de desafio reduzido.

Figura 11. Tipos de tarefas segundo Ponte (2005, p. 8)

Desafio reduzido
A

Exercicio Exploragdo

Fechado Aberto

Problema Investigacio

v

Desafio elevado

Relativamente ao nivel de dificuldade da tarefa, este esta ligado aos tipos de raciocinio matematico
que sao exigidos aos alunos para a sua realizacdo, bem como o nivel e o tipo de aprendizagem que lhes
proporciona. O projeto QUASAR (Quantitative Understanding: Amplitying Student Achievement and
Reasoning evidencia que as tarefas estdo presentes de forma marcante nos processos de ensino e de
aprendizagem e determinam o tipo de pensamento. Este projeto classifica as tarefas de acordo com o
nivel de dificuldade cognitiva, envolvendo a memorizacao, os procedimentos sem conexao com
significado, procedimentos com conexao com significado e fazer Matematica. Relativamente a
memorizacdo e aos procedimentos sem conexdo com significado, para os investigadores do projeto,
estes sdo considerados de baixa dificuldade cognitiva, uma vez que sdo tarefas que envolvem a
reproducao dos factos aprendidos previamente, regras, férmulas ou memorizacdo dos factos, ou
definicbes, nado tendo qualquer conexdo com conceitos ou significados que estdo por tras dos
procedimentos usados inicialmente. Este tipo de tarefas nao exige explicacdo ou, quando exigem, sao
explicacdes que focam unicamente a descricao do procedimento.

Um modo de melhorar uma compreensao conceptual da Matematica deve focar-se em torno de
tarefas matematicamente desafiantes, que promovam o pensamento flexivel, raciocinio e resolucao de
problemas (Smith et al., 2009), dando aos alunos oportunidades para partilhar e clarificar ideias,
desenvolver argumentos convincentes, desenvolver uma linguagem para exprimir ideias Matematicas e
aprender a partir de outras perspetivas (NCTM, 2000). Brodie (2010) defende que as tarefas a propor
devem considerar representacoes e resultados diversos que possam culminar em desacordos e desafios,

ou tarefas que permitam aos alunos investigar, conjeturar e justificar.
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De forma a promover o raciocinio matematico, o projeto REASON (Raciocinio matematico e
Formacao de Professores) desenvolveu principios para elaboracdo de tarefas para promover o raciocinio
Matematico. Estes principios “ndo visam processos de raciocinio especificos, mas, pela sua natureza,

podem promover um ou varios processos de raciocinio matematico” (REASON, 2019) (Quadro 9).

Quadro 9. Principios para a elaboracdo de tarefas de acordo com o Projeto REASON.

1. Incluir questdes que permitem uma variedade de estratégias de resolucéo;
Incluir questdes que envolvem uma variedade de representacoes; Principios gerais
3. Incluir questdes que incentivem e favorecam a reflexdo sobre os processos de
raciocinio utilizados;
4. Incluir questdes que incentivem a formulacdes de generalizacbes baseadas na  Principios especificos para
observacao de semelhancas e diferencas entre objetos; promover a Generalizacdo
5. Incluir questdes que incentivem a formulacdo de generalizacdes a partir do
conhecimento prévio;
6. Incluir questdes que incentivem a formulacao de generalizacdes por transformacao
das condicdes da situacao;
/. Incluir questdes que solicitem ou incentivem a justificacdo de respostas, ou de Principios especificos para
estratégias de resolucao, ou de afirmacdes Matematicas; promover a Justificacao
8. Incluir questdées que solicitem ou incentivem justificacdes de natureza diversa,
nomeadamente, com base na coeréncia logica, com recurso a exemplos genéricos
ou contraexemplos, por exaustao ou absurdo;
9. Incluir questdes que solicitem a identificacéo justificada da verdade ou falsidade de
afirmacdes Matematicas;
10. Incluir questdées que solicitem ou incentivem a analise por parte do aluno de
justificacdes apresentadas por outros;
11. Incluir questdes que incentivem o estabelecimento de uma organizacédo de objetos  Principios especificos para
com base na identificacdo de caracteristicas desses objetos; promover a Classificacdo
12. Incluir questdes que incentivem o estabelecimento de uma organizacéo hierarquica
ou partitiva por classes.

N

Acdo do professor. O professor ocupa um papel fundamental na promocao do raciocinio
matematico. Segundo o NCTM (2009), uma das ac6es fundamentais que precisa ser considerada pelos
professores para promover o0 raciocinio matematico nos seus alunos é o questionamento. Mata-Pereira
(2018) considera que “se as perguntas sao habitualmente mais provocatdrias, os alunos esperam ter
que dar respostas mais complexas e que envolvam processos de raciocinio” (p. 758). As acdes do
professor precisam de garantir oportunidades de interacdo, uma vez que “as aulas onde os alunos
expressam 0s seus pensamentos, explicando-os e justificando-os, constituem ambientes propicios ao
desenvolvimento do seu raciocinio matematico” (Araman et al., 2019, p. 470). Assim, o papel do
professor é fundamental, iniciando-se pela selecdo das tarefas apropriadas e passando pela definicao
sobre quando e como estimular o pensamento dos alunos, até culminar no constante incentivo para que
estes revelem a responsabilidade intelectual de construir e defender as suas ideias Matematicas.
Segundo Ponte (2005), uma mesma tarefa pode ser usada para diferentes objetivos curriculares, assim

como para um mesmo objetivo podem ser usadas diferentes tarefas. O professor desempenha um papel
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central neste processo competindo-lhe implementar estratégias adequadas e fomentar contextos
favoraveis ao desenvolvimento da capacidade dos alunos através de cenarios de aprendizagem assentes
em diferentes tipos de tarefas. O NCTM (2007) aponta que as “tarefas significativas, por si s6, ndo sdo
suficientes para um ensino eficaz” (p. 20), reforcando a ideia do papel do professor na criacdo/adaptacao
das tarefas assim como toda a envolvéncia implicita a aula.

Como consequéncia da resolucao das tarefas propostas aos alunos emerge a relevancia que a
discussao sobre as mesmas tem na sistematizacdo de conhecimentos matematicos. Ponte et al. (2013)
desenvolveram um quadro de analise dos momentos de discussao, onde se distinguem as acdes do
professor diretamente relacionadas com os tépicos e processos matematicos e as acdes que tém a ver

com a gestdo de aprendizagem (Quadro 10).

Quadro 10. Quadro de analise das acdes do professor para a gestdo de aprendizagens (Ponte et al., 2013, p.

59)
Convidar
Apoiar/Guiar “ Informar/Sugerir Gerir
a
Sit 3
Representar I udae;ao

Interpretar
Raciocinar
Avaliar

aprendizagem

Desafiar

Para Ponte et al. (2013), o ato de Convidar ¢ uma acdo que tem como objetivo iniciar uma
discussao; o ato de Apoiar/Guiar € um conjunto de acdes que pretendem orientar os discentes na
resolucdo de uma tarefa através de perguntas ou observacdes que apontam, de forma explicita ou
implicita, o caminho que estes podem seguir; o ato de /nformar/Sugerir abrange acdes em que o
professor da sugestdes, apresenta argumentos ou valida as respostas dos alunos; e o ato de Desafiar
consiste em desafiar os alunos a assumirem uma postura mais proactiva, no sentido de produzirem
novas representacoes, interpretarem um enunciado.

Araman et al. (2019) organizaram quatro categorias de acdes que apoiam o raciocinio matematico

(Quadro 11).
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Quadro 11. Analise das acoes do professor que apoiam o raciocinio matematico (Araman et al., 2019, p. 476)

Categorias Acoes
Convidar - Solicita resposta para questdes pontuais

- Solicita relatos de como os alunos fizeram
Guiar/Apoiar - Fornece pistas aos alunos

- Incentiva a explicacao

- Conduz o pensamento do aluno

- Focaliza o pensamento do aluno para factos importantes

- Encoraja os alunos a (re)dizerem suas respostas

- Encoraja os alunos a (re)elaborarem suas respostas
Informar/Sugerir - Valida respostas corretas fornecidas pelos alunos

- Corrige respostas incorretas fornecidas pelos alunos

- (Re)elabora respostas fornecidas pelos alunos

- Fornece informacdes e explicacdes

- Incentiva e fornece multiplas estratégias de resolucéo
Desafiar - Solicita que os alunos apresentem razdes (Justificativas)

- Propde desafios

- Encoraja a avaliacéo

- Encoraja a reflexao

- Pressiona para a precisao

- Pressiona para a generalizacéo

As acdes que o professor possa tomar podem ser ambiguas. Se, por um lado, o professor
apresenta muitas sugestdes ou até mesmo informacoes, a dificuldade da tarefa pode eventualmente
diminuir, ndo favorecendo o raciocinio matematico por parte dos discentes. Por outro, se o professor nao
colmatar as dificuldades dos discentes na resolucao de uma dada tarefa, estes podem desanimar e até
mesmo desistir da resolucdo da mesma. Entao, o professor deve acompanhar sempre que possivel 0s
discentes, recorrendo a questdes de focalizacdo, confirmacao e inquiricdo (Ponte & Serrazina (2000).
Estes mesmos autores, designam por:

v" Questdes de focalizacdo - questdes que tém por objetivo levar o aluno a seguir um determinado

percurso de raciocinio;

v" Questdes de confirmacdo - questdes para os quais o professor sabe antecipadamente a

resposta, pretendendo apenas verificar os conhecimentos do aluno;

v" Questdes de inquiricio - questdes que procuram levar o aluno a raciocinar e explicitar o seu

raciocinio, incentivando-o a comunicar e a esclarecer o professor.

Aliado ao questionamento, o professor pode incentivar os alunos a ouvir os colegas e a discutir as
ideias dos outros, eventualmente colocando também desafios. Brodie (2010) realca que o professor deve
encorajar os alunos a comunicar e partilhar as suas ideias e incentiva-los a escrever e partilhar varias
versdes do seu raciocinio. Nos momentos de discussao e reflexdo sobre as tarefas propostas, a
justificacao dos alunos deve prevalecer de forma que estes exponham as suas proprias ideias e reflitam

sobre as demais (Brodie, 2010).
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2.2.4.4. A interligacao entre o raciocinio matematico e as representacoes

O raciocinio apoia-se nas representacdes e articula-se com os processos de significacdo (sense
making que consistem em desenvolver a compreensdo de uma situacao, contexto ou conceito
conectando-o com o conhecimento existente (NCMT, 2009). Nesse sentido, a significacdo apenas ¢
possivel ao estabelecer conexdes. No Quadro 12 apresenta-se um quadro conceptual para a analise do
raciocinio que relaciona a generalizacao e a justificacdo com os raciocinios indutivo e dedutivo, assim

como a formulacéo de questdes e conjeturas.

Quadro 12. Quadro conceptual para analise do raciocinio (Mata-Pereira & Ponte, 2011)

Significar
(“Sense making”)

Formular
conjeturas

Testar

Formular

Generalizar Justificar
questoes e usar
. . - Informalmente
- Especificas F T propriedades _ Formalmente
conjeturas matemadticas
Indugéo e abdugdo Dedugéo

REPRESENTAR

Linguagem natural, pictodrica, algébrica, geométrica ...

Como se constata, o raciocinio matematico apoia-se nas representacdes articulando-se com 0s
processos de representacdo e significacdo. De acordo com Mata-Pereira e Ponte (2011), os raciocinios
indutivo e abdutivo ocorrem sobretudo durante a formulacdo de conjeturas, enquanto o raciocinio
dedutivo tem lugar em especial durante o teste e a justificacado. O raciocinio dedutivo, enquanto aspeto
da significacao, ajuda a compreender o significado do que esta a ser demonstrado, a ver o que é verdade,
mas também porque € que é verdade (Hanna, 2000). Deste modo, relacionar o raciocinio com as
representacdes e a significacdo é essencial, ndo so para o desenvolvimento do raciocinio, mas também
para a compreensdo da Matematica.

As representacdes, na maioria das vezes, servem de suporte do pensamento humano, estando
estritamente ligadas ao raciocinio matematico (NCMT, 2007; Ponte et al., 2012). Assim sendo, as
representacdes devem ser “tratadas como elementos essenciais no apoio a compreensao, por parte dos
alunos, dos conceitos e das relacdes Matematicas, na comunicacao de abordagens, argumentos e
conhecimentos matematicos” (NCTM, 2007, p. 75). Stylianou (2010) advoga que as representacoes
ajudam a interpretar, a sistematizar e a compreender a informacao dada no enunciado, a explorar e a

perceber qual a melhor forma de chegar a uma resposta correta, bem como a monitorizar e a avaliar o

38



processo de resolucao de um dado problema. Na sua perspetiva, as representacbes constituem
igualmente uma forma de comunicar sobre os conceitos em causa.

Aquando da resolucdo de um problema, o aluno depara-se com a escolha apropriada da
representacdo a usar, que em certa medida depende da sua interpretacao (sence making (NCTM, 2009).
De acordo com Stylianou (2010), ndo raras vezes, os alunos revelam muitas dificuldades em selecionar
as representacdes mais apropriadas para servir de base aos seus raciocinios. Na sua perspetiva, as
dificuldades que muitas vezes os discentes revelam ao nivel das representacdes podem dever-se as
concecdes dos seus professores, uma vez que estes baseiam o0 seu ensino nas suas proprias
representacdes, formadas enquanto alunos (Stylianou, 2010). Na verdade, “quando os alunos
conseguem aceder as representacdes Matematicas e as ideias que elas expressam, ficam com um
conjunto de ferramentas que aumentam significativamente a sua capacidade de pensar
matematicamente” (NCTM, 2007, p. 75). Tal como mencionado pelo NCTM (2007), pode-se concluir
que as representacdes Matematicas estdo interligadas ao raciocinio matematico. De facto, dada a
natureza abstrata dos objetos matematicos, s € possivel raciocinar sobre esses objetos usando
representacoes. A representacao é um processo matematico que leva os alunos a apresentarem as suas
ideias. Nesta perspetiva, ao usarem as representacdes, os discentes compreendem o que estao a fazer,
pois as representacdes apoiam o seu pensamento. Assim, para conhecer o0 seu raciocinio, € necessario
que estes comuniquem, sendo isso possivel através de diferentes representacdes. Kalathil e Sherin
(2000) referem que as representacdes dos alunos dao informacdes sobre o que pensam, sobre o seu
conhecimento e como este é construido e partilhado. Segundo o NCTM (2007), as representacdes nao
s0 ajudam os discentes a desenvolverem a compreensao dos topicos matematicos, mas também servem
de suporte do raciocinio, permitindo obter resultados e tirar conclusées. Uma vez que nao é possivel
aceder diretamente ao raciocinio matematico, somente através das representacdes produzidas pelos
alunos é que os professores poderao compreender os seus modos de raciocinio e de criar “métodos de
ensino capazes de desenvolver poder matematico” (Goldin, 2002, p. 198). Uma vez que existem
diferentes formas de representar e que estas estao interligadas, importa perceber quais as vantagens e

desvantagens do uso das diferentes representacdes no ensino e na aprendizagem.

2.2.4.5. 0 raciocinio matematico na aprendizagem de funcoes

O principal objetivo do ensino da Matematica é promover o desenvolvimento do raciocinio dos
alunos “o que justifica o importante papel da Matematica em todos os sistemas educativos” (Ponte, et

al., 2012, p. 2).
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Ao raciocinio matematico estao associadas diversas formas de pensamento importantes para todos
aqueles que fazem Matematica, tais como: prever resultados, essenciais para a formulacdo de
conjeturas; questionar solugcdes, mesmo as corretas; procurar padroes; recorrer a representacdes
alternativas; analisar e sintetizar. (Domingos, et al., 2013, p. 8)

Na perspetiva de Abrantes et al. (1999), o raciocinio matematico ¢ uma certa “atividade
intelectual” (p. 34). Segundo estes autores, para que os alunos desenvolvam esta ‘atividade intelectual’
¢ necessaria a existéncia de diferentes contelidos, a cada um dos quais se associa uma variedade de
raciocinios, respetivamente: Aritmética, Algebra, Geometria, entre outros. Assim, o ensino da Matematica
tem por base uma diversidade de tipos de raciocinio.

O raciocinio algébrico esta associado ao dominio de Algebra, que inclui a capacidade de manipular
simbolos. O pensamento algébrico, que proporciona a compreensdo da generalizacdo, associada a
Matematica e nao apenas a exploracao de situacdes de aprendizagem computacional, inclui a capacidade
de manipular simbolos, de lidar com calculo algébrico e com funcdes, assim como a aptiddo para
trabalhar com outras estruturas Matematicas e usa-las na interpretacao e resolucdo de problemas
matematicos (Kilpatrick & Izsak, 2008). Para o NCTM (2007), o pensamento algébrico diz respeito ao
estudo das estruturas, a simbolizacdo, a modelacéo e ao estudo da variacdo. Blanton e Kaput (2005)
definem pensamento algébrico como “um processo no qual os alunos generalizam ideias Matematicas
a partir de um conjunto de casos particulares, estabelecendo essas generalizacdes através do discurso
da argumentacdo, expressando-as gradualmente de modos formais e apropriados a idade” (p. 413).

Face ao supracitado, o raciocinio algébrico é influenciado pelo pensamento algébrico pois usa o
célculo algébrico, bem como as funcdes e estruturas matematicas na interpretacdo e resolucdo de
problemas. Para Kaput (2008), o pensamento algébrico esta associado a dois aspetos essenciais:
formular e expressar generalizacdes gradualmente das formais para as convencionais; e raciocinar com
representacdes simbodlicas através da sua manipulacao. Estes aspetos essenciais integram as trés
abordagens escolares da Algebra: (1) a Algebra como estudo das estruturas e sistemas generalizados
dos calculos e das relacdes numéricas (aritmética generalizada); (2) a Algebra como estudo das funcées,
relacdes e variacoes (relacdes funcionais); e (3) a sua aplicacdo em situacdes de modelacao para exprimir
e formalizar generalizacdes. Kaput (2008) referencia o raciocinio funcional como um dos principais eixos
do pensamento algébrico. Importa entdo perceber o que € o raciocinio funcional.

O raciocinio funcional é descrito por Blanton (2008) como um processo de raciocinio que €
utilizado na construcdo da generalizacao de padrdes e relacoes. Neste processo faz-se uso de varios
recursos, nomeadamente, ferramentas linguisticas e representacionais permitindo a exploracdo das

relacdes generalizadas ou recorre-se as funcdes que o constituem. Ainda segundo esta autora, o centro
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do raciocinio funcional ¢ a relacao entre duas grandezas particulares, usando uma regra (lei de formacao)
de correspondéncia. Smith (2008) salienta que aquando da utilizacdo do raciocinio funcional, os alunos
necessitam de recorrer ao pensamento representacional, centrando-se particularmente na relacdo entre
duas ou mais quantidades de variaveis. Este tipo de pensamento permite a transicao de relacdes
particulares para a generalizacao entre os casos.

Os alunos ao explorarem relacdes que envolvem correspondéncias e variacdes desenvolvem o
raciocinio funcional. Smith (2003) considera trés formas distintas de analisar estas relacdes: (1) O
pensamento recursivo, na descoberta da variacao de valores; (2) O pensamento covariacional, analisando
a forma como duas quantidades variam simultaneamente e considerando a variacdo como uma parte
explicita e dinamica da descricdo de uma funcao; (3) A relacdo de correspondéncia, que consiste na
identificacao da correlacéo entre cada valor da variavel independente e o da variavel dependente.

Trigueros e Ursini (2003) consideram que “o desenvolvimento da linguagem algébrica e a sua
utilizacdo requer o desenvolvimento do conceito de varidvel como um Unico conceito multifacetado que
inclui diferentes aspetos” (p. 1). Estas autoras propuseram uma categorizacdo para o conceito de
variavel, apresentando as seguintes categorias (Quadro 13): variavel como incégnita; variavel como

numero generalizado; e variavel em relacdes funcionais.

Quadro 13 Categorizacdo para o conceito de variavel (Trigueros & Ursini, 2003)

Variavel Conceptualizacao e Interpretacao dos Manipulacao
representacao simbolos

Como De uma incégnita numa Como incdgnita Fator, simplificacéo,

incégnita situacao particular e/ou especifica numa expansao, transpor ou
numa equacao. equacao. equilibrar numa equacao.
De um numero generalizado
envolvido em métodos gerais Como generalizacdo em e

Como . N o Fator, simplificacao e

. ou regras deduzidas de expressoes algébricas ou . .
nimero - y N expansao para rearranjar
. padrdes numéricos e/ou em expressoes de ~
generalizado expressoes.

Em relacoes
funcionais

geomeétricos e/ou familias
de problemas similares.

De Relacoes funcionais
(correspondéncias e
variacao) através de tabelas,
graficos ou representacoes
analiticas.

métodos gerais.

Representando
correspondéncia e
variagao conjunta em
representacoes
analiticas, tabelas e
graficos.

Fator, simplificacao,
expansao para rearranjar
uma expressao, substituir
valores para determinar
intervalos de variacao,
valores maximo/minimo e
comportamentos globais
das relacdes

Kieran (1992) distingue trés modos de representar relacdes funcionais: (1) Geometricamente,

usando esquemas, diagramas, graficos, entre outros; (2) Aritmeticamente, com recursos a numeros,
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tabelas ou pares ordenados; e (3) Algebricamente, através do uso de simbolos literais, formulas e
correspondéncias. Percebe-se porque é que esta autora afirma o quanto ¢ importante para a
aprendizagem dos alunos terem tarefas que Ihes permitam recorrer a varios tipos de representacao, pois
ajuda-os a interpretar e analisar as relacoes existentes entre as variaveis e permite-lhes desenvolverem
gradualmente 0s seus raciocinios para processos como a generalizacdo e a abstracdo. A envolvéncia da
construcao, interpretacdo e manipulacdo de representacdes de uma relacdo funcional entre duas
variaveis independentemente da sua representacao, proporcionam o contacto com varios aspetos de
natureza algébrica. Resumidamente, a melhor forma de evidenciar a importancia deste raciocinio é a

afirmacao de que o raciocinio funcional € um caminho para o pensamento algébrico.

2.3. Estratégias de Intervencao
Este subcapitulo especifica as metodologias de ensino e de aprendizagem implementadas na

minha intervencao pedagogica e a recolha e tratamento de dados.
2.3.1. Metodologias de ensino e de aprendizagem

As recomendacdes atuais para o ensino de Matematica apontam para a valorizacao da aquisicao
do conhecimento matematico com compreensao, incluindo formas de comunicar aos outros o raciocinio
e as estratégias de resolucdo de problemas matematicos (Ruthven et al., 2011). Partindo desta
perspetiva, Canavarro et al. (2012) consideram que o ensino direto, que tem subjacente a ideia de
transmissdo de conhecimentos do professor seguidamente da realizacdo de tarefas por parte dos
discentes, ndo é o mais ajustado para lidar com as atuais exigéncias curriculares. Os alunos precisam
de oportunidades para realizar tarefas que lhes permitam raciocinar matematicamente, atribuindo
sentido ao seu conhecimento. Este conhecimento surge da discussao coletiva sobre a resolucao das
tarefas que lhes sao propostas (NCTM, 2000; Ponte, 2005). Neste contexto, o ensino exploratério revela-
se apropriado para que o aluno adquira conhecimento matematico, pois esta centrado no trabalho do
aluno, sendo que a sua aprendizagem ocorre “nao de ouvir diretamente o professor ou de fazer esta ou
aquela atividade pratica, mas sim da reflexao realizada pelo aluno, a propésito da atividade que realizou”
(Ponte, 2005, p. 15). No ensino exploratorio, o conhecimento emerge em consequéncia do trabalho com
tarefas matematicamente mais valiosas, realistas e complexas que desencadeiam a necessidade ou
apresentam a vantagem da partilha de estratégias e ideias matematicas. Esta partilha é discutida e
sistematizada com toda a turma num processo em que o professor desempenha um papel relevante de

organizador (Canavarro, 2011).
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De acordo com Stein et al. (2008) e Canavarro (2011), uma aula de ensino exploratério encontra-
se organizada em trés fases: a fase de ‘lancamento’ da tarefa, a fase da ‘exploracdo’ pelos alunos e a
fase de ‘discussdo e sintetizacdo’. Na primeira fase é apresentada a tarefa a turma e o professor deve
assegurar, em poucos minutos, que estes entendam o que se espera que facam, assim como o tempo
destinado a mesma (Anghileri, 2006). Na segunda fase, o professor apoia os discentes no trabalho
autonomo quer realizado individualmente, quer em pares, procurando garantir que haja uma participacao
ativa de todos os alunos (Stein et al., 2008). Na terceira fase, o professor promove a discussdo, ndo
apenas gerindo as intervencdes e interacdes dos diferentes alunos, mas também promovendo a
qualidade Matematica das suas explicacdes e argumentacdes (Ruthven el al., 2011).

Considerando tais pressupostos, pautei as minhas estratégias de ensino recorrendo as fases que
organizam o ensino exploratdrio. Na primeira fase, traduzi a minha acdo através da apresentacédo de
tarefas a turma, o que exigiu uma interpretacdo das mesmas, esperando que os alunos entendessem o
que era necessario fazer e que se sentissem desafiados a resolvé-las (Anghileri, 2006; Canavarro, 2011;
Stein et al., 2008). Seguindo as indicacdes de Anghileri (2006), planeei o desenvolvimento do trabalho
estabelecendo o tempo necessario a realizacado das diferentes fases da tarefa e defini os recursos e os
modos de trabalho dos discentes. Aquando da planificacao das tarefas, tive em atencédo os principios do
projeto REASON (Quadro 9) de forma a promover o raciocinio matematico dos alunos.

Na segunda fase, exploracdo da tarefa, os alunos trabalharam autonomamente em pares. Na
realizacdo das tarefas, aquando das eventuais duvidas dos alunos, tive em atencédo dois fatores: tentar
nao diminuir o grau de exigéncia cognitiva da tarefa (Stein & Smith, 1998); e ndo uniformizar as
estratégias de resolucdo, de forma a promover ‘discussdo’ na fase seguinte. O acompanhamento
prestado por mim tornou-se, a este nivel, tdo importante como a escolha das tarefas. Procurei, assim,
através das acdes que promovem o raciocinio, guiar, apoiar, sugerire desafiar (Ponte et al., 2013; 2017)
os alunos na resolucao das tarefas, disponibilizando-lhes tempo suficiente para que conseguissem
superar as dificuldades surgidas. Paralelamente, procurei sempre encorajar os alunos a salientarem as
suas ideias e estratégias de forma que apresentassem uma justificacdo valida com uma correta
comunicacao matematica. Ao desafiar os alunos procurei incentivar a sua autonomia na resolucao da
tarefa, procurando que delineassem todos os procedimentos e fases para essa resolucao, “seja em
termos de representacao, da interpretacao de enunciados, do estabelecimento de conexdes, ou de
raciocinar, argumentar ou avaliar” (Ponte et al., 2013, p. 59). A realizacao de atividades desta natureza

permitiu aos discentes que procurassem novas formas de representacdo, estabelecessem novas

43



conexdes, refletissem e avaliassem a situacao, generalizassem os resultados obtidos e justificassem os
seus raciocinios (Araman et al., 2019).

A fase da ‘discussdo e sistematizacdo’ é a ocasido mais apropriada para que sejam expostas
conexdes e significados matematicos, traduzindo-se num momento de reflexdo que pode permitir aos
alunos ligar ideias sobre varios temas e reforcar aspetos fundamentais dos processos matematicos
transversais, como a comunicacdo, a resolucdo de problemas e o raciocinio matematico. De forma a
atingir em plenitude os objetivos propostos, tentei reger-me pelas conclusdes de Stein et al. (2008), que
vao além do ‘mostrar e dizer'. Neste contexto, antecipei possiveis dificuldades dos alunos; monitorizei o
trabalho dos alunos, recolhendo a informacao necessaria; selecionei 0s aspetos a salientar durante a
discussao; sequenciei as intervencoes dos alunos; e estabeleci conexdes entre as diversas resolucdes
dos alunos.

No final da discussao, geri o discurso na procura de institucionalizar as aprendizagens que o0s
alunos deviam reconhecer e partilhar, surgindo novos conceitos ou procedimentos emergentes da
discussdo da resolucdo das tarefas ou aperfeicoando conceitos e procedimentos ja conhecidos e
aplicados. Nesta fase, procurei estabelecer conexdes com situacdes anteriores e/ou reforcar aspetos
fundamentais dos processos matematicos transversais, como a representacdo, a resolucdo de
problemas, o raciocinio matematico e a comunicacdo matematica (Canavarro, 2011, Stein et al., 2008).

A intencdo subjacente ao desenvolvimento do ensino exploratorio consistiu em fazer com que 0s
alunos construissem o seu conhecimento matematico (factos e procedimentos matematicos) com
significado, levando-os, consequentemente, a desenvolver uma compreensdo mais profunda da
Matematica (Canavarro, 2011). Com efeito, comecei por escolher criteriosamente as tarefas tendo
sempre como referéncia os principios promotores do raciocinio matematico e planificar a respetiva

exploracao.

Tarefas. Durante o processo de selecdo das tarefas que integraram as minhas estratégias de
ensino e de avaliacdo pedagogica, além dos fatores supramencionados, considerei o conteudo
matematico intrinseco a tarefa, as caracteristicas dos alunos e os modos de aprendizagem Matematica
que os possibilitam (NCTM, 2007). A qualidade, a natureza e a adequacao das tarefas podem influenciar
e estruturar a forma como os discentes raciocinam matematicamente, servindo para limitar ou ampliar
a compreensao dos conceitos envolvidos. Assim, propus tarefas simultaneamente desafiantes e
estimulantes (Menezes, 2000). Propor uma tarefa com o objetivo de ‘verificar o que foi assimilado’ pode
nao ser muito eficiente, pois a maioria das tarefas que tém como foco a verificacdo é de memorizacao,

e este tipo de tarefa possui baixo grau de dificuldade cognitivo. De acordo com o projeto REASON
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diversifiquei o tipo de tarefas propostas em sala de aula, uma vez que todos os tipos sdo fundamentais
para uma aprendizagem significativa. Complementarmente, e de acordo com Brodie (2010) e os
preceitos do projeto REASON, as tarefas que propus apresentavam representacdes e resolucdes diversas,
de forma a culminar em desacordos e desafios, ou tarefas que permitiam aos alunos investigar,
conjeturar e justificar. Assim, nas tarefas que propus, tentei incluir questées que: (i) permitissem uma
variedade de estratégias de resolucao [P.Geral_1]; (ii) envolvessem uma variedade de representacoes
[P.Geral_2]; (iii) incentivassem e favorecessem a reflexdo sobre o0s processos de raciocinio
utilizados[P.Geral_3]; (iv) solicitassem ou incentivassem a justificacao de respostas, ou de estratégias de
resolucdo, ou de afirmacdes matematicas [P.Justificacdo_7]; (v) formulassem generalizacdes quer
através de semelhancas entre objetos [P.Generalizacdo 4], quer a partir de conhecimentos prévios
[P.Generalizacdo_b]. De forma a promover uma maior interacdo, e tal como como é proposto pelo

modelo de ensino exploratorio, os alunos trabalharam em pares.

Trabalho em pares. A diferenca entre a metodologia tradicional que rege os processos de ensino
e de aprendizagem e a metodologia cooperativa é que enquanto a primeira incide numa aprendizagem
individual segundo a qual as atividades a realizar dependem em exclusivo do rendimento individual, a
segunda tem como base uma aprendizagem partilhada (Alarcdo & Canha, 2014). Assim, é de extrema
importancia aprender a viver e a interagir em pares/grupos, respeitando as ideias dos colegas, discutindo
as melhores estratégias de resolucdo de tarefas/problemas. O trabalho de pares permitiu que os alunos
interagissem estimulando a discussdo quer na interpretacdo, quer na resolucdo das tarefas. Porém, em
sala de aula, trabalhar em pares tornou-se um desafio para mim, pois, se por um lado, ndo estava
habituada a este tipo de ensino, por outro, sentia dificuldade em acompanhar todos os pares em
simultaneo. Assim, aquando da realizacdo do trabalho tentei orientar, moderar e facultar os recursos
necessarios a realizacado das tarefas, colocando questdes individuais e a turma de forma a suscitar
comentarios e sugestoes, criando oportunidades para uma participacao alargada e equitativa dos alunos
(Gutstein, 2013; Rubin & Hayes, 2010). Tal como referenciado por Freitas e Freitas (2003), o trabalho
em pares contribuiu para uma reducéo da ansiedade, da inseguranca e do sentimento de incapacidade
dos alunos com mais dificuldades face a uma tarefa ou a um objetivo, pois estes sentiam-se mais seguros
com a interajuda do seu colega. Na verdade, isso foi bem notorio ao longo das aulas, sentindo-se
progressivamente os alunos mais a vontade para colocar questdes e interagir com os intervenientes na

sala de aula.

45



2.3.2. Recolha de dados

De forma a avaliar as estratégias da minha intervencao pedagogica utilizei diferentes métodos de
recolha de dados: (1) Observacao; (2) Gravacao de audio e video; (3) Producdes escritas dos alunos; e

(4) Questionarios.

(1) Observacdo. A observacao do que acontece na sala de aula é intrinseca a acédo do professor
em prol das atividades que pretende que os alunos realizem. Entre a observacéo participante e a
observacao nao participante, considero que a observacao direta dos discentes em sala de aula se tornou
um fator fundamental da minha pratica pedagégica sobretudo nos momentos de trabalho auténomo de
diade ou triades. Este tipo de observacao permitiu-me compreender a interacao gerada entre os alunos,
0s processos de raciocinio que surgem aquando da interacédo e discussao sobre a resolucao de uma
dada tarefa, percebendo que tipo de dificuldades emergem ao nivel dos conhecimentos matematicos.
Com efeito, a observacdo em ambientes naturais apresenta muitas vantagens, designadamente: a
espontaneidade dos comportamentos dos participantes (Kenrick et al, 1999); a possibilidade de observar
os eventos do mundo real a medida que ocorrem; a percecao da realidade do ambiente em estudo,
viabilizando a obtencdo de um retrato mais fiel da situacdo e uma menor probabilidade de produzir
variabilidade residual ou mesmo de manipular as situacées. A observacéo de aulas também tem, no
entanto, as suas limitacdes. Assim, aquando da observacao, nao é produtivo parar a meio da mesma ou
de um diadlogo com os interlocutores para tomar notas, ou gravar tudo o que vai ocorrendo, sendo
necessario alguma seletividade naquilo que se pretende registar. Devemos notar igualmente que, em
algumas situacdes, os critérios de selecao dos eventos a observar nao sao tao obvios quanto se deseja,

podendo haver a necessidade de proceder a sua adequacao, tarefa nem sempre facil de fazer.

(2) Gravacédo de audio e video. Todas as sessdes de trabalho realizadas na intervencdo pedagogica
foram gravadas em audio e video, com a respetiva autorizacdo da Direcado da Escola, bem como dos
encarregados de educacao dos alunos intervenientes neste estudo (Anexo 1). Para o NCTM (2007), as
gravacoes fazem parte das técnicas de avaliacao utilizadas pelos professores, visto que a interacado entre
0s varios intervenientes na sala de aula pode orientar possiveis mudancas e, por outro lado, permite ao
professor refletir sobre decisdes que toma na aula. As gravacdes das aulas permitiram descrever
momentos de discussdo sobre a resolucdo das tarefas propostas. Nas gravacoes audio, foi possivel
captar alguns dos dialogos das intervencées, assim como gravar os dialogos durante a realizacao da
discussao entre os pares sobre as atividades realizadas. Todas as gravacdes foram analisadas, sendo

que, em algumas situacoes, a analise ajudou-me a refletir sobre as atividades das sessoes de trabalho,
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em particular sobre as perguntas e as respostas apresentadas pelos estudantes durante a sessao. Tal
como a observacao direta, a gravacao audio/video das aulas também possui desvantagens. No momento
da transcricao do registo oral para o escrito, senti necessidade de visualizar repetidamente as gravacoes,
até sentir ter conseguido ser o mais fiel possivel nas transcricdes. O processo de transcricdo foi um
processo demorado, bastante complicado, & que despendeu bastante tempo na sua execucdo. Em
contrapartida, as vantagens superam as desvantagens, uma vez que proporcionam uma analise mais
detalhada e permitem ainda ilustrar situacdes de um modo mais fidvel do que com o uso exclusivo de

registos escritos.

(3) Producides escritas dos alunos. A recolha documental tem como objetivo “selecionar, tratar e
interpretar informacao bruta existente em suportes estaveis [...] com vista a dela extrair algum sentido”
sobre o estudo a que corresponde a investigacdo (Carmo & Ferreira, 2008, p. 73). Sendo a comunicacéo
escrita considerada uma dimenséao relevante em todas as areas curriculares e particularmente valorizada
nas orientacdes oficiais na area da matematica (Ministério da Educacao, 2007, 2021), as producdes dos
alunos assumem neste trabalho “uma forma de comunicacdo que tem um papel complementar
fundamental [na] aprendizagem” (Ministério da Educacéo, 2007, p. 45). Na promocao de representacdes
que potenciem os processos comunicativos (Boavida et al., 2008) procurei “incentivar os alunos a
clarificar os conceitos matematicos através de processos de comunicacdo, promovendo (...) o registo
escrito das suas estratégias de resolucdo de problemas” (Ministério da Educacdo, 2007, p. 45), dado
que os registos escritos “ajudam a vincar as ideias, servem de apoio a reflexdo e ao aprofundamento por
parte dos alunos e privilegiam momentos de retorno ao conhecimento construido” (p. 45). Foi neste
pressuposto que foram analisadas as resolucdes escritas das tarefas propostas aos alunos. Como por
fim se vera, elas ajudam a compreender melhor o raciocinio dos alunos no decorrer das discussdes

coletivas.

(4) Questionarios. No inicio do ano letivo, os alunos responderam a um questionario inicial (Anexo
2) que me facultou um conhecimento mais abrangente sobre a turma, e especificamente sobre os
conhecimentos dos discentes acerca das tematicas raciocinio e representacdes. No final da minha
intervencao pedagdgica, foi realizado um outro questionario (Anexo 3), que teve como finalidade conhecer
as opinides dos alunos sobre as estratégias/metodologias de ensino utilizadas na aprendizagem das
funcdes. Este questionario é constituido por duas partes, sendo a primeira composta por vinte € nove
questdes de resposta fechada em que as perguntas obedecem a uma escala do tipo Likert. A segunda
parte é constituida por perguntas de resposta aberta, que pretendem aferir as suas opinides sobre

vantagens e desvantagens das tematicas em estudo. De forma a ter uma melhor percecao sobre as
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diferentes tematicas, a primeira parte do questionario foi subdividida em cinco dimensdes subjacentes a
percecdo dos alunos relativamente: (1) as tarefas propostas; (2) ao trabalho em pares; (3) as
representacdes; (4) ao raciocinio; (5) as acdes promovidas pela professora na promocao do raciocinio.
As respostas aos itens formulados em cada umas destas dimensdes estdo classificadas em cinco
categorias: Discordo Totalmente (DT); Discordo (D); Nem concordo nem Discordo (NCND); Concordo (C);
e Concordo Totalmente (CT). Todos os questionarios foram respondidos individualmente, através do

Google Forms.

2.3.3. Analise dos dados

As producdes escritas dos alunos em paralelo com as gravacdes audio/video foram a base para
a interpretacdo dos seus processos de raciocinio. Neste relatorio de estagio, a analise dos dados foi
realizada através da analise de contetdo, que, segundo Bardin (2011), é uma técnica cuja finalidade é
tratar e interpretar os dados recolhidos, permitindo “a inferéncia de conhecimentos relativos as condicdes
de producao/rececao (variaveis inferidas)” (Bardin, 2011, p. 47). A analise efetuada teve como ponto de
partida a organizacdo proposta por Bardin, ou seja, a organizacdo em trés polos cronologicos: 1. Pré-
analise; 2. A exploracdo do material; 3. O tratamento dos resultados, a inferéncia e a interpretacdo. A
primeira fase citada respeita a organizacdo e sistematizacdo de ideias, sendo selecionados os
documentos que serdo submetidos a analise, formuladas hipoteses e objetivos e elaborados indicadores
(Bardin, 2009). Na segunda fase, Bardin (2009) aponta as operacdes de codificacdo, que correspondem
as transformacdes dos dados recolhidos em recortes agregados que permitam representar o contetido
em unidades. Nesta etapa, foram utilizadas as seguintes regras: exaustividade, que tem em conta todo
o contetido sem deixar de fora excerto ou quaisquer elementos; exclusividade, que separa 0s mesmos
elementos dentro de uma Unica categoria; objetividade, que permite que codificadores diferentes
classifiguem os elementos propostos nas mesmas categorias; e pertinéncia, que garante que as
categorias estejam relacionadas com os objetivos propostos.

Atendendo a natureza do objetivo delineado, adotei uma abordagem qualitativa e interpretativa,
através da observacado participante. Fui observadora participante na medida em que observei
cuidadosamente as aulas e participei na atividade de recolha de dados, com o intuito de compreender a
atividade Matematica dos alunos na resolucao das tarefas propostas em contexto de sala de aula (Bogdan
& Biklen, 1994). Com esta finalidade, os dados foram recolhidos através das resolucdes das tarefas
propostas pelos alunos no estudo de tdépicos de funcdes antes da sua discussao no grupo turma. A

analise de dados assentou na analise do contetido dessas resolucdes, sendo traduzida pelas frequéncias
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dos tipos de resposta consideradas corretas (C), parcialmente corretas (PC), incorretas (l) e néo
respondidas (NR). Considerei que tais tipos de resposta traduzem a capacidade do aluno em se apropriar,
na representacao grafica, dos topicos em estudo através da compreensao das propriedades que os
definem.

Atendendo ao objetivo do estudo, a analise de conteudo foi realizada de acordo com as seguintes
categorias: (i) processos de raciocinio, incluindo o seu nivel de complexidade; (i) representacdes; e {iii)
significacao. Nos processos de raciocinio dei atencdo a formulacdo de conjeturas, ao seu teste de
verificacdo, bem como a justificacdo apresentada. Nas representacdes, pretendi essencialmente
identificar os tipos de transformacdes usados, procurando analisar os tratamentos e as conversoes.
Finalmente, a significacdo pretende analisar a incidéncia deste aspeto durante a realizacdo de cada tarefa
por parte dos alunos.

Sendo varios 0s aspetos a evidenciar ao longo da minha pratica pedagogica, importa salientar a
colocacdo no texto da informacédo que resulta da analise dos dados recolhidos. Assim, a informacéo
proveniente da observacao de video e audio é contemplada no texto sob o codigo (OGAVn_#), em que n
representa o nimero da aula analisada e # representa o nimero do momento da aula em analise. No
que respeita as producdes dos discentes, em termos individuais, estas encontram-se codificadas sob o
codigo An, enquanto as producdes de pares sao codificadas com Gn, em que n representa um numero
identificador do aluno e do par, respetivamente.

Seguidamente, apresenta-se no Quadro 14 a codificacao referente aos niveis de complexidade do

raciocinio que resultam da analise das resolucdes dos alunos.

Quadro 14. Codificacao referente as caracteristicas dos niveis de complexidade do raciocinio.

Caracteristicas do nivel de complexidade do raciocinio Codificacao
0 raciocinio nao tem qualquer justificacao incluida. [N_O]
Justificacoes que dependem de outros individuos ou de materiais de referéncia. [N_I]
Justificacao que tem como base um exemplo particular. [N_2]
Justificacao de natureza dedutiva, sendo que a justificacdo se baseia em principios 16gicos. [N_3A]

Justificacao de natureza dedutiva, sendo que a justificacao se refere a um determinado exemplo.  [N_3B]
Justificacao de natureza dedutiva, em que, a justificacao é fundamentada através de argumentos  [N_3C]
de natureza dedutiva que nao estao relacionados com nenhum exemplo especifico.

Na medida em que a “(...) analise de conteudo se faz pela pratica” (Bardin, 2009, p. 51), o proximo

capitulo apresentara a exploracao do material, tratamento dos dados, a inferéncia e a interpretacao.
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CAPITULO 3
INTERVENCAO PEDAGOGICA

Este capitulo tem como finalidade descrever, analisar e interpretar a informacéo recolhida nas

aulas que lecionei sobre o tema que orientou a minha acao educativa (Tabela 4).

Tabela 4. Sintese da intervencdo pedagogica

Aula Topico Objetivos

1 Circunferéncia e circulo Deduzir a equacado reduzida da circunferéncia e do
circulo.

2 Paridade de funcdes Estudar a paridade de funcdes.

3 Transformacdes de funcdes quadraticas Efetuar transformacdes geométricas de graficos de
fungdes quadraticas.

4 Resolucao de problemas envolvendo a funcdo  Resolver problemas envolvendo a funcao quadratica.

quadratica
5 Func&o definida por ramos Estudar funcdes definidas por ramos.
6 Funcao raiz quadrada e raiz cubica Estudar a funcéo raiz quadrada e funcéo raiz cubica.

Com o intuito de explicitar a minha intervencao pedagogica, descrevo e interpreto momentos da
mesma em torno dos seguintes topicos lecionados: (i) Resolucao de problemas envolvendo a funcao
quadratica (aula 4); (ii) Funcao definida por ramos (aula 5); e (iii) Funcao raiz quadrada e a funcao raiz

cubica (aula 6).

3.1. Resolucao de problemas envolvendo a funcao quadratica

Posteriormente ao estudo da funcdo quadratica, seguiu-se a aplicacdo de conhecimentos
adquiridos através da resolucao de duas tarefas (Plano de Aula 1, Anexo 3). Estas tarefas, a par do topico
em estudo, tinham como finalidade: (1) criar oportunidades para os alunos operacionalizarem 0s
processos de justificacdo e de generalizacao; (2) possibilitar o desenvolvimento do raciocinio matematico.
De acordo com o projeto REASON, ambas as tarefas permitem uma variedade de estratégias de resolucao
[P.Geral 1], envolvendo uma variedade de representacdes [P.Geral 2]. Aliado a estes dois principios,
estas tarefas incitam essencialmente a justificacdo [P.Justificacdo 7] e a generalizacdo [P.Generalizacédo
5].

A primeira tarefa explorada denominou-se ‘O salto do gafanhoto’ (Figura 12).
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Figura 12. Enunciado da tarefa - O salto do gafanhoto

Tarefa 1. O salto do gafanhoto

QO Tomas encontrou um gafanhoto em cima de um muro. A dado momento, o gafanhoto saltou para o chao. Na
tabela seguinte, estao registadas algumas das alturas atingidas pelo gafanhoto, t segundos depois de iniciar o

salto:

t (segundos)

1

2

3

a (centimetros)

120

90

0

Considera que a altura atingida pelo gafanhoto t segundos apés iniciar o salto pode ser definida por uma funcao
quadratica, a(t), e que t = 1 é o maximizante da funcao.

a) Determina a altura do muro.

b) No contexto da situacao descrita, para que valores de t a expressao a(t) tem significado? Justifica.
¢) Qual foi a altura maxima atingida pelo gafanhoto? Explica como procedeste para chegar a resposta
Desde que iniciou o salto, quanto tempo esteve o gafanhoto acima de meio metro de altura? Apresenta o resultado

arredondado as décimas de segundo.

Fonte: ipsilon, 10.° ano, Raiz Editora (Adaptado)

A analise das respostas dos alunos a primeira tarefa proposta (Figura 12) permitiu identificar o

tipo de resposta que deram a cada um dos itens da tarefa (Tabela 5).

Tabela 5. Percentagem (%) dos tipos de resposta aos itens da tarefa — O salto do gafanhoto (n = 9)

Tipo de resposta

Itens Correta Parcialmente correta Incorreta Nao responde
a) 7(77,8) 1(1L,1) 0 (0) 1(11,1)
b) 4 (44,4) 2 (22,2) 0 (0) 3(33,3)
c) 8 (88,9) 0(0) 0(0) 1(11,1)
d) 0(0) 2 (22,2) 2 (22,2) 5 (55,6)

No primeiro item da tarefa, os alunos poderiam recorrer a diferentes estratégias de resolucao

[P.Geral 1] que implicavam o uso de varias representacoes [P.Geral 2]: recorrer ao maximizante da

funcao, dado no enunciado, e a um par de valores que traduz uma das alturas do salto do gafanhoto

contemplado na tabela inserida no enunciado da tarefa para definir a expressao que representa esse

salto, a(t) = —30(t — 1)? + 120, e de seguida determinar a(0) = 90 c¢m, que é a altura do muro;

ou identificar o eixo de simetria do grafico da funcdo quadratica que traduz o salto do gafanhoto (t = 1)

para obter a(0) = a(2) = 90; ou recorrer a um sistema com trés equacoes a trés incognitas, que se

obtém a partir dos valores dados na tabela, para definir a funcéo do tipo a(t) = at? + bt + c.

Na resolucao do item em analise, a maioria dos pares (77,8%) determinou corretamente a altura

do muro, usando diferentes métodos de resolucao, como ilustram as respostas dos grupos G2, G1 e G5

(Figura 13).
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Figura 13. Resposta correta dos grupos G2, G1 e G5 ao item a) da tarefa — O salto do gafanhoto
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Os alunos dos grupos G2 e G1 comecaram por definir a funcao quadratica que representava o
salto do gafanhoto a partir do maximizante da funcéo e de um dos pares de valores representado na
tabela. De seguida, determinaram a imagem quando x era zero. Ja os alunos do grupo G5 recorreram a
uma das propriedades do grafico de uma funcao quadratica, o maximizante da funcdo quadratica que
define o eixo de simetria da parabola, para obter a imagem de zero a partir da imagem de dois, que séo
abcissas de pontos da parabola equidistantes ao eixo de simetria do grafico da funcéo. De acordo com
as respostas, observa-se que estes grupos apresentam justificacdes formais completas, fundamentadas
em procedimentos e factos matematicos supramencionados [N_3C].

Neste item, os alunos demonstraram facilidade na conversao entre a linguagem natural escrita e
a linguagem algébrica. No entanto, alguns alunos, nomeadamente os alunos dos grupos G2 e G5, tiveram
necessidade de recorrer ao esbhoco grafico que traduz a situacdo. Pressupde-se que este ‘esboco’
efetuado pelos grupos G2 e G5 assume duas finalidades distintas: uma de compreensao, uma vez que
0s alunos do grupo G2 apenas representam os pontos contemplados na tabela, indiciando a necessidade
de compreender o comportamento da funcao; e outra de complemento, pois o ‘esboco’ apresentado
pelos alunos do grupo G5 indicia ser um complemento da justificacao algébrica apresentada [P.Geral_2].

Os alunos dos grupos G9 e G4 também efetuaram o esboco grafico de forma a proporcionar a
imagem global do comportamento da funcao. No entanto, estes esbocos carecem de exatiddo contextual,
pois estes alunos nao atenderam ao dominio da contextualizacéo do problema. De acordo com o NCTM
(2007), subentendeu-se este esboco como um elemento essencial no apoio a compreensao, por parte

dos alunos, o que traduziu, assim, uma resposta considerada como correta (Figura 14).

Figura 14. Resolucao do grupo G9 e G4 ao item a) da tarefa - O salto do gafanhoto
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Os alunos do grupo G3, apesar de recorrerem inicialmente a factos e procedimentos matematicos,
nao explicitam detalhadamente como é determinada a altura do muro [N_O], ou seja, ndo apresentam
as imagens das abcissas equidistantes do eixo de simetria que permitem calcular a altura do muro. No
‘esboco’ apresentado, os alunos marcam as imagens das abcissas equidistantes do eixo de simetria,

pressupondo-se que a construcao do esbogo grafico seja um complemento da resposta, como se pode

observar na Figura 15.

Figura 15. Resposta parcialmente correta do grupo G3 da tarefa - O salto do gafanhoto
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Quando questionados ‘sobre que valores de t a expressao a(t) tem significado’, os alunos
poderiam recorrer a diferentes estratégias de resolucdo [P.Geral_1]: (1) através da expressdo que
determina o salto e de seguida resolver a equacédo a(t) = 0, para obter os zeros da fungédo (t =
—1 V t =3), e verificar que, de acordo com o contexto do problema, o dominio sera [0,3]; (2)
recorrer a tabela e verificar que, quando t = 3, ovalor de a(3) = 0, logo [0,3]; ou recorrer ao esboco

grafico efetuado e verificar que a parabola interseta o eixo dos x ao fim de trés segundos. [P.Geral_2].
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O instante t = 0 foi considerado como pertencente ao dominio, uma vez que se considera como o
momento do inicio do salto do gafanhoto.

Os grupos que responderam corretamente a este item apresentaram uma resposta similar as dos
grupos Gb e G9 (Figura 16), que indicia resultar da interpretacdo do esboco grafico que efetuaram
[N_3A]. Neste item, os alunos revelaram facilidade na conversao entre a representacao grafica (esboco)

e/ou a linguagem algébrica com a linguagem natural escrita [P.Justificacdo.7], [P.Geral_2].

Figura 16. Respostas corretas dos grupos G5 e G9 ao item b) da tarefa - O salto do gafanhoto
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A justificacao apresentada pelo grupo G9 baseia-se na percecao do ‘esboco’ elaborado que, apesar
de graficamente nao terem atendido ao dominio da funcéo, conseguiram contextualizar corretamente o
problema.

A resposta algébrica apresentada pelos alunos do grupo G3 também indicia resultar da

interpretacao do esboco grafico, no entanto ndo apresenta qualquer justificacao [N_O] (Figura 17).

Figura 17. Resolucao do grupo G3 ao item b) da tarefa - O salto do gafanhoto

b) No contexto da situacdo descrita, para que valores de t a expressdo a(t) tem significado?
Justifica. 1 -

A resposta do grupo G2 (Figura 18) esta parcialmente correta, uma vez que o grupo percebeu que
0 salto comeca em t = 0 e termina ao fim de trés segundos. No entanto, o grupo deveria considerar a
variavel quantitativa tempo como uma variavel continua e ndo como uma variavel discreta. Este grupo
nao revelou espirito critico na resolucao do item, pois mesmo com o esboco do grafico nao identificou a

variavel tempo como sendo uma variavel continua.

Figura 18. Resposta parcialmente correta do grupo G2 ao item a) da tarefa - O salto do gafanhoto

As justificacoes apresentadas remetem para uma compreensao da situacao, em que os alunos
conseguem estabelecer as conexdes necessarias para justificar de um modo matematicamente valido,
podendo assumir que estas representacbes matematicas ndo sao apenas meios de comunicacao, mas

igualmente de construcao de conhecimento [P.Geral_2],[P.Justificacao.8].
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Quando questionados sobre ‘qual a altura maxima atingida pelo gafanhoto’ (item c), os alunos
poderiam recorrer a diferentes formas de resolucdo [P.Geral_1]: (1) através do maximizante da funcao
(t = 1), facultado no enunciado, obtendo de imediato o valor maximo a(1) = 120; (2) recorrer a
expressdo algébrica a(t) = —30(t — 1)? + 120, uma vez que estd definida na forma a(t) =

a(t — h)? + k, para obter as coordenadas do vértice (1,120); (3) recorrer & expressdo a(t) =
2
—30t? + 60t + 90 e determinar as coordenadas do vértice, com h = —% ek=c —:—a; (4)

graficamente, usando a calculadora grafica, obtendo o maximo da funcdo usando as propriedades da
mesma [P.Geral_2].

Neste item, os alunos dos grupos G7 e G5 (Figura 19) justificaram as suas respostas
[P.Justificacdo_7] através da linguagem natural, de acordo com uma propriedade conhecida, o
maximizante da funcdo [N_3C]. Contrariamente, o grupo G2 ndo apresenta qualquer justificacao [N_0],
mas como apresenta o ‘esboco grafico’ pressupde-se que a sua justificacdo incida na visualizacdo desse
esboco. Saliente-se o facto de o grupo G5 fazer referéncia ao esboco grafico efetuado, como
complemento da sua justificacdo.

Figura 19. Resposta correta do grupo G7, G5 e G2 ao item c) da tarefa - O salto do gafanhoto
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Quanto a questdo ‘desde que iniciou o salto quanto tempo esteve o gafanhoto acima de meio
altura?’, os alunos poderiam adotar dois métodos de resolucdo diferentes, algebricamente ou
graficamente [P.Geral_1],[P.Geral_2]: Caso optem por resolver algebricamente devem determinar a

solucao da inequacdo a(t) > 50. Para responder corretamente, o aluno deve ter em atencdo o dominio

3+v21
3

da funcao, o que faz com que a resposta seja correta e também o Unico valor possivel é

correspondendo a aproximadamente 2,52 segundos. Caso o aluno opte por responder graficamente,
deve introduzir na calculadora grafica as expressdes que definem as duas funcdes, a(t) =

—30(t—1)2+120 e f(t) = 50, recorrendo a opcdo que |he permite calcular os pontos de
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intersecao dos graficos destas funcées. Como a funcéo a tem dominio [0, 3], o unico ponto de intersecéo
possivel é o ponto de abcissa aproximadamente igual ax~ 2,52.

Neste item, os alunos enfrentaram bastantes dificuldades, pois nenhum par respondeu
corretamente. Porém, os alunos do grupo G1 determinaram partes da resolucdo do item, o que se
traduziu numa resposta parcialmente correta. O grupo nado termina os calculos necessarios para
responder ao item da tarefa, como revela a Figura 20, demonstrando dificuldades do tratamento dentro

do mesmo registo.

Figura 20. Resposta parcialmente correta do grupo G1 ao item d) da tarefa - O salto do gafanhoto

d) -30(x- 1)%490 SO
- 30(v-1?= -70 =) —-30x*_ 2% *7' O

X'J*\Jq«(so)(m' =2

~60

(c-0= ;vg N

Dada a dificuldade evidenciada pelos alunos, optei por convidar um aluno do grupo a expor a sua

resolucao no quadro para a analise conjunta com a turma.

A3: Um metro sdo 100 cm, entdo a metade é 50, néds igualamos a funcdo a 50 para saber
quando é que atinge 0 meio metro de altura

Ad. Falta-te desenvolver o quadrado do binomio.

A3: Pois ¢, eu esqueci. Eu e a A7 multiplicamos 0 2 ao x e esquecemo-nos do trinta e depois

somamos. Pois ¢, agora entendi onde erramos. (0GAV2_1)

Pela resolucdo apresentada, pode-se observar que o grupo Gl desenvolveu corretamente o
quadrado do bindmio, no entanto nao aplicou corretamente a propriedade distributiva, pois multiplica
apenas o coeficiente existente pelo termo de grau dois. Constata-se que pela dificuldade sentida em
aplicar a férmula resolvente, o grupo optou por resolver a equacdo, sem desenvolver o caso notavel
(Figura 21), obtendo um numero fracionario. Os alunos revelaram dificuldades em calcular a raiz

quadrada desse nimero fracionario.

Figura 21. Resolucéo do G2 ao item d) da tarefa - O salto do gafanhoto

d) -30(x- 1)"+490 50
- 30(¥-9)?= -0 @ =30x%. 2 ﬂ‘ (o)

X= 2 :\IM.Q.MO).(H' .
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Nos momentos de interacao com os grupos, apercebi-me de que um grupo recorreu a calculadora
grafica para determinar a solucdo da inequacdo. Assim, apds a correcdo e de forma a confrontar a
representacdo algébrica com a representacdo grafica, decidi convidar o aluno Al a explicar a sua

estratégia de resolucao (OGAV2_2):

Professora: 0 vosso colega Al fez na calculadora.

A2: Eu também me lembrei.

Professora: Podes explicar o que fizeste?

Al: Fui a calculadora inseri a(x) = —30(x — 1)? + 120 e depois inseri a
funcao definida por y = 50 para ver quando é que era maior que 50.
(OGAV2_2)

0 aluno estabelece uma conexao entre a propriedade geomeétrica (intersecao dos graficos de duas
funcdes) e a situacao particular presente na questdo. No entanto, a justificacdo apresentada remete para
uma compreensao parcial da situacao visto que nao estabelece todas as conexdes necessarias para a
justificacao apropriada. Ou seja, ndo teve em atencao o dominio da funcéo para determinar a abcissa do
ponto pretendido. Na explicacdo deste aluno estd subentendida a intersecdo dos graficos das duas
funcdes, mas, tal como supracitado, o aluno néo contextualiza o problema, uma vez que ha dois pontos
de intersecdo e apenas se pretende o ponto de abcissa positivo. O item pede o ‘tempo que o gafanhoto
estd acima (...)', logo o aluno poderia excluir o ponto de abcissa negativo automaticamente,
argumentando que o valor da variavel fempo nao pode ser negativo, revelando assim pouco espirito
critico na resolucdo da tarefa.

Posteriormente a resolucéo e discussdo da primeira tarefa ‘O salto do gafanhoto’ foi proposta a
resolucéo da tarefa ‘O triangulo dentro do triangulo’. O tempo para exploracao desta tarefa foi diminuto
face as dificuldades que os discentes tiveram na execucao da tarefa anterior. Dada a baixa percentagem
(22.2%, Tabela 6) na realizacado escrita da tarefa, as gravacdes assumiram ser uma mais-valia para a

analise dos processos de justificacao.
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Figura 22. Enunciado da tarefa - O triangulo dentro do triangulo

Tarefa 2. O triangulo dentro do triangulo

Na figura, esta representado um tridngulo retangulo isosceles [ABC]. Tem-se (
AB = 8 cm. Um ponto P desloca-se sobre o segmento de reta [CB], nunca coincidindo
com o ponto C, nem com o ponto B. Um ponto Q desloca-se sobre o segmento de reta
[AC], acompanhando o movimento do P, de forma que [PQ] seja sempre paralelo a [AB].
Seja x a distancia entre os pontos P e C.

a) Que valores pode tomar x?

0, P

' ]

b) Determina a expressao algébrica da funcao que relaciona a area do triangulo [PBQ] em funcao de x.

¢) Quais sao as dimensdes do triangulo [PBQ] quando a sua area é maxima? Como classificas, quanto aos
lados, esse triangulo?

d) Descreve o que acontece a area do triangulo [PBQ] @ medida que P se desloca

Fonte: Séries de problemas de Matematica A, N.° 5 Gave margo 2010

Os grupos sentiram dificuldade de interpretacéo do enunciado, nao percebendo a formacéo do
triangulo interno. A analise das respostas dos pares de alunos permitiu identificar o tipo de resposta que

deram a cada um dos itens da tarefa (Tabela 6).

Tabela 6. Percentagem (%) dos tipos de resposta aos tipos de resposta da tarefa — O triangulo dentro do
triangulo (n = 9)

Tipo de resposta

Itens Correta Parcialmente correta Incorreta Nao responde
a) 1(1L,1) 1(11,1) 0(0) 7(77,8)
b) 1(11,1) 1(11,1) 0 (0) 7(77,8)
c) 0 (0) 1(11,1) 0 (0) 8 (88,9)
d) 0 (0) 0(0) 0(0) 9 (100)

Da analise da tabela verifica-se que nesta tarefa apenas dois grupos de alunos conseguiram
responder aos itens a) e b). No que respeita ao primeiro item, pretendia-se que os alunos respondessem
que x € ]0,8[, correspondendo aos valores de P a medida que se desloca de B para C, nunca atingindo
as extremidades, mencionado no enunciado. Os alunos dos grupos G3 e G2 conseguiram responder
corretamente, como ilustra a resposta apresentada pelos alunos do grupo G3 (Figura 23). Estes alunos
assimilaram a construcao do triangulo interno, convertendo a passagem de uma descricao para notacao
algébrica [P.Geral_2]. Esta mudanca de registo de representacdo nem sempre é simples, mas muitas

vezes € necessaria para uma compreensao adequada do objeto em questao.
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Figura 23. Resolucao do G3 ao item a) da tarefa - O tridngulo dentro do triangulo

Q) €103

Quando questionados a determinar a expressao algébrica da funcdo que relaciona a area do
triangulo obtido em funcao de x, os alunos precisaram de recorrer a semelhanca de triangulos para
mostrar que CP = QP ,logo QP = x, e a altura sera 8 — x, determinando posteriormente a expressio

da area do triangulo A(x) = aCamoy

Para formularem a generalizacdo [P.Generalizacdo_4], os alunos do grupo G2 seguiram uma
abordagem empirica face aos alunos do grupo G3 que seguiram uma abordagem dedutiva baseada em
propriedades matematicas. Os alunos do grupo G2 apresentaram no inicio dificuldades em interpretar o
enunciado ndo compreendendo o que era pretendido, pelo que solicitaram a minha ajuda. Situando-me

junto do grupo, procurei estabelecer o que se pretendia de forma a guiar os alunos para a generalizacao.

A2: Professora ndo estamos a entender como podemos calcular a area.
Professora: Primeiro, que dados podemos retirar do problema?

A2: A distancia de C a B é 8 e a distancia de A a B.

Professora: Que mais sabemos?

Ad. Que o ponto P desloca-se, ou seja, anda de cima para baixo.
Professora: Entre que valores se desloca esse ponto P?

A2: Entre O e 8.

Professora: E o valor de x?

A4. Também.

Professora Agora, como poderemos calcular a area do triangulo em funcéo da altura? (OGAV2_3)
(Apos trabalho auténomo do grupo)
Professora: Explica-me o que fizeste?

A2: Se x = 1, adistancia de P a Q vai ser 7.

Professora: Se o x = 1. E se o x for outro valor qualquer?

A2: Vai ser x — 8.

Professora: Estas a ver como consegues fazer. Agora escreve o que acabaste de dizer.

A2: A area do tridngulo vai ser igual a base vezes (x — 8) e dividir por 2. (0OGAV2_4)

No primeiro momento de interacdo com o grupo (OGAV2_3), comecei por apoiar, solicitando os
dados que os discentes poderiam retirar do enunciado, para seguidamente informar acerca das suas
respostas. De forma a guiar o aluno a resposta, optei por convidar os alunos a responderem a questdes
pontuais. Apos este momento inicial, voltei a desafiar os alunos a obterem a generalizacao.

Depois do trabalho auténomo por parte do grupo, regressei novamente ao grupo (0GAV2_4) para
0s convidar a apresentarem uma explicacdo do efetuado (Figura 24). Face ao exposto, percebi que na
formulacao generalizada, os alunos tentaram seguir uma abordagem empirica, generalizando as relacoes

observadas num caso particular, voltando a desafiar o grupo no sentido de obter a generalizacdo. Esta
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interacdo grupo-professora revelou-se proficua, pois o grupo conseguiu obter a generalizacdo. O grupo
utilizou procedimentos matematicos para justificar a sua resposta, no entanto a generalizacdo advém de
evidéncias empiricas, isto &, recorrerem a casos particulares para chegar a expressao [N_2]. A resposta

apresentada (Figura 25) é considerada parcialmente correta pela falta de rigor na escrita Matematica.

Figura 24. Resolucao do G2 ao item b) da tarefa — O tridngulo dentro do triangulo

b]-'%‘._m_.t:fl %ﬁ_ IC % - k)
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A generalizacao apresentada pelos alunos do grupo G3 segue uma abordagem dedutiva baseada em
propriedades matematicas [N_3C], como se constata pelo seu discurso (OGAV2_5). A reposta apresenta

rigor matematico sendo considerada correta.

Figura 25. Resolucao do grupo G3 ao item b) da tarefa — O triangulo dentro do triangulo

L*) /'% '-.(X'Z)XZ

%
Professora: 8 — x, 0 que é que fez?
A9: A base é PB e como CB ¢ igual a 8 a base vai ser 8 — x.
Professora: Onde foi buscar o x?
A9: Como PQ e AB séao paralelos entédo vao ser iguais. Os triangulos véo ser semelhantes.
(8—x)xx

Logo a area vai ser — (OGAV2_5)

Neste momento de interacdo com o grupo (OGAV2_5), comecei por convidaro grupo a apresentar
as suas justificacoes. De forma a guwiar o aluno a resposta, optei por convidar os alunos a responderem
a questdes pontuais. Pelos argumentos do aluno A9 infere-se que os alunos do grupo nao sentiram
dificuldades em estabelecer as conexdes entre 0s conceitos e as propriedades necessarias a consecucao
da tarefa.

Quando questionados sobre ‘quais sao as dimensdes do triangulo [PBQ] quando a sua area é

maxima e como classificas, quanto aos lados, esse triangulo?’, pretendia que os alunos determinassem

- . i ~ ~ " 1
a expressao da area do triangulo , obtendo uma expressao de uma funcao quadratica f(x) = _Exz +

4x, 0 que lhes permitiria resolver [P.Geral_1]: (1) graficamente, recorrendo ao maximo da funcéo; (2)
algebricamente, através da determinacao das coordenadas do vértice da parabola; (3) ou por métodos

empiricos [P.Geral_2].
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Uma vez que apenas dois grupos conseguiram obter a expressao da area, torna-se percetivel a
baixa percentagem de respostas corretas. Relativamente a respostas consideradas parcialmente
corretas, neste item, apenas existe a do grupo G3, que seguiu uma abordagem empirica, como se pode

observar pela Figura 26.

Figura 26. Resolucao do G3 ao item c) da tarefa — O triangulo dentro do triangulo
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A sua justificacdo [P.Justificacdo_7] é baseada em casos particulares, envolvendo a estratégia
tentativa e erro de forma a descobrir para que valores de x a area era maxima [N_3B]. Subentende-se
que a escolha dos valores a serem testados nao é aleatoria sendo guiada pela compreensao do dominio
da conjetura que esta a ser testada [P.Justificacdo_8]. No entanto, o grupo apenas testa para valores
inteiros, o que permite aferir uma compreensao parcial da situacdo, em que os alunos, apesar de terem
uma ideia correta, ndo estabelecem as conexdes necessarias para justificar de um modo
matematicamente valido. Para confirmacdo do seu raciocinio, o grupo recorre a procedimentos
matematicos usando a linguagem numeérica.

Relativamente ao ultimo item, pretendia que os alunos descrevessem o comportamento da funcao,
ou seja, que a area do triangulo a medida que P se desloca de B para C aumenta até ao ponto médio de
BC, atingindo aqui a area maxima, diminuindo depois @ medida que o ponto P se aproxima de C, nunca
atingindo o valor zero.

Apesar de nenhum grupo apresentar a sua resposta, um aluno do grupo G3, no momento de
discussao, descreve o que acontece a area do triangulo. Esta justificacéo verbal advém dos resultados

obtidos no item anterior, ou da percecao da situacao.
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Professora: Quando a area ¢ maxima qual é o valor de x?
A9: Quando x é 4.

Professora: Porqué?

A9: Porque até 4 a area aumenta e depois diminui.
Professora: Quando x = 4 que tridngulo obtemos?

A9: Isdsceles. (0OGAV2_6)

Como podemos observar pelo momento de interacdo com o grupo (OGAV2_6), comecei por
conduzir o grupo a apresentar razoes justificativas para a sua resposta. De forma a guwiar os alunos para
a justificacdo adequada, a estratégia consistiu em desafid-los a responderem a questdes pontuais e

graduais.

Sintese

Pelas respostas analisadas, percebeu-se que quando a situacdo a explorar nao lhes é familiar, os
alunos constroem ‘esbocos’ que desempenham a dupla funcdo de compreensao e complementaridade,
facilitando a construcéo das suas repostas. Os alunos recorreram predominantemente a justificacdo na
tarefa - O salto do gafanhoto, baseado em definicdes e propriedades matematicas que, deste modo,
adquirem validade [N_3C], como podemos constatar pela Tabela 7 com a percentagem de média do
nivel de complexidade 3C de 50%.

Tabela 7. Percentagem (%) de justificacdes de acordo com o seu nivel de complexidade patente nos itens da
tarefa — O salto do gafanhoto

Niveis de complexidade Frequéncia
0 1 2 3A 3B 3c de
respostas
a) 0(0) 0(0) 0(0) 0(0) 0(0) 8(100) 8
b) 3(50) 0(0) 0(0) 3(50) 0(0) 0(0) 6
c) 4(50) 0(0) 0(0) 0(0) 0(0) 4(50) 8
d) 0(0) 0 (0) 0(0) 0(0) 1(50) 1(50) 2
Percentagem média 25 0 0 12,5 12,5 50

No que respeita as representacdes, os alunos ndo apresentaram dificuldades significativas nas
transformacdes entre representacoes, sejam elas tratamentos ou conversdes. No entanto, a utilizacédo
de diferentes representacdes nao parece limitar o desenvolvimento do raciocinio matematico dos alunos.
Os alunos sentiram necessidade de construir ‘esbocos’ quando a situacdo a explorar nao lhes era
familiar. No entanto, a elevada percentagem de alunos que recorreram ao grafico (62,5%), permitiu
evidenciar a dificuldade que apresentaram inicialmente na interpretacdo do enunciado. O dominio da
linguagem algébrica e da linguagem natural, e a capacidade de as articular com a linguagem natural,
pareceu ser essencial para uma exploracao completa da tarefa, facilitando o processo de justificacao

(Tabela 8).
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Tabela 8. Tipos de representacdo que surgiram nas producdes dos alunos

Tipo de representacao Frequéncia
Salto do gafanhoto Algébrica Verbal Numérica Grafica de respostas
a) 7 (87,5) 1(12,5) 0(0) 5(62,5) 8
b) 2(33,3) 5(83,3) 0(0) 0(0) 6
c) 0(0) 8 (100) 0(0) 0(0) 8
d) 1(50) 0 (0) 0(Q) 1(50) 2
Percentagem média 427 48,9 0 28,1

Nas situacdes em que os alunos usaram o raciocinio dedutivo baseado em definicdes e
propriedades matematicas recorreram as representacoes algébrica e verbal para justificarem as suas
conjeturas.

No que concerne a tarefa - O tridngulo dentro do triangulo, na formulacédo das suas conjeturas os
alunos recorreram a uma abordagem empirica baseada na identificacdo de padrdes através da
observacao dos dados [N_2], como se pode constatar pela Tabela 9, com uma percentagem média do
nivel de complexidade dois de 37,5%. O segundo nivel que mais se evidencia, em ambas as tarefas, e
que apresenta uma percentagem de incidéncia consideravel, é o zero (25%), pelo que se pressupde
alguma resisténcia a justificacdo. Tal como advogam Lannin et al. (2011), os alunos nem sempre sentem
necessidade de justificar as suas respostas ainda que, nalguns casos, quando lhes ¢ solicitado, consigam
identificar as propriedades e conceitos necessarios para a justificacdo. O nivel de complexidade que

menos surge em ambas as tarefas é o 1.

Tabela 9. Percentagem (%) de justificacdes de acordo com o seu nivel de complexidade patente nos itens da
tarefa - O tridangulo dentro do tridngulo

Niveis de complexidade Frequéncia
0 1 2 3A 3B 3C de
respostas
a) 2(100) 0(0) 0(0) 0(0) 0(0) 0(0) 2
b) 0(0) 0(0) 1(50) 0(0) 0(0) 1(100) 2
c) 0(0) 0(0) 1(50) 0(0) 1(100) 0(0) 1
d) 0(0) 0(0) 0(0) 0(0) 0(0) 0(0) 0
Percentagem média 25 0 37,5 0(0) 25 12,5

Relativamente a tarefa, as dificuldades encontradas prendem-se com a conversao da
representacao grafica em algébrica, ndo merecendo dificuldades de maior a conversao da representacao
grafica para a representacdo numeérica ou verbal. Apesar da representacao algébrica ser a que mais se
evidencia (50%) (Tabela 10), esta advém dos itens a) e b) serem de resposta com justificacdo sobre os
factos fornecidos no enunciado, ndo necessitando de procedimentos matematicos para justificar. No que

respeita ao item c), a representacdo numérica € a que mais se destaca pelo facto de os alunos recorrerem
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apenas a evidéncias empiricas para justificar as suas respostas. Os alunos demonstraram dificuldades

na transformacéo dentro do mesmo registo, isto €, ndo conseguiram representar a expressdo A(x) =

(B_Z—X)X naforma A(x) = — %xz + 4x, 0 que lhes permitia determinar o valor em que a area do tridngulo
€ maxima.
Tabela 10. Tipos de representacdo que surgiram nas producdes dos alunos
0 triangulo dentro Tipo de representacio dFrequéncia
. n t
do triangulo Algébrica Verbal Numérica Grafica © respostas
a) 2 (100) 0(0) 0(0) 0(0) 2
b) 2 (100) 0 (0) 0(0) 0(0) 2
c) 0 (0) 1(100) 1(100) 0 (0) 1
d) 0 (0) 0 (0) 0(0) 0 (0) 0
Percentagem média 50 25 25 0

Enquanto ferramentas de apresentacdo e calculo, estas representacdes acompanham todos os
processos de raciocinio. Por seu turno os alunos, revelaram facilidade na traducao e conversao dessas
representacoes.

Em suma, os alunos revelaram facilidade na construcao de varias representacdes, que usam como

ferramenta de compreensdo, exploracdo e complementaridade na formulacdo de conjeturas especificas.
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3.2. Funcao definida por ramos

Na aprendizagem do tema ‘Funcao definida por ramos’ (Plano de Aula 3, Anexo 3), foi solicitada
aos alunos a resolucdo das tarefas - O mergulhador e Agua no Cubo, que, a par do tdpico em estudo,
tiveram como finalidade criar oportunidades para justificar [P.Justificacdo_8] e generalizar
[P.Generalizacdo_4], [P.Generalizacao_5]. Tal como as tarefas anteriores, estas tarefas permitem uma
variedade de estratégias de resolucdo [P.Geral_1] em articulacdo com as varias representacoes
[P.Geral_2]. Ambas as tarefas podem envolver os alunos a refletirem sobre os seus préprios processos
de raciocinio. [P.Geral_3].

A primeira tarefa a ser explorada foi a tarefa - O mergulhador (Figura 27).

Figura 27. Enunciado da tarefa - O mergulhador

Tarefa 1. O mergulhador
Um mergulhador pretende apanhar uma moeda que se encontra no fundo de uma piscina
com profundidade de 2 m. Sabe-se que o mergulhador da um passo em frente e cai na
vertical de uma prancha com 1 m de altura relativamente ao nivel da agua da piscina,
com uma velocidade constante de 1m/s (despreza a resisténcia do ar).
1. Apresenta um possivel grafico que represente a distancia do mergulhador ao nivel da agua, quando este
mergulha para apanhar a moeda no fundo da piscina
2. Define analiticamente a funcao que relaciona o tempo do mergulho, em segundos, com a distancia do

mergulhador ao nivel da agua da piscina, em metros

Fonte: Teste de Matematica A, Porto Editora (Adaptado)

A Tabela 11 apresenta os tipos de reposta aos itens da tarefa apresentados pelos alunos.

Tabela 11. Percentagem (%) dos tipos de resposta aos itens da tarefa - O mergulhador (n = 9).

Tipo de resposta

Item Correta Parcialmente correta Incorreta Nao responde
1) 1(11,1) 5(55,6) 1(11,1) 2(22,2)
2) 1(11,1) 1(11,1) 1(11,1) 6(66,7)

No primeiro item pretendia-se que os alunos representassem graficamente o salto do mergulhador
[P.Geral_2]. Para a construcdo do grafico, os alunos tinham de perceber que a distancia é medida
relativamente ao nivel da dgua da piscina e que o salto é representado por uma funcao definida por dois

. _(—x+1se0 <x<1
ramos:f (x) = {x—l sel <x<3
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A representacao verbal associada a apresentacdo do problema pode tornar-se um obstaculo para
a comunicacdo matematica, uma vez que nao € universal e a sua utilizacdo pode ser feita de forma
ambigua ou conduzir a associacdes incorretas. Como se observa nos esbocos realizados pelos grupos
G4, G3, G6 e G7 (Figura 28), para além de os alunos possuirem diferentes ideias do respetivo salto, as

suas interpretacdes nao foram corretas.

Figura 28. Respostas incorretas dos grupos G4, G3, G6 e G7 ao item a) da tarefa - O mergulhador
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Atendendo a dificuldade que demonstraram em representar o salto, solicitei os alunos a
apresentarem uma explicacdo do efetuado. Sempre que necessario, questionava-os com questoes

pontuais com o intuito de os desafiar a refletir sobre as suas respostas e a chegar a resposta [P.Geral_3].

Professora: Podes explicar como pensaste para deseﬁhar o0 grafico? Figura 29. Primeira resolucao do
A2: Como vai cair na vertical, com uma velocidade constante grupo G4 ao item 1) da tarefa - O
de 1m/s, ao fim de 1s ele vai estar em zero. Depois, de
2s ele vai a uma velocidade negativa ao nivel do solo.
Professora: A velocidade é negativa?

mergulhador

A2: Nao. A velocidade é constante.
(Momento de pausa)
A2: A altura é que vai ser negativa em relacdo ao solo. E como

a distancia é igual a altura entao vai ser negativa.
Professora: Estas a dizer-me que esta distancia ¢ igual a altura do
muro? E isso?
(O aluno reflete sobre o que disse)

A2: Nao pode ser.

Professora: Ja agora, 0 valor da distancia pode ser negativo?
A2: Nao.

Professora: Serd assim o grafico?

A2: Nao. (OGAV3_1)

No primeiro momento de interacdo com o grupo (OGAV3_1), comecei por convidar o grupo a

explicar a sua interpretacdo do enunciado e a responderem a questoes pontuais, de forma a desafiar a
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reflexdo das suas respostas. Este momento de intervencéo revelou-se proficuo, pois consegui que o
discente refletisse sobre as suas respostas. Face as sucessivas respostas erradas neste dialogo,
questionei para que esse aluno refletisse sobre a resposta apresentada e para guiaro aluno a identificar
o erro. Com este apoio, o aluno percebe que o que fez ndo estd correto nem faz sentido, e
consequentemente, percebe que o respetivo esboco grafico ndo estava correto.

Dada a dificuldade observada pela turma na compreensdo do enunciado, para garantir que todos
0s alunos compreendessem a tarefa, promovi um momento de discussado ao solicitar a um aluno que
explanasse o seu raciocinio, mas sem representar o respetivo grafico. O aluno escolhido (G1) foi 0 que

demonstrou mais facilidade na compreensao da tarefa.

Professora: Consegues explicar o que fizeste?

A3: O nivel da agua é zero. Ele comeca no trampolim e estd a um metro do
referencial, esta ca em cima. Eu marquei o tempo zero (no inicio do tempo). No
segundo zero ele estd a 1m do referencial. Passado 1 segundo, como ele avanca
1m/s, ele atinge o referencial.

Professora: Duvidas até aqui?

Ad. Ele voltou a estar a um metro de distancia.

Professora: Mas entao porque é que o grafico ndo pode ir para baixo.
Alunos: Porque a distancia fica negativa.

Professora: Ja perceberam porque é que a distancia nao pode ser negativa?
Alunos: Sim.

Professora: Quanto tempo demora a chegar?

Alunos: 3 segundos. (0GAV3_2)

Ao longo da explanacao (0GAV3_2), decidi desafiara turma de forma a perceber se a compreensao
da explanacao do discente estava a ser assimilada por todos. Apos esta intervencédo do aluno, voltei a
desafiar os restantes que refletissem nas suas representacoes desafiando-os a reformular as mesmas.
Como se pode observar pela Figura 30, o par de alunos do grupo G1 conseguiu representar corretamente,
contrariamente a maioria dos grupos (55,6%), que apesar de terem percebido como seria 0 salto nao

atenderam ao dominio, como ilustrado pela resposta do grupo G9 (Figura 30).

Figura 30- Resposta correta do grupo G1 e parcialmente correta do grupo G9 ao item 1) da tarefa - O mergulhador
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O grupo G7 apresenta uma resposta que demonstra uma compreensao parcial da tarefa, pois
apesar de ndo terem atendido a contextualizacdo do problema, a posicdo da moeda no grafico indicia

que estes alunos nao compreenderam o salto (Figura 31).

Figura 31. Resposta parcialmente correta do grupo G7 ao item a) da tarefa - O mergulhador

Os alunos dos grupos G5 e G8, para além de representarem o grafico, recorreram a linguagem

natural para explicar os seus raciocinios, como evidenciado pela Figura 32 [P.Justificacdo_7].

Figura 32. Resolucao dos grupos G5 e G8 ao item a) da tarefa - O mergulhador
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Saliente-se a resposta apresentada pelo grupo G5, que na sua explicacdo tem necessidade de
reforcar que o fundo da piscina nao tem metros negativos, e por esse motivo tinha de subir,
demonstrando uma compreensao parcial do contexto. Ja a resposta apresentada pelo grupo G8, revela
uma total incompreensao do contexto, sendo considerada como incorreta. As justificacdes apresentadas

indiciam ser baseadas na percecao que os alunos tém da realidade [N_2].
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Apos a representacao grafica, pretendia que os alunos determinassem a expressao algébrica da

funcao, definida por duas funcdes afins restritas a cada um dos dominios correspondentes, ou seja,

—x+1se0 <x<1
x—1 sel <x<3

feo = {

A funcao solicitada teve em conta os conhecimentos prévios dos alunos relativos ao estudo da
funcao afim [P.Generalizacdo_b]. Os alunos revelaram bastantes dificuldades na resolucdo deste item
da tarefa, pois 66,7% dos alunos nao responderam. Podem assumir-se dois fatores plausiveis desta
dificuldade: (l) o conceito de funcdo afim nao ter ficado bem assimilado; (II) conversdo da linguagem
grafica para a linguagem algébrica.

Os alunos dos grupos G3 e G7 perceberam que se tratava de duas funcdes afins conseguindo
determinar as respetivas equacdes. A resposta do grupo G3 (Figura 33) foi considerada correta pois 0s

alunos tiveram em atencao os valores do dominio, quer graficamente quer algebricamente.

Figura 33. Resposta correta do grupo G3 ao item b) da tarefa - O mergulhador
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Pela resolucédo apresentada pelo grupo G3, pode-se assumir que o conceito de funcado afim ficou
definido, ou seja, 0s alunos conseguiram chegar a reificacao, uma vez que ‘apropriaram-se’ de um objeto
matematico, funcao afim, permitindo que se inicie um novo ciclo, comecando pela interiorizacdo com
vista a formacao de um novo objeto mais abrangente, neste caso a funcéo definida por ramos.

A resposta do grupo G7 (Figura 34) foi considerada parcialmente correta, por dois fatores:
primeiro, pelo facto de graficamente a funcao nao estar definida no intervalo [1,3] e algebricamente sim,

nao se percebendo se a compreensao do contexto foi assimilada ou nao; segundo, os alunos do grupo
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consideraram o ponto de abcissa 1 como pertencente aos dois intervalos, no entanto sé pode pertencer

a um deles, apesar de os alunos poderem optar por qualquer dos intervalos.

Figura 34. Resposta parcialmente correta do grupo G7 ao item b) da tarefa - O mergulhador
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Pelas resolucdes apresentadas, verifica-se que ambos 0s grupos se socorrem de factos e
procedimentos matematicos para determinar a expressao pretendida [N_3C]. Nas suas resolucdes
verifica-se que 0s grupos recorrem aos vetores para determinar o declive das respetivas funcdes,
demonstrando articulacdo de conteudos [P.Geral_7].

Observe-se agora a resolucdo incorreta dos alunos do grupo G1 (Figura 35), que, apesar da funcdo
graficamente estar bem definida, os alunos ndo conseguiram perceber que se tratava de duas funcdes
afins e ndo de uma funcdo quadratica. Os elementos constituintes deste par demonstram lacunas no

seu processo de aprendizagem, pois o estudo de ambas as funcdes, tinha sido lecionado anteriormente.

Figura 35. Resposta incorreta do grupo G1 ao item 2) da tarefa - O mergulhador
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Posteriormente a resolucao e discussao da primeira tarefa foi proposta a resolucéo da tarefa ‘O

cubo’ (Figura 36).
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Figura 36. Enunciado da tarefa - Agua no cubo

Tarefa 2. Agua no cubo

Considera um depdsito com a forma de um cubo de aresta
6, assente sobre uma das suas arestas e com uma das diagonais : N 4 y --’f"\\v >
faciais na vertical. Admite que o depdésito esta vazio e que se vai : / : / f
encher de agua. Define algebricamente as funcdes f e g que
permitem obter o perimetro e a area, respetivamente, da superficie de agua em funcao da sua altura, x, no

depasito.

Fonte: Dimensdes 10.° ano, Editora Santillana

A analise das respostas dos pares de alunos permitiu identificar o tipo de resposta que deram a

cada um dos itens da tarefa (Tabela 12).

Tabela 12. Percentagem (%) dos tipos de resposta aos itens da tarefa - Agua no cubo (n = 9).

Tipo de resposta
Correta Parcialmente correta Incorreta Nao responde
1) 1(11,1) 1(11,1) 6 (66,7) 1(11,1)

Item

Os grupos revelaram bastantes dificuldades na resolucéo desta tarefa, como reflete a percentagem
de respostas incorretas (66,7%).

Nesta tarefa, pretendia que os alunos determinassem o perimetro e a area da “seccéo obtida pelo
plano definido pela superficie da agua” em funcéo da altura. Para responder a estas perguntas, os alunos
teriam de considerar que a ‘seccao obtida pelo plano definido pela superficie da agua’ é paralela ao plano
onde assenta a aresta do cubo. Assim, a ‘seccéo obtida pelo plano definido pela superficie da agua’ no
cubo é um retangulo [ABCD] em que dois dos lados tém o0 mesmo comprimento da aresta do cubo. Para
determinar quer a area quer o perimetro, os alunos necessitavam de perceber que quando a altura da
agua ¢ inferior ou igual & metade da diagonal facial (O <x< 3\/?), os triangulos [ABC] e [ADC] séo
semelhantes, pois sdo ambos isdsceles. Logo para determinar a altura da agua poderiam recorrer a
semelhanca de triangulos, para posteriormente calcular o perimetro e a area até a metade da diagonal
do facial cubo. Por simetria, se x > 3v2, BC = 2(6\/7 - x) = —2x + 12+/2, e portanto, flx) =
—4x + 242+ 12 ¢ glx) = —12x + 72~/2. Assim o perimetro e a area da ‘superficie de agua’

sao dados em funcao de x, respetivamente por:
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4x+12, se0 < x <32 e g(x) = 12x, se0 < x < 32
—4x + 242+ 12, se3V2 <x <6V2 —12x 4+ 72V2, se3V2 <x < 6V2

o=

Os alunos do grupo G3, apesar de recorrerem a factos e procedimentos matematicos, nao
explicitam a proveniéncia dos valores para a formulacdo da generalizacdo das expressdes que definem
a area e o perimetro [N_0]. Pela resolucdo (Figura 37), percebe-se que os alunos nao sentiram
dificuldades em estabelecer as conexdes entre 0s conceitos e as propriedades necessarias a consecucado
da tarefa, demonstrando ainda facilidade na conversao entre a linguagem natural e a linguagem algébrica
[P.Generalizacdo_b], [P.Geral_2].

Figura 37. Resposta correta do grupo G3 4 tarefa - Agua no cubo
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Os alunos do grupo G2 perceberam que a area é diretamente proporcional a medida da altura do
cubo e que esta atinge o valor maximo quando a altura é 3+v/2, comecando depois a diminuir (Figura
38).

Figura 38. Resposta parcialmente correta do grupo G2 & tarefa - Agua no cubo
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Determinada a area quando a altura maxima (36\/7), pressupde-se que os alunos perceberam
que se tratava de uma funcao linear o que lhes permitiu determinar o declive da reta (m = 12) através
do quociente das coordenadas do ponto maximo (3v2, 36\/?), obtendo assim no intervalo [0, 3\/7]
a expressao algebrica da funcdo y = 12x. No intervalo ] 3v2, 6v/2 ] os discentes assimilaram que o
comportamento da area seria similar, assumindo o valor erréneo do declive. Perceberam contudo que
se tratava de um declive negativo e que nao se tratava de uma funcao linear, mas sim afim, o que os
levaram a calcular o valor de b para determinar a expressdo algébrica da funcdo no intervalo
]13v2, 642 ]. Substituiram o ponto (3612, 3v/2) na expressao da funcdo afim para o respetivo
calculo do valor de b, no entanto cometeram erros nos calculos. Subentende-se o seu raciocinio para o
calculo da area, no entanto ndo conseguiram determinar as expressoes algébricas para o perimetro o
que se traduziu numa resposta parcialmente correta. Os alunos revelaram facilidade em converter a
representacdo natural na representacao grafica e usam esta Ultima de um modo flexivel na exploracdo
da tarefa, adicionando informacao ou detalhes através de conexdes com conhecimentos prévios sobre
funcdes e dando significado a solucao.

Os alunos do grupo G4 e G5 apenas calcularam a area e o perimetro quando a agua atinge o valor
maximo, ou seja, na sua diagonal facial (Figura 39). Os alunos do grupo G5 justificaram os seus raciocinio
através da representacéo algébrica [P.Justificacdo_7]. No entanto, tiveram necessidade de recorrer ao
‘esboco’ grafico para interpretacao da tarefa.

Figura 39. Respostas incorretas dos grupos G4 e G5 da tarefa - Agua no cubo
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No dialogo entre os elementos do grupo G5 esta percetivel a justificacdo da sua resolucédo, assim

COmMo 0 recurso ao ‘esboco’ grafico.
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A4 Duas vezes o comprimento que € 6 mais 2 vezes a largura que é 6 V2, vamos obter o perimetro.

(..)

Ad: Ora isto d& 12+12v/2. Nos sabemos aqui que 12+124/2, vai ser a funcdo f. A area vai ser
62 X 6. Que vai ser 36

A10: Algébrica nao é um grafico, pois nao?

Ad: Nao. Ja temos a area e o perimetro. Sabemos a altura, e quando a altura for metade isto esta

no maximo, ou seja, a altura vai ser maxima. Vou fazer um grafico para ver se da. (0GAV3_3)

Percebe-se que o grupo comeca por determinar a diagonal facial. Posteriormente verificaram que
0 valor maximo da area e do perimetro ocorre quando a seccdo observada no cubo é um retangulo de
dimensées 62 (comprimento da diagonal facial) e 6 (comprimento da aresta do cubo). Posteriormente,
0 grupo utiliza a representacao grafica de forma a comprovar os seus calculos. Através da representacéo
grafica, pode-se observar que o grupo percebeu que o valor da area (g) aumenta até ao valor de
32, comecando depois a diminuir o seu valor. O ‘esboco’ grafico apresentado teve como funcédo de
complementaridade, pois a sua representacao foi usada para avaliar o progresso na resolucao da tarefa
e para verificar calculos efetuados. Estas respostas foram consideradas incorretas pois os alunos apenas

determinaram o valor da area e do perimetro quando a agua atinge a altura de 3v2.

Sintese

Neste estudo analisam-se os processos de raciocinio que os alunos usaram na realizacdo de
atividades de exploracao e o papel que as representacdes desempenharam na sua promocdo. Na tarefa
‘O mergulhador’, os alunos revelaram dificuldades na interpretacdo do enunciado, pois tal como
supracitado, a linguagem natural associada a apresentacao do problema pode tornar-se um obstaculo
para a comunicacdo matematica, uma vez que nao é universal e a sua utilizacdo pode ser feita de forma
ambigua ou conduzir a associacdes incorretas. Apesar de os discentes perceberem que a interpretacao
pode levar a concecdes diferentes do salto ndo sentiram, contudo, necessidade de justificar as suas
respostas, como se pode contatar pela percentagem no nivel zero (66,7%). As justificacées emergiram
essencialmente nos momentos de interacdo com a docente ou na discussao coletiva, ndo surgindo
espontaneamente durante a realizacdo das tarefas, tal como se tem verificado em estudos de outros
autores (Ponte, 2007). O nivel de justificacdo [N_3C] apresenta na globalidade uma percentagem de
50% correspondendo a justificacdo usada pelos dois grupos no segundo item, que justificaram com

recurso a procedimentos e factos matematicos (100%) (Tabela 13).
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Tabela 13. Percentagem (%) de justificacdes de acordo com o seu nivel de complexidade nos itens da tarefa - O
mergulhador

Niveis de complexidade Frequéncia
Item 0 1 2 3A 3B 3c de
respostas
1) 4(66,7) 0(0) 2(33,3) 0(0) 0(0) 0(0) 6
2) 0(0) 0(0) 0 (0) 0(0) 0(0) 2(100) 2
Percentagem média 33,3 0 16,7 0 0 50

Como se constatou anteriormente, os alunos revelaram dificuldades na conversao da linguagem
natural para a linguagem grafica, como também na conversao da linguagem grafica para a linguagem
algébrica. Esta dificuldade patenteada indica que os alunos nao construiram o significado global do
conceito de funcao.

No que respeita as representacoes, a representacao algébrica e grafica foram as mais utilizadas
na resolucao da tarefa (Tabela 14). No entanto, é de referenciar a percentagem de alunos que usaram

a representacao verbal (16,7%) para justificar as suas respostas.

Tabela 14. Percentagem (%) dos tipos de representacéo que surgiram nas producdes dos alunos.

Tipo de representacao Frequéncia
Item Algébrica Verbal Numérica  Grafica de
respostas
1) 0(0) 2(33,3) 0(0) 6(100) 6
2) 2(100) 0(0) 0(0) 0(0) 2
Percentagem média 50 16,7 0 50

Na tarefa — Agua no cubo, os alunos revelaram bastantes dificuldades para obter a expressao
algébrica. Alguns grupos sentiram necessidade de representar em forma de esquema a problematica em
estudo. Das resolucdes apresentadas, os grupos recorreram a procedimentos e factos matematicos para

justificar as suas resolucdes [N_3C], sendo percetivel o valor da percentagem de 100% (Tabela 15).

Tabela 15. Percentagem (%) de justificacdes de acordo com o seu nivel de complexidade na tarefa — Agua no

cubo
Niveis de complexidade Frequéncia
Item 0 1 2 3A 38 3C de
respostas
1) 0(0) 0(0) 0(0) 0(0) 0(0) 2(100) 2
Percentagem média 0 0 0 0 0 100

De acordo com a Tabela 16, a representacao grafica e algébrica sédo as que apresentam maior
percentagem, uma vez que a primeira é apelativa e intuitiva ajudando na interpretacao do enunciado e

a segunda pelo facto de ser pedida a expressao algébrica.
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Tabela 16. Percentagem (%) dos tipos de representacao que surgiram nas producdes dos alunos.

Tipo de representacao Frequéncia
Item Algébrica Verbal Numérica  Grafica de
respostas
1) 2(100) 0(0) 0(Q) 1(50) 2
Percentagem média 100 0 0 50

Os alunos recorrem a representacao grafica como ferramenta de compreenséo e exploracao dos

Seus raciocinios.
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3.3. Funcao raiz quadrada e raiz cibica

Tratou-se de uma aula com ritmo de trabalho atipico uma vez que mais de 70% dos alunos se
encontravam a realizar uma prova de Olimpiadas de outra disciplina, sendo que iam regressando a
medida que terminavam a sua prestacao, razdo pela qual o numero de resolucdes difere ao longo da
aula.

Na aprendizagem do topico ‘funcao raiz quadrada e raiz cubica’ (Plano de Aula 4, Anexo 3), foi
solicitada aos alunos a resolucdo das tarefas - A distancia e O quadrado. As tarefas apresentadas séo
promotoras de raciocinio matematico, dado que sao tarefas que permitem uma variedade de estratégias
de resolucdo [P.Geral_1]. Paralelamente, a resolucdo das tarefas envolve uma variedade de
representacdes [P.Geral_2].

A primeira tarefa a ser explorada foi a tarefa - A distancia que foi resolvida em pares de alunos

(Figura 40):
Figura 40. Enunciado da tarefa - A distancia

Tarefa 1. A distancia

Considera a funcdo definida por f(x) = :‘7 , X€]0,+oo[. Seja P o ponto do grafico da funcdo f num referencial

ortonormado. Mostra que a expressdo da fungao d que traduz a distancia de cada posi¢ao do ponto P & origem do referencial

é dada por d(x) = sz + i—f’

Fonte: Maximo, 10. ° ano, Porto Editora (Adaptado)

Da analise efetuada as respostas dos alunos verifica-se que existe a mesma percentagem de
respostas corretas e respostas parcialmente corretas (40%), enquanto a ressaltante percentagem (20%)

traduz as respostas consideradas incorretas (Tabela 17).

Tabela 17. Frequéncia (%) dos tipos de resposta da tarefa - A distancia (n = 5)

ltem Tipo de resposta

Correta Parcialmente correta Incorreta Nao responde
1 2 (40) 2(40) 1(20) 0(0)

Os alunos nesta tarefa poderiam recorrer a diferentes estratégias de resolucdo [P.Geral_1]:

recorrer a formula da distancia entre dois pontos no plano, P;(0,0) e P, (x, 2) e determinar a distancia

2
entre esses dois pontos d = J(x —-0)2+ G_ 0) ; ou recorrer ao Teorema de Pitagoras para

calcular o comprimento da hipotenusa do triangulo retangulo formado por esses mesmos pontos.
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Os alunos dos grupos G1 e G7 recorreram ao raciocinio dedutivo, através da linguagem algébrica
para justificar a sua resposta, baseando-se em propriedades e factos matematicos, apresentando uma
resposta formal e completa [N_3C] (Figura 41). O grupo G1 traduz o seu raciocinio através da definicao
dos respetivos pontos e posteriormente aplica a formula que permite determinar a distancia entre dois
pontos, obtendo assim a resposta a tarefa. O grupo G7 segue um raciocinio semelhante, mas nao
simplifica as expressdes obtidas através do quadrado de um bindmio, sendo considerada resposta

parcialmente correta.

Figura 41. Resposta correta do grupo G1 e parcialmente correta do grupo G7 a tarefa - A distancia
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Os alunos do grupo G4, apesar de recorrerem a linguagem algébrica para tentar justificar a sua
resposta, tiveram necessidade de recorrer ao ‘esboco’ grafico para marcar as coordenadas do ponto P
(Figura 42).

Figura 42. Resposta incorreta do grupo G4 a tarefa - A distancia

origem do referencial é dada pord(x) = [x2 + ;_‘:_

2= y) / ‘
v =, j{) fo _B;
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[ e
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Pressupde-se que o ‘esboco’ efetuado pelo grupo teve como Unico objetivo a compreensdo da
tarefa. Deduz-se que os alunos, na sua resolucdo, comecaram por definir as coordenadas de um ponto

genérico P(x,y). Posteriormente, pela observacéo do ‘esbogo’ grafico, percebem que as coordenadas

do ponto P s&o respetivamente P( x, f(x)), ou seja, P( x,%). Para determinar a distancia entre dois

pontos 0s alunos aplicam incorretamente a férmula da distancia e substituem incorretamente os pontos
pretendidos, ou seja, 0s alunos determinam a distancia entre o ponto P e um ponto genérico e nao a

distancia entre o ponto P com a origem do referencial. Podem-se assumir dois fatores para a incorreta
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utilizacao da formula da distancia: (l) os alunos ndo mobilizaram os conhecimentos sobre a férmula da

distancia entre dois pontos; (Il) ‘sentiram necessidade de alterar a formula’ para obter x2, uma vez que
0 objetivo da tarefa era mostar que d = /xz +g . No segundo quadrado do binémio, como

consequéncia do erro de substituicao das coordenadas dos pontos, os alunos obtém na formula duas
incognitas, nao conseguindo desenvolver o item. Pelos fatores supramencionados a resposta foi
considerada incorreta.

Posteriormente a resolucao e discussao da tarefa - A distancia foi proposta a resolucao da tarefa -

O Quadrado (Figura 43).

Figura 43. Enunciado da tarefa — O quadrado

Tarefa 2. 0 quadrado

Num referencial ortonormado 0,_‘, esta representado o grafico da fungao definida por g(x) = Y9xeum ponto

A que se desloca ao longo deste grafico. Pretende-se construir retangulos cujos vértices sejam definidos por este
ponto, pela origem do referencial e por pontos sobre os eixos coordenados.

a) Determina as coordenadas do ponto A de forma que o retangulo seja um quadrado.
b) Indica, justificando, as coordenadas dos vértices do quadrado referido na alinea a) se em vez de g
considerares as funcdes definidas por:

b1) 29(3)
b2) 39(559)

Fonte: Maximo, 11. ° ano, Porto Editora (Adaptado)

Da analise efetuada das respostas dos alunos a cada um dos itens desta tarefa, verifica-se que
alguns deles apresentam respostas corretas enquanto que outros apresentam repostas parcialmente

corretas, incorretas ou nao respondem aos itens (Tabela 18).

Tabela 18. Percentagem (%) dos tipos de resposta aos itens da tarefa - O quadrado (n = 9)

Item Tipo de resposta
Correta Parcialmente correta Incorreta Nao responde
a) 2(22,2) 5(55,6) 2(22,2) 0(0)
b) bl) 2(22,2) 3(33,3) 2(22,2) 2(22,2)
b2) 1(11,1) 0(0) 6(66,7) 2(22,2)

No primeiro item da tarefa, os alunos poderiam recorrer a diferentes estratégias de resolucéo
[P.Geral_1]: (1) algebricamente, calculando o ponto de intersecdo do grafico da funcdo g com grafico
dafuncdoy = x, ou seja, VY9x = x , obtendo as abcissas dos pontos de intersecdo, x = 0V x = =3 V
x = 3. Com os pontos de intersecdo podemos obter as coordenadas que formam quadrados, que

sd0: 4,(3,3), 45(3,0), 45(0,3), 4,(0,0) e By(=3,—3), B,(=3,0), B5(0, —3), B,(0,0); ou (2)
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graficamente, usando as propriedades da calculadora para determinar os pontos de intersecdo dos
graficos das duas funcdes definidas e posteriormente referenciar os respetivos vértices dos quadrados
[P.Geral_2].

Dada a comparéncia de alguns alunos na aula apenas no momento da resolucdo desta tarefa,

optei por explicar o que se pretendia com a sua exploracao.

Professora: Esta é a funcao g.
Um ponto movimenta-se no grafico da funcdo, e
reparem que este ponto se movimenta formando
retangulos com os eixos coordenados.
(movimentei o ponto de forma a que os discentes
conseguissem observar os retangulos formados).
Quando ¢ que este ponto forma um quadrado?

Figura 44. Imagem do GeoGebra

Alunos: Quando os lados sao iguais.

Professora: Como € que nds vemos isso, A6?

A6: Vai andando com o ponto e vé quando o valor da
abcissa é igual ao valor da ordenada.

A4 Isso porque tens o grafico.

Professora: E se ndo tivesse o grafico? Ou se ndo tivesses
calculadora?

A2: Faziay = x

All: Eg(x) = x

Professora: Entéo, o que temos que fazer?

All: Ver quando é que ¥9x = x. (OGAV4_2)

Neste momento de interacdo com a turma (OGAV4_2), comecei por guiar os alunos com a
explicacao inicial, fornecendo pistas, de forma a apo/ar na interpretacado do enunciado. No dialogo optei
por convidar os alunos a responderem a questdes pontuais, de forma a desafiar a reflexdo das suas
respostas e conduzi-los a resolucao correta.

Da analise do diadlogo com a turma, pode-se verificar que os alunos que interagem perceberam o
que se pretendia, verificar quais os pontos cuja ordenada ¢ igual a abcissa. O aluno A6, ao responder
“vai andando com o ponto e vé quando é que o valor da abcissa € igual ao valor da ordenada”, remete
para uma justificacdo através do método tentativa e erro [N_2]. O aluno A4 contra-argumenta de
imediato, ao afirmar “isso porque tens o grafico”, demonstrando que a solucao apresentada pelo colega
sé |Ihe foi possivel ‘ver’ por observacao do grafico representado. Subentende-se que, para este aluno, ha
outras formas de resolucao sem ser o método tentativa e erro. Questionei entado a turma como poderiam
resolver se nao tivessem nem calculadora nem o grafico, tentando guiar os alunos para a resolucao
algébrica. A resposta dada pelo aluno A2 é ambigua, pois nao explicita de que forma pretende resolver,
se graficamente, e nesse caso recorreria a intersecao dos graficos da funcdo g com o da funcaoy = x,

ou se, algebricamente. Dada a ambiguidade, o aluno A1l pressupde que o aluno A2 queria resolver
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analiticamente ‘corrigindo-o’ ao afirmar g(x) = x, ou seja, ¥9x = x. Apds esta interacéo foi solicitado
aos alunos que resolvessem a tarefa.

No primeiro item da tarefa, os alunos dos grupos G3 e G7 mobilizam competéncias na area do
raciocinio dedutivo baseado em propriedades matematicas para apresentarem uma justificacdo formal
completa [N_3C]. Recorrem a linguagem algébrica para determinar as abcissas dos pontos, revelando
facilidade em converter a representacdo grafica (fornecida por mim aquando da explicacdo) na
representacdo algébrica, manipulando conceitos e propriedades das funcdes [P.Geral_2]. O grupo G3 da
significado a solucdo, uma vez que indica as coordenadas dos pontos que formam os quadrados, A(3,3)
e A(—3,—3), demonstrando que o grupo percebeu a igualdade efetuada, contrariamente ao grupo G7

que nao responde totalmente ao item (Figura 45).

Figura 45. Resposta correta do grupo G3 e parcialmente correta do grupo G7 ao item a) da tarefa - O quadrado
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A verificacao efetuada pelo grupo G7 pressupde duas possibilidades: (I) nao assimilaram a
igualdade e substituiram as coordenadas de forma a verificar se o valor da abcissa ¢ igual ao da
ordenada; () verificar que efetivamente o valor da ordenada é igual ao da abcissa formando assim um
quadrado. Dado que o grupo apenas referiu um dos pontos, a sua resposta esta parcialmente correta,
pois ndo evidencia as coordenadas de todos os pontos que formam os vértices dos quadrados.

Os alunos dos grupos G5 e G2, na fase inicial utilizam a representacéo grafica para compreensao
da tarefa. Posteriormente, os grupos recorrem a representacdo algébrica para determinar/verificar as
abcissas dos pontos de intersecéo do grafico da funcao g com o de y = x [P.Geral_2]. Ambos os
grupos realizam com facilidade os tratamentos dentro do sistema algébrico, conseguindo determinar
corretamente as abcissas dos pontos de intersecdo. Apesar de evidenciarem, nas suas representacoes,
os trés pontos de intersecdo, o grupo G5 salienta apenas o ponto de abcissa x = 3 (Figura 46).
Pressupbe-se que, para este grupo, esta seja a Unica solucdo, demonstrando uma compreensao parcial

da tarefa.
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Figura 46. Resposta parcialmente correta do grupo G5 ao item a) da tarefa - O quadrado
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Ja o grupo G2 determina as coordenadas algebricamente e posteriormente confirma-as através do

esboco grafico obtido no GeoGebra. Na folha que entrega para além de representar o esboco grafico
correto, indica os respetivos pontos de intersecao obtidos algebricamente, demonstrando uma
compreensao total da tarefa (Figura 47). Os alunos deste grupo revelaram facilidade na conversao entre

a linguagem algébrica e gréafica.

Figura 47. Resposta correta do grupo G2 ao item a) da tarefa - O quadrado
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Os alunos dos grupos Gl e G8 recorreram a linguagem natural para apresentar e justificar
informalmente os seus raciocinios na obtencao da solucdo. Subentende-se pelas suas justificacées que
os alunos recorreram ao método de tentativa e erro. Na sua justificacdo, o grupo G1 afirma que foi
testando pontos até ao valor da abcissa ser igual ao valor da ordenada. No entanto, nesta justificacéo
nao ficou evidenciada a forma como os alunos testaram esses mesmos valores, se recorreram as
potencialidades da calculadora grafica, ou se o fizeram algebricamente testando os valores
algebricamente [N_0]. Contrariamente, o grupo G8 justifica como obteve as coordenadas do ponto. Os
alunos testaram as suas conjeturas formuladas através da experimentacao de valores nas coordenadas

dos pontos até a sua validacao [N_2]. No eshoco elaborado pelo grupo, verifica-se que reproduziram da
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calculadora a parte positiva do grafico, possivelmente pelo facto de utilizarem niimeros naturais (Figura

48).
Figura 48. Respostas parcialmente corretas dos grupos G1 e G8 ao item a) da tarefa - O quadrado
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Os alunos do grupo G6 recorreram a representacdo grafica para justificar a sua resposta.
Utilizaram a calculadora grafica para verificar quais as coordenadas que perfazem os quadrados. Verifica-
se que o aluno Al1 faz literalmente o que afirma no dialogo inicial: “Ver quando é que Y9x = x". Uma
vez que foi 0 Unico grupo que recorreu apenas a capacidade grafica da calculadora, solicitei a um aluno
do grupo que explicasse a sua estratégia de resolucao, de forma a confrontar a resolucéo analitica com

a resolucao grafica.

Figura 49. Resposta parcialmente

Professora: Al1, como é que fizeste? )
) . . L correta do grupo G6 ao item a) da
All: Como o x vai ter de ser igual ao y, inseri as
. . tarefa - O quadrado

duas funcdes na calculadora, e fui ver quando

eram iguais. iMostrar Coordenades
Professora: Que expressoes inseriste?
All: Afuncdogey = x. IR
Professora: Ja agora, como é que obtiveste o valor 3? INTERSEGAO
All: Pela intersecao. Usei o intercept. Eu acho mais

facil, fazer na maquina. (OGAV4_3)

Como se pode observar, optei inicialmente por desafiar o aluno a explanacao do seu raciocinio
perante a turma. De forma a agpoiar os restantes colegas, questionei o aluno com questdes pontuais, de
forma a poder guiartoda a turma quer para a explicacao do aluno quer para a resolucao grafica.

Através da justificacao verbal, percebe-se que o aluno estabelece uma conexao entre uma
propriedade conhecida (intersecdo dos graficos de duas funcdes) e a situacao particular presente na
questao [N_3C]. No entanto, a justificacdo apresentada remete para uma compreensao parcial da
situacao visto que nao estabelece todas as conexdes necessarias para a justificacao apropriada. Ou seja,
nao evidéncia as coordenadas dos vértices dos quadrados. Esta resposta foi considerada parcialmente

correta por varios fatores: (I) pelo aspeto acima mencionado; (Il) pelo facto do grafico dever ser um mero
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construtor de conhecimento e/ou meio de comunicacao e ndo como justificacao por si so; (lll) pelo facto
da sua justificacdo advir apenas da minha solicitacao.

Apds a correcao e a discussdo das diferentes estratégias de resolucdo do item a), propus aos
discentes a resolucdo dos itens bl) e b2). O objetivo primordial destes itens consistiu em incentivar os
alunos a pensar primeiro numa estrutura visual e depois numa analitica. Os alunos deviam assimilar
primeiramente as transformacdes ocorridas no grafico da funcao g para obter os graficos das funcoes
f e h, para seguidamente conseguir aplicar as devidas transformacdes a reta y = x, de forma a obter
as respetivas abcissas dos pontos de intersecao. Independentemente da forma como o aluno resolveu

os itens, estes teriam de aplicar operacdes de tratamento na funcdo g para obter as respetivas

funcbesf e h, respetivamente, f(x) = 2 X 3\/% e h(x) = 3 x 3/3(x — 2). Assim, para o item b1)

os alunos podiam assimilar que o grafico da funcéo f ¢ obtido a partir do grafico da funcédo g por meio
de uma dilatacdo vertical e de uma dilatacédo horizontal, ambas de coeficiente 2, ndo havendo qualquer
tipo de deslocacao, quer horizontal ou vertical. Assim, os alunos podem obter as coordenadas dos
vértices do quadrado através da igualdade da expressao que define a fungéo f com a fungdo y = x,
obtendo as abcissas dos pontos de intersecdo, x = 0 V x = —6 V x = 6.As coordenadas dos
vértices que formam quadrados com a origem do referencial séo A, (6,6), A,(6,0) , 45(0,6) , A,(0,0)
e B;(—6,—6), B,(—6,0),B5(0,—6), B,(0,0).

Os alunos poderiam recorrer as capacidades graficas para obter os pontos de intersecao do grafico
da funcéo f com o grafico da fungdo y = x, de forma a obter as abcissas dos pontos de intersecéo e
respetivamente os vértices dos quadrados [P.Geral_1].

Os alunos do grupo G5 e G2 privilegiaram a representacdo algébrica como ferramenta de
exploracao, realizando os tratamentos de modo a obter a solucdo. As respostas apresentadas pelos
grupos evidenciam uma justificacdo formal, baseada em procedimentos e factos matematicos [N_3C],
mas nao apresentam justificacdo para a igualdade entre a funcdo f e a fungcdo y = x. Pressupde-se
que esta igualdade possa advir da igualdade efetuada no item anterior, e, assim sendo, os alunos
demonstram uma compreensao parcial do item. Os alunos do grupo G5 conseguem obter corretamente
0s pontos de intersecdo, contrariamente ao grupo G2 (Figura 50), que apresenta um erro de resolucéo,
pois nao desenvolveu 0 quociente da poténcia corretamente, originando assim uma resposta

parcialmente correta.
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Figura 50. Resposta correta do grupo G5 e parcialmente correta do grupo G2 ao item b1) da tarefa - O quadrado
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Os alunos do grupo G1 apresentam apenas os vértices do quadrado sem qualquer justificacao
[N_0], nao ficando evidente como foram determinados. Pressupde-se que este grupo tenha recorrido as
capacidades da calculadora, ato efetuado no momento de discussado, para determinar as respetivas
abcissas, ficando subentendido para este grupo que seria mais ‘rapida a descoberta’ das abcissas
através da visualizacdo grafica da intersecdo da fungdo f com a reta y = x, uma vez que no item
anterior o grupo resolveu analiticamente.

Os alunos do grupo G9, numa fase inicial, focam-se na representacdo algébrica, realizando
tratamentos dentro do sistema algébrico, de forma a determinar o valor da incognita, mas sem sucesso,
uma vez que nao terminam os seus calculos. Face a sua resposta, pressupde-se que: (l) recorreram as
capacidades da calculadora grafica para determinar os pontos de intersecéo do grafico da fungédo f com
o grafico da funcdo y = x e posteriormente validaram esses mesmos pontos substituindo o valor da
abcissa no ponto de coordenadas ( x, f (x)) verificando que se trata efetivamente de um dos vértices
do quadrado; ou (Il) recorreram ao método tentativa e erro para verificar quando é que as coordenadas
sao0 iguais e posteriormente recorrer ao grafico como forma de validacao/comprovacao. No entanto, os
alunos do grupo G9 revelaram facilidade em converter a representacdo algébrica da funcéo f na sua
representacdo grafica e usam esta ultima de um modo flexivel na exploracdo da tarefa manipulando
conceitos, dando significado a solucéo. Percebe-se que este grupo estabelece uma conexao entre uma
propriedade conhecida (intersecdo dos graficos de duas funcdes) e a situacao particular presente na

questao [N_3C]. Porém, a justificacdo apresentada remete para uma compreensao parcial da situacao,
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uma vez que nao apresenta as coordenadas dos vértices dos quadrados, nem o porqué de igualar a

funcédo f afuncdo y = x (Figura 51).

Figura 51. Resposta parcialmente correta do grupo G1 e G9 ao item b1) da tarefa - O quadrado

Pode-se referenciar um aspeto importante inerente a resolucao do grupo G9, dada a sua resolucao,
que é a janela de visualizacdo do grafico. O facto de o grupo ter mencionado o recurso a calculadora e
pressupondo que esta se encontra no modo standard, o grupo deveria observar dois pontos de intersecao
e ndo um, como evidenciado na sua solucdo. Na possibilidade de a janela ndo se encontrar no modo
standard, os alunos revelaram pouco sentido critico, em dois sentidos: (I) na medida em que, sendo a
funcao f obtida através da dilatacdo e contracdo da funcdo g, o gréfico de f seria ‘semelhante’ ao
grafico de g (estudada no item anterior), logo deveriam obter dois pontos de intersecao; e (Il) pelo facto
de os alunos verificarem apenas a parte positiva, ndo questionando a possibilidade de haver quadrados
no terceiro quadrante.

No que respeita ao item b2), os alunos podiam assimilar que o grafico da funcdo h é obtido a
partir do grafico da funcao g por meio de uma de uma dilatacéo vertical e de uma dilatacao horizontal,
ambas de coeficiente 3, e pela translagdo associada ao vetor ©(2,0). O facto de o grafico se deslocar
duas unidades para a direita, os alunos deveriam assimilar que a reta de equacao y = x também deveria
deslocar-se duas unidades para a direita. Assim, os alunos poderiam obter uma das coordenadas dos
vértices do quadrado através da igualdade da funcdo h com a funcdo y = x — 2, obtendo as abcissas
dos pontos de intersecao x = 2 V x = 11. Para determinar a ordenada dos pontos que representam
os vértices do quadrado, os alunos deveriam substituir os valores das abcissas dos pontos de intersecao
na respetiva funcao, obtendo A4,(11,6), A,(2,0), A;(11,0), A,(2,9). O comprimento do lado do
quadrado obtido sera de 9 unidades de medida. Os alunos neste item demonstraram dificuldades,
comprovando-se pela percentagem de respostas incorretas (66,7%).

A maioria dos grupos recorre a funcao y = x para determinar os pontos de intersecéo, o que

demonstra que estes nao perceberam as transformacoes associadas ao grafico da funcao inicial. No
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didlogo (0GAV4_4) pode-se observar que os alunos ndo assimilaram todas as transformacoes graficas

associadas ao grafico da fungéo h, efetuando a igualdade da funcdo h com aretay = x.

A 6: E assim?

A2: Da igual a primeira.

A4. Nao. Tens de fazer as transformacdes. Olha os parénteses.
Professora: Que transformacdes tém aqui?

Aé6: Uma dilatacdo e uma contracao.

Professora: S6? Vejam melhor.

(..)

Professora: (Para o grupo da A4). Ja conseguiram?

Aé6: Sim, o problema é que se tracarmos a reta y = x, para ver quando se intersetam
nao da...
A4. Temos qualquer coisa mal. (0GAV4_4)

Neste momento de interacdo com o grupo (OGAV4_4), comecei por convidaro grupo a explicar a
sua interpretacdo do enunciado. Ao longo do dialogo optei por desafiar os alunos a reflexdo das suas
respostas e simultaneamente sugerira (re)elaboracdo as suas respostas.

Os alunos do grupo G2 (Figura 52) mencionam as transformacdes associadas aos graficos de
cada uma das funcdes, apresentando posteriormente, sem qualquer justificacdo [N_0], seis pontos.

Figura 52. Resposta incorreta do grupo G2 ao item b2) da tarefa - O quadrado
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Na resolucdo, o grupo G3 consegue assimilar as respetivas transformacées graficas associadas
quer ao grafico da funcdo h quer a reta y = x. Numa fase inicial, o grupo foca-se na representacao
algébrica, realizando tratamentos dentro do sistema algébrico, de forma a determinar o valor da
incdgnita, mas sem sucesso, uma vez que nao termina os seus calculos. No entanto, os alunos revelaram
facilidade em converter a representacdo algébrica da funcdo h e da reta y = x —2 na sua
representacao grafica e usaram esta uUltima de um modo flexivel na exploracao da tarefa manipulando

conceitos, dando significado a solucéo (Figura 53) [P.Geral_2].
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Figura 53. Resposta correta do grupo G3 ao item b2) da tarefa - O quadrado

INICA, JUSTITICaNUO, @ COUTUENauas Uus VETULES UU UaUTauu Uds Iunyues uuluas

por: Tlhr-z
2 jak-2 . -
o208 bzl 3U2k-?- -2
: b2)39(5%) 3 g;;-—.zt =2
- Qe -2 -
o) 2% - == %
<L -l
Vg = &
ak = )3
v g
B3
33610~ O

plr?esg) =0 @ Je =0y Jo =38 U £=\3s
£y lezou b6 Vs -6

Percebe-se que 0 grupo estabelece uma conexao entre uma propriedade conhecida (intersecao
dos graficos de duas funcdes) e a situacdo particular presente na questdao [N_3C]. A justificacao
apresentada remete para uma compreensao da situacao, visto que estabelece todas as conexdes
necessarias para a justificacdo apropriada. Ou seja, evidencia as coordenadas dos veértices dos
quadrados demonstrando no esboco grafico as respetivas transformacoes, nomeadamente a translacéo
associada, quer ao grafico da funcao quer a reta. Constata-se que os alunos deste grupo, em ambas as
alineas, na fase inicial focam-se na representacao algébrica, realizando tratamentos dentro do sistema
algébrico, de forma a determinar o valor da incognita. No primeiro item determinam corretamente os
pontos de intersecdo, no entanto ndo mencionam as coordenadas dos vértices do quadrado, nem
recorrem a representacao grafica para sustentar as suas respostas. Contrariamente, no item b2), nao
terminam os seus calculos, mas sentiram necessidade de recorrer ao grafico para demonstrar os seus
raciocinios e validar as suas respostas. Subentende-se que estes alunos apenas procuraram recorrer
essencialmente a representacao algébrica como ferramenta de exploracdao, mas, dado o pouco tempo
para o término da aula, aceita-se que o recurso a representacao grafica prevaleca pelo facto de se obter

a resposta pretendida mais rapidamente.

Sintese

Neste ponto pretende-se obter um panorama geral da turma sobre os processos de raciocinio e o
papel que as representacdes desempenharam na sua promocao. Na tarefa - A distancia, os alunos
revelaram facilidade na interpretacdo do enunciado, assim como no tratamento e conversoes entre
diferentes representacoes (algébrica, grafica e linguagem natural). Os alunos conseguiram generalizar o

pretendido, recorrendo apenas ao raciocinio dedutivo como justificacao. De acordo com a Tabela 19,
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verifica-se que o nivel de complexidade da justificacdo que surge é o nivel 3C (100%), uma vez que 0s

alunos fundamentaram as suas respostas, baseando-se em propriedades e factos matematicos.

Tabela 19. Frequéncia (%) de justificacdes de acordo como o seu nivel de complexidade na tarefa - A distancia

Niveis de complexidade Frequéncia
0 1 2 3A 3B 3c de
respostas
a) 0(0) 0(0) 0(0) 0(0) 0(0) 4(100) 4
Percentagem média 0 0 0 0 0 100

Como mencionado anteriormente, os alunos ndo revelaram dificuldades na conversao entre as
diferentes representacdes, nomeadamente entre a linguagem natural para a representacao algébrica,
uma vez que todos eles utilizaram apenas essa representacdo. Aliado a este facto estd a auséncia do
recurso a representacado grafica, quer como auxilio quer como validacdo, como se pode constatar pela

Tabela 20.

Tabela 20. Frequéncia (%) dos tipos de representacdo que surgiram nas producdes dos alunos.

Tipo de representacao Frequéncia
Algébrica Verbal Numérica Grafica de respostas
a) 4(100) 0(0) 0(0) 0(0) 4
Percentagem média 100 0 0 0

No que respeita a segunda tarefa, os alunos apresentaram algumas dificuldades na sua resolucéo.
Como expectavel, neste nivel de ensino e como se pode constatar pela Tabela 21, a maioria dos alunos
justifica as suas respostas, usando o raciocinio dedutivo, baseado em procedimentos e factos
matematicos (83,8%). Os grupos que nao apresentaram justificacdes para as sua respostas
correspondem a uma percentagem de 11,4%. Quando os alunos sentem dificuldades em justificar por
processos dedutivos, recorrem a experimentacao para testar as suas conjeturas, correspondendo nesta

tarefa a uma percentagem de 4,76%.

Tabela 21. Frequéncia (%) de justificacdes de acordo como o seu nivel de complexidade na tarefa - O quadrado

Niveis de complexidade Frequéncia
0 1 2 3A 3B 3c de
respostas
a) 1(14,3) 0(0) 1(14,3) 0(0) 0(0) 5(71,4) 7
bl) 1(20) 0(0) 0 (0) 0(0) 0(0) 4(80) 5
b2) 0(0) 0(0) 0 (0) 0(0) 0(0) 1(100) 1
Percentagem média 11,4 0 476 0 0 83,8

Nesta tarefa os discentes revelaram facilidade no tratamento e conversdo entre as diferentes

formas de representacdo (algébrica, grafica e linguagem natural). No entanto, a selecdo das
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representacdes a usar na sua exploracdo comecou a ser feita com base nas experiéncias anteriores dos
alunos, limitando o seu raciocinio. Os alunos privilegiaram a representacdo algébrica (79,1%) como
ferramenta de exploracdo realizando tratamentos de modo a obter informacdes e determinar as
respetivas solucdes. Segundo Arcavi (2003), os alunos mostram-se reticentes quanto ao uso de
representacdes graficas, mesmo estando em posse de calculadoras graficas. Os alunos procuram quase
sempre a solucdo algébrica das questdes. Recorrem a representacao grafica (65,7%) também como
ferramenta de exploracédo, nos casos em que a representacao algébrica ndo lhes permite obter o que

pretendiam, ou como forma de interpretacdo ou validacao dos seus raciocinios (Tabela 22).

Tabela 22. Frequéncia (%) dos tipos de representacdo nas producdes dos alunos em tarefas de exploracao

Tipo de representacao Frequéncia
Algébrica Verbal Numérica Grafica de respostas
a) 4(57,1) 2(28,6) 2(28,6) 4(57,1) 7
bl) 4(80) 0(0) 0(0) 2(40) 5
b2) 1(100) 0(0) 0(0) 1 (100) 1
Percentagem média 79,1 9,5 9,5 65,7

Os alunos recorrem essencialmente ao raciocinio dedutivo baseado em definicdes e propriedades
matematicas, em que a representacdo algébrica predomina como ferramenta de exploracdo e de

apresentacdo de conjeturas e justificacdes formais.

3.4 Raciocinios e representacdoes que emergem da atividade dos alunos

A natureza das tarefas propostas aos discentes incentiva-os a usar estratégias distintas e trabalhar
diferentes representacdes, tal como é sugerido quer pelo projeto REASON, quer pelo NCTM (2007). Este
tipo de tarefas nao tem um método de resolucao imediata, desafiando-os a construir as suas proprias
estratégias usando conhecimentos prévios. Deste modo, os alunos tiveram que interpretar as questdes
e representar a informacao apresentada.

Nas tarefas apresentadas na segunda aula, nomeadamente ‘O salto do gafanhoto’ e ‘O triangulo
dentro do tridangulo’, os alunos revelaram sentir dificuldade em encontrar estratégias de resolucao por
apresentarem contextos diferentes daqueles que estdo habituados. Relativamente a tarefa - O salto do
gafanhoto, apesar de o enunciado mencionar que se tratava de uma funcdo quadratica, alguns alunos
revelaram dificuldades em aplicar os conhecimentos adquiridos acerca desta familia de funcdes, o que
indicia ndo estarem habituados a uma interligacao da Matematica com contextos da realidade. Percebe-
se que ha uma compartimentacdo de conhecimentos. Saliente-se que esta tarefa nao apresentava
nenhum contexto grafico, o que pode explicar a razdo que levou a metade dos alunos a ter que efetuar

um ‘esboco’ de uma possivel representacdo do salto. A alta percentagem do uso da linguagem verbal
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(77,1%) é percetivel, pois é este tipo de linguagem que os alunos mais usam em questdes de resposta
imediata.

A tarefa - O triangulo dentro do triangulo, ao apresentar um esboco dos triangulos dispensou o0s
alunos de terem que esquematizar a situacdo. Tal como a primeira tarefa, os alunos revelaram
dificuldades quer na interpretacao do enunciado quer na formulacdo da generalizacdo. Apenas um par
conseguiu obter a generalizacado usando apenas a linguagem algébrica, revelando que a turma ainda
expressa dificuldades na conversado entre as diferentes representacdes, ndo se encontrando todos na
fase da reificacdo. Outro aspeto que revela dificuldades na generalizacdo prende-se com o uso da
representacdo numeérica, pois passa a ter um ‘papel’ importante na construcao da generalizacdo. Os
alunos vao testando valores procurando descrever o contexto do enunciado, tornando-se um obstaculo a
generalizacdo, o que se traduz na percentagem superior a 50% do uso da representacdo numérica. Infere-
se gue os alunos tém uma concecao de que a apresentacao de varios casos particulares se traduz num
processo de generalizar um padrdo sem o traduzir algebricamente. Os alunos ndo conseguiram mobilizar
conteudos aprendidos, nomeadamente a area do triangulo, quando os mesmos se tornam premissas
importantes para a construcdo de novo conhecimento. Os alunos nem sempre fazem conexdes
necessarias entre os diferentes contetdos.

Apds uma série de aulas sobre a funcdo quadratica, iniciou-se o estudo da funcdo por ramos, com
a tarefa - O salto do mergulhador. Pelas intervencdes e esbocos iniciais dos discentes, constata-se que
recorreram a conceitos aprendidos no estudo da funcao quadratica, tendo-os reproduzidos no estudo da
funcado por ramos. Nesta tarefa era pedido aos alunos a passagem da linguagem verbal para a linguagem
grafica e posteriormente para a linguagem algébrica. Os alunos revelaram dificuldades na conversao da
representacdo verbal para a representacdo grafica e consequentemente na conversao grafica para a
algébrica. A segunda conversao revelou que os alunos tendem a ter dificuldades em mobilizar contetidos
matematicos, pois com o grafico no quadro poderiam ter pensado que o0 mesmo poderia ser trabalhado
como duas funcdes afins.

A tarefa - Agua no cubo, apresentava um grau de dificuldade maior, uma vez que era pedido ao
aluno uma elevada capacidade de abstracao. Foi notoria a dificuldade, pois ndo houve nenhum grupo
que obtivesse a resposta correta. Nesta tarefa foi percetivel, uma vez mais, a dificuldade que os alunos
tém na mobilizacao de conteudos. Sé apos a intervencao da docente é que perceberam que poderiam
usar a semelhanca de tridngulos para a resolucdo. A linguagem algébrica foi a mais utilizada. O

importante de realcar nesta tarefa é o uso da linguagem grafica para sustentar os seus raciocinios apesar
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de no enunciado estar patente o esquema, o que revela que, em problemas de modelacao, os discentes
sentem necessidade de descrever o contexto.

Sendo fundamental proporcionar aos alunos uma variedade de situacdes que incluam o recurso a
diversas estratégias, como o uso da calculadora gréfica, de forma a desenvolver conexdes entre
representacdes, a tarefa — O quadrado foi pensada nesse sentido. A passagem de uma representacao
para a outra é essencial para que os discentes tenham conhecimento da existéncia de varias
representacdes que podem ser utilizadas na realizacdo da tarefa proposta. Assim, a tarefa do quadrado
permitiu ao aluno a escolha da representacao mais eficaz na resolucao da tarefa e, caso fosse necessario,
permitia estabelecer conexdes entre representacdes. A maioria dos alunos optou por resolver
algebricamente, no entanto, numa das resolucdes, um aluno resolveu o primeiro item algebricamente,
optando na resposta ao segundo item pela representacdo grafica, demonstrando ter flexibilidade em
estabelecer conexdes entre representacdes. Esta conversao/tratamento entre representacdes permitiu
aos alunos estabelecer conexdes entre as diferentes representacdes o que constitui uma das condicoes
para 0 acesso a compreensao do conceito de funcao.

Seguidamente sdo apresentadas as caracteristicas quer no que respeita ao nivel de complexidade
do raciocinio, quer o tipo de representacao utilizada em cada uma das tarefas apresentadas aos discentes
(Tabela 23).

Tabela 23. Evolucao dos niveis de raciocinio e tipo de representacao utlizados pelos discentes nas diferentes

tarefas.
Funcao quadratica Funcao por ramos Fungao ra!z _quadrada €
cubica
Salto do 0 triangulo dentro 0 mergulhador Agua no cubo A distancia 0 quadrado
gafanhoto do triangulo
Justificagdo Generalizacao Generalizacdo Generalizacdo Justificacdo Justificacdo
Representacao Verb-Alg Ver+Graf-Alg Verb-Graf+Alg Verb+Graf—Alg Alg—Alg Alg—Alg
° 0 25 25 33,3 0 0 11,4
e 1 0 0 0 0 0 0
gE 2 0 37,5 16,7 0 0 4,76
s % 3A 12,5 0 0 0 0 0
$8 38 12,5 25 0 0 0 0
= 3C 50 12,5 50 100 100 83,8
% Alg 42,7 50 50 100 100 79,1
S ¢ Ver 48,9 25 16,7 0 0 9,5
28 Num 0 25 0 0 0 9,5
e Graf 28,1 0 50 50 0 65,7

Ver- Verbal; Num-Numérica; Graf- Grafica; Alg- Algébrica

Na realizacdo das tarefas, os alunos foram incentivados a justificacao dos seus raciocinios, por
solicitacdo expressa quer no enunciado das tarefas quer oralmente por mim nos momentos de interacao.

Nesse sentido, os alunos perceberam a importancia de justificar os seus raciocinios, ficando evidente
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através das producdes dos mesmos, que houve uma evolucdo no numero de justificacdes apresentadas,
ou seja, 0s alunos passaram a justificar os passos utilizados na resolucéo das tarefas.

Pela tabela 28, observa-se que houve uma evolucdo nos niveis de complexidade de raciocinio
demonstrando que os discentes apresentaram cada vez mais justificacdes fundamentadas, quer
recorrendo a processos dedutivos, quer recorrendo a argumentos matematicos.

No que respeita as representacoes, a representacdo algébrica e grafica foram as mais utilizadas e
a representacdo numérica a menos utilizada, independentemente da tipologia da tarefa. A representacao
grafica, a construcao de ‘esbocos’, foi importante no processo de aprendizagem, pois desempenhou a
dupla funcdo de compreensao e de complementaridade facilitando a construcdo das suas respostas. A
linguagem verbal assumiu também um papel importante no processo de justificacdo, no sentido em que
os discentes recorreram a esta linguagem para justificar, quando aparentemente nao o conseguiam fazer
por outros processos.

De um modo geral, verifica-se que o raciocinio dedutivo foi 0 mais recorrente na resolucao das
tarefas, com recurso a representacao algébrica. A promocdo das conexdes entre representacdes, o tipo
de funcdes estudadas, o ambiente de aprendizagem de caracter exploratério e o recurso a calculadora

grafica revelaram-se facilitadores do desenvolvimento do conceito de funcéo.

3.5. Avaliacao do ensino ministrado

De modo a conhecer as percecdes dos alunos sobre as estratégias implementadas na minha
intervencao pedagodgica, solicitei que respondessem a um questionario (Anexo 3). A maioria dos alunos
concorda que as tarefas propostas os desafiavam a raciocinar (100%), incitando-os a justificar a suas
respostas (83,3%), e que estimulavam a conexao entre conceitos matematicos (77,7%), favorecendo a
aprendizagem dos topicos em estudo (94,4%) (Tabela 24). No entanto, quanto a sua resolucado, apenas

16,6% concordam que as respetivas tarefas eram de facil resolucéo.

Tabela 24. Percecdes (%) dos alunos relativamente as caracteristicas das tarefas (n = 18)

Caracteristicas das tarefas DT/D NCND C/CT X s
As tarefas que resolvi nas aulas desafiaram-me a raciocinar. 0% 0% 100% 43 049
As tarefas propostas nas aulas eram faceis de resolver. 16.7% 66.7% 166% 29 08

Na discussao das resolucdes das tarefas propostas nas aulas
surgiram varias estratégias de resolucao.

As tarefas propostas nas aulas favoreceram a aprendizagem
dos topicos em estudo.

A resolucao das tarefas propostas nas aulas estimulava a
conexao entre conceitos matematicos distintos.

A resolucdo das tarefas propostas nas aulas solicitava a
justificacao de raciocinios.

0% 16,7%  83,3% 4 1
0% 15,6%  94,4% 4 0
0% 22,3% 777% 41 07
0% 16,7%  83,3% 4 1
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No que respeita a trabalhar em grupo (Tabela 25), a opinido dos alunos & unanime em concordar
que trabalhar em grupo foi benéfico para a sua aprendizagem, pois permitiu uma melhor interpretacéo
das tarefas, promovendo a interacdo em todas as fases do processo, sobretudo aquando da discusséo
sobre as suas resolucoes.

Tabela 25. Percegdes (%) dos alunos relativamente ao trabalho de grupo (n = 18)

&I
7

Trabalho de grupo DT/D NCND C/CT

0O trabalho em grupo permitiu-me confrontar as minhas ideias com ) ) .

as ideias dos meus colegas. 0% 0% 100% 49 03
A discussdo de estratégias de resolucdo das tarefas no grupo
desenvolveu 0 meu raciocinio.

A interacdo com os meus colegas do grupo foi benéfica para o
desenvolvimento do raciocinio.

Trabalhar em grupo ajuda a fazer uma melhor interpretacdo das

0% 56% 944% 5 1
0% 56% 944% 5 1

tarefas. 0% 0% 100% 0
Nas atividades realizadas no grupo fui um elemento interventivo. 0% 223% 77.7% 4 1
Nas atividades realizadas no grupo esperei que alguém resolvesse . .

as tarefas. 61,1% 16,7% 222 2 2

Nas atividades realizadas no grupo deve-se esperar que o melhor

aluno resolva as tarefas. 94,4% 0% 5,6% 1 1

Os alunos sentiram-se elementos interventivos no grupo (77,7%), conseguindo expor e confrontar
as suas ideias dentro do grupo (100%). De acordo com as suas opinides, o facto de trabalharem em
grupo nao significa que deve ser o melhor aluno a resolver a tarefa, mas sim todo o grupo (94,4%). Para
os discentes (100%), a discussdao de estratégias de resolucdo das tarefas no grupo permitiu o
desenvolvimento dos seus raciocinios.

Relativamente & tematica das representacdes, como se pode observar pela Tabela 26, as
representacdes constituem um elemento primordial na aprendizagem, quer como auxiliador na resolucao
das tarefas quer como meio de comunicacdo na discussao de ideias (94,4%). Para os discentes, a
conexao entre as diferentes representacoes potencia a aprendizagem dos tdpicos em estudo (88,2%), ao
mesmo tempo que facilita a comunicacao dos seus raciocinios perante a turma (61,1%). Na opinido dos
alunos (94,4%) as diferentes representacdes ajudam no processo de raciocinio aguando da resolucéo
das atividades.

Tabela 26. Percecdes (%) dos alunos relativamente as representacdes (n = 18)

Representacdes DT/D NCND C/CT x s
As representacdes dos conceitos em estudo (grafico, tabela,
expressao algébrica) ajudaram-me a raciocinar na resolucdo das 0% 5,6% 94.4% 4,33 0,59

atividades que realizei nas aulas.

As representacdes dos conceitos em estudo (grafico, tabela,
expressao algébrica) ajudaram-me a apresentar a turma as  5,6% 33,3% 61,1% 3,7 1
resolucdes que efetuei das tarefas propostas nas aulas.

A conexdo entre as diferentes representacées poténcia a
aprendizagem dos topicos em estudo.

As representagdes serviram de meio de comunicacdo para
discussao de ideias.

0% 11,8% 88,2% 4 1

0% 56%  94,4% 4 1
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Desenvolver a capacidade de raciocinio € essencial para ajudar os alunos a irem além da mera
memorizacao de factos e de regras. O foco no raciocinio dota os alunos de competéncias de pensamento
critico e de capacidade de resolucdo de problemas, justificando, generalizando e avaliando a resolucéo
de tarefas. Observa-se pela Tabela 27 que a maioria dos alunos concorda que, tanto o processo de
justificar (94,4%), como o processo de generalizar (72,2%), promovem o desenvolvimento do raciocinio.
E de salientar que 94,4% dos discentes tém a percecdo que justificar exige ter conhecimentos
matematicos. O uso de diferentes representacdes também é um aspeto de concordancia para os
discentes (94,4%) no que respeita ao desenvolvimento do raciocinio. Quanto a relevancia da discussao
da resolucdo da tarefa, a totalidade dos discentes concorda que a ‘discussao’ promove o raciocinio.

Tabela 27. Percegdes (%) dos alunos relativamente ao raciocinio (n = 18)

Raciocinio DT/D NCND C/CT x s
Justificar o que se faz e 0 que se diz nas aulas de Matematica 0% 5,6% 94,4% 473 0,6
promove a aprendizagem dos topicos em estudo.

A interpretacao da resolucao de tarefas promove o raciocinio 0% 5,56% 94,4% 4.4 0,6
A discussao da resolucéo de tarefas promove o raciocinio. 0% 0% 100% 45 0,51
Usar diferentes representacoes Matematicas desenvolve a 0% 5,6% 94,4% 4722 0,55
capacidade de raciocinio.

Generalizar resultados matematicos promove o raciocinio. 5,6% 222%  72,2% 3,9 0,9
Justificar exige ter conhecimentos matematicos. 0% 5,6% 94,4% 4.4 0,6

A fim de compreender se 0s alunos consideraram o ensino ministrado explicito e fomentador,
questionei-os sobre aspetos da minha pratica na promocao do raciocinio. Os alunos, na sua maioria,
consideram que o trabalho efetuado foi promotor do desenvolvimento do raciocinio matematico (Tabela

28).

Tabela 28. Percegdes (%) dos alunos relativamente as a¢des da professora na promogéo do raciocinio (n = 18)

Acoes da professora na promocao do raciocinio DT/D NCND C/CT x s
O apoio prestado pela professora aos alunos foi adequado na 0% 27,8% 72,2% 4,22 0,88
resolucao das tarefas

A professora solicitava aos alunos justificacbes das suas 0% 5,6% 94,4% 4,56 0,62
respostas
A professora encorajou a explicitacao de raciocinios. 0% 0% 100% 5,56 0,51
A professora encorajava a partilha de ideias nos momentos de 0% 0% 100% 4,61 0,50
discussao.
A professora solicitava a explicacdo do “porqué” das suas 0% 0% 100% 4,67 0,49
respostas.
A professora desafiava os alunos a pensar. 0% 0% 100% 4,78 0,43

O trabalho desenvolvido revelou-se proficuo para os discentes, pois sentiram-se desafiados a
pensar, encorajados a explicitacdo dos seus raciocinios, a fundamentacao das suas respostas, assim

como a partilha de ideias nos momentos de discussao.
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De uma forma global, constata-se que os alunos expressaram opinides favoraveis relativamente
ao teor das questdes de natureza fechada.

Para a analise das cinco questdes abertas, foram criadas categorias baseadas nas respostas dos
alunos de modo a permitir a determinacdo de frequéncias. As primeiras duas questdes de natureza
aberta pediam aos alunos para indicar vantagens e desvantagens da resolucao de tarefas que exigem
raciocinio para a aprendizagens de tépicos estudados e para a sua formacdo. No que toca as vantagens
de tarefas que exigem raciocinio, observa-se pela Tabela 29 que os alunos reconheceram que estas
tarefas contribuiram para uma melhor aprendizagem, pois para além de os “obrigar a pensar” permitiram
relacionar diferentes contetdos. Os alunos destacaram também que estas tarefas incentivaram a
justificacdo. Em sintese: estas tarefas permitem, segundo os alunos, uma melhor e mais significativa

aprendizagem das matérias lecionadas.

Tabela 29. Vantagens na resolucéo de tarefas que exigem raciocinio (n = 18)

Vantagens Frequéncia

Aprende-se melhor a matéria 6
Obriga-nos a pensar 7
Incentiva a justificacao 3

2

Permite relacionar diferentes contetdos

Relativamente as desvantagens de tarefas que exigem raciocinio, os alunos revelaram que para
um aluno com mais dificuldades pode tornar-se um obstaculo na sua aprendizagem (Tabela 30), tal
como refere um aluno: ‘sem uma boa base em Matematica Basica, as resolucdes tornam-se mais dificeis
que o habitual, levando a uma frustracado no aluno’. Alguns alunos salientam que a resolucado destas
tarefas pode, por vezes, ser mais confuso e que a sua realizacdo implica despender de muito tempo para
a sua resolucdo. No entanto, outros alunos destacam que nao existem desvantagens na resolucéao de

tarefas que exigem raciocinio.

Tabela 30. Desvantagens na resolucdo de tarefas que exigem raciocinio (n = 18)

Desvantagens Frequéncia
Por vezes é mais confuso 3

Nao ha desvantagens
Nao pensamos

Séo mais dificeis

Mais tempo de resolucao

w NN w

As duas questdes seguintes pediam aos alunos para indicarem vantagens e desvantagens da

utilizacdo de diferentes tipos de representacéo (grafico, tabela, expressdes algébricas) na aprendizagem
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dos tépicos em estudo. No que respeita as vantagens da utilizacdo das diferentes representacdes,
constata-se pela Tabela 31 que o uso das diferentes representacdes, para a maioria dos alunos, ajuda
na interpretacdo e compreensao da tarefa. Outra vantagem mencionada pelos discentes é o facto de

permitir o desenvolvimento do pensamento.

Tabela 31. Vantagens da utilizacao de diferentes tipos de representacdes (n = 18)

Vantagens Frequéncia
Ajuda na interpretacdo/compreensao da tarefa 15
Desenvolve o pensamento 3

No que respeita as desvantagens da utilizacao de diferentes representacdes, os alunos referem
gue podem-se tornar mais confusas. Alguns alunos salientam também que algumas representacoes nao
se adequam a determinadas tarefas. A principal desvantagem para os discentes prende-se com o facto
de estes apresentarem dificuldades em saber interpretar as diferentes representacdes. No entanto,

outros alunos destacam nao haver desvantagens na utilizacao de diferentes representacdes (Tabela 32).

Tabela 32. Desvantagens da utilizacéo de diferentes tipos de representacdes (n = 18)

Desvantagens Frequéncia
Saber interpretar 7

Nao se adequam a determinadas tarefas
Mais confuso

Nao ha desvantagens

o1 w w

Na ultima questao pretendia perceber a opinido dos alunos sobre qual o0 método de trabalho que
melhor beneficia o desenvolvimento do raciocinio, se trabalhar em grupo ou individualmente e porqué
(Tabela 33).

Tabela 33. Percecdes dos alunos sobre o trabalho de grupo/ auténomo.

Trabalho de grupo/ auténomo Frequéncia
Grupo- ajuda a perceber melhor o enunciado da tarefa 5
Grupo- permite troca de ideias

Grupo- diferentes raciocinios

Grupo- mais vontade de trabalhar e participar

N Oy O

Nesta questdo, a turma entende que trabalhar em grupo é mais vantajoso, pois ajuda na
interpretacao do enunciado, assim como permite uma maior troca de ideias. Alguns alunos referenciam
que trabalhar em grupo é vantajoso pois implica ter diferentes raciocinios na resolucao da tarefa. Saliento
uma afirmacao produzida por um aluno - “Em grupo, podemos ir trocando ideias com o0s nossos colegas,
0 que é benéfico para a nossa aprendizagem” - a qual me parece sintetizar na perfeicdo a eficacia

pedagogica desta estratégia.
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CAPITULO 4

CONCLUSOES, LIMITACOES E RECOMENDACOES

Neste capitulo, sao apresentadas as principais conclusdes que sobressairam da intervencao pedagogica
descrita circunstanciadamente ao longo deste trabalho, atendendo ao objetivo e as questbes de
investigacao delineadas, assim como uma reflexao final sobre as aprendizagens construidas durante essa
intervencao. Por fim, sdo referidas algumas limitacdes e recomendacdes a ter em conta em investigacdes

futuras desta indole.

4.1. Conclusodes

As conclusdes deste estudo retomam e enquadram o essencial das respostas as seguintes
questdes de investigacao: (1) Que processos de raciocinio sao expressos por alunos do 10.° ano na
exploracao de representacdes de funcoes? (2) Que dificuldades manifestam os alunos na aprendizagem
de funcdes? Qual o papel da articulacdo entre as representacdes e 0s raciocinios na resolucdo dessas
dificuldades? (3) Que percecdes tém os alunos sobre a exploracao das representacoes de funcoes na

promocao dos raciocinios matematicos?

4.1.1. Que processos de raciocinio sao expressos por alunos do 10° ano na exploracao de
representacoes de funcoes?

Na promocdo do raciocinio matematico, um dos aspetos fundamentais assenta no conhecimento
prévio dos processos de raciocinio dos discentes, a fim de serem definidos os contornos pedagogicos e
as caracteristicas das tarefas a selecionar e a propor aos alunos. A adequacao e a pertinéncia sao, por
conseguinte, aspetos incontornaveis. Dai a diagnose inicial.

Tendo em vista estas preocupacdes, devidamente enquadradas e balizadas nos estudos da
literatura da especialidade e articuladas com o curriculo da turma visada neste estudo (entenda-se por
curriculo as Aprendizagens Essenciais (AE) da disciplina de Matematica, o Perfil do Aluno a Saida da
Escolaridade Obrigatéria (PASEQ) e ainda a Estratégia de Cidadania, que a atual legislacdo preconiza),
as tarefas propostas foram sempre formuladas com o intuito de promover o recurso a varias
representacdes e processos de raciocinio, nomeadamente generalizacdo e justificacdo enquanto
processos centrais no raciocinio matematico. Curiosamente, foram estes os processos de raciocinio mais

frequentemente dados a observar nas resolucdes dos alunos, validando as opcdes pedagogicas
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realizadas pela professora e a compreensao que do contexto em que se moveu. Nao foi indiferente a
preocupacdo com as questdes da inclusdo e da propria mentoria (procurando a interajuda e a regulacao
entre pares), ao optar por promover trabalho em pares/grupo.

Como sublinhado atras, o raciocinio matematico surge enquanto capacidade transversal no atual
programa de Matematica do ensino basico (Ministério da Educacdo, 2007), envolvendo uma variedade
de processos, nomeadamente a formulacdo de questdes, a formulacdo e teste de conjeturas e a
realizacdo de justificacdes. De facto, perante uma dada situacdo a que se pretende dar resposta, os
alunos tém de colocar questdes, formular conjeturas, testar essas conjeturas e validar resultados. Este
processo de prova e validacdo é também uma pratica social, pois os alunos tém de argumentar e
comunicar aos restastes colegas os seus resultados, eventualmente contra-argumentar para que os
resultados possam ser validados por todos.

Ao estabelecerem conjeturas, os alunos identificam pontos comuns entre varios casos,
expressando ideias que os levaram a usar e clarificar o significado de conceitos, simbolos e
representacoes, autorregulando o seu processo de aprendizagem.

Formular uma generalizacdo matematica envolve fazer uma afirmacdo sobre uma propriedade,
conceito ou procedimento que se pretende valido para um conjunto alargado de objetos ou condicoes
matematicas. Saliente-se que embora a generalizacdo seja apenas considerada valida quando
demonstrada, esta também pode ser considerada valida de acordo com as capacidades e conhecimentos
dos alunos em cada momento da sua aprendizagem (Carraher et al., 2008).

As generalizacOes apresentadas pelos alunos seguiram essencialmente uma abordagem
dedutiva, no entanto também apresentaram generalizacdes de natureza empirica. Quando a
generalizacao adveio de raciocinios de natureza dedutiva, os alunos basearam-se em conceitos e ideias
matematicas, em que conseguiram reconhecer a relevancia desses mesmos conceitos ou ideias
matematicas para conseguirem aplicar apropriadamente a situacdo em questdo, como patenteado nas
tarefas ‘Agua no cubo’, e ‘O quadrado’.

Na tarefa - Agua no cubo, é percetivel que 0s alunos conseguiram perceber que para determinar
a altura da agua, poderiam recorrer & semelhanca de triangulos, no entanto, um grupo assimilou a total
compreensao da tarefa dedutivamente, enquanto que outro grupo recorreu ao ‘esboco’ para ter uma
percepcao do comportamento da seccdo obtida pelo plano definido pela superficie da dgua. Este grupo
valida o seu ‘esboco’ com a atribuicéo de valores. Da reposta erronea pode-se observar que o grupo
também recorreu ao ‘esboco’ para ter a percecao da contextualizacao da tarefa, no entanto néo valida

esse mesmo ‘esboco’. A sua conjetura do comportamento da seccdo obtida pelo plano definido pela

99



superficie da agua fica subentendida pela ‘simetria’ aguando da explicacédo da tarefa no Geogebra. Nao
basta verificar a conjetura, mas torna-se necessario testa-la para muitos casos de forma a nao restarem
duvidas da sua veracidade (Boavida, 2005).

Na tarefa - O quadrado, os alunos também recorreram a propriedades matematicas para obter
as coordenadas dos pontos que formam quadrados, no entanto a maioria dos grupos nao valida esses
mesmos pontos. Verifica-se que os alunos para validarem as suas conjeturas recorreram ou ao Geogebra
ou a calculadora grafica. Dada a validacao da conjetura no primeiro item (intersecao do grafico da funcéo
dada com o gréfico de y = x) os alunos assumiram esta conjetura para a resolucao no item seguinte,
percebendo apenas que esta nao seria valida na propria validacao.

Quando a generalizacdo adveio de raciocinios de natureza indutiva, significa que os alunos
revelaram dificuldades na formulacdo de conjeturas, através do raciocinio dedutivo. Estes recorreram ao
raciocinio indutivo por métodos empiricos testando alguns valores, para identificar elementos comuns e
estender o raciocinio além do ambito no qual originalmente se identificaram os elementos comuns.
Assim, o processo de conjeturar sobre a escolha dos valores de forma sistematica conduziu-os a
formulacao das primeiras conjeturas sobre ‘o que esta a acontecer’, como se observa nas resolucdes
das tarefas ‘O triangulo dentro do triangulo’ e ‘O quadrado’. Na tarefa do tridangulo dentro do triangulo os
alunos testaram valores contextualizados de forma a terem a percepcado do comportamento da funcéo,
validando as suas conjeturas, permitindo responder em simultaneo ao item seguinte.

Na tarefa - O quadrado, os alunos, tal como afirmaram, foram testando valores até que o valor
da ordenada fosse igual ao valor da abcissa. Nesta justificacdo ndo esta patenteada a escolha dos valores.

De uma forma geral, quando a justificacdo, para a validacdo das suas conjeturas se baseia em
casos particulares, podendo ser particularmente Uteis se os alunos ndo tém ferramentas necessarias
para justificar com uma abordagem ndo dedutiva (Lannin et al., 2011), possa ser considerada valida,
nao substitui a demonstracdo matematica (Stylianides & Stylianides, 2009). Além disso, este tipo de
justificacdo pode ser considerado uma forma de resisténcia a generalizacdo. Segundo o NCTM (2009),
0 raciocinio indutivo tem lugar sobretudo na formulacdo de conjeturas gerais a partir de casos especificos.

Relativamente as justificacdes apresentadas, estas foram, em muitos casos, baseadas em
procedimentos, propriedades (axiomas e teoremas) e definicdes matematicas embora houvessem
excecdes, como, por exemplo, na resolucdo da tarefa ‘O tridngulo dentro do tridangulo’.

Os alunos recorreram ao raciocinio dedutivo baseado em definicdes e propriedades matematicas
ou efetuando tratamentos dentro do sistema de representacao algébrica, o que lhes permitiu obter

facilmente uma solucdo valida. De acordo com o supracitado, subentende-se que a representacao
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algébrica é a mais usada como ferramenta de exploracao e de apresentacao de conjeturas e justificacoes
formais.

As diferentes representacdes revelaram ser importantes ferramentas de apoio aos raciocinios dos
alunos, facilitando a interpretacdo, a comunicacao e a discussao de ideias matematicas, como salienta
Tripathi (2008). Assim, as justificacdes surgem maioritariamente sob a forma de linguagem algébrica e
natural e por vezes numérica, tal como é evidenciado no estudo realizado por Henriques e Ponte (2014).
0O mesmo se conclui no que respeita a linguagem natural, que vai ao encontro do que Boero et al. (2008)
afirmam: ficou evidente que, de facto, os alunos preferem argumentos apresentados em palavras, uma
vez que para justificar e explicar procedimentos de resolucao de problemas os argumentos algébricos
sao mais dificeis. A representacdo grafica revelou-se essencial, quando os discentes evidenciaram
dificuldades na interpretacdo do enunciado, sentindo a necessidade de recorrer a representacoes
graficas, ‘esbocos’, de forma a que estas os auxiliassem quer na interpretacao, quer na organizacao das
suas ideias, bem ainda como na forma de comunicar. Estes "esbocos’, na maioria das vezes, serviram
de suporte ao pensamento dos alunos, estando estritamente ligadas ao raciocinio matematico (NCTM,
2007; Ponte et al., 2012). Assim, e de acordo com Ainsworth (2006), verifica-se e confirma-se que as
representacdes efetuadas serviram de apoio a interpretacdo e compreensao da informacéao fornecida no
enunciado.

A énfase dada as representacdes na resolucao dos diferentes tipos de tarefas (contextualizadas e
puramente Matematicas) difere. Nas tarefas contextualizados — ‘O salto do gafanhoto’, ‘O Mergulhador’
e O Cubo’ - os alunos recorrem a analise grafica global, utilizando a informacao do contexto, o que vai
ao encontro da perspetiva de Goldin (2003), que refere que as representacdes internas de contextos
conhecidos podem servir de suporte a construcdo de outras representacdes. Por outro lado, nas tarefas
puramente matematicas - ‘Triangulo dentro do triangulo’ e ‘O Quadrado’ - os alunos utilizam uma
analise grafica pontual.

Da analise efetuada constata-se que uma das principais diferencas nas resolucdes dos alunos se
revela ao nivel do maior ou menor detalhe com que exploram ou explanam uma situacao. Essa diferenca
pode dever-se ao conhecimento existente ou a experiéncia anterior, os quais influenciam a construcao
do conceito matematico de funcao e interferem no sentido que o aluno da a situacao.

Estes resultados mostram também que os alunos sao capazes de usar tanto o raciocinio indutivo
como o dedutivo, mas que é necessario reforcar alguns processos de raciocinio nas competéncias em
que apresentam maiores fragilidades, como, por exemplo, a generalizacao e a justificacdo. Destaca-se,

como aspeto significativo, a variedade de representacdes que os alunos utilizam, associadas as diferentes
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funcdes que desempenham na exploracao das tarefas de investigacdo propostas. Conclui-se que a
utilizacao de multiplas representacoes é benéfica para a compreensao, para desenvolver o raciocinio e

para a construcado de conhecimento (Ainsworth, 2006).

4.1.2. Que dificuldades manifestam os alunos na aprendizagem de funcoes? Qual o papel
da articulacao entre as representacoes e os raciocinios na resolucao dessas dificuldades?

Neste estudo os alunos revelaram algumas dificuldades quer em justificar quer em generalizar,
uma vez que “os alunos tendem a considerar que justificar se reduz a apresentar os calculos realizados
na resolucao da tarefa” (Ponte, 2014, p. 102).

Embora desde o inicio da intervencdo pedagogica tenha sido possivel observar uma ligeira
melhoria na utilizacdo do processo de justificacdo, muitos alunos continuaram a desvalorizar a
necessidade de justificar as suas respostas, ou fizeram-no de forma incompleta. Verificou-se que as
justificacdes, quando apresentadas, se encontram incompletas e escassas na utilizacdo de termos
matematicos. Pressupde-se que este procedimento esteja interligado a dificuldade de os alunos se
expressarem e exporem as suas ideias de forma clara e detalhada, quer oralmente, quer por escrito,
sobretudo a medida que o nivel da complexidade das tarefas vai aumentando.

Na tarefa - O triangulo dentro do tridngulo, para além da dificuldade patenteada na interpretacao
do enunciado, ou seja, na conversao da linguagem natural para a linguagem grafica e algébrica, os alunos
demonstraram dificuldades na transformacéo dentro do mesmo registo, que lhes permitia determinar
dedutivamente o valor em que a area do triangulo é maxima, recorreram a métodos numéricos para a
resolucdo da tarefa. Como patenteado anteriormente, os alunos, perante a dificuldade de resolver
algebricamente, optam por uma abordagem empirica para a sua resolucédo. Para Barbosa (2011), esta
abordagem essencialmente numérica, que nao atribui significado as variaveis, pode ser um obstaculo a
generalizacao. Outra dificuldade foi a tendéncia de os alunos focarem as suas respostas em exemplos
particulares ao invés de estabelecerem uma regra geral que lhes permitiria a resolucao de varios itens.
No entanto, a escolha destes nao aparentou ser aleatoria, demonstrando uma compreensao do dominio
da conjetura a ser testada, como se constata nesta tarefa.

Da analise da tarefa - O mergulhador, os alunos revelaram dificuldades na interpretacdo do
enunciado, pois, tal como supracitado, a linguagem natural associada a apresentacdo do problema pode
tornar-se um obstaculo para a comunicacdo matematica, uma vez que nao é universal e a sua utilizacao
pode ser feita de forma ambigua ou conduzir a associacdes incorretas (Friedlander & Tabach, 2001).

Paralelamente, os alunos sentiram dificuldades na conversado entre as diferentes representacdes, pois
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segundo Ellia et al. (2007), o processo de transicdo entre representacoes nao é trabalhado
adequadamente no estudo das funcdes, dando origem ao fendmeno da ‘compartimentacao’. Apenas um
grupo, de acordo com Mourao (2002), conseguiu chegar a reificacdo, uma vez que ‘apropriaram-se’ de
um objeto matematico, funcdo afim, permitindo que se inicie um novo ciclo, comecando pela
interiorizacdo com vista a formacdo de um novo objeto mais abrangente, neste caso a funcao definida
por ramos.

Na tarefa - Agua no cubo, os alunos revelaram bastantes dificuldades na interpretacdo do
enunciado, recorrendo a ‘esbocos’ para a sua interpretacao e compreensao.

Na tarefa - O quadrado, os alunos mostraram-se reticentes quanto ao uso de representacoes
graficas mesmo estando em posse de calculadoras graficas. Os alunos procuraram quase sempre a
solucao algébrica das questdes (Arcavi, 2003).

Relativamente a transicao entre as representacoes verbal e algébrica, a interpretacdo de cada uma
das partes de uma expressao constitui uma dificuldade comum aos alunos. As dificuldades na passagem
entre estas representacdes estdo de acordo com o desempenho dos alunos do estudo de Ellia et al.
(2007), em que alguns dos piores resultados foram obtidos nos problemas que requeriam a passagem
da representacao verbal para a algébrica.

Outro aspeto notorio de dificuldade esta relacionado com a interpretacao do enunciado de tarefas,
em que os alunos revelaram dificuldades quer na interpretacdo quer na sua resolucdo. Em termos da
resolucdo de problemas envolvendo funcdes, a calculadora grafica desempenhou um papel relevante,
quer numa perspetiva de exploracao, quer em termos da obtencado da solucao por meio das suas
capacidades representacionais. Apesar de os alunos terem demonstrado dificuldades em transformar a
calculadora gréfica num instrumento eficaz perante problemas que saiam do ambito dos que foram
trabalhados anteriormente, foi possivel identificar situacdes que conduziram a resolucées com sucesso.
0 estudo mostrou evidéncias de que a calculadora grafica pode ser convertida num instrumento eficiente
na resolucéo de problemas envolvendo funcdes, podendo esta ser comprovada pela resolucéo da tarefa
do ‘O Quadrado’ onde os alunos posteriormente tentaram resolver da mesma forma as restantes

questdes.

4.1.3. Que percecdes tém os alunos sobre a exploracao das representacoes de funcdoes na
promocao dos raciocinios matematicos?
Um aspeto fundamental para a promocao do raciocinio matematico reside nas tarefas propostas

aos alunos. As tarefas propostas, tal como sugerem Lannin et al. (2011), possuem um cunho
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exploratorio. Sendo os alunos uma parte fundamental neste estudo, foram questionados sobre este tipo
de tarefas, quer na metodologia de ensino, quer relacionadas com a tematica em estudo. Da analise
efetuada as respostas ao questionario proposto, segundo a maioria dos alunos, este tipo de tarefas traz
vantagens na aprendizagem dos topicos em estudo, pois incita a sua justificacdo. Paralelamente,
estimula a conexdo entre conceitos matematicos distintos.

Uma desvantagem apontada pelos alunos reside na complexidade das tarefas o que torna a sua
compreensao e interpretacdo menos facilitada. Para estes alunos, este tipo de tarefa pode levar a uma
maior frustracao face a sua incapacidade de resolver.

No que respeita a analise das representacoes, constata-se que estas constituem um elemento
primordial, quer como auxiliar na resolucdo das tarefas, quer como meio de comunicacao na discussio
de ideias. Relativamente a conexao entre as diferentes representacdes a maioria dos alunos entende que
esta conexdo potencia a aprendizagem dos topicos em estudo, assim como usar diferentes
representacdes ajuda na interpretacdo/compreensdo da tarefa, desenvolvendo assim a capacidade de
raciocinio. No entanto, uma minoria considera que usar simultaneamente diferentes representacoes
pode levar a uma maior confusdo na consolidacdo da tematica em estudo, pois ndo conseguem
interpretar estas mesmas representacdes. As desvantagens mencionadas pelos alunos em usar
diferentes representacdes incidem na dificuldade em adequar as diferentes representacdes a tarefa. Um
aspeto importante mencionado pelos alunos constitui um alerta e reside na ideia de que o uso constante
da mesma representacdo pode levar a desmotivacao do aluno.

Todos os alunos concordaram que trabalhar em grupo é mais benéfico, pois fomenta uma maior
interacdo entre os elementos de grupo, permitindo assim “uma melhor visdo dos diferentes métodos

para a solucdo das tarefas” (aluno A4).

4.2. Limitacdes e Recomendacdes

Os resultados obtidos autorizam-me a concluir que é absolutamente indispensavel considerar,
curricularmente, a abordagem ao estudo das funcdes, ao longo dos varios ciclos de ensino, de forma a
envolver gradualmente a utilizacdo das representacoes verbais, numéricas, algébricas e graficas. Assim,
futuramente, devera dar-se primazia a relacéo entre elas, de forma a evitar a ‘compartimentacao’ que
parece existir, especialmente entre a representacdo algébrica e as representacoes grafica e verbal.

A tendéncia para a utilizacdo exclusiva da linguagem algébrica mostrada por alguns alunos sugere

a necessidade de valorizar as outras representacées, adequando-as aos tipos de questdes propostas.
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Assim, a representacdo verbal deve ter um papel importante reconhecendo-a como forma de
representacao valida, ainda que com limitacdes, tal como qualquer outra representacao.

As dificuldades dos alunos na interpretacao e utilizacdo das representacdes algébricas sugerem a
necessidade de se alterar o trabalho desenvolvido com estas representacdes, possivelmente
diversificando a natureza das tarefas e estabelecendo conexdes com as outras representacoes.

Nas diferentes tarefas evidenciou-se a importancia da utilizacao de problemas com contextos reais
para o desenvolvimento de conceitos associados as funcdes. E igualmente evidente a necessidade de se
melhorar o desempenho dos alunos em problemas puramente matematicos, por exemplo, apresentando
0s problemas através de diferentes representacdes e estabelecendo, durante a sua resolucao, conexdes
entre as varias representacoes, de forma a aumentar a compreensao dos conceitos.

Os atuais documentos curriculares de Matematica apontam o desenvolvimento do raciocinio
matematico como um objetivo central e alertam para a necessidade de desenvolver essa capacidade nos
discentes de forma consistente e em contextos diversificados. Assim, de forma a melhorar o processo
de raciocinio, os alunos deveriam comecar no inicio da escolaridade, a justificar os passos na resolucéo
das tarefas, permitindo uma evolucdo gradual para argumentacdes mais complexas.

O erro, enquanto fenomeno inerente a aprendizagem, pode ser um fator importante, pois cabe ao
professor orientar adequadamente para que este seja capaz de identificar e corrigir este mesmo erro.
Pode também, em momentos de discussao, estimular os discentes a pensar, a envolver-se em processos
de raciocinio significativo.

O desenvolvimento de raciocinio matematico ndo é um processo isento de dificuldades, cabendo
ao professor proporcionar contextos favoraveis ao seu desenvolvimento, através da realizacao de tarefas
numa dinamica de ensino exploratdrio, através das quais favorece o surgimento de diferentes resolucdes
e abordagens, tirando partido da diversidade de experiéncias e conhecimentos dos discentes. O
professor, de acordo com a turma, deve ter em atencao o grau de complexidade da tarefa, pois pode
levar a uma menor envolvéncia dos alunos, levando a frustracdo dos mesmos. Paralelamente, a partilha
e discussao das resolucdes/resultados pode promover o confronto de diferentes representacoes,
valorizando a sua compreensao, podendo favorecer a progressao para niveis mais formais.

Por fim, saliento a complexidade do processo de analise de dados, nomeadamente a definicdo das
dimensdes a analisar e a inclusao dos resultados nessas dimensdes, uma vez que todas as dimensoes
estdo interligadas, tornando-se dificil limitar-me a ‘perspetiva’ pretendida em cada momento.

Reconheco, por conseguinte, a mais valia desta experiéncia pedagogico-cientifica, que ainda que

se tenha cingido ao ambito da disciplina de Matematica, declaradamente contribuiu para a minha
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capacitacao para os contextos reais da educacao na atualidade, com todos os seus pressupostos legais,
conceptuais e organizacionais. Com o estudo realizado, nao obstante as limitacbes que acabei de
apontar, sinto que o grau de consciencializacdo para os problemas/questbes que me propus analisar
aumentou, ficando com uma nocédo mais clara e mais perspicaz da correlacdo das operacdes mentais
no processo de construcdo do conhecimento por parte dos alunos. Isso tera, inevitavelmente, efeitos

muito positivos nas minhas praticas pedagdgicas continuadas.
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Anexo 1 — Autorizacao dos Encarregados de Educacao para a gravacao de aulas

Universidade do Minho
Instituto de Educagdo

Exmo(a). Sr(a). Encarregado(a) de Educagao

No dmbito do Mestrado em Ensino de Matemdtica no 3.2 Ciclo do Ensino Basico e no Ensino
Secundario, da Universidade de Minho, enquanto professora estagiaria, na_
_pretendo desenvolver uma experiéncia de ensino que potencie a aprendizagem
dos alunos do tema “As representagdes de fungdes na promogdo de raciocinios matematicos de
alunos do 10.2 ano de escolaridade”. O desenvolvimento dessa experiéncia implica a recolha de
dados, que serdo obtidos através da resolugdo de tarefas e da observagdo de vdrias aulas. Para
uma melhor compreensao das atividades que se desenvolvem na aula de Matemédtica necessito
de proceder a recolha de dados através de gravagdes (dudio e video). Para esse fim, venho por
este meio solicitar a sua autorizagao para proceder\ao registo em suporte audio e video dos
dados necessarios a concretizacdo da experiéncia de ensino e de aprendizagem na sala de aula
do seu educando.
Comprometo-me a usar os dados apenas para fins académicos e a ndo divulgar o nome da
escola e dos alunos, nem expor qualquer indicador que envolva o seu educando. S6 me
interessa a informacdo que me ajude a repensar e a melhorar as minhas estratégias de ensino

em prol da aprendizagem dos alunos.

Agradeco desde ja a sua colaboragdo. Paia qualquer esclarecimento adicional pode contactar-

me através do correio eletrénico_
_ 24 de novembro de 2020

A estagidria de M e atica,

Z(} {E ﬁ//tﬁ

(Liliana Coelho)

Autorizagdo

Eu, , Encarregado de Educagdo

do(a) aluno(a) , autorizo que se faga o registo

em audio e video das atividades de ensino e de aprendizagem na aula de Matemdtica que
envolvem o meu educando desde que seja salvaguardado o anonimato do seu nome e de

qualquer indicador que o indicie.

Encarregado(a) de Educagdo,
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Anexo 2 — Questionario Inicial

Este questionario tem por finalidade conhecer as tuas opinides sobre as estratégias de ensino
dinamizadas no ensino e na aprendizagem de tdpicos de funcdes. Importa que respondas de forma
consciente e sincera a todas as questdes que te sao apresentadas. Nao existem respostas certas ou
erradas. A informacéao recolhida sera usada exclusivamente para fins académicos, comprometendo-me

a assegurar o seu anonimato.

Aluno:

Sexo: [_]
Idade: |:|

Qual a nota de Matematica obtida no ano anterior?

E a primeira vez que frequentas o 10.° ano?

sm [] Nao [_]

Encarregado de Educacio:

Grau de parentesco do Encarregado de Educacéo:
Pai [ mae [_]

Habilitacoes literarias do pai?

1.° Ciclo |:| 2.° Ciclo |:|

Licenciatura |:| Mestrado |:|

Habilitacoes literarias da méae?

1.° Ciclo |:| 2.° Ciclo |:|

Licenciatura |:| Mestrado |:|

Informacdes académicas:

Em média quantas horas passas por semana a estudar?

Outro |:|

3.° Ciclo

3.° Ciclo

[]

Quando estudas, gostas de estudar sozinho ou em grupo?

Sozinho |:| Grupo |:|
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Doutoramento |:|

Doutoramento |:|



Gostas de estudar Matematica?
sim [] Nao [ ]

Qual a matéria de Matematica que mais gostaste até agora? (Exemplo: Funcdes, Algebra, Geometria...)

E a que menos gostaste?

Qual a matéria que sentiste mais dificuldades?

Conhecimento sobre raciocinio e representacoes:

0 que entendes por raciocinio?

Conheces algum tipo de raciocinio? Se sim, qual?

O que entendes por representacéo?

Achas que as representacdes e os raciocinios estao interligados? Justifica a tua opiniao.
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Anexo 3 - Questionario final

Este questionario tem por finalidade conhecer as tuas opinides sobre as estratégias de ensino

dinamizadas no ensino e na aprendizagem de topicos de funcdes. Importa que respondas de forma

consciente e sincera a todas as questdes que te sao apresentadas. Nao existem respostas certas ou

erradas. A informacéao recolhida sera usada exclusivamente para fins académicos, comprometendo-me

a assegurar o seu anonimato.

Das afirmacdes que se seguem, assinala com uma cruz (X) a opcdo que mais se adequa o teu grau de

concordancia atendendo a seguinte escala: DT- Discordo totalmente; D- Discordo; NCND- Nao concordo

nem discordo; C- Concordo; CT- Concordo Totalmente.

1- Caracteristicas das tarefas

DT

NCND

CT

As tarefas que resolvi nas aulas desafiaram-me a raciocinar.

As tarefas propostas nas aulas eram faceis de resolver.

Na discussao das resolucdes das tarefas propostas nas aulas surgiram varias
estratégias de resolucéo.

As tarefas propostas nas aulas favoreceram a aprendizagem dos topicos em
estudo.

A resolucdo das tarefas propostas nas aulas estimulava a conexao entre
conceitos matematicos distintos.

A resolucdo das tarefas propostas nas aulas solicitava a justificacdo de
raciocinios.

Trabalho de grupo

DT

NCND

CT

0 trabalho em grupo permitiu-me confrontar as minhas ideias com as ideias dos
meus colegas.

A discusséao de estratégias de resolucédo das tarefas no grupo desenvolveu o meu
raciocinio.

A interacdo com os meus colegas do grupo foi benéfica para o desenvolvimento
do raciocinio.

Trabalhar em grupo ajuda a fazer uma melhor interpretacéo das tarefas.

Nas atividades realizadas no grupo fui um elemento interventivo.

Nas atividades realizadas no grupo esperei que alguém resolvesse as tarefas.

Nas atividades realizadas no grupo deve-se esperar que o melhor aluno resolva
as tarefas.

Representacoes

DT

NCND

CT

As representacdes dos conceitos em estudo (grafico, tabela, expressédo
algébrica) ajudaram-me a raciocinar na resolucao das atividades que realizei nas
aulas.

As representacdes dos conceitos em estudo (grafico, tabela, expressdo
algébrica) ajudaram-me a apresentar a turma as resolucdes que efetuei das
tarefas propostas nas aulas.

A conexdo entre as diferentes representacdes potencia a aprendizagem dos
topicos em estudo.

As representacdes serviram de meio de comunicacdo para discusséo de ideias.
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Raciocinio

DT D NCND C CT

Justificar o que se faz e 0 que se diz nas aulas de Matematica promove a
aprendizagem dos topicos em estudo.

A interpretacédo da resolucéo de tarefas promove o raciocinio

A discussao da resolucédo de tarefas promove o raciocinio.

Usar diferentes representacdes Matematicas desenvolve a capacidade de
raciocinio.

Generalizar resultados matematicos promove o raciocinio.

Justificar exige ter conhecimentos matematicos.

Acoes da professora na promocao do raciocinio

DT D NCND C CT

O apoio prestado pela professora aos alunos foi adequado na resolucdo das
tarefas

A professora solicitava aos alunos justificacdes das suas respostas

A professora encorajou a explicitacdo de raciocinios.

A professora encorajava a partilha de ideias nos momentos de discussao.

AN

A professora solicitava a explicacao do “porqué” das suas respostas.

A professora desafiava os alunos a pensar.

. Indica vantagens da resolucao de tarefas que exigem raciocinio para a tua aprendizagem de tdpicos
estudados e para a tua formacao.

Indica desvantagens da resolucdo de tarefas que exigem raciocinio para a tua aprendizagem de
topicos estudados e para a tua formacéo.

3. Indica vantagens da utilizacao de diferentes representacdes (grafico, tabela, expressao algébrica) na
aprendizagem dos topicos em estudo.

4. Indica desvantagens da utilizacdo de diferentes representacoes (grafico, tabela, expressao algébrica)
na aprendizagem dos topicos em estudo.

5. Na organizacao dos alunos na sala de aula, em qual das situacdes, trabalhar em grupo ou
individualmente, é mais benéfico para o desenvolvimento do raciocinio? Porqué?
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Anexo 3- Planificacoes

Plano de aula 2

Tépico: Resolucéo de problemas envolvendo a funcdo quadratica.

Objetivo: Resolver problemas envolvendo a funcéo quadratica

Conhecimentos Prévios: Nocoes, algébricas e graficas, sobre o estudo da
funcdo quadratica (extremos, zeros, eixo de simetria, expressao algébrica); a
classificacdo de triangulos, semelhanca de triangulos e calculo da area de um
triangulo; decomposicdo de polinomios.

Formato de Ensino: Ensino exploratério.

Tarefa 1. O salto do gafanhoto
0 Tomas encontrou um gafanhoto em cima de um muro. A dado momento, o
gafanhoto saltou para o chao. Na tabela seguinte estao registadas algumas das

alturas atingidas pelo gafanhoto, t segundos depois de iniciar o salto:

t (segundos) 1 2 3

a (centimetros) 120 90 0

Considera que a altura atingida pelo gafanhoto t segundos apds iniciar o salto
pode ser definida por uma funcdo quadratica, a(t), e que t=1 ¢é o
maximizante da funcao.

a) Determina a altura do muro.

b) No contexto da situacdo desctrita, para que valores de t a expressdo a(t)
tem significado? Justifica.

c) Qual foi a altura maxima atingida pelo gafanhoto? Explica como procedeste
para chegar a resposta.

d) Desde que iniciou o salto, quanto tempo esteve o gafanhoto acima de meio
metro de altura? Apresenta o resultado arredondado as décimas de
segundo.

Exploracao

1) Propor aos alunos que leiam e interpretem o enunciado da tarefa.
2) Questionar a turma sobre o que dado e pedido na tarefa?

3) Desafiar os alunos a resolver a tarefa.

4) Promover a discussao coletiva sobre a resolucao da tarefa.

Tarefa 2. 0 triangulo dentro do triangulo

Comentarios
Turma do 10.° ano de escolaridade do curso de Ciéncias

e Tecnologias

0 formato de ensino adquire caracteristicas do ensino
exploratorio, ao proporcionar que os topicos em estudo
resultem do trabalho em torno de tarefas: (i) Introducao
da tarefa; (i) Exploracio da tarefa; {iii)

Discussao/Sistematizacdo de conhecimentos.
e

Tempo estimado: (f)‘) 45 minutos

Trabalho de pares
-Perceber qual a estratégia usada pelos alunos;

- Perceber que informagdes retiram do enunciado.

Fonte: ipsilon, 10.° ano, Raiz Editora

gach

3] ’
{ 2 5 minutos
Caso os alunos revelem duvidas em resolver as
questdes da tarefa, questionar que estratégias podem
usar? Caso seja necessario, sugerir que desenhem um
gps_sivel esquema que ilustre a situaga@o descrita.

(}/:J 20 minutos
U’:) 20 minutos

Pretende-se valorizar as diferentes resolucdes dos
alunos, com especial énfase para o confronto de
representacoes.

20
Tempo estimado: (r()‘) 45 minutos
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Na figura, esta representado um triangulo retangulo isdsceles

x
OS P
1 B

com o ponto B. Um ponto Q desloca-se sobre o segmento de reta [AC],

[ABC]. Tem-se AB = 8 cm. Um ponto P desloca-se sobre o

segmento de reta [CB], nunca coincidindo com o ponto C, nem

acompanhando o movimento do P, de forma que [PQ] seja sempre paralelo a
[AB]. Seja x a distancia entre os pontos P e C.

a) Que valores pode tomar x?

b) Determina a expressdo algébrica da funcao que relaciona a area do triangulo
[PBQ] em funcéo de x.

¢) Quais séo as dimensdes do tridngulo [PBQ] quando a sua area € maxima?
Como classificas, quanto aos lados, esse triangulo?

d) Descreve o que acontece a area do tridngulo [PBQ] a medida que P se
desloca.

Exploracao
1) Propor aos alunos que leiam e interpretem o enunciado da tarefa.
2) Questionar a turma sobre o que dado e pedido na tarefa?

3) Desafiar os alunos a resolver a tarefa.
4) Promover a discussao coletiva sobre a resolucao da tarefa.

Tarefa adicional
Tarefa 3. O repuxo no jardim

Uma cédmara municipal instalou um repuxo num jardim publico. A agua
descreve uma trajetoria com a forma aproximada de uma parabola. Ao observar
0 repuxo, a Mariana ficou curiosa em determinar uma expressao que modele a
trajetoria da agua. Obteve, por parte dos responsaveis técnicos do municipio, a
informacdo de que a altura maxima atingida pela agua é de 4m e que a

distancia alcancada pela agua é aproximadamente, de 2m.

! A
ﬂ Bl e,

a) Ajuda a Mariana a determinar a expressao que traduz a trajetoria da agua
em funcdo da distancia.

b) Define uma funcdo que traduz a situacdo: A agua alcanca a mesma
distancia na horizontal, mas atinge o dobro da altura.

Exploracao

1) Propor aos alunos que leiam e interpretem o enunciado da tarefa.

Esta tarefa, apela a observacao dos alunos, quanto a
relacdo entre o deslocamento de um ponto, variavel

independente, e a area do triangulo, variavel dependente.

Trabalho de pares
-Perceber qual a estratégia usada pelos alunos;

- Perceber que informacdes retiram do enunciado.

Fonte da tarefa: Séries de problemas de Matematica A,

N.° 5 Gave margo 2010

?(ri"j .

*/ 5 minutos

Caso os alunos revelem duvidas em resolver as
questoes da tarefa, questionar que estratégias podem

usar? Caso seja necessario, sugerir que desenhem um
possivel esquema que ilustre a situagao descrita, para

Pretende-se valorizar as diferentes resolucoes dos
alunos, com especial énfase para o confronto de
representacoes.

Fonte da tarefa: Matematica B 10.° ANO Texto Editora

&

) 5 minutos

Caso os alunos revelem duvidas em resolver as
questoes da tarefa, questionar que estratégias podem
usar? Caso seja necessario, sugerir que desenhem um
possivel esquema que ilustre a situacao descrita.

(9:) 20 minutos
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2) Questionar a turma sobre o que dado e pedido na tarefa? 9 20 minutos

3) Desafiar os alunos a resolver a tarefa.

4 P d ~ | ti b | ~ d t f Pretende-se valorizar as diferentes resolucoes dos
) Promover a discussao coletiva sobre a resolucdo da tarefa. alunos, com especial énfase para o confronto de

representacoes.

Materiais: Caderno, manual escolar e calculadora grafica.
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Plano de aula 3

Topico: Funcao definida por ramos.
Objetivo: Estudar funcdes definidas por ramos.

Conhecimentos Prévios: nocdes, algébricas e graficas, sobre expressoes
algébricas, radicais, areas e perimetros.

Formato de Ensino: Ensino exploratorio

Tarefa 1. 0 mergulhador
Um mergulhador pretende apanhar uma moeda que |

se encontra no fundo de uma piscina com |

profundidade de 2 m. Sabe-se que o mergulhador da
um passo em frente e cai na vertical de uma prancha com 1 m de altura
relativamente ao nivel da dgua da piscina, com uma velocidade constante de

1m/s (despreza a resisténcia do ar).

1. Apresenta um possivel grafico que represente a distancia do mergulhador ao
nivel da agua, quando este mergulha para apanhar a moeda no fundo da
piscina.
2. Define analiticamente a funcao que relaciona o tempo do mergulho, em
segundos, com a distancia do mergulhador ao nivel da agua da piscina, em
metros.

Exploracao
1) Propor aos alunos que leiam e interpretem o enunciado da tarefa.
2) Questionar a turma sobre o que dado e pedido na tarefa.

Desafiar os alunos a resolver a tarefa. Atender e procurar clarificar as
dificuldades que os alunos apresentam na resolucao da tarefa.
e No eixo das abcissas esta representado o qué? E nas ordenadas?
3) Discutir a seguinte afirmacéao:
“Porque ¢é que o grafico da funcao é positiva”. “O que significa no contexto
da tarefa, o ponto de intersecdo com o eixo das abcissas”
Analisar com a turma a resolucao da tarefa.

Tarefa 2. Agua no cubo

Comentarios
Turma do 10.° ano de escolaridade do curso

de Ciéncias e Tecnologias

2Ch
@()‘) 90 m.

O formato de ensino adquire
caracteristicas do ensino exploratorio,
a0 proporcionar que o0s topicos em
estudo resultem do trabalho em torno de
tarefas: i) Introducdo da tarefa; ii)
Exploracdo da tarefa; iii) Discusséo/
Sistematizacdo de conhecimentos.
Trabalho pares
0

Tempo estimado: (f).) 40 minutos

Nesta tarefa pretende-se que o aluno
recorra a representacdo grafica para
ilustrar a tarefa.

A posteriori terao que definir a expressao
analitica representada pelo grafico.

(Fonte: Teste de Matematica A, Porto
Editora. Adaptado).

o)
i3 .
) 5 minutos
Caso os alunos revelem duvidas em resolver

as questdes da tarefa, questionar que
estratégias

(}’:) 15 minutos

(}/:) 20 minutos

Trabalho pares

Tempo estimado: L) 50 minutos
Nesta tarefa pretende-se o raciocinio usado

pelos alunos na resolucao da tarefa.
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Considera um deposito com a forma de um cubo N
de aresta 6, assente sobre uma das suas | >/> <

arestas e com uma das diagonais faciais na € P
vertical. Admite que o depdsito esta vazio e que

se vai encher de agua. Define algebricamente as funcdes f e g que permitem
obter o perimetro e a area, respetivamente, da superficie de dgua em funcao

da sua altura, x, no depédsito.
Exploracao
1) Ler com os alunos a tarefa, garantindo que todos percebem a tarefa e o
esquema apresentado na mesma.
2) Questionar a turma sobre o que dado e pedido na tarefa. Atender e procurar
clarificar as dificuldades que os alunos apresentam na resolucéo da tarefa.
- Sugerir aos alunos que esquematizem o enunciado, e que informacdes
podemos retirar.
-0 que é que acontece com o aumento da agua? E sempre igual.
3) Desafiar os alunos a resolver a tarefa.
Promover a discusséo coletiva sobre as resolucdes das tarefas, questionando-
0s sobre: “Para determinar, quer o perimetro quer a area da superficie da agua
preciso de obter duas expressdes analiticas, para cada uma delas, porqué”.
“Haveria alguma possibilidade de determinar o perimetro e a area,
separadamente, recorrendo apenas a uma expressao algébrica”.

Tarefa adicional: O custo do aluguer de uma moto

O custo de aluguer de uma determinada moto é de 25 euros por dia durante
os dois dias primeiros dias; a partir destes, o cliente tera de pagar 15 euros por
dia. Representa algebricamente o custo, em euros, do aluguer da referida moto
por x dias.

Exploracao

5) Propor aos alunos que leiam e interpretem o enunciado da tarefa. Questionar
a turma sobre o que dado e pedido na tarefa?

6) Proporcionar o trabalho auténomo dos alunos. Atender e procurar clarificar
as dificuldades que os alunos apresentam na resolucao da tarefa.

7) Discutir a seguinte afirmacao: “Para determinar o custo de aluguer da moto
durante um determinado periodo de tempo somente preciso de obter uma
expressao analitica”.

Analisar com a turma a resolucao da tarefa.

Materiais: Caderno, manual escolar e calculadora gréfica.

(Fonte:  Dimensdes 10° ano, Editora

Santillana)

(,5):.) 5 minutos

Caso os alunos revelem duvidas em resolver
as questdes da tarefa, questionar que
estratégias podem usar.

(,C) 20 minutos

(,C) 25 minutos

Pretende-se valorizar os diferentes
raciocinios,
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Plano de aula 4

Topico: Funcéo raiz quadrada e funcao raiz cubica
Objetivos: Estudar a fungao raiz quadrada e a raiz ctbica

Conhecimentos Prévios: perimetros, teorema de Pitagoras, equacdes, distancia

entre dois pontos e fungdes.
Formato de Ensino: Ensino exploratorio.

Tarefal. A distancia
Considera a fungao definida por f(x) = 3 , X€]0, +oo[ . Seja P o ponto do gréfico

da fungéo f num referencial ortonormado. Mostra que a expresséo da funcéo d que

traduz a distancia de cada posicao do ponto P a origem do referencial ¢ dada por
16
d(x) = ’xz +

Exploracao
1. Apresentar a tarefa 1 a turma, garantindo que todos os alunos
interpretam corretamente os dados do enunciado da tarefa.
2. Questionar a turma sobre o que é pedido na tarefa.
Propor aos alunos a resolucao da tarefa.
4. Promover a discussao coletiva sobre a resolucao da tarefa:
= Qual é o dominio da funcéo d?
= Porque a abcissa do ponto P ndo pode ser zero?
5. Definir a fungdo g(x) = Vx.

w

Tarefa 2. 0 quadrado...

Num referencial ortonormado O, esta representado o grafico da funcéo definida por

gx) = Y9x e um ponto A que se desloca ao longo deste grafico. Pretende-se
construir retangulos cujos vértices sejam definidos por este ponto, pela origem do

referencial e por pontos sobre os eixos coordenados.

a) Determina as coordenadas do ponto A de forma que o retangulo seja um quadrado.
b) Indica, justificando, as coordenadas dos vértices do quadrado das fun¢des obtidas
por:

b1) 29(3)

b2) 39(5)

Exploracao

1) Apresentar a tarefa 2 & turma, garantindo que todos os alunos interpretam
corretamente os dados do enunciado da tarefa.

2) Questionar a turma sobre o que é pedido na tarefa.

3) Desafiar os alunos a resolver a tarefa.

Comentarios
Turma do 10.° ano de escolaridade do curso de Ciéncias

e Tecnologias

(.‘).) 90 m.

0 formato de ensino adquire caracteristicas do ensino
exploratorio, ao proporcionar que os topicos em estudo
resultem do trabalho em torno de tarefas: (i) Introducao
tarefa;  (iii)

da tarefa; (i) Exploracdo da

Discussao/Sistematizacéo de conhecimentos.
23

Tempo estimado: (f)‘) 30 Minutos

Trabalho de pares

-Perceber qual a estratégia usada pelos alunos;

Esta tarefa, apela a interpretacao dos alunos, quer do
enunciado quer da analise do gréfico.

Fonte: Maximo, 10.° ano, Porto Editora (adaptado)

(f):) 5 minutos

Caso os alunos revelem dividas em resolver as
questdes da tarefa, questionar que estratégias podem
usar?

(}/:J 10 minutos
(9:) 15 minutos

Pretende-se valorizar as diferentes resolucdes dos
alunos, com especial énfase para o confronto de
raciocinios.

£
Tempo estimado: ((r)‘) 55 minutos
Trabalho de pares

-Perceber qual a estratégia usada pelos alunos;

- Perceber que informacdes retiram do enunciado.

Fonte: Maximo, 11.° ano, Porto Editora (adaptado)

(2")‘ ’

*/ 5 minutos

Caso os alunos revelem duvidas em resolver as
questoes da tarefa, questionar que estratégias podem
usar? Caso seja necessario, sugerir que desenhem um

possivel esquema que ilustre a situacéo descrita, para
diferentes medidas.
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4) Promover a discussao coletiva sobre a resolucao da tarefa, solicitando o raciocinio

apresentado.
e  (Quais sdo as coordenadas dos vértices dos quadrados.

e  Qual o dominio da fun¢éo g
e  Definir a fungo f(x) = Vx.

Sintese: Pedir a um aluno para fazer a sintese da aula

Materiais: Caderno, manual escolar e calculadora gréfica.

) 20 minutos

(}’:J 30 minutos

Pretende-se valorizar as diferentes resolucoes dos
alunos, com especial énfase para o confronto de
diferentes raciocinios.

((”:) 5 minutos
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