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Introducao

Os objectos centrais desta monografia sao as matrizes parciais: matrizes em
que algumas das entradas sao especificadas, ou seja, elementos conhecidos de um
dado conjunto, e as restantes nao sao prescritas, sendo tratadas como variaveis
livres, usualmente sobre o mesmo conjunto. Um conceito de facto simples, mas
certamente rico e interessante. Um completamento de uma matriz parcial serd
naturalmente uma especificagao das entradas nao fixadas, resultando uma matriz
convencional.

Os problemas aqui abordados inserem-se nos chamados Problemas Inversos
de Matrizes. A preocupacao primaria nao serd tanto o estudo de propriedades
de uma dada classe de matrizes, mas sim a andlise da existéncia de matrizes
satisfazendo condicOes previamente prescritas.

Com base nos conceitos de matriz parcial e de completamento, temos a cha-
mada Teoria de Completamento e os problemas de completamento de matrizes.
Para uma classe particular de matrizes, coloca-se a questao da existéncia ou
nao de completamentos de matrizes parciais pertencentes a essa classe de in-
teresse. Por exemplo, para matrizes definidas positivas, podemos identificar as
matrizes parciais que admitem matrizes definidas positivas como completamen-
tos. Esta questao foi resolvida em [21], usando técnicas de teoria de grafos. Em
[35], Johnson apresenta um survey de problemas de completamento de matrizes,
focando questoes relacionadas com matrizes definidas positivas, completamentos
com caracteristica previamente prescrita e completamentos de contraccoes. Estes
trabalhos deram origem a uma série de estudos nesta area, incluindo resultados
para M-matrizes inversas (ver [25, 27, 28, 29, 39, 40, 51]), M—matrizes (ver
[26, 28, 29, 39]), P—matrizes (ver [9, 13, 28, 36, 52|), matrizes totalmente nao
negativas (ver [37]) e para algumas classes definidas por condigoes de simetria e
de positividade sobre Py—matrizes (ver [13]).

Nesta dissertacao, propomo-nos estudar alguns novos problemas de comple-
tamento de matrizes e contribuir, ainda, para o estudo ja elaborado para alguns

dos problemas atrés referidos.
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Assumimos conhecidos por parte do leitor os conceitos e os resultados bésicos
de teoria de matrizes descrita, por exemplo, em [30], [31] e [55].

Esta monografia esta dividida em seis capitulos.
Iniciamos cada capitulo com um resumo do seu conteddo tendo em vista
contextualizar o leitor no estudo que se segue.

No primeiro capitulo, introduzimos alguns conceitos e ferramentas habituais
na Teoria de Completamento. Relembramos, ainda, conceitos basicos de Teoria
de Grafos que fundamentam a abordagem combinatéria de muitos problemas de
completamento de matrizes. Numa ultima seccao, consideramos algumas classes
de matrizes, as suas propriedades e relagoes, que serao essenciais para a compre-
ensao dos capitulos seguintes.

No segundo capitulo, consideramos matrizes parciais cujas submatrizes prin-
cipais totalmente especificadas tém determinante negativo. Na literatura, nada
encontramos relativo ao problema de completamento enunciado para esta classe
de matrizes. Tendo em conta a importancia crescente destas matrizes na eco-
nomia, na programacao linear e quadratica convexa, na andalise multivariante,
etc., e seguindo uma filosofia comum a este tipo de problemas de completamento,
apresentamos, entao, um estudo dos tipos de grafos e digrafos completaveis.

No terceiro capitulo, apresentamos uma andlise do problema de completa-
mento de matrizes totalmente nao positivas, motivados pelo trabalho de Johnson,
Kroschel e Lundquist (ver [37]).

O denominador comum das classes de matrizes abordadas no quarto capitulo
sao os menores principais positivos. Neste estudo, examinamos problemas de
completamento ja considerados por varios autores, generalizando resultados co-
nhecidos e analisando alguns desses problemas sob novas condigoes de simetria,

de positividade e de tipo de grafos.

Considerando algumas das classes de matrizes abordadas nos problemas de
completamento dos capitulos anteriores, podemos encontrar, como ponto comum,
a nao singularidade das submatrizes principais. Neste sentido, consideramos,
num quinto capitulo, o problema de completamento para a classe de matrizes

mais abrangente, a das matrizes principalmente nao singulares.

Terminamos esta monografia com um sexto capitulo, onde apresentamos al-
gumas conclusoes e consideragoes sobre o trabalho desenvolvido. A sintese de
problemas que surgiram no decorrer deste estudo e que continuam em aberto
servird, estamos certos, de base para trabalho futuro.
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Capitulo 1

Algumas notas preliminares

Neste capitulo apresentamos as notagoes usadas ao longo desta monografia,
assim como algumas definicoes presentes nos varios problemas de comple-
tamento de matrizes posteriormente considerados.

Comegamos por apresentar as ideias basilares dos problemas de completa-
mento de matrizes em geral, bem como uma resenha histérica dos principais
problemas desta area estudados nas ultimas décadas.

Tendo em vista a abordagem combinatorial seguida ao longo de todo este
estudo, procuramos disponibilizar, numa breve sintese, os conceitos de teoria
de grafos necessérios para a compreensao deste trabalho.

Assumindo o conhecimento, por parte do leitor, de elementos de teoria de
matrizes, optamos por apresentar, relativamente a conceitos basicos dessa
area, apenas, as notacoes adoptadas. Introduzimos, ainda neste capitulo, al-
gumas classes de matrizes sobre o corpo dos reais cujos conceitos, traduzidos
para o campo das matrizes parciais, nos permitem enunciar os problemas

de completamento que nos propomos estudar.



Antes de iniciarmos o nosso estudo de problemas de completamento de ma-
trizes, é importante apresentarmos as notagoes adoptadas ao longo desta mono-
grafia.

Todas as matrizes tém elementos sobre o corpo R dos reais ou sobre o corpo
C dos complexos.

Denotamos o conjunto das matrizes n x 1 sobre R por R”. C™ denotara o
conjunto das matrizes desse tipo sobre C. Chamamos n—vector a qualquer matriz
n x 1 (sobre R ou sobre C). Os vectores unitdrios de ordem n, pertencentes a R™,
sao definidos como

1 0
1 0

€1 = . , €2 = . I
0 0 1

Dada uma matriz A do tipo m X n sobre R, escrevemos A > 0 se todas as
entradas de A sao nao negativas. Analogamente, escrevemos A < 0, A > 0
e A < 0 se todas as entradas de A sao nao positivas, positivas e negativas,
respectivamente. A # 0 significard que nem todas as entradas de A sao nao
negativas e num mesmo sentido usaremos as notagoes andlogas correspondentes
as negagoes das restantes relagoes.

Dada uma qualquer matriz de permutacdo P, note-se que podemos descrever
P a partir da listagem dos vectores unitarios que compoem as suas colunas.
De facto, se a entrada (ix,k) é a entrada nao nula da k—ésima coluna de P,

k=1,...,n, podemos escrever P = [e;,,€iy,...,€; ]
O produto de Hadamard de duas matrizes A = (aij)?’jrzl e B = (sz):b’]rzl é
simplesmente o produto elemento a elemento Ao B = (aijbij)Z’jZl.

Dados dois vectores z,y € R™, dizemos que x e y sao sinal-relacionados se
pelo menos uma das coordenadas do produto de Hadamard x oy é positiva. Dado
z nao nulo, podemos considerar uma matriz de permutacao P tal que

X1
Px = X2
X3

satisfaz X1 > 0, Xo < 0 e X3 = 0. Consideremos a partigao

Y
Py=|Y,
Ys
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do vector Py como em Pzx. = e y dizem-se duplamente sinal-relacionados se se
verificam as seguintes condigoes:

1. XloYlg()eXgngg();

ii. Se X7 é vazio e X3 é nao vazio, entao Y3 > 0 e se Xg é vazio e X3 é néo
vazio, entao Y3 < 0.

Note-se que a condigao i. implica que x e y sao sinal-relacionados.

Se A é uma matriz quadrada, representamos por det A o determinante de A.
Denotamos a inversa de A, caso exista, por AL r (A) representa a caracteristica
da matriz A e p(A) denota o raio espectral de A. A transposta de uma matriz A
é denotada por AT, sendo a transconjugada de A representada por A*.

Denotamos por I,, a matriz identidade de ordem n. Caso a dimensao da matriz
esteja implicita no contexto, denotamos, em alternativa, a matriz identidade por
1.

Por uma questao de simplificacao de escrita, diag(dy,ds,...,d,) denotara a
matriz diagonal n X n
d 0 ... 0
0 do ... O
0 0 ... dyn

Dizemos que uma tal matriz diagonal é positiva se todos os elementos da diagonal
principal dy, ds, ..., d, sao positivos.

Dada uma matriz A, n x n, denotamos por A [«a|f] a submatriz obtida supri-
mindo de A as linhas cujos indices nao estao em « e as colunas cujos indices nao
estao em (3, com a, 3 C {1,...,n}. Abreviamos A [a|a] com A [a].

Por vezes serd mais conveniente indicar a submatriz via exclusao, em vez de
via inclusdo, de linhas ou colunas. A notagio é a seguinte: A[o/|3'] é a submatriz
resultante da exclusao das linhas indicadas por « e das colunas indicadas por (.
Escrevemos A[o/] em vez de A[d|o/].

Assim, det A [a|] representard o determinante da submatriz A [a|5] de A,
sempre que |a| = |3].

A seguinte identidade de Jacobi generaliza a formula com a matriz adjunta
para a inversa de uma matriz regular e relaciona os menores da inversa com os
da prépria matriz

det A[B]a]

det A7! [a'|ﬁ’] = (_1)(Eiea i+ gl i

11



Para submatrizes principais, esta féormula pode ser reescrita como

aet A~ o) = 2040,
(S

Os determinantes det A [{1}], det A[{1,2}], ..., det A[{1,2,...,n}] s@o desig-
nados menores principais descendentes.

Apresentamos, de seguida, as ideias base da chamada teoria de completamento
de matrizes parciais.

1.1 Teoria de Completamento

A resolugao de problemas em Ciéncia, em Engenharia e nas Ciéncias Soci-
ais modelizados através de técnicas matriciais passa frequentemente pela deter-
minacao de algumas entradas de uma dada matriz por forma a que a matriz
obtida tenha certas propriedades previamente prescritas.

A Teoria de Completamento engloba estes problemas e tem a sua génese nos
meados do século XX. Podemos, no entanto, incluir nesta teoria varios problemas
cléssicos.

A classificacao de um sistema de equagOes lineares com parametros pode, com
efeito, ser visto como um problema da Teoria de Completamento. Pensando na
discussao do sistema

2 4 k 2
o)

1 ¢ 0 e

12 k S AT

120 3 1

a resolucao desta questao passa pela determinacao de valores para as entradas
(1,3), (2,2) e (2,3) da matriz de coeficientes para os quais o sistema é possivel,
determinado ou indeterminado, ou impossivel.

O problema do célculo dos valores proprios de uma matriz traduz-se na de-
terminacao dos valores de A para os quais a matriz B = A — AI tem determinante
nulo.

Na classificacao dos pontos criticos de uma funcao de varias variaveis depen-
dente de um parametro, precisamos de determinar algumas entradas da matriz
Hessiana, calculada em cada ponto critico, de modo a que a forma quadrética
que esta matriz define seja definida positiva, definida negativa ou indefinida.

12



Muitos outros tipos de problemas podem ser entendidos como problemas de
completamento de matrizes, incluindo, por exemplo, questoes de gestao de em-
presas.

Em todos estes problemas procuramos determinar algumas entradas de uma
ou mais matrizes por forma a obter matrizes com determinadas propriedades.
Este tipo de questao parte dos objectos centrais desta monografia: as matrizes
parciais. Um conceito extremamente simples: quadros ordenados de nm elemen-

tos a;; (t=1,...,n,7=1,...,m) escritos na forma
CL11 (112 PR a]_m
as agy ... aom
b
Anl An2 ... QAupm

em que algumas das entradas a;; sao especificadas, isto é, elementos conhecidos
de um dado conjunto, e as restantes nao sao prescritas, sendo tratadas como
variaveis independentes livres, usualmente sobre o mesmo conjunto e usualmente
denotadas por ?’s.

n,m
igj=1 ©
diremos que tal matriz parcial é do tipo n x m ou, simplesmente, n X m. Quando

Representaremos uma matriz parcial da forma descrita por A = (a; )

n = m, A diz-se uma matriz parcial quadrada. Nesse caso, dizemos, ainda, que
A é uma matriz parcial de ordem n.

Dada uma matriz parcial A do tipo n X m, chama-se padrdo da matriz A ao
conjunto dos pares (7,7) de {1,...,n} x {1,...,m} tais que (,7) é uma entrada
especificada de A. Representamos por I'4 o padrao da matriz parcial A.

Exemplo 1.1. Sobre o corpo dos reais, a matriz parcial

0
-2
1

-3

L A
D O

tem como padrao o seguinte conjunto de pares
Fa= {(17 1)’ (17 2)’ (17 4)7 (2’ 2)7 (3’ 2)7 (37 4)5 (47 1)7 (47 4)}

Um completamento de uma matriz parcial é a matriz convencional resultante
de uma escolha particular de valores (do conjunto indicado) para as entradas nao
prescritas.

13



Exemplo 1.2. A matriz

1 0 6 -3
-3 -2 11 0,5
4 1 0 0
1 72 0 6

A, =

é um completamento da matriz parcial A do exemplo anterior.

Chamamos completamento nulo de uma matriz parcial A ao completamento
obtido especificando as entradas nao prescritas de A com 0. Representamos este
completamento de A por Ay.

Relativamente ao padrao das entradas especificadas, classificamos as ma-
trizes parciais quadradas de matrizes parciais combinatorialmente simétricas e
de matrizes parciais nao combinatorialmente simétricas. Uma matriz parcial
A= (aij)’i"szl diz-se combinatorialmente simétrica quando a;; é especificado se e
somente se aj; é especificado, para quaisquer i,j € {1,...,n}, e ndo combinato-
rialmente simétrica caso contrario.

Um caso particular de matrizes parciais nao combinatorialmente simétricas
com especial relevancia em alguns problemas de completamento de matrizes sao
as matrizes parciais triangulares superiores, cujas entradas conhecidas sao exac-
tamente as entradas nas posigoes (i,7), i < j.

Uma matriz parcial A, n x n, diz-se redutivel se existe uma matriz de per-
mutacao P tal que

A11 A12 A Alp
PAPT B Xo1 A22 . Agp
Xp1 Xpo .. Ay

onde X;; ¢ uma matriz parcial rectangular sem entradas especificadas, para i =
2,...,p,7=12,...;i—1,e Aj;,dotipon;xn;, i =1,2,...,p, j =14,i+1,...,p,
é uma matriz parcial ou uma matriz convencional. Uma matriz parcial diz-se
wrredutivel se nao é redutivel.

. _ . A\n 4 N ; 5. y c
Relembremos que uma matriz A = (a”)i’ j=1 € sinal-simétrica se a;jaj; > 0 ou

a;j = aj; = 0, para quaisquer ¢,j € {1,...,n}. Uma matriz parcial A = (aij)?jzl
i
diz-se sinal-simétricase a;jaj; > 0ou a;; = aj; = 0, para quaisquer i,j € {1,...,n}
tais que ambas as entradas (i,j), (j,4) sdo especificadas. Um conceito andlogo
surge associado a simetria de sinal fraca. Dizemos que uma matriz A = (a;;);;_,
=

é fracamente sinal-simétrica se a;jaj; > 0, para quaisquer 4,j € {1,...,n}. Uma

14



matriz parcial A = (aij)ijl diz-se fracamente sinal-simétrica se a;jaj; > 0, para
quaisquer 4,j € {1,...,n} tais que ambas as entradas (4, j), (4, %) sdo especificadas.

A questao de base que se coloca num problema de completamento de matrizes
é se existe ou nao um completamento de uma dada matriz parcial pertencente a
uma determinada classe de interesse (por exemplo, definida positiva, M—matriz

ou caracteristica nao superior a k).

A abordagem deste tipo de problemas deve ter em conta o padrao da matriz

parcial e o conceito prescrito pela classe de matrizes de interesse.

Muitas vezes existem condicGes necessarias ébvias que a matriz parcial tem
de satisfazer para que exista um completamento na classe desejada. Se procu-
ramos um completamento de uma matriz parcial quadrada que seja uma matriz
Hermitica, é claro que essa matriz parcial terd de ser Hermitica até ao ponto em
que o podemos analisar, isto é, se ambas as entradas (i, ), (j,7) sdo especifica-
das, entao terao de ser complexos conjugados, e se a entrada (i, j) é especificada,
poderemos também assumir que a entrada (j,47) é especificada. Classificaremos
as matrizes parciais que satisfazem estas condigOes necessarias obvias de forma
natural. Por exemplo, uma matriz Hermitica parcial é uma matriz parcial qua-
drada em que a entrada (i,7) é especificada se e somente se a entrada (j,i) é
especificada e é o seu conjugado complexo.

Nalguns casos, estas condigoes necessarias ébvias sao ligeiramente mais sub-
tis. Se queremos completar uma matriz Hermitica parcial por forma a obtermos
uma matriz definida positiva, entao todas as submatrizes principais totalmente
especificadas terao de ser definidas positivas. Este tipo de condigOes necessarias
advém de propriedades herdadas pelas submatrizes principais. Restringindo o
estudo as matrizes parciais que satisfazem as tais condigoes necessarias Obvias,
coloca-se a questao sobre a existéncia ou nao de um completamento na classe
desejada.

Em geral, tais completamentos nao existem e aqui entra a metodologia com-
binatorial. Procuramos, entao, caracterizar quais os padroes de entradas es-
pecificadas versus nao especificadas que nos permitem garantir a existéncia do
completamento desejado sempre que as condigdes necessarias ébvias sao satisfei-
tas. Podemos, de forma simples e clara, descrever esses padroes através de grafos,
como veremos mais tarde.

Apresentamos, de seguida, alguns problemas de completamento de matrizes
parciais que fazem a histéria desta area e que numerosos investigadores continuam
a estudar. Durante as exposicoes que desenvolvemos, optamos por descrever

alguns dos resultados conhecidos para cada problema, sendo, por vezes, inevitavel
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recorrer a definicoes apresentadas apenas na sec¢ao que se segue.

Um dos primeiros problemas de completamento a ser estudado foi o pro-
blema de completamento de valores proprios: dada uma matriz parcial quadrada,
pretende-se analisar a existéncia de um seu completamento com espectro fixo.
Em 1958, Mirsky apresentou um primeiro resultado relativo a matrizes parciais
com espectro e elementos da diagonal principal prescritos (ver [63]). Friedland
[15] e Silva [70] consideraram o padrdo complementar e resolveram o problema
para matrizes parciais cujas entradas nao especificadas sao, exactamente, as da
diagonal principal. Outros autores consideraram o problema para matrizes par-
ciais com uma submatriz principal totalmente especificada ou um bloco diagonal.
No primeiro caso, o problema foi resolvido por Thompson em [72] e por Marques
de Sa em [57]. De Oliveira e Silva trabalharam o problema para o segundo caso
(ver [11] e [71]). Zaballa, em [73], apresenta a solu¢ao para o caso em que o padrao
da matriz parcial corresponde a um conjunto de filas ou de colunas completas.

Este problema de completamento esté estreitamente relacionado com o pro-
blema de completamento discutido no livro de Gohberg et al (ver [17]) em que,
dada uma parte de uma matriz, a tarefa traduz-se em descrever todos os espectros
possiveis para completamentos da matriz parcial considerada.

Muitos investigadores, como Gohberg, Rodman, Shalom, Johnson, Krupnic e
Chu, continuam a desenvolver trabalho neste problema de completamento.

Um outro conhecido problema de completamento de matrizes é o problema de
Carlson. Este problema classico levanta a questao da existéncia de uma matriz
X tal que a matriz

A X
0 B

tem uma forma de Jordan prescrita, sendo também prescritos os blocos A e B. Fa-
cilmente se verifica que este problema se reduz ao caso em que A e B sao matrizes
totalmente especificadas e nilpotentes e sdo prescritas, ainda, as caracteristicas
de Segre a = (ny,...,np) e f = (m1,...,my) de A e B, respectivamente. O
objectivo serd, entao, determinar se existe um completamento da matriz parcial
considerada cuja caracteristica de Segre é uma sequéncia v previamente fixada.

O teorema de Klein garante a existéncia de pelo menos uma solucao do
problema de Carlson quando existe uma determinada sequéncia de
Littlewood-Richardson (ver [53]). Klein reduz, assim, o problema de Carlson
a existéncia de sequéncias de Littlewood-Richardson. A questao natural que se
coloca, neste ponto, diz respeito & determinacao de condicoes explicitas para a
existéncia de uma solucdo e a construcdo do completamento desejado.
Johnson et al apresentam, em [38], uma resposta a esta questao parap = q =1
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eparan; =m; =1,4=1,...,p, j = 1,...,q. Encontramos as tais condicoes
explicitas e a construcao do completamento desejado quando p = 1 ou ¢ = 1
em [7] e em [67], por Carlson, Rodman e Schaps, e quando p = ¢ = 2 em [6],
por Canté e Urbano. Baseados numa demonstracao geométrica do teorema de
Klein, Compta e Ferrer apresentam, em [8], um método para construir solugoes
explicitas, mostrando, como consequéncia imediata dessa construcao, que todas
as possiveis caracteristicas de Segre de completamentos da matriz parcial inicial-
mente considerada aparecem em qualquer vizinhanca de determinadas solugoes.

O problema de completamento de matrizes parciais com forma de Jordan pres-
crita foi inicialmente considerado por Rodman e Shalom, em [68], para matrizes
parciais triangulares superiores, cujas entradas especificadas sao exactamente as
da parte triangular superior. Nesse trabalho, os autores conjecturam condicoes
necessarias e suficientes para a existéncia de um completamento com a forma de
Jordan fixada, demonstrando a validade desta conjectura para matrizes parciais
triangulares superiores de ordem n com n < 4. Jordén, Torregrosa e Urbano con-
tinuam este estudo, provando a veracidade da conjectura para o caso em quen = 5
e apresentando um contra-exemplo para n > 6 (ver [44] e [46]). Na sequéncia
destes trabalhos, estes autores consideram o problema de completamento para
matrizes de Jordan parciais, analisando as possiveis formas candnicas de Jordan
de completamentos com base no conceito de majoracao respeitante a sequéncias
de inteiros (ver [45]). Seguindo esta linha orientadora, temos, também, o trabalho
de Krupnik e Rodman para matrizes de Hessenberg parciais (ver [54]).

Dada uma matriz parcial, podemos questionar-nos sobre o minimo do con-
junto das caracteristicas dos seus completamentos a que chamamos caracteristica
minima da matriz parcial considerada. Esta questao, o problema da caracteristica
minima, € de abordagem complexa e apenas resultados parciais sao conheci-
dos. Podemos, no entanto, encontrar varios problemas que se intersectam com o
calculo da caracteristica minima, como o estudo de representagoes minimais de
sistemas lineares de entrada-saida, o problema de realizagao parcial e os proble-
mas de completamento de uma matriz e da sua inversa.

Podemos encontrar, na literatura, uma série de problemas de completamento
relacionados com a Teoria de Controlo. Essas questoes enquadram-se em dois
problemas basicos. Num primeiro problema, dado um sistema invariante em
tempo discreto descrito por um par de matrizes parciais (A, B), em que A é do
tipo n x n e B é do tipo n X m, é analisada a possibilidade de completar as ma-
trizes parciais por forma a obter um sistema completamente controlavel. Num
segundo problema, considerando o sistema (A, B) com B completa, é estudada a
existéncia de um completamento A. de A para o qual o par (A., B) tenha indices
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de controlabilidade ou sucessao de r-niimeros prescritos. Relativamente ao pri-
meiro problema descrito, Gurvits, Rodman e Shalom consideram, em [23], o caso
em que A é uma matriz parcial triangular superior, irredutivel inferior, e B é
um vector coluna. Nestas condicoes, é garantida a existéncia do completamento
desejado. Jordéan, Torregrosa e Urbano descrevem, em [47], um algoritmo para
obter esse completamento e, em [48], abordam o problema para matrizes parci-
ais A com determinados tipos de grafos das entradas especificadas. O segundo
problema é tratado, por estes mesmos autores, em [47], [49] e [50].

No problema de completamento de matrizes definidas positivas parciais preten-
de-se estudar a existéncia ou nao de um completamento de uma dada matriz de-
finida positiva parcial que seja uma matriz definida positiva. Este problema
tem varias aplicacOes e intersecta-se com outros problemas de completamento,
podendo, ainda, ser visto como um problema fundamental da geometria euclidi-
ana. Grone et al comecam por abordar esta questao em [21], onde mostram que
o completamento desejado existe se o grafo das entradas especificadas é cordal.
Apresentam, ainda, para o caso em que o referido grafo é nao cordal, exemplos de
matrizes definidas positivas parciais que nao admitem matrizes definidas positivas
como completamentos. Barrett, Johnson e Loewy analisam, entao, os chamados
grafos criticos para este problema de completamento (ver [2]) e no seguimento
deste trabalho podemos encontrar resultados parciais sobre condi¢oes necessarias
ou suficientes para a completabilidade de matrizes parciais desta classe com tipos
especificos de grafos associados.

Johnson e Kroschel apresentam, em [36], o problema de completamento de
P-matrizes parciais: dada uma P—matriz parcial, o objectivo é averiguar a
existéncia de um seu completamento com todos os menores principais positi-
vos. Nesse trabalho, os autores mostram que toda a P—matriz parcial combina-
torialmente simétrica pode ser completada de modo a obter-se uma P-matriz e
analisam, ainda, o caso em que esta condicao de simetria combinatorial nao é exi-
gida. Encontramos uma continuagao desta anélise em [9], com resultados parciais
para o caso nao combinatorialmente simétrico, incidindo, essencialmente, sobre
matrizes de pequena dimensao. Posteriormente, Fallat, Johnson, Torregrosa e
Urbano abordam o problema adicionando condicoes de positividade, simetria de
sinal, etc. sobre as entradas especificadas da P—matriz parcial. Estudam também
a completabilidade de P—matrizes parciais com determinados tipos de grafos as-
sociados (ver [13]). Neste sentido, encontramos novos resultados em [52].

O problema de completamento de M —matrizes parciais parte da questao base
sobre a possibilidade de completar uma M—matriz parcial por forma a obter uma
P-matriz com elementos nao diagonais nao positivos. Podemos encontrar esta
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classe de matrizes estaveis positivas reais em variadas areas de aplicacao e este
problema de completamento foi estudado por Johnson e Smith, em 1996. Estes
autores apresentam uma condicdo necessaria e suficiente para que uma M—matriz
parcial admita o completamento desejado, independente do padrao da matriz
(ver [39]). Hogben aborda este mesmo problema em [26], mas numa perspectiva
combinatorial, apresentando condigoes sobre o padrao da matriz parcial.

Johnson e Smith introduzem, também em [39], o estudo do problema de
completamento de M —matrizes inversas parciais: dada uma M-matriz inversa
parcial, pretende-se estudar a existéncia de um seu completamento invertivel
cuja inversa seja uma M-matriz. Estes autores consideram o caso combinato-
rialmente simétrico, mostrando a existéncia do completamento desejado para as
M—matrizes inversas parciais cujos grafos das entradas especificadas sao 1—cordais
e apresentando contra-exemplos para os restantes tipos de grafos. O caso nao
combinatorialmente simétrico é abordado por Hogben em [25] e [27] e por Jordén,
Torregrosa e Urbano em [51]. Hogben mostra que toda a M —matriz inversa parcial
cujo digrafo associado é aciclico sem caminhos totalmente especificados admite
uma M-matriz inversa como completamento. Jordén et al complementam este
resultado em [51], apresentando de forma explicita um completamento na classe
de interesse e com a propriedade de ter zeros nas entradas da inversa correspon-
dentes as entradas nao especificadas da matriz parcial inicial. Hogben apresenta,
ainda, condicOes necessarias e suficientes para a completabilidade de M—matrizes
inversas parciais cujo digrafo associado é um ciclo.

Com uma filosofia andloga aos problemas precedentes, no problema de com-
pletamento de matrizes totalmente nao negativas parciais analisa-se sobre que
condi¢oes uma matriz totalmente nao negativa parcial admite como completa-
mento uma matriz totalmente nao negativa. Este problema foi inicialmente con-
siderado por Johnson, Kroschel e Lundquist, em [37], para matrizes parciais com-
binatorialmente simétricas. Os resultados ai descritos garantem a existéncia do
completamento desejado para matrizes parciais com grafos 1—cordais monotona-
mente etiquetados associados. Para os restantes casos, o trabalho traduz-se no
estudo de condigoes necessdarias e suficientes para a completabilidade da matriz
parcial considerada. Fallat et al abordam, em [12], o problema para o caso nao
combinatorialmente simétrico, obtendo resultados parciais para matrizes parciais
com poucas entradas nao especificadas.

Neste nosso trabalho, centraremos o nosso estudo em determinados proble-
mas de completamento de matrizes que envolvem condicoes sobre os determinan-
tes (procuraremos completamentos de matrizes parciais com todos os menores
principais negativos, completamentos com todos os menores nao positivos, com-
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pletamentos que sejam P-matrizes positivas simétricas, etc.). Atendendo a que
algumas destas propriedades que vamos considerar sao invariantes se uma de-
terminada transformacao de semelhanca é efectuada sobre a matriz, é natural
que tentemos simplificar o problema usando transformacoes de semelhanca. No
entanto, nem todas as semelhancas podem ser consideradas.

Sejam A e B duas matrizes parciais de ordem n e I'y e I'g os padroes de
A e de B, respectivamente. Uma matriz invertivel S, n x n, diz-se uma matriz
de semelhanca admissivel de A e B se, para todo o completamento A, de A,
a matriz SA.S™! é um completamento de B e se, para todo o completamento
B, de B, a matriz S~'B.S é um completamento de A. Assim, se S é uma
matriz de semelhanca admissivel de A e B, entao, para cada completamento A,
de A, as entradas b;; de SA.S™! com (i,5) € I'p dependem apenas de S e das
entradas a;; de A, com (i,j) € I'4, e ndo das entradas de A. nao pertencentes a
I'4. Temos, ainda, reciprocamente, que as entradas a;; de S~'B.S com (i, ) €
I'y dependem somente de S e das entradas b;; de B. com (i,5) € I'p, para
qualquer completamento B, de B. Por uma questao de simplificacao, diremos
que A e B sao semelhantes e escreveremos B = SAS~!. Note-se que as entradas
especificadas da matriz parcial B sao descritas apenas a partir das entradas da
matriz S e das entradas especificadas da matriz parcial A.

1.2 Teoria de Grafos

Nos ultimos anos, a teoria de grafos tem tido um papel bastante relevante no
estudo de problemas de completamento de matrizes. A abordagem combinato-
rial apresenta-se amitde como uma melhor alternativa quando comparada com
abordagens analiticas, algébricas ou geométricas.

Um grafo G = (V(G), E(G)) consiste de um conjunto finito nao vazio V(G),
cujos elementos se designam por vértices, e de um conjunto E(G) de pares nao
ordenados de vértices, denominados por arestas. Nao havendo ambiguidade, fa-
lamos de V' em vez de V(G) e de E em vez de E(G). Designamos por ordem do
grafo G o numero de vértices de G.

Um subgrafo de um grafo G = (V(G), E(G)) é um grafo H = (V(H), E(H)),
onde V(H) é um subconjunto de V(G) e E(H) é um subconjunto de E(G) (note-
-se que se {i,j} é um elemento de E(H), entao i, j pertencem a V(H), uma vez
que H é um grafo). Dado um conjunto S de vértices de G, o subgrafo induzido
(S) é o subgrafo maximal de G cujo conjunto de vértices é S, ou seja, é o subgrafo

(S,E) de G, onde E = {{i,j} € E(G) | i,j € S}.
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Toda a matriz parcial combinatorialmente simétrica pode ser descrita de modo
natural através do seu grafo associado. A uma matriz parcial combinatorialmente
simétrica A, n x n, associamos o grafo G4 = (V, E), onde o conjunto de vértices
V é{1,...,n} e a aresta {i,7}, i # j, é um elemento de E se e s se a entrada
(i,7) (e, portanto, também a entrada (j,7)) é especificada. Atendendo a que
nos problemas de completamento de matrizes em estudo assumimos que todas as
entradas diagonais sdo prescritas, omitimos os lacetes (ou seja, as arestas (i,1),
comi € {1l,...,n}).

Exemplo 1.3. O grafo associado a matriz parcial

? ai4

?

ail a2
a1 Q22 Aag3

7 a3z asz asy
az1 7 a4z ag
é o grafo
1 2
3 4

Um grafo é completo se inclui todas as arestas possiveis entre os seus vértices.

Um grafo dirigido ou digrafo D = (V(D),E(D)) consiste de um conjunto
finito nao vazio V(D), sendo os seus elementos designados por wvértices, e de
um conjunto E(D) de pares ordenados de vértices, chamados arcos ou arestas
dirigidas. Os conceitos de ordem do digrafo D, de subgrafo dirigido e de subgrafo
dirigido induzido sao definidos de modo andlogo aos correspondentes conceitos
para grafos.

Dada uma qualquer matriz parcial A, n X n, associamos a A o digrafo D4 =
(V,E), onde o conjunto de vértices V' é {1,...,n} e o arco (i,j), i # j, é um
elemento de E se e s6 se a entrada (i,j) é especificada. D4 é denominado por
grafo dirigido associado ou digrafo associado a A.

Exemplo 1.4. A matriz parcial ndo combinatorialmente simétrica

ail  ail2 ? ?
7 axp axs 7
? ? as3z as4
? ? ? aq4

pode ser descrita pelo seu digrafo associado
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O grafo subjacente a um digrafo é o grafo obtido substituindo cada arco (4, j)
ou cada par de arcos (i, ), (j,?) pela aresta {i,j}. Note-se que o grafo subjacente
ao grafo dirigido associado a uma matriz parcial combinatorialmente simétrica
coincide com o grafo associado a essa matriz parcial.

Renumerar os vértices de um grafo (digrafo) corresponde a efectuar uma se-
melhanca de permutacdo na matriz parcial a qual o grafo (digrafo) é associado.
Sempre que a classe de matrizes considerada no problema de completamento é
invariante para as semelhancas de permutacao, temos, pois, a liberdade de renu-
merar os vértices do grafo (digrafo) como entendermos.

Dado que a forma ou o comprimento de uma aresta e a sua posi¢ao no espaco
nao sao especificacoes de um grafo, cada grafo tem intimeras representacao es-
paciais. Decidir quando dois diagramas representam um mesmo grafo pode ser
uma tarefa drdua mesmo para grafos com poucos vértices e arestas. Um pro-
blema relacionado com este tipo de tarefa é decidir quando é que dois grafos com
diferentes especificactes sao estruturalmente equivalentes.

Um isomorfismo de grafos do grafo G; no grafo G é uma bijecgao
[ V(G) — V(Ge) tal que {i,j} € E(G1) se e s6 se {f(i), f(j)} € E(Ga).
Dois grafos G e G2 dizem-se isomorfos se existe um isomorfismo de grafos de G
em (9. Escrevemos G1 = Gs.

Digrafos isomorfos tém a definicao esperada. Dois digrafos D; e Do sao iso-
morfos se existe uma bijeccdo (um isomorfismo de digrafos) f de V(D;) em
V(D3) tal que (i,7) é um arco de D se e somente se (f(i), f(j)) é um arco de
Dsy. Escrevemos Dy = Ds.

H4 determinados tipos de grafos (digrafos) que tém tido um papel mais pre-
ponderante em estudos de problemas de completamento e que descrevemos de
seguida.

Um caminho num grafo (grafo dirigido) é uma sequéncia de arestas (respec-
tivamente arcos) {i1,i2}, {i2,73},...,{ik—1,ir} (respectivamente (i1,12), (i2,13),
.., (ig—1,1k)) em que os vértices sao distintos, excepto, possivelmente, o primeiro
e o dltimo. O comprimento de um caminho é o nimero das suas arestas (arcos).
O grafo dirigido associado a matriz parcial do exemplo 1.4 é um caminho de
comprimento 3. Um ciclo é um caminho fechado, ou seja, um caminho em que
o primeiro e o ultimo vértice coincidem. Por abuso de linguagem, designaremos

por caminho um caminho nao fechado e usaremos apenas a terminologia ciclo
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para nos referirmos a caminhos fechados. O grafo associado & matriz parcial
combinatorialmente simétrica do exemplo 1.3 é um ciclo de comprimento 4. Um
semiciclo é um digrafo cujo grafo subjacente é um ciclo.

Um grafo diz-se conero se existe um caminho de um qualquer vértice para
outro qualquer vértice. Uma componente conexa de um grafo é um seu subgrafo
conexo maximal. Um digrafo diz-se conezo se o seu grafo subjacente é conexo e
uma componente conexa de um digrafo é uma componente conexa do seu grafo
subjacente. Um digrafo diz-se fortemente conexo caso exista um caminho de um
qualquer vértice para outro qualquer vértice.

Dizemos que uma matriz parcial A é diagonal por blocos se admite uma
particao da forma

A 7 ?
2 A, .7

A= 2 ,
A

onde ? representa um conjunto rectangular de posi¢oes nao especificadas e cada
A; é uma matriz parcial, i = 1,..., k.

Note-se que se A é uma matriz parcial cujo grafo associado G é nao conexo,
entao A é uma matriz parcial diagonal por blocos e cada um dos grafos associados
a cada um dos blocos diagonais é uma das componentes conexas de G.

Uma corda de um ciclo {i1,d2}, {i2,i3}, ..., {ix—1,%}, {ix, 71} é uma aresta
{is, ¢} que nao estd no ciclo (com 1 < s,¢t < k). Uma corda de um ciclo num
digrafo é um arco cuja aresta correspondente é uma corda do ciclo correspondente
no grafo subjacente.

Os grafos nao dirigidos dividem-se em cordais e nao cordais.

Um grafo diz-se cordal se nenhum subgrafo induzido por um conjunto de
vértices é um ciclo de comprimento superior ou igual a 4 ou, equivalentemente, se
todo o ciclo de comprimento superior ou igual a 4 tem uma corda. Na literatura
especializada, este tipo de grafos é também denominado por grafos triangulari-
zados, grafos mondtono-transitivos e grafos de eliminacdo perfeita.

Exemplo 1.5. Associado a matriz parcial

a1 a2 7 a7
a1 Qe a3 a4 a;

7 aze aszz 7 ass |,
asr ag2 7 agq 7
| 7 as2 as3 7 ass |
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temos o seguinte grafo cordal:

4 3

Os grafos cordais sao bastante importantes no estudo de problemas de com-
pletamento de matrizes e podem ser entendidos como a seguir descrevemos.

Um cligue num grafo é um conjunto de vértices que induz um subgrafo com-
pleto. Um clique diz-se mazimal se os seus vértices nao constituem um subcon-
junto préprio de um clique.

Podemos encarar os grafos cordais como tendo uma estrutura semelhante a
uma drvore em que os cliques maximais sdo vistos como vértices. De facto, um
grafo é cordal se e s6 se pode ser sequencialmente construido a partir de grafos
completos através da identificacdo de um clique do grafo completo a adicionar
com um clique do grafo construido até ao momento.

Os blocos completos sao os cliques maximais do grafo cordal resultante e
os cliques da identificagdo, denominados por vértices separadores minimais, Sao
intersecgoes destes cliques maximais.

Esta estrutura dos grafos cordais, semelhante a uma arvore, é apresentada e
descrita com mais pormenores em [4].

Todo o grafo deste tipo, com dois cliques maximais, admite, a menos de
semelhanca de permutacao, uma representacao matricial da forma

A A 7
Aoy |Aga| Ags |,
7 |Aszp Asz

onde cada matriz A;; ¢ totalmente especificada e todo o bloco diagonal A;; é
uma matriz quadrada. Note-se que o bloco Ass corresponde ao vértice separador
minimal.

Tendo em conta esta construcao dos grafos cordais, classificamos este tipo de
grafos em termos do nimero de vértices nas intersecgoes dos cliques maximais.
Se 0 nimero maximo de vértices nos cliques de interseccao dos cliques maximais
é p, o grafo cordal diz-se p—cordal.

Um grafo p—cordal diz-se monotonamente etiquetado se existe uma ordenagao

dos seus cliques maximais de forma a que para cada par de cliques maximais K;
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e Kj,comi < jeV(K;)NV(K;) =V, anumeracao dos vértices em K; e K; é
tal que todo o elemento de {u | u € V(K;) — V} ¢ etiquetado com um nimero
inferior a todo o elemento de V' e todo o elemento de {u | v e V(K;) — V} é
etiquetado com um nimero superior a todo o elemento de V.

Exemplo 1.6. O grafo associado a matriz parcial

a1 aiz ag| 77
?
?

as1 [asy az3| ag
asi | azz ass| as4
7 | ag2 a43 | aqq| ags
? ? ? as4  aszs5

é o seguinte grafo 2—cordal monotonamente etiquetado

Atendendo a que, num grafo cordal, todo o ciclo de comprimento superior ou
igual a 4 tem uma corda, facilmente se verifica que todo o grafo p—cordal, com
p > 2, admite um duplo triangulo como subgrafo induzido:

Dentro dos grafos nao cordais, tém especial importancia os ciclos. Com-
binando ciclos podemos gerar novos tipos de grafos que serao importantes nos
problemas de completamento que analisaremos ao longo desta monografia.

Um grafo diz-se um duplo ciclo se é uma sequéncia de arestas {i1, 42}, {42,143},
o Aip-ryip b {ipyips1}s - {iprg-1yiprad {ipras tprarids - o {iprgrh—15 prqrrty
{ip—i-q—&-ky il}, {ip+q, is}, {is, i8+1}, .. .,{i8+r_1, is—l—r}a {i5+r, ip}, com q > 0. Quando
q = 0, temos um duplo ciclo com um vértice em comum. Se ¢ > 1, temos um
duplo ciclo com ¢ arestas em comum. Consideremos a representagao de um duplo
ciclo nao dirigido:
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11 12 Z‘10—1 Z.p is+r ierrfl

I. ip+1 I

I iptq—1 I

Uptq+1 Iptq bs Lstl

Tptqtk

Iptqk—1

Podemos identificar, facilmente, dois ciclos que tém em comum as ¢ arestas
(ip, ip+1)> RRR) (ip+q—17 ip+q)-

Apresentamos, de seguida, uma generalizacao desta estrutura de grafos: um
bloco-ciclo é um grafo formado por uma coleccao de ciclos I'1,I'o, ..., 'y tal que

I'; e Fj tém um vértice em comum ou hij > 1 arestas em comuim se e somente se
j=i—1louj=1+1.

Exemplo 1.7. Consideremos a matriz parcial

a1 a2 a1z ! ? ? ? ? ? ?
agy axp azy 7 7 [ ?
a1 azy azz aze ! agzg 77 ? ?
? 7?7 a43 ag4 ag5 7 ? ? ? ?
A = ? ? ? as4 asp; 456 ? ? ? asi1o
? ? a3 ? ags Qe ag7 ? ? ?
? ? ? ? ? arg a7 ars ? ?
? ? ? ? ? ? agy agy  Ag9 ?
? ? ? ? ? ? ? agg  agg9 ag1o
v 7 7 ares 777 aie aono

O grafo associado a matriz parcial A é o seguinte bloco-ciclo, formado por trés

ciclos:
10

Podemos, ainda, pensar num outro tipo de grafos, construido a partir de ciclos
e de cliques. Um grafo-bloco é um grafo formado por uma coleccao de blocos,
consistindo de simples ciclos e cliques, comecando com um bloco e adicionando
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outros blocos, identificando exactamente um vértice de cada novo bloco com
exactamente um vértice do grafo anteriormente construido.

Exemplo 1.8. O grafo associado a matriz parcial

ailp a2 a1z ai4 ? ? ? ? ?
agl ag2 a3 a4 ? ? ? ? ?
a3l as2 a3z asq ? ? ? ? ?
(41 Q42 Q43 Q44 Q45 a4 L T 7
A= ? ? ? as4 as5 456 ? ? ?
7 7 ags ags aee aer 7 agY
? ? ? ? ? a7 Q77 Ars ?
? ? ? ? ? ? agy agyg  agy
L ? ? ? ? ? age ? agg ag9 |
é o seguinte grafo-bloco:
2 1 )
p
3 4 6 7
9 8

Relativamente aos garfos dirigidos, consideramos dois grupos: os digrafos
aciclicos, se nao contém ciclos como subdigrafos, e os mao aciclicos. Dentro
deste segundo grupo, podemos incluir os duplos ciclos dirigidos e os bloco-ciclos
dirigidos. Em ambos os casos, a definicao é andloga a apresentada para grafos
nao dirigidos.

Dado um grafo dirigido G, dizemos que o caminho (i1, 42), (i2,43), . . ., (ip—1,p)
é um caminho totalmente especificado se (i1,1,) é um arco de G.

Exemplo 1.9. A matriz parcial

ain a2 a3z aiq !
? axp axs 7 7
? azzs 7 ass |,
? a43 QA44 ?
? ? ? ass

associamos o grafo dirigido D
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2 3 )

Note-se que, em D, o caminho (1,2),(2,3) é um caminho totalmente especi-
ficado.

De nosso interesse sao, também, os digrafos CDUM, definidos por Jordén,
Torregrosa e Urbano em [52]. Recordamos, de seguida, alguns conceitos ne-
cessarios para definir esse tipo de digrafos.

Consideremos um digrafo D = (V, E). Dado um vértice j € V, o grau de
entrada do vértice j, din(j), é o ntimero

din(j) =#{ieV]i#j e (i,j) € E}
e o grau de saida do vértice j, doyi(j), é 0 niimero

dout(]):#{ZGV‘Z#] € (]72)€E}

Admitamos, agora, que D é tal que V = {1,...,n}. Se representarmos os
vértices de D ordenados na direccao vertical de cima para baixo de 1 até n,

facilmente percepcionamos a ideia dos conceitos que apresentamos de seguida.

Chamamos grau de descida do vértice i, dq(i), a0 nimero
da(i) =#{j eV [j>i e (i,j) € E}.

Se dgq(i) = 1, dizemos que o grau de descida de i é consecutivo se (i,i+ 1) € E e
ndao consecutivo caso contrario. Chamamos grau de subida do vértice i, d,(i), ao
numero

du(i) =#{j €V |j<i e (i,j) € E}.
Claramente, dyy(7) = dg(i) + dy (i), para todo o vértice i de V.

A partir destes tipos de graus de um vértice, definimos, entdo, os digrafos
CDUM.

Um grafo dirigido D = (V, E), com V = {1,...,n}, diz-se um digrafo CDUM
se é isomorfo a um grafo dirigido que satisfaz:

i. dy,(i) <1, para todo o vértice i de V,
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ii. dg(i) <1, para todo o vértice i de V', e se dy(i) = 1, entao é consecutivo.

Atendendo a que dyyt (i) = dg(i) + dy(2) para qualquer vértice i de um digrafo
CDUM D, o grau de saida de qualquer vértice de D é, obviamente, nao superior
a 2. Assim, se A é uma matriz parcial cujo grafo associado satisfaz as condicoes 4
e i1, entao as suas entradas especificadas estao na diagonal principal, na diagonal
superior e na parte triangular inferior. Em cada linha, antes da entrada da
diagonal principal, existe, no méximo, uma entrada prescrita.

No trabalho atras referido, podemos encontrar um método para identificar
matrizes parciais cujos digrafos associados sao digrafos CDUM.

Sejam A uma matriz parcial do tipo n x n e Dy = (V, E) o seu digrafo as-
sociado. Com base nas observagoes anteriores, facilmente concluimos, nao tendo

em conta os lacetes, que as condigoes
(a) existe j € V tal que doyt(j) <1 e din(j) <1,
(b) existe k € V, k # j, tal que dout(k) < 1,
(¢) dout(h) < 2, para qualquer h € V
sao condigoes necessarias para que D 4 seja um digrafo CDUM.

Como podemos comprovar com o exemplo que se segue, estas condigoes nao
sao suficientes.

Exemplo 1.10. Consideremos a seguinte matriz parcial

ann 7 7 au
P A

a1 7 asz as4

agpn 77 ag

e o seu grafo dirigido associado

Facilmente se verifica que as condicoes (a), (b) e (¢) sao satisfeitas. No entanto,
o digrafo D4 nao é um digrafo CDUM. Suponhamos que existe um digrafo D =
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(V(D),E(D)), com V(D) = {1,2,3,4}, tal que D4g = D e tal que D satisfaz as
condigoes i e .

Seja f : V(D4) — V(D) um isomorfismo de dlgrafos Sabemos, entao, que
(P, F4), (F3), F)), (J(3), F(4)) e (f(4), f(1)) sio arcos de D e que nio
existe u € V(D) tal que (u, f(2)) € E(D) ou (f(2),u) € E(D).

Se f(1) = 4 ou f(4) = 4, existiria um vértice de D com grau de descida
superior a 1 ou um vértice com grau de descida igual a 1 mas nao consecutivo.
Se f(3) =4, entao d,(f(3)) > 1. Portanto, f(2) =

Se f(3) = 1 ou f(3) = 3, o vértice f(3) teria grau de descida superior a 1
ou grau de subida superior a 1, respectivamente. Logo, podemos concluir que
1(3) =2,

Resta-nos, assim, considerar dois casos: ou f(4) =1 ou f(4) = 3. No primeiro
caso sabemos que f(1) = 3, pelo que (f(4), f(1)) = (1,3) € E(D). No segundo
caso podemos afirmar que f(1) = 1, donde (f(1), f(4)) = (1,3) € E(D). Em
ambos os casos, dy(1) = 1 e é ndo consecutivo em D, o que contradiz a condigao
.

Quando Dj4 satisfaz as condigoes (a), (b) e (¢) e é conexo, o procedimento
que se segue permite-nos obter, caso exista e sempre que se percorram todos os
vértices na aplicagdo do algoritmo, uma matriz de permutacao P tal que D 4
satisfaz as condicbes i e 7 da definicdo de digrafo CDUM, sendo A’ = PTAP.
Na descrigado do procedimento, riscar a linha e a coluna j significa substituir as
entradas especificadas nao diagonais nessa linha e nessa coluna por entradas nao
prescritas.

PROCEDIMENTO. Seja U = {j1,52,.--,Jp, Jp+1s-- -, Js} O conjunto de vértices de
V que verificam a condicdo (a) tais que d;,(j;) =0 parat =p+1,...,s. Seja A
a matriz parcial obtida riscando as linhas e colunas j,41, ..., js da matriz parcial
A.

Observemos que as linhas e as colunas ji, j2,...,jp de A tém, no maximo,
uma entrada nao diagonal especificada.

Escolhemos um vértice j, € U, 1 < h < p, riscamos a linha e a coluna j, de
A e chamamos Aj, a matriz parcial resultante. Seja a;j, a entrada nao diagonal
especificada na coluna j,, de A. Analisemos a linha e a coluna i de 4;, .

I. Se a linha ou a coluna 7 de A;, tem mais do que uma entrada nao diagonal
especificada, recomegamos o procedimento com outro vértice nao usado jp
de U e a matriz parcial A.

II. Se a linha e a coluna ¢ de A;, tém, no méximo, uma entrada nao diagonal
especificada, riscamos a linha e a coluna ¢ de Aj, e chamamos A; a esta
nova matriz parcial.
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IL.a. Se ay; ¢ a entrada especificada na coluna ¢ de Aj, , analisamos a linha

e a coluna k de A; e assim sucessivamente.

ILb. Se todas as entradas nao diagonais da coluna i de A;, sao nao pres-
critas, escolhemos outro vértice nao usado j; de U, riscamos a linha e
a coluna jj, de A;, chamamos Aj, a matriz parcial obtida e aplicamos
o procedimento anterior, tendo em conta que consideramos agora a
matriz parcial A; em lugar de A.

Se todas as entradas ndo diagonais na coluna j;, de A sdo ndo especificadas,
escolhemos outro vértice nao usado j, de U, riscamos a linha e a coluna j, de
Aj, e chamamos Aj; a nova matriz parcial. Aplicamos o procedimento anterior,
atendendo a que consideramos a matriz A;, em vez de A.

Se aplicamos o procedimento e percorremos todos os vértices V—{jp41,...,4s},
obtemos uma matriz de permutacao P = [60(1)7 ooy €o(n—stp)r Ejpr1r - ,ejs],
onde o(1),...,0(n—s+p) sao os vértices de V —{jp+1,...,Js} na ordem inversa

em relacdo ao procedimento. P é tal que o digrafo associado & matriz A’ = PT AP
satisfaz as condigoes i e i da definicao de digrafo CDUM.

Apresentamos, de seguida, um exemplo de aplicacdo deste procedimento a
uma matriz parcial 6 x 6 cujo digrafo das entradas especificadas satisfaz as
condigOes necessdrias atras enunciadas.

Exemplo 1.11. Consideremos a seguinte matriz parcial e o respectivo grafo

associado
[ ail ? a3 ? ? 7]
? ao ? ? ? a6
e ? ?7 asz3 T ags asg
N ? ? 7 aga ags 7
? ? as3 as4 Aass ?
Last 7 7 7 ags age

A tabela que se segue resume os graus de entrada e de saida de cada um dos
vértices de Dy

| ¢ [1]2[s]4[5]6]
dout(i) 1 2 2 2




Facilmente se comprova que se verificam as condigoes (a), (b) e (¢). Os indices
para os quais se verifica a condic¢ao (a) sao 1, 2 e 4. Definimos, entao, o conjunto
U = {1,4,2}, sendo d;(2) = 0.

Seja A a matriz parcial obtida riscando a linha e a coluna 2 de A.

Escolhemos o vértice 4 de U. Riscamos a linha e a coluna 4 de A e chamamos
A4 & matriz parcial obtida. A entrada nao diagonal especificada da coluna 4 de
A é asy. Analisamos, pois, a linha e a coluna 5 de A4. Dado que a coluna 5 de
Ay tem duas entradas nao diagonais especificadas, recomecamos o procedimento
com outro vértice de U e com a matriz parcial A.

Consideramos, entdo, o vértice 1 de U. Riscamos a linha e a coluna 1 de A
e obtemos a matriz parcial A;. Em A, a entrada nio diagonal especificada da
coluna 1 é ag;. Analisamos, de seguida, a linha e a coluna 6 de A;. Dado que a
linha e a coluna 6 de A; ndo tém mais de uma entrada nao diagonal prescrita,
riscamos a linha 6 de A; e chamamos Ag & matriz parcial obtida. Sendo asg a
entrada nao diagonal prescrita da coluna 6 de Aj, analisamos a linha e a coluna
3 de Ag. Nao havendo mais de uma entrada nao diagonal especificada em cada
uma delas, riscamos a linha e a coluna 3 de Ag e obtemos a matriz parcial As. A
entrada nao diagonal prescrita da coluna 3 de Ag é ass, pelo que analisamos a linha
e a coluna 5 de As. Dado que tanto a linha como a coluna 5 de A3 tém apenas
uma entrada especificada, riscamos a linha e a coluna 5 de Az. Chamamos As a
matriz parcial obtida. Sendo a45 a entrada nao diagonal especificada da coluna 5
de As, analisamos a linha e a coluna 4 de A5. Nao existem entradas nao diagonais
especificadas.

Terminamos, aqui, o procedimento, notando que percorremos todos os vértices

de V.

A matriz de permutacao P = [eq4, 5, €3, €6, €1, €3] € tal que

Q44 Q45 ? ? ?
asqy ass asy 7 ?
A — PTAP — 7 ags azz age ?
?7 ags 7 aeg ag1 ! ’
? ?7 aiz 7 ann ?
L 7 7 7 a7 az |

sendo o digrafo associado

32



Note-se que, com efeito, o digrafo associado a A’ satisfaz as condicoes i e 7 da
definicao de digrafo CDUM.

Se um grafo dirigido D = (V, E) nao contém nenhum ciclo, ele induz um
congunto parcialmente ordenado (c.p.o.) (S, <) tal que, para todos os vértices i e
J, 1 < j se e somente se existe um caminho de i até j no digrafo D. Nao ¢ dificil
ver que os vértices de tal digrafo podem ser ordenados para obter uma sequéncia
de vértices s1,52,...,5, onde ¢ < j se s; < s;. Essa sequéncia ¢ uma ordenagao

topoldgica.

De notar que uma ordenagao topoldgica nao é unica e que ela nao é possivel
se o digrafo possuir ciclos.

Um exemplo comum de problemas de ordenagao topoldgica é a confeccao de
diciondrios, onde desejamos que uma palavra B cuja definicao dependa da palavra
A, apareca depois de A no dicionério.

Uma forma simples de realizar uma ordenagao topoldgica ¢é identificar um
vértice 7 cujo grau de entrada seja zero, remover ¢ da lista, actualizar os graus
de entrada dos outros vértices e repetir o processo até percorrer todo o conjunto
de vértices. Esta é a ideia do algoritmo que apresentamos de seguida e que serd
utilizado num problema de completamento de matrizes considerado mais a frente.

Sejam D = (V, E) um digrafo aciclico com n vértices e (S, <) o c.p.o. induzido
por D. Por defini¢do, um elemento minimaldo c.p.o. (S, <) é um elementom € S
tal que = £ m, para todo o z € S — {m}.

Em termos do diagrama de Hasse, um elemento minimal serd um vértice que
nao tem nenhum vértice abaixo ligado a ele por uma aresta.

ALGORITMO: ORDENACAO TOPOLOGICA. Seja Sy = S. Para i de 1 até n,
seja s; um elemento minimal do c¢.p.o. (S;—1,<), defina-se S; := S;—1 — {s;} e
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considere-se a restricao de < a este conjunto. Obtemos uma ordenacao topoldgica
81,89, ...,8, dos vértices de D.

Consideremos um exemplo de aplicacao deste algoritmo de ordenagao to-
polégica.

Exemplo 1.12. Consideremos o grafo dirigido D

[ 2\
w
[

4 7 6
e uma matriz parcial A, ndo combinatorialmente simétrica, 7 X 7, cujo digrafo
associado é D. Note-se que A é da forma

[an 7 7 77 a7 ]
7 az a3 7 7
as1 ! aszz 7 ? 7 asy
A= ? ? ?7 a7 7 agr
? ? as3 ? ass ? ?
? ? ? ? 7 agg 7
? ? ? ? ? arg argy

Consideremos, ainda, o c.p.o. induzido pelo grafo dirigido dado, (S, <),
{1727374757677} e <= {(171)7 176)7( I )7(272) (2 3) ( ) 7

(376)7(377)7(474)7(476)7(477)7(571)7(573)7(575)7( ? ) ( ) ( )7(7
O diagrama de Hasse de (S, <) é

de S

(3, 1),( 3),
7,6),(7,7)}.

6
1 7
3 4

) 2

e s1 = 4 é um elemento minimal de (S, <). Seja, entao, S| = S—s; e consideremos
a restricdo de < a §1. O diagrama de Hasse deste novo c.p.o. é
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e so = 2 é um elemento minimal deste tltimo c.p.o.. Com o decorrer do algoritmo,
obtemos os elementos minimais s3 = 5,84 = 3,85 = 7,86 = 1 e s7 = 6. Apre-
sentamos, de seguida, os diagramas de Hasse relativos a cada um dos restantes
c.p.o.’s obtidos nas varias iteracoes do processo.

6 6 ./16
1 7 1 7 1 7

/6 LX)
1

A sequéncia 4,2,5,3,7,1,6 é, entdo, uma ordenacao topoldgica dos vértices de
D.

Vejamos, agora, a importancia da ordenacao topoldgica para os problemas de
completamento de matrizes.

Note-se que, se D é um grafo dirigido aciclico, o algoritmo de ordenagao
topoldgica atrds descrito permite-nos obter um digrafo D’, isomorfo a D, cujos
vértices tém indice de subida nulo. De facto, basta-nos considerar o isomorfismo
de digrafos f : {1,...,n} — {1,...,n} definido por f(s;) =4, parai=1,...,n.

Exemplo 1.13. Consideremos o digrafo D do exemplo anterior e a ordenacao
topoldgica 4,2,5,3,7,1,6 dos seu vértices. Seja D’ o grafo dirigido obtido de D
através do isomorfismo de digrafos f definido em {1,2,3,4,5,6} por f(4) = 1,
f(2)=2,f(5)=3,f(3) =4, f(7)=5,f(1)=6,f(6) =T.

Dispondo os vértices de D’ de cima para baixo, na direccao vertical, de 1 até
n, obtemos o diagrama
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Facilmente se verifica, entao, que o grau de subida de qualquer vértice de D’ é,
de facto, 0.

A renumeracao dos vértices de D em D’, associada & ordenacao topoldgica,
pode ser traduzida a nivel matricial por uma matriz de permutagao. Se A é
uma matriz parcial nao combinatorialmente simétrica cujo digrafo associado é
D, entao existe uma matriz de permutacao P, definida pela tal renumeracao dos
vértices, tal que o digrafo associado & matriz parcial A’ = PTAP é D'. Assim,
sendo o grau de subida de todo o vértice de D’ igual a 0, as entradas especificadas
de A’ estao na diagonal principal e na parte triangular superior.

Exemplo 1.14. Consideremos, uma vez mais, o grafo dirigido D dos exemplos
anteriores, a ordenacao topoldgica 4,2,5,3,7,1,6 dos seus vértices e o digrafo D’,
isomorfo a D, cujos vértices tém indice de subida nulo.

Consideremos, agora, a matriz de permutagao associada & ordenacao to-
polégica 4,2,5,3,7,1,6, P = [e4, €2, €5, €3, €7, €1, €g]. Note-se que a matriz parcial

ags 7! ? 7 agr 7 ?
? a9 ? ag3 ? ? ?
? ? ass 453 ? ? ?
A, = ? ? ? ass az7 asy ? 5
? ? ? ? a7 ? a7e
? ? ? ? ? a1l aie
? ? ? ? ? ? age

obtida através da transformacdo de semelhanca A’ = PTAP, sendo A a matriz
parcial referida no exemplo 1.12, tem as entradas prescritas na diagonal principal
e na parte triangular superior.

Tendo em conta as tiltimas observagoes, podemos assumir, sem perda de gene-
ralidade, num problema de completamento de matrizes de uma classe invariante
para as semelhancas de permutacao, que uma matriz parcial nao combinatori-
almente simétrica cujo digrafo associado nao contém ciclos tem todas as suas
entradas especificadas na diagonal principal e na parte triangular superior.

1.3 Sobre algumas classes de matrizes

Apresentamos, de seguida, algumas classes de matrizes, suas propriedades
e relagoes, que servem de base para os problemas de completamento que nos
propomos analisar.

Uma caracteristica comum a todas estas classes de matrizes é que qualquer

submatriz principal é uma matriz do mesmo tipo que a matriz original, o que
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nos permitird, nos capitulos seguintes, traduzir de forma natural os diferentes
conceitos para o contexto das matrizes parciais.

1.3.1 A classe das N,—matrizes: algumas propriedades

Neste secgao, k representa um inteiro positivo.

Uma matriz real A, n x n, diz-se uma Nj—matriz se todos os seus menores
principais de ordem nao superior a k sado negativos. Por outras palavras, A é uma
Ni—matriz se det A o] < 0, para todo o o C {1,...,n} tal que |a| < k.

Exemplo 1.15. A matriz

-1 2 )
A= 3 -1 =2
6 —4 -1

7

é uma Njp—matriz para qualquer k, uma vez que det Afa] < 0, para todo o
a C {1,2,3}, enquanto que a matriz

-1 3 1
B = 1 -1 1
4 2 -1

é uma Np—matriz apenas para k < 2, dado que det B[] < 0, para todo o
8 C {1,2,3} tal que |B] < 2, e det B = 22.

Em [43], J.J. Johnson denomina por matrizes parcialmente negativas as ma-
trizes cujos menores principais sao todos negativos. Nos modelos econdémicos,
estas matrizes sao chamadas N —matrizes. Esta classe aparece em variadas dreas
como a teoria de fungoes univalentes ([32]), em andlise multivariante ([65]) e
em problemas de complementaridade linear ([64, 66]). Em [69], as N-matrizes
surgem relacionadas com o algoritmo de Lemke na resolugao de problemas de
programacao linear e quadratica convexa.

Sempre que k > n, os conceitos de Niy—matriz n X n e de N—matriz n X n
coincidem.

Para iniciarmos o estudo do problema de completamento de Np—matrizes, é
obviamente importante, antes de mais, abordarmos propriedades gerais destas
matrizes.

Podemos, claramente, afirmar que as entradas diagonais de uma Np—matriz
sao negativas.

Uma propriedade bastante importante da classe das Ny—matrizes consiste no
facto das submatrizes principais de uma Ni—matriz serem, também, Np—matrizes.
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Lema 1.1. Toda a submatriz principal de uma Ni—matriz € uma Ni—matriz.

Demonstracao. Seja A uma Ni—matriz, n X n. Consideremos uma sua submatriz
principal B. E ébvio que toda a submatriz principal de B é uma submatriz
principal de A. Logo, toda a submatriz principal de B de ordem nao superior a
k tem determinante negativo e B é uma Np—matriz. O

Os seguintes simples factos sdo também bastante uteis no estudo das
Np—matrizes.

Lema 1.2. Todas as entradas de wma Ni—matriz sao ndo nulas sempre que k > 1.

Demonstragao. Seja A = (Gz‘j)?,j:l uma Ng—matriz, n X n. Entao, por defini¢ao,
todas as suas submatrizes principais de ordem nao superior a k tém determinante
negativo. Em particular, para todo o i € {1,...,n}, det A[{i}] < 0, ou seja,
a; < 0. Suponhamos que existe um elemento a;; nulo, com ¢ # j. Sem perda de
generalidade, podemos supor que i < j. Sendo A uma Nip—matriz e sendo k > 2,
sabemos que det A [{7,j}] < 0, isto é,

Qi Qs
det v <.
aji  ajj

No entanto, atendendo a que, como jd referimos, a;;,a;; < 0 e a que a;; = 0,

Qi Qg

det Tl =aya;; >0

ae s i =Y
gi o Ajj

o que é absurdo.

Provamos, deste modo, que todas as entradas de A sdo nao nulas. O

Do lema anterior, podemos concluir que a soma directa de Ny—matrizes nao
é uma Np—matriz se k > 1.

Sabemos, ainda, que o produto de Ni—matrizes nao é, em geral, uma
Ni—matriz.

O resultado que se segue diz respeito ao padrao de sinal de uma Ni—matriz.

Lema 1.3. Para k > 1, toda a Np—matriz € sinal-simétrica.

Demonstragdo. Seja A = (aij)?j:]_ uma Np—matriz, n X n. Suponhamos que
existem 4,5 € {1,...,n}, i # j, tais que a;ja; < 0. Entao,
aji  agj

Qii  Qij
det [ J ] = QiG55 — Q;jjQ5; > 0,
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ou seja, det A[{i,j}] > 0, o que contradiz o facto de A ser uma Ny—matriz.
Podemos, pois, afirmar que a;jaj; > 0, para quaisquer 4,5 € {1,...,n} e, conse-
quentemente, que A é sinal-simétrica. O

Vejamos, de seguida, que a classe das Ni—matrizes é invariante para a multi-
plicagao diagonal positiva.

Lema 1.4. Se A € uma Nip—matrizn X n e D € uma matriz diagonal positiva,
também n x n, entdo DA, AD sdo Np—matrizes.

Demonstragao. Sejam A = (a;;);;—; uma Ng-matriz, nxn, e D = diag(du,. .., dn)
uma matriz diagonal positiva. Temos que DA = (d;a;;). Facilmente se veri-
fica que, dado a C {1,...,n}, (DA)[a] = D]a]Ala]. Assim, det(DA)[a] =
det D [a] det A [a], pelo que det(DA) [a] < 0 sempre que || < k. Analogamente
se verifica que det(AD)[a] < 0, para todo o a C {1,...,n} tal que |o| < k.
Provdmos, deste modo, que DA e AD sao Nj—matrizes. |

Dada uma Nj—matriz A = (aij)z’»szl, n X n, podemos obter, a partir de A,
uma nova Ny—matriz com os elementos diagonais todos iguais a —1. Com efeito,
considerando a matriz diagonal positiva D = diag(—ay', ..., —a;,}), a matriz DA

é uma Np—matriz com todos os elementos diagonais iguais a —1.

Observacao. Se A = (aij)zszl ¢ uma Np-—matriz e D ¢ uma matriz diagonal
com um elemento diagonal nao positivo d; na posigao (i,7), entdo as entradas de
DA e AD na posicao (i,1) sado, respectivamente, d;a; e a;d;. Logo, DA e AD
tém, pelo menos, um elemento da diagonal principal ndo negativo, donde DA e
AD nao sao Nj—matrizes.

Como o seguinte resultado comprova, a classe das Nip—matrizes é invariante
para a semelhanca diagonal.

Lema 1.5. Dadas uma Nip—matriz A e uma matriz diagonal ndo singular D,
ambas n x n, DAD™' é uma Nj-matriz.

Demonstracao. Sejam A = (aij)Zj:1 e D = diag(dy,...,d,), com dy,...,d, nao
nulos. Note-se que DAD™! = (diaijdj_l). Facilmente se verifica que (DAD 1) [a]
= D[a]Ala] D71 [a], para qualquer subconjunto a de {1,...,n}. Portanto,
det(DAD~ ') [a] = det A[a] < 0, para todo o a C {1,...,n} tal que |a| < k.
Podemos, pois, afirmar que DAD™! é uma N;-matriz. a

O resultado que se segue ilustra o modo de obter, a partir de uma Ni—matriz
A, uma Np—matriz B com todas as entradas da diagonal superior iguais a 1
semelhante a A por semelhanca diagonal.
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Corolario 1.1. Para k > 1, toda a Ny—matriz n X n, n > 2, € diagonalmente
semelhante a uma Ni—matriz com as entradas da diagonal superior iguais a 1.

Demonstragdo. Seja A = (ajj ij=1 uma Np-matriz, n x n, n > 2. Sejam
dy = ai2,d3 = aioa93,...,d, = a12093...04,_1,. Consideremos a matriz dia-
gonal D = diag(1,da,ds, ...,d,). Dado que a condicao k > 1 exclui a existéncia
de entradas nulas em A, D é uma matriz diagonal regular. Atendendo ao lema
anterior, podemos, entdo, afirmar que DAD™! é uma N, matriz.

O elemento na posicao (1,2) da matriz DAD™! é a12d2_1 e, para cada i em
{2,...,n — 1}, o elemento na posi¢ao (i,i + 1) é diaiiﬂd;rll. Portanto, todos os
elementos nas posicoes (i, + 1) de DAD ™! sdo iguais a 1. O

A classe das Np—matrizes é, ainda, invariante para as semelhancas de per-
mutagao, como mostra o seguinte lema.

Lema 1.6. Se A é uma Np—matriz e P é wma matriz de permutacao, entdo
PAPT ¢ uma Np-matriz.

Demonstragao. Sejam A uma Njp-matriz, n X n, e F;; a matriz de permutagao
elementar resultante da matriz I,, por troca das suas linhas ¢ e j. Sabemos que
a matriz P;; A ¢é obtida de A trocando as linhas 7 e j e que a matriz AP;; resulta
de A por troca das colunas i e j. Seja o um subconjunto de {1,...,n} tal que
la] < k. Se i,j ¢ «, entao (PZ]APZ:]F) [a] = Ala], donde det(PijAPg) [a] < 0.
Sei € aej ¢ a, temos que (P,]APZ:]F) [a] é igual & matriz A[(a—{i}) U{j}]
ou ¢ resultante desta matriz por troca de algumas linhas e respectivas colunas,
pelo que det(PijAPg) [a] = detAf(a—{i})U{j}] < 0. Sei ¢ avej € a,
segue-se que (PijAPg) [a] é igual & matriz A [(a — {j}) U {i}] ou é obtida desta
matriz por troca de algumas linhas e respectivas colunas. Por conseguinte,
det(PijAPg) [a] = det A[(a—{j})U{i}] < 0. Sei,j € o, entdo (PZ-]-APZ?) [a]
obtém-se de Ala] por troca de algumas linhas e respectivas colunas, pelo que
det(PijAP,g) [a] = detA[a] < 0. Assim, det(PijAPg) [a] < 0, para todo o
a C{1,...,n} tal que |a| <k, e, portanto, podemos concluir que PijAPg é uma
Np—matriz.

Dada uma matriz de permutacdao P, sabemos que P se escreve como um
produto de matrizes de permutacao elementares. Facilmente se verifica, entao,
que PAPT é uma Nj-matriz. O

Estudaremos, de seguida, uma propriedade respeitante ao sinal das entradas
de determinadas Np—matrizes.
Consideremos, para tal, a funcao sign : R — {0} — {—1,1} definida por

. —1 se a<O0
sign(a) = 1 se a>0
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e 0 seguinte conjunto de matrizes n X n
Sp = {A = (aij)?,jzl ‘ Qij #0e Sign(aij) = (_1)i+j+1>v'iaj S {17 = 7n}} :

O resultado que se segue permite-nos identificar, a menos de semelhancgas
diagonais, o padrao de sinal das Nip—matrizes, para k > 3.

Lema 1.7. Toda a Ny—matrizn xn, comn > 2 e k > 3, cuja diagonal superior
tem os elementos todos positivos pertence a Sy,.

Demonstragao. Seja A = (a;;){;_; uma Ng-matriz n x n tal que sign(a;+1) =1,

para todo o i € {1,...,n — 1}. Vimos ja que sign(a;) = —1 = (=1)""*+L para
cada i € {1,...,n}, e, por hipétese, sign(azi1) = (—=1)"F+D+1 para todo o
i€ {l,...,n—1}. Sabemos, também, que sign(a;;) = sign(a;;) e a;; # 0, para

quaisquer i,j € {1,...,n}.
Sejam i € {1,...,n—2} e j € {i+2,...,n}. Consideremos a submatriz
principal A [{i,i + 1,j}]. Temos que

det A[{i,i+ 1,7} = ajj (@uir1i41 — Qiit10i+13) + (—30i41505i41)

+ (—i41i4105a5i) + Qi 15541005 + Qiit10i4150;.

Notemos que

ajj (QiQit1i41 — Qiit10i413) > 0,

—Qii0it105i+1 > 0

—Qiy1i+1a5a5; > 0.

Portanto, sendo det A [{i,i+ 1,j}] < 0 e ajt14,aii+1 > 0, podemos concluir que

ajiv1ai < 0 e ajy1ja5 < 0. Assim, sign(a;j) = —sign(ait1;)-

Logo, sign(aiire) = —sign(aiyiipe) = —1 = (=1)0+2D+1 para todo o i €
{1,...,n—2}.

Parai € {1,...,n — 3}, sign(aiy3) = —sign(a;i1ir3) = 1 = (—1) T3+

Aplicando sucessivamente este raciocinio, prova-se que sign(a;;) = (—1)i+j 1
para quaisquer i,j € {1,...,n}, i < j. Atendendo a que, para k > 1, toda a

Np—matriz é sinal-simétrica, podemos, entao, afirmar que A € S,. |

Observagao. Atendendo ao Corolario 1.1 e ao Lema 1.7, concluimos que toda
a Np—matriz n X n, com n > 2 e k > 3, é diagonalmente semelhante a uma
Np—matriz em S,. Consequentemente, toda a N-matriz n x n é diagonalmente
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semelhante a uma N—matriz pertencente a S,. Assim, a menos de semelhanca
diagonal, o padrao de sinal para estas classes de matrizes serd

-+ - 4+

Dentro da classe das N-matrizes, consideremos as N -matrizes simétricas.
Naturalmente, uma N-matriz simétrica A é uma N-matriz tal que A = AT,

Note-se que todas as submatrizes principais de uma N—matriz simétrica sao,
ainda, N—matrizes simétricas.

Vejamos que esta subclasse das N—matrizes nao é invariante para a seme-
lhanga diagonal. Para tal, consideremos a N—matriz simétrica

—1 2 -8
A= 2 -1 4
-8 4 -1

e a matriz diagonal D = diag(1,2,3). A matriz B = DAD~! nio é uma
N-matriz simétrica. De facto, através desta semelhanca diagonal, a simetria
nao é preservada.

H&, no entanto, um caso particular de semelhancas diagonais para as quais
a simetria é invariante. Referimo-nos a esse tipo de semelhancas diagonais como
semelhancas diagonais admissiveis.

Lema 1.8. Sejam A uma N-matriz simétrica n X n e D = diag(dy,da, ..., dy)
uma matriz diagonal ndo singular. Entdo, DAD™! é uma N -matriz simétrica se
esésed? =di=...=d>.

Demonstragdo. Seja A = (a;)7._; uma N-matriz simétrica. Consideremos uma

n

i’j:
matriz diagonal invertivel D = diag(dy,ds, . ..,d,). Sabemos, entdo, que a;; = a;;
para quaisquer ¢ e j. Temos que DAD-1 = (diaijdj_l)zfj:l. Vimos ja, no Lema

1.5, que DAD~! é uma N-matriz. Vejamos quais as condicoes necessirias e
suficientes sobre as entradas de D para que tal matriz seja, ainda, simétrica.
Dados i, j tais que i # 7, (DAD_I)ij = (DAD_l)ji se e sO se diaijd;1 = djajid;l,
isto é, se e somente se d? = d?. Logo, DAD™! é uma N-matriz simétrica se e s6
sed? =di=...=d>. O
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Facilmente se comprova que a classe das N—matrizes simétricas nao é invari-
ante para a multiplicagao diagonal positiva a esquerda ou a direita, uma vez que
a simetria nem sempre é preservada.

O resultado que se segue diz respeito a congruéncia diagonal.

Lema 1.9. Sejam A = (aij;)
gonal reqgular D = diag(dy, ds, ... ,dy). Entao, DAD é uma N-matriz simétrica.

ij=1 wma N-matriz simétrica e D uma matriz dia-
2

Demonstracao. Temos que DAD = (diaijdj)?’j:l. Logo, (DAD)T = DAD.
Além disso, dado a C {1,...,n}, det(DAD)[a] = (det D [a])*det A[a], pelo
que det(DAD) [a] < 0. Portanto, DAD é, de facto, uma N—matriz simétrica. O

Observagao. Dada uma N-matriz simétrica A = (a;;),_;, consideremos a ma-
triz diagonal D = diag((|a11])¥/2, (lag2|)/2, .. .. (|ans|)/?). Facilmente se verifica
que os elementos da diagonal principal de DAD sao todos iguais a —1.

Lema 1.10. Toda a N-matriz simétrica n X n, n > 2, é diagonalmente se-
melhante a uma N-matriz simétrica cujos elementos da diagonal superior sdo
Positivos.

Demonstragdo. Sejam A = (a;;);';—; uma N-matriz simétrica e D a matriz di-
agonal D = diag(dl,dg,dg,. . .,dn), onde d1 =1le di+1 = disign(aii+1), i =
1,...,mn — 1. Note-se que d? = 1 para todo o 4, pelo que D é uma matriz
de semelhanca diagonal admissivel. Logo, DAD™! é uma N-matriz parcial
simétrica, pelo Lema 1.8. Além disso, o elemento na posicao (7,7 +1) de DAD™!
é sign(aii+1)aii+1 > 0, paratodoo i € {1,...,n — 1}. O

Do lema anterior e do Lema 1.7, obtemos o resultado que se segue.

Corolario 1.2. Toda a N—-matriz simétrica n X n € diagonalmente semelhante a

uma N —matriz simétrica pertencente a Sy,.

Facilmente se verifica, ainda, que a classe das N—matrizes simétricas é inva-
riante para as semelhancgas de permutacao.

Motivados pela caracterizacao das matrizes definidas positivas através dos me-
nores principais descendentes, derivaremos uma caracterizacao, bastante simples
e util, das N—matrizes simétricas, também a partir desses menores principais. O
resultado que se segue, conhecido como o teorema de entrelacamento de valores
proprios para matrizes com fronteira (ver [30]), serve de base para os resultados

que nos levam a essa tal caracterizacao.
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Teorema 1.1. Sejam B uma matriz hermitica n x n (sobre o corpo C), y um
n-vector complezo e b um nimero real. Seja B a matriz hermitica (n+1) x (n+1)
obtida de B com y e b como fronteiros do sequinte modo:

By
y b

Denotemos os valores préprios de B e de B por {\;} e {\;}, respectivamente,
comM<...<\el<... Sﬂngj\nﬂ. Entao,

ME<A <A< < <A <A <A < Mg

Apresentamos, agora, alguns resultados respeitantes a matrizes hermiticas
com todos os menores principais descendentes negativos e que serao bastante
lUteis para obter a caracterizagao mencionada.

Lema 1.11. Seja A uma matriz hermitica nxXn cujos menores principais descen-
dentes sao negativos. Entdo, cada submatriz principal A[{1,...,i}],i=1,...,n,
tem um wvalor proprio negativo e, para i > 1, os restantes valores proprios sao
positivos.

Demonstragao. Seja A = (aij)?,jzl e sejam \;; < ... < )\ os valores préprios da
submatriz principal A [{1,...,i}],7 =1,...,n. Note-se que A\;; = det A[{1}] < 0.
Aplicando o Teorema 1.1 a

ail | aiz

aig | ag |’

A21 < A1 <Aoo,

podemos concluir que

Logo, A21 < 0 e, sendo det A[{1,2}] = Aa1A22 < 0, segue-se que Mgy > 0.
Para ¢ < n assumamos que Aj_11 < 0 e A\j_12,...,Ai—1,-1 > 0. Observe-se
que

AL, i— 1Y [ AKL i = {E)
AL, ... i— 1} | agi

Uma vez mais pelo Teorema 1.1, temos que

Al{L,..., 0] =

Ait i1 < A2 < him12 << iimr S Ai—ti-1 < A

Por hipétese, A\j_11 < 0e A\j_12 > 0. Logo, A\j1 < 0e N\j3,...,\; > 0. Mais ainda,
dado que det A[{1,...,i}] = Ni1... i < 0, Ai2 > 0. Portanto, A[{1,...,i}]
tem um valor proprio negativo e todos os restantes valores proprios sao positivos,
como pretendiamos provar. O
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Proposicao 1.1. Seja A uma matriz hermitica n X n com todos os menores
principais descendentes negativos e com todos os elementos da diagonal principal
negativos. Entdo, para todo o o C {1,...,n}, a submatriz principal Aa] de A
tem um wvalor préprio negativo, sendo os restantes positivos quando |a| > 1.

Demonstragao. A demonstragao segue por inducao em n. Paran < 3, o resultado

¢é trivial. Consideremos n > 3 e admitamos que o resultado é valido para n — 1.

Denotemos por A; < ... < A, os valores préprios de A = (a;;)}

ij=1"
Dado um subconjunto « de {1,...,n}, denotamos por A\p1 < ... < Aajal 08
valores préprios da submatriz principal A [a].
Seja o C {1,...,n}. Consideramos os seguintes trés casos:
(a) aC{l,...,n—1}
Observe-se que A[{1,...,n — 1}] é uma matriz hermitica (n — 1) x (n — 1),

cujos menores principais descendentes sao negativos e cujos elementos da diagonal
principal sao todos negativos. Pela hip6tese de indugao, sabemos que todas as
submatrizes principais tém um sé valor préprio negativo, sendo os restantes, caso
existam, positivos. Em particular, (A[{1,...,n—1}]) [e] = A[a] tem um valor
préprio negativo e os restantes, quando |«| > 1, sdo positivos.

(b) a C{2,...,n}

Sabemos, atendendo ao caso anterior, que a submatriz principal A [{2, ..., k}]
de A tem um sé valor préprio negativo e os restantes, se k > 2, sdo positivos,
para 2 < k < n — 1. Consideremos a submatriz principal A[{2,...,n}] de A.
Obviamente, A é semelhante a

| AR | Al{2,...,n}{1}]
A2, ,n}] | a1 ’

pelo que o espectro de B é exactamente o mesmo que o de A. Aplicando o
Teorema 1.1, concluimos que

M <At SA2<Ap a2 < S A1 S AR a1 < Ane

Atendendo ao Lema 1.11, segue-se que Aga 32,5 A2, njn—1 > 0. Aplicando
uma vez mais o Teorema 1.1 a

| A2 n-1)) A2 n - 1) {n)]
AliZ,omi] = Aln}{2, .. on—1}] | o !

podemos inferir que

Ap2,nit S A2n1)1s
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o que implica, tendo em conta o caso (a), que A2,...n31 < 0. Acabdmos, assim, de
provar que A [{2,...,n}] é uma matriz hermitica (n — 1) x (n — 1) cujos menores
principais descendentes sao negativos e cujas entradas da diagonal principal sao,
também, negativas. Pela hipétese de inducao, segue-se que todas as suas subma-
trizes principais tém um valor préprio negativo, sendo os restantes positivos. Por
conseguinte A [a] tem um s6 valor préprio negativo e todos os outros, se |a| > 1,
sao positivos.

(c)l,nea

Se |a] = n, entao A[a] = A e a validade do resultado é dada pelo Lema 1.11.
Atendamos, agora, ao caso em que |o| = n — 1. Neste caso, a = {i}/, para

algum ¢ € {2,...,n — 1}. Note-se que A é semelhante por permutacao a
Ala] [ Alal{i}]
Al{iYlo] | ai ’
pelo que os valores préprios desta matriz sao Ay < ... < \,. Pelo Teorema 1.1,

segue-se que
)\1 SAal S)\Q §>\a2 <... S)\nfl S)\omfl S)\n

Do Lema 1.11, sabemos, entdo, que Ay2, ..., Aan—1 > 0. Aplicando uma vez mais
o Teorema 1.1 a

Ala—{n}] |Ala—{n}l{n}]
[{n}la — {n}] | G ’

Afal = |

temos que
Vimos jd, no caso (a), que Ay_{ny1 < 0. Assim, Ay1 < 0. Portanto, o resultado é
vélido quando |a| =n — 1.

Analisamos, de seguida, o caso em que |a| =k, com 2 < k < n — 2. Assuma-
mos que, para todoo S C {1,...,n} talque I,n € fe|B|=k+1, A[F] tem um
s6 valor préprio negativo, sendo os restantes positivos.

Dado j € {2,...,n — 1} tal que j ¢ «, é 6bvio que a submatriz principal
AlaU{j}] é semelhante por permutacao a

Ala] | Alel{5}]
Al{iHe] | aj

Atendendo ao Teorema 1.1, segue-se que

Aaugit < Aol S Aaugiy2 < Aa2 << Aauink < Aak < Aaugjik-
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Tendo em conta que [« U {j}| =k+1eque 1,n € aU{j}, temos, por hipdtese,
que Aquij2 > 0 e, por conseguinte, Aa2; ..., Aak > 0.
Finalmente, observe-se que

[ Al [Alo— (i
A= 1Tl 1| am

Aplicando o Teorema 1.1, podemos afirmar que
Aal < Aa—{n}1-

Como a — {n} C {1,...,n — 1}, sabemos, pelo caso (a), que A\y_{n31 < 0 e,
portanto, An1 < 0, como pretendiamos mostrar. O

Atendendo aos resultados anteriores, temos, entdo, a seguinte caracterizacao
das N-matrizes simétricas.

Teorema 1.2. Seja A uma matriz simétrica com entradas diagonais negativas.
Entdo, A € uma N—-matriz simétrica se e somente se 08 seus menores principais
descendentes sao negativos.

Demonstracao. E ébvio que os menores principais descendentes de uma N—matriz
sao negativos. Reciprocamente, admitamos que todos os menores principais des-
cendentes de A sdo negativos. Pela Proposi¢do 1.1, toda a submatriz principal
de A tem um valor préprio negativo, sendo os restantes valores proprios positivos
quando a ordem da submatriz é superior a 1. Assim, o determinante de cada
submatriz principal de A é negativo e, consequentemente, A é uma N—matriz
simétrica. O

Observagao. Para provar que uma dada matriz simétrica n X n é uma
N-matriz, bastard, entao, calcular 2n — 1 determinantes (os relativos as sub-
matrizes principais 1 X 1 e os menores principais descendentes), em vez dos 2™ — 1
referentes a todas as submatrizes principais.

1.3.2 A classe das T'N P-matrizes: algumas notas

Uma matriz real A, n x m, diz-se uma matriz totalmente nao positiva (abre-
viadamente, T'N P—matriz) se todos os seus menores sao nao positivos.

Assim, A é uma T'N P-matriz se det A [a| 5] < 0, para quaisquer o C {1,...,n}
e B C{1,...,m} tais que |o| = |].

Um caso particular das T'N P-matrizes sao as matrizes totalmente negativas
(abreviadamente, T'N—matrizes), cujos menores sao todos negativos. Esta sub-
classe de matrizes é estudada em [14] e em [16].
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Exemplo 1.16. As seguintes matrizes

-1 -2 -8 -1 -2 -9
A=| -3 -1 -4|, B=| -3 -1 —4
—3 -1 -1 —4 -1 -1

sao totalmente nao positiva e totalmente negativa, respectivamente. A matriz

1 -2 -7
C=|-3 -1 —4
—4 -1 -1

nao é nem totalmente nao positiva nem totalmente negativa, uma vez que

det C [{1,2}/{2,3}] > 0.

Note-se que todas as entradas de uma T'N P-matriz sao nao positivas.

Apesar de na literatura encontrarmos a definicdo destas classes de matrizes
para matrizes rectangulares, consideraremos, apenas, matrizes quadradas. Neste
caso, facilmente se comprova que toda a T'N—matriz é uma N—matriz.

Analisamos, de seguida, propriedades da classe das matrizes totalmente nao
positivas com relevancia para este nosso estudo.

Comecamos por notar que a nao positividade total é herdada por qualquer
submatriz quadrada de uma T'N P-matriz. Com efeito, dada uma T'N P-matriz
A, qualquer submatriz quadrada de uma submatriz de A é, obviamente, uma
submatriz de A. Logo, tem determinante nao positivo.

Atendamos, agora, a transformacoes de semelhanca para as quais esta classe
de matrizes ¢é invariante.

Lema 1.12. Seja A uma TN P-matriznxn. Dada uma matriz diagonal positiva
D n x n, também DA e AD sdo T'N P-matrizes.

Demonstragao. Sejam A = (a;;)7;_; e D = diag(dy, ..., d,). Sabemos que DA =
(diaij); ;=1 € AD = (ai;d;)7 ;1. Sendo A uma TN P-matriz e o, 8 C {1,...,n}
tais que |a| = |f], det A [«|5] < 0.

Mostremos, primeiro, que também det(DA) [«|5] < 0. Claramente, existem

um natural s e i1,...,0s,J1,...,Js € {1,...,n} tais que a = {i1,...,is} e f =
{j1,...,7s}- Facilmente se verifica que
dilailjl dilaile e di1ailjs
(DA) ]Oé|,3] _ diz Qigjy di2 Qigjy -+ - diz Qisjs
disQigy  digQiggy - di @i,
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Logo, det(DA) [a|B] = diydi, . . . d;, det A[a|f]. Atendendo a que D tem os ele-
mentos diagonais positivos, det(DA) [«|5] e det A [«|5] tém o mesmo sinal. Pode-
mos, portanto, afirmar que DA é uma T'N P-matriz. De forma andloga, prova-se
que também AD é uma T N P-matriz. O

Corolario 1.3. Se A é uma TN P-matriz quadrada e D é uma matriz diagonal
positiva, entdo DAD™ é uma TN P-matriz.

Demonstracdo. Basta notar que também os elementos diagonais de D~! sdo po-
sitivos. O

O resultado anterior tem especial importancia para o problema de completa-
mento que nos propomos tratar. Podemos, no entanto, pensar noutros tipos de
semelhancas diagonais que preservam esta classe de matrizes, tal como o lema
que se segue ilustra.

Lema 1.13. Seja A uma TN P-matriznxn. Dada uma matriz diagonal negativa
D n x n, também DAD™ é uma TN P-matriz.

Demonstracao. Se A = (aij)ijl e D = diag(—dy,...,—dy), com d; > 0, para
todo o i € {1,...,n}, entdio DAD™! = (diaijdjfl)zjzl. Sejam o, 3 C {1,...,n}
tais que |a| = |3|. Existem, entao, um natural s e iy, ... 45, J1,-..,Js € {1,...,n}

tais que a = {i1,...,is} e B={j1,...,Js}. Assim,

det(DAD™") [0|B] = diy ... di, det Afa|B]d; " .. d; "

Js

Por conseguinte, det(DAD 1) [a|3] e det A[a|f] tém o mesmo sinal. Podemos,
portanto, afirmar que DAD™! é uma TN P-matriz. O

Observagao. Se os elementos diagonais de uma matriz D = diag(di,...,d,),
regular, nao sao nem todos positivos nem todos negativos e se A = (aij)ﬁjzl é
uma T N-matriz, a matriz DAD™! ndo é uma T N-matriz. Com efeito, se d; > 0
e dj <0, entdao det(DAD™Y) [{i}|{j}] = diaijdj_l > 0. Consequentemente, se A é
uma T'N P-matriz e D é uma matriz diagonal com elementos de sinais contrarios,
DAD™! nao é, em geral, uma TN P-matriz.

O exemplo que se segue mostra que a classe das T'N—matrizes e, consequen-
temente, a classe das T'N P—-matrizes nao sao invariantes para a multiplicacao,
ao contrario do que ocorre para as classes das matrizes cujos menores sao todos
positivos ou todos nao negativos.

Exemplo 1.17. Consideremos a T'N-matriz
-1 -1
-2 -1 |
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Temos que

nao é uma T'N—matriz.

Facilmente se verifica, também, que a soma directa de matrizes totalmente
nao positivas nao é, em geral, uma matriz totalmente nao positiva. Com efeito,
dadas duas matrizes A e B, quadradas, totalmente nao positivas, a matriz

A 0
0 B

é totalmente nao positiva se e somente se A =0 ou B = 0.

Analisemos, agora, as semelhancas de permutacdo. Em geral, se P é uma
matriz de permutacio e A é uma T N-matriz, PAPT nio é uma T N-matriz.
Atendamos ao seguinte exemplo.

Exemplo 1.18. Consideremos a T'N-matriz

—20 -16 —4
A= -16 —12,2 -2,8
—4 -2,8 -0,2

e a matriz de permutagao

P =

o = O

0 1
0 0
10

Dado que det(PAPT)[{2,3}|{1,3}] = 4, PAP” nao é uma TN-matriz. Como
A é, também, uma T N P—matriz, comprovamos, deste modo, que a classe destas
matrizes tao-pouco ¢ invariante para as semelhancas de permutacao.

H&a, no entanto, um tipo de semelhanca de permutacdo que preserva as
T N P-matrizes, como veremos de seguida. Seja Py a matriz k X k

[0 0 ... 0 1]
00 ... 10

P, = : Do
1 ... 00
(10 ... 00

Consideremos, agora, uma TN P-matriz A = (aij)ijlv nxn. Seja B = P,AP!.
Se B = (bij)zjz]ﬁ facilmente se verifica que b;; = an—;iy1,n—j+1, Para quaisquer
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i,j € {1,...,n}. Dados dois subconjuntos o = {i1,...,is},0 = {j1,...,js} de
{1,...,n}, temos que

(PnAP]) [0]f) = PAA[{n —is+1,...,n—is + 3[{n —js+ 1,...,n — j1 + 1}] P,
pelo que
det(P,APT) [a|f] =det A[{n —is+1,....n—iy +1}{n—js +1,...,n—j1 +1}]

e, por conseguinte, P, AP! é também, uma TN P-matriz.

1.3.3 Classes de matrizes com menores principais positivos

Ao longo desta seccao, k denota um ntmero inteiro positivo.

Uma matriz real quadrada diz-se uma P-matriz se todos os seus menores
principais sao positivos.

Esta classe de matrizes generaliza uma série de outras classes bastante im-
portantes, como as matrizes definidas positivas, no campo das matrizes nao
simétricas, as M—matrizes, as M—matrizes inversas, as matrizes de Fisher e as
matrizes de Koteljanskii, todas discutidas em [31]. Como denominador comum

temos, entao, menores principais positivos.

Podemos encontrar, na literatura, aplicacoes bastante interessantes das
P-matrizes na andlise de alguns modelos econémicos e em Teoria de Jogos (ver,
por exemplo, [1]). Em [3], encontramos, ainda, aplicacoes desta classe de matrizes
aos chamados problemas de complementaridade linear.

Exemplo 1.19. A matriz

1 -1 1 -3
e 2 1 -1 1
0 1 1 2
3 —10 -1 1

é uma P—matriz, uma vez que det A [a] > 0, para todo o a C {1, 2, 3,4}, enquanto

que
1 -1 11
2 1 -1 1
B =
0 1 1 2
3 —-10 -1 1

nao é uma P-matriz, dado que det B [{1,2,4}] = —13.
Apresentamos, de seguida, algumas caracterizacoes das P—matrizes.

Proposicao 1.2. As sequintes condigoes sao equivalentes para uma matriz A de

ordem n sobre R:
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P1. Todos os menores principais de A sdo positivos, ou seja, A € uma P—matriz.

P2. Para cada x € R™ ndo nulo, x e Ax sdo sinal-relacionados, isto €, eriste
pelo menos uma entrada do produto de Hadamard x o (Az) positiva.

P3. Todo o valor préprio real de toda a submatriz principal de A € positivo.

De entre as propriedades conhecidas da classe das P—matrizes, destacamos as

que se seguem.

Proposicao 1.3. Seja A uma P-matriz de ordem n. Sao vdlidas as seguintes

afirmacaoes:
i. AT ¢ uma P-matriz.
ii. A~Y € uma P-matriz.
iii. Se P é uma matriz de permutacdo n x n, entdo PAPT ¢ wuma P-matriz.

w. Dada uma matriz diagonal positiva n x n D, DA e AD sdo P-matrizes.

)

v. Se D € uma matriz diagonal de ordem m, ndio singular, entdo DAD™ ¢
uma P-matriz.

vi. Toda a submatriz principal de A € uma P-matriz.

Facilmente se comprova que a soma e o produto de P—-matrizes nao sao, em

geral, P—matrizes.

Podemos pensar, naturalmente, numa generalizacao desta classe de matrizes:
uma P, -matriz é uma matriz cujas submatrizes principais de ordem nao superior
a k tém determinante positivo. Se A é uma Py—matriz n X n com n < k, A é,

obviamente, uma P—matriz.

Exemplo 1.20. A matriz

A pu—
-2 1 1 2
5 0 —1 1
é uma Py—matriz para k = 1,2,3, uma vez que det A[a] > 0, para todo o

a C {1,2,3,4}. No entanto, A nao é uma Py—matriz (e consequentemente, A

nao é uma P-matriz, dado que det A = —1.)
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Facilmente se verifica que toda a submatriz principal de uma Py—matriz
é, ainda, uma Pp—matriz. Seguindo uma metodologia andloga a apresentada
para as P—-matrizes, podemos questionar-nos sobre as invariancias da classe das
Pr—matrizes relativamente a transformagoes de semelhanca e a multiplicacao di-
agonal positiva. Podemos, nesse sentido, verificar, muito facilmente, que a classe
das P,—matrizes é invariante para as semelhancas de permutacao e diagonais,
bem como para a multiplicagdo diagonal positiva.

Na Biologia, na Fisica e nas Ciéncias Sociais, muitos problemas podem ser
reduzidos a problemas relativos a matrizes com estruturas especiais. Uma das
estruturas mais habituais corresponde a matrizes com entradas nao diagonais
nao positivas. O conjunto das matrizes quadradas de ordem n, sobre R, com essa
estrutura é denotado por Z,. Note-se que uma matriz A = (a;;)7';_; pertence a
Z, se e somente se pode ser expressa na forma A = al — B, para alguma matriz
quadrada B > 0 e algum o € R.

As matrizes desta forma ocorrem frequentemente relacionadas com sistemas
de equagobes lineares ou nao lineares, em problemas de valores préprios numa
gama variada de areas, incluindo métodos de diferengas finitas para equagoes
diferenciais parciais, modelos econémicos de entrada-saida e de crescimento, pro-
blemas de complementaridade linear e processos de Markov em Probabilidades e
Estatistica.

Uma matriz A € Z, diz-se uma M -matriz se A pode escrever-se como
A=al —B,onde B>0ea> p(B).

Exemplo 1.21. A matriz

10 -3 0
A=| -1 1 -1
-2 0 1

pode ser expressa na forma A = 10/ — B, com

B =

N = O
S © W
o = O

Note-se que 10 > p(B). A é, portanto, uma M-matriz.

Esta classe de matrizes surge em intimeras areas de aplicagao e, certamente
devido a este facto, podemos encontrar na literatura variadas caracterizacoes das
M-matrizes (ver, por exemplo, [31]), das quais selecciondmos as que se seguem.

Proposicao 1.4. Seja A uma matriz de Z,. As sequintes afirmacgées sdo equi-
valentes.
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M1. A é uma M-matriz.

M2. A é uma P-matriz.

M3. Os menores principais descendentes de A sdo positivos.
MJ. A é ndo singular e A=1 > 0.

Os seguintes factos sobre a classe das M-matrizes serao fundamentais no
estudo do problema de completamento associado.

Proposicao 1.5. Seja A uma M —matriz de ordem n. Entao,
i. AT ¢ uma M -matriz.
ii. Dada wma matriz de permutacdo P de ordem n, PAPT é uma M -matriz.

iii. Se D € uma matriz diagonal positiva n x n, entdo DA, AD e DAD™! sdo
M —-matrizes.

w. Toda a submatriz principal de A é uma M -matriz.

Tal como a classe das P—matrizes, esta classe nao é invariante para a adigao
e para a multiplicagao de matrizes.
Note-se, ainda, que a soma directa de M—matrizes é, também, uma M—matriz.

Baseados na caracterizacao P2 das P-matrizes anteriormente referida,
Johnson e Smith apresentam, em [42], uma nova caracterizacao da classe das
M—-matrizes que classificam de caracterizacdo transformacional. Os autores mos-
tram que uma matriz quadrada de ordem n A é uma M—matriz se e s6 se para
cada vector nao nulo x € R", z e Ax sao duplamente sinal-relacionados.

Associados as caracterizagOes transformacionais, temos os problemas de in-
terpolagdo linear. O problema de interpolacao linear para uma dada classe de
matrizes C consiste em identificar todos os pares xz,y € R™, com x # 0, para os
quais existe uma matriz A € C tal que Ax = y. Claramente, uma caracterizagao
transformacional de uma dada classe C esta relacionada com uma solucdo do
problema de interpolagao linear para C.

No trabalho atras referido, Johnson e Smith abordam o problema de inter-
polagao linear para a classe das M—matrizes, mostrando que, dados z € R™ nao
nulo e y € R”, existe uma M-matriz A, n X n, tal que Az = y se e somente
se z e y sao duplamente sinal-relacionados. Consideram, ainda, o problema de
interpolacao para as P—matrizes e provam que, para x € R nao nulo e y € R",
existe uma P-matriz A, de ordem n, tal que Ax = y se e s6 se x e y sdo sinal-
-relacionados.
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Continuando dentro da classe das P—matrizes, temos outras familias de matri-
zes, relacionadas com condigOes de simetria ou de positividade. Consideraremos,
mais a frente, um problema de completamento de P—matrizes sob certas condigoes
nas entradas das matrizes: restringiremos o estudo as chamadas matrizes dupla-
mente negativas. Uma matriz real A, n x n, diz-se duplamente negativa se A é
simétrica, definida negativa e todos os seus elementos sao negativos. Por uma
questao de simplificacdo de escrita, dizemos que A é uma DN -matriz.

Note-se que A é uma D N-matriz se e somente se (—A)T = —A, —A é definida

positiva e todos os elementos de —A sdo positivos. Tendo em conta esta caracte-
rizacdo, podemos afirmar que A é uma DN-matriz se e somente se (—A)T = — A,
det(—A)[{1,...,i}] > 0, para todo o i € {1,...,n}, e todos os elementos de —A
sao positivos (ver [30]). Podemos, ainda, dizer que A é uma DN-matriz se e
somente se —A é uma P—matriz positiva simétrica.

Exemplo 1.22. A matriz

~1  —0,45 —0,016
A=| -0,45 -1  —0,9
~0,016 -0,9 -1

é uma D N-matriz, uma vez que —A é uma P-matriz positiva simétrica.

Tendo em conta esta ultima caracterizagao, € facil de verificar que toda a
submatriz principal de uma D N-matriz é, ainda, uma D N—matriz.

Os seguintes simples factos sao também relevantes para o estudo que nos pro-
pomos desenvolver. As suas demonstragoes sao triviais, dada a caracterizacao das
D N-matrizes a partir das P—matrizes com condicoes de simetria e positividade.

Facilmente se comprova que a classe das D N—matrizes nao é invariante para a
multiplicacao diagonal, & direita ou a esquerda, nem para a semelhanca diagonal.
No entanto, a classe em questao é invariante para a congruéncia diagonal positiva
ou negativa e para a semelhanca de permutacao, como traduz o seguinte resultado.

Lema 1.14. Seja A uma DN -matriz n X n. Entdo,
i. se P é uma matriz de permutacido, PT AP é wma DN -matriz;
1. se D € uma matriz diagonal positiva ou negativa, DAD é uma DN —matriz.

E também simples de verificar que toda a D N-matriz é diagonalmente con-
gruente a uma DN-matriz cujas entradas diagonais sao iguais a —1.
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1.3.4 Matrizes principalmente nao singulares

De entre muitas das classes de matrizes discutidas nas secgoes anteriores,
podemos destacar uma caracteristica comum: qualquer submatriz principal de
uma N—, TN—, P—, M- ou DN-matriz é regular. Estas classes estao, de facto,
contidas na classe das chamadas matrizes principalmente nao singulares. Uma
matriz quadrada A sobre o corpo dos reais diz-se principalmente ndo singular se
toda a sua submatriz principal é nao singular. Por uma questao de simplificacao,
diremos que uma matriz principalmente nao singular ¢ uma P N—matriz, seguindo
a notagao adoptada em [42].

Exemplo 1.23. A seguinte matriz

1 2 -1
A= 1 1 2
7T =5 1

é uma PN-matriz, uma vez que todas as submatrizes principais de A sdo in-
vertiveis, enquanto que a matriz

0o 2 -1
B=]1 1 2
7 =5 1

nao é um matriz principalmente nao singular pois a submatriz principal B [{1}]
é nula.

No trabalho acima referido, Johnson e Smith apresentam uma caracterizagao
transformacional desta classe de matrizes: uma matriz A de ordem n, sobre R, é
uma PN-matriz se e somente se para todo o n—vector x nao nulo, x o Ax # 0.
Com base nesta caracterizacao, obtém uma solugao do problema de interpolacao
linear para a classe das PN—-matrizes: dados x,y € R"™ com x # 0, existe uma
PN-matriz A tal que Az = y se e s6 se x oy # 0.

Os seguintes simples factos sao de demonstracao trivial.
Proposicao 1.6. Seja A uma PN-matriz n X n. Entdo,

i. se D é uma matriz diagonal de ordem n ndo singular, DA, AD e DAD™!
sao PN —-matrizes.

ii. se P é uma matriz de permutacio n x n, PAPT é uma PN -matriz.

1. se B é uma PN-matriz m x m e C € uma matriz sobre R do tipo n x m,
as matrizes

A C
0 B

A O
C B

)
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sao PN -matrizes.
iv. A7' é uma PN -matriz.
v. toda a submatriz principal de A é uma PN -matriz.
Facilmente se verifica, ainda, que a soma e o produto de PN—matrizes nao
sao, em geral, P N—matrizes.

1.3.5 Relacoes entre as classes de matrizes

Apresentamos, nesta seccdo, um breve resumo das relagoes existentes entre

as varias classes de matrizes consideradas nas seccoes anteriores.

Representamos por N}, a classe das Ny—matrizes e analogamente por A a das
N-matrizes, por TN a das T N-matrizes, por TNP a das T'N P-matrizes, por
P a das P-matrizes, por Py a das Py—matrizes, por DN a das D N-matrizes, por
SPP a das P-matrizes simétricas positivas, por M a das M—matrizes e por PN
a das PN—matrizes.

No seguinte quadro, descrevemos as relacoes de inclusao entre estas classes de

matrizes.
STP 7. I\[ —TNP
M 1? PN N Ny
Py

Note-se que a classe SPP esta estreitamente relacionada com a classe DN

Podemos, ainda, afirmar que toda a submatriz principal prépria da inversa de
uma N-matriz é uma P-matriz, ou, por outras palavras, dada uma
N-matriz A, n x n, A~! é uma matriz da classe P,,_1. Com efeito, det A~! [a] =
det A [o/] (det A)~! > 0, para todo o C {1,...,n}, e det A=t = (det A)~! < 0.

o7



58



Capitulo 2

Completamentos de
Np—matrizes parciais

Uma Ni—matriz é uma matriz cujas submatrizes principais de ordem nao
superior a k tém determinante negativo. Neste capitulo, abordamos o
problema de completamento de Np—matrizes, isto é, procuramos deter-
minar que matrizes parciais quadradas admitem completamentos que sao
Ni—matrizes. Ao longo dessa anilise enveredamos por uma perspectiva
combinatéria, motivados por variados trabalhos sobre problemas de com-
pletamento de matrizes.

Numa primeira secgao, consideramos matrizes parciais cujas submatrizes
principais totalmente especificadas tém determinante negativo: as N—ma-
trizes parciais, um caso particular das chamadas Njp—matrizes parciais.
Comegamos por analisar o caso combinatorialmente simétrico, apresen-
tando resultados relativos a grafos cordais e resolvendo o caso associado
a ciclos nao dirigidos. No respeitante a matrizes nao combinatorialmente
simétricas, garantimos a existéncia de um N—completamento de N—matrizes
parciais cujo grafo das entradas especificadas é aciclico. Consideramos
grafos dirigidos em que os ciclos tém um papel importante. Terminamos
esta seccao com o estudo do problema de completamento de N—matrizes
simétricas: exigimos, para além dos menores principais negativos, a simetria
da matriz. Garantimos a existéncia de um N—completamento simétrico de
N-matrizes simétricas parciais cujos grafos associados sao cordais e apre-
sentamos condigoes necessarias e suficientes para a existéncia do completa-
mento desejado para o caso dos ciclos.

Finalmente, apresentamos um estudo do problema de completamento das

Ni—matrizes parciais n X n em que k < n.
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2.1 N-—matrizes parciais

Nesta secgao, centramos o nosso estudo na classe das N—matrizes. Conside-
ramos, entao, as matrizes A n x n, sobre o corpo dos reais, tais que det A [a] < 0,
para todo o a C {1,...,n}.

Analisamos, aqui, o problema de completamento associado a esta classe de
matrizes: pretendemos determinar quais as matrizes parciais que admitem
N-matrizes como completamentos. Analisando esta questdo, deparamo-nos com
algumas condicoes que nos permitem dirigir o estudo para um conjunto mais
restrito de matrizes parciais.

Na literatura, nada encontramos sobre N-—matrizes no contexto de matri-
zes parciais. Abordamos, no entanto, este problema seguindo uma metodologia
andloga a adoptada por varios autores em problemas de completamento como o
das P— ou M—matrizes.

Por questao de simplificacao de escrita, chamamos N —completamento a qual-
quer completamento de uma matriz parcial que seja uma N-matriz.

Ao longo desta seccao, assumimos, excepto quando se refira o contrario, que
todos os elementos da diagonal principal sao prescritos.

Relembremos que todas as submatrizes principais de uma N-matriz sao,
ainda, N—matrizes. Para que uma matriz parcial admita N—completamentos,
as suas submatrizes principais totalmente especificadas terao de ser, necessaria-
mente, N—matrizes. Definimos, entao, as N-matrizes parciais.

Definicao 2.1. Uma matriz parcial diz-se uma N —matriz parcial se todas as suas
submatrizes principais totalmente especificadas sdo N —matrizes.

Exemplo 2.1. A matriz parcial

/ 7 -1 2
76 5 -1

é uma N-matriz parcial, uma vez que as suas submatrizes principais totalmente
especificadas, A[{2}], A[{3}], A[{4}] e A[{3,4}], sio N-matrizes. J4 a matriz
parcial
7 -1 -2 7
-1 -2 7 -1
-1 2
5 —1

~
[S2REREN]
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nao ¢ uma N-matriz parcial, dado que B [{2,4}] ndo ¢ uma N-matriz.

Note-se que para que uma matriz parcial admita N—completamentos é, entao,
necessario que seja uma N—matriz parcial.

Relembremos que a classe das N—matrizes é invariante para as semelhancas
diagonais e de permutacao, bem como para a multiplicacdo diagonal positiva.
Nesse sentido, podemos trabalhar com representantes para as classes de matri-
zes semelhantes por semelhanca diagonal ou de permutagao. Podemos assumir,
ainda, certas condicoes sobre as entradas diagonais, sempre que seja conveniente.
De facto, se A e B sao matrizes parciais para as quais existe uma matriz de
semelhanca de permutacio ou diagonal admissivel S tal que B = SAS™!, entdo
ha uma correspondéncia biunivoca entre os N—completamentos de A e os de B.
Relativamente a multiplicagdo diagonal positiva, seja C' uma matriz parcial para
a qual existe uma matriz diagonal positiva D = diag(d, ..., d,) tal que C = AD
ou C = DA, no sentido em que as posicoes prescritas de C sdo exactamente as
de A e em que cada entrada especificada ¢;; de C' ¢é exactamente igual a a;;d; ou
d;a;j, consoante o caso, sendo a;; uma entrada especificada de A. Se C. é um
N-completamento de C, entdo 4. = C.D~! ou A, = D~'C,, consoante o caso,
é um N—completamento de A. Podemos, portanto, assumir, sem perda de gene-
ralidade, que as entradas diagonais de uma N-matriz parcial sao todas iguais a
—1.

Atendendo ao Lema 1.2, sabemos que todas as entradas de uma N-matriz sao
nao nulas. Sabemos, ainda, pelo Lema 1.3, que toda a N-matriz é sinal-simétrica.

Sendo assim, nao fard sentido estudar a existéncia de N-—completamentos
de N-matrizes parciais com alguma entrada nula ou nao sinal-simétricas, como
ilustram os exemplos que se seguem.

Exemplo 2.2. Consideremos a matriz parcial

-1 1 0
A= 2 -1 1
702 -1

As tinicas submatrizes principais de A totalmente especificadas sao A [{1}], A [{2}],
A[{3}], A[{1,2}] e A[{2,3}] que sd@o, claramente, N-matrizes. Logo, A é uma
N-matriz parcial. No entanto, A ndo admite N—completamentos. Com efeito,
qualquer completamento

-1 1 0
A, = 2 -1 1
c 2 -1



de A nao é uma N-matriz pelo Lema 1.2.

Exemplo 2.3. Consideremos a matriz parcial

77 =2
A=17 -1 7
3 7 -1

As tnicas submatrizes principais de A totalmente especificadas, A [{2}] e A[{3}],
sao N—matrizes. Logo, A é uma N-matriz parcial. Notemos que A nao é sinal-
-simétrica. Facilmente se verifica que A nao admite N—completamentos: qualquer

completamento
c11 ¢z —2
Ac= | ca1 —1 co3
3 C3g — 1

de A nao é uma N-matriz pelo Lema 1.3.

O seguinte resultado permite-nos afirmar que a simetria de sinal e a nao
existéncia de entradas especificadas nulas sdo condigbes necesséarias e suficientes
para que uma N—matriz parcial 2 x 2 admita N—completamentos. Neste caso
particular, admitimos a possibilidade de existirem elementos diagonais nao espe-
cificados.

Proposicao 2.1. Seja A uma N -matriz parcial 2X2 sinal-simétrica sem entradas
especificadas nulas. Entdo, A admite N—completamentos.

Demonstragdo. Se A nao tem entradas especificadas ou se A é totalmente espe-
cificada, o resultado é trivial.
Denotamos por Ug o nimero de entradas ndo especificadas de A.
Consideramos os seguintes casos:

(a) UE:1

Considerando as semelhancas de permutacao adequadas, podemos supor que
—ai] ?

)
a1 —a22

A= ? a2 ],

A é da forma

A:

com aii, a9z > 0, ou da forma

a1 —ag2

com aog > 0. No primeiro caso basta considerar um completamento

AC _ [ —all C ]

a21 —a22
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de A tal que ag1c > ajiase. Atendendo a que ao; # 0, tais completamentos
existem. No segundo caso, é suficiente considerar um completamento

—C a2
az; —a22

de Acom0O<e< a12a21a_1. Como A é sinal-simétrica, ajsas; > 0 e, consequen-
22 ) )

temente, tais completamentos existem.
(b) Ug>1

Neste caso, podemos completar algumas das entradas de A até obtermos uma
N-matriz parcial com uma unica entrada nao especificada e aplicamos o caso (a).
Provamos, deste modo, que toda a N-matriz parcial 2 x 2 sinal-simétrica sem
entradas nulas admite N—completamentos. O

O resultado anterior nao pode ser generalizado para um n qualquer. De facto,
uma N-matriz parcial n X n sinal-simétrica e sem entradas especificadas nulas
nao admite, em geral, um N-—completamento quando n > 3 e A é nao combi-
natorialmente simétrica e quando n > 4 e A é combinatorialmente simétrica.
Atendamos aos exemplos que se seguem.

Exemplo 2.4. Seja A a seguinte matriz parcial nao combinatorialmente simétrica

-1 ? 3
A= 2 -1 1
7?2 -1

Note-se que A é sinal-simétrica e nao tem entradas especificadas nulas. As subma-
trizes principais de A totalmente especificadas sao, exactamente, A [{1}], A [{2}],
A[{3}] e A[{2,3}]. Dado que tais submatrizes sao N-matrizes, segue-se que A é
uma N-matriz parcial. No entanto, A ndao admite N—completamentos. De facto,
qualquer completamento

C31 2 -1

de A ndo é uma N-matriz. Pelo Lema 1.3, terfamos de ter ¢19,c¢31 > 0. Assim,
det A. = 13 + 2¢12 + 3¢31 + c12¢31 > 0.

Mergulhando a matriz A do exemplo anterior como submatriz principal, es-
colhendo —1’s para os elementos da diagonal principal e entradas nao prescritas
para as restantes posicoes, podemos construir, para n > 4, uma N—matriz parcial
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nao combinatorialmente simétrica n x n, sinal-simétrica e sem entradas especifi-
cadas nulas, que nao admite N—completamentos: a matriz parcial

A X
Yy I

M =

)

onde I é a matriz parcial (n — 3) x (n — 3) cujas entradas especificadas sdo
exactamente as da diagonal principal, iguais a —1, e X e Y s@o totalmente nao
especificadas.

Exemplo 2.5. Consideremos a matriz parcial combinatorialmente simétrica

-1 1 7?7 =3
2 -1 1 ?
72 -1 1

-4 7 2 -1

A=

A é sinal-simétrica e nao tem entradas especificadas nulas. As submatrizes princi-
pais de A totalmente especificadas sao N—matrizes, pelo que A é uma N-matriz
parcial. No entanto, A nao admite N—completamentos. Com efeito, qualquer
completamento

—1 1 C13 -3

2 -1 1 Co4
C31 2 -1 1

—4 C49 2 -1

A=

de A nao é uma N-matriz. Dado que det A, [{2,3,4}] = 3 + cascao + 4cos + cao,
para que este menor principal seja negativo, é necessario ca4, c42 < 0. No entanto,
se Co4, Cq4o < 0, entao det A, [{1, 2,4}] = 13 4+ c9gcq40 — 4cog — b6cgo > 0.

Podemos generalizar este exemplo para N—matrizes parciais n xn, com n > 5,
seguindo um procedimento anédlogo ao do exemplo 2.4.

Por forma a nao considerar N—matrizes parciais como as dos exemplos an-
teriores, definimos o conjunto PS,, das matrizes parciais A = (aij)?,j:1 tais que
aij # 0 e sign(a;j) = (—=1)"7 T para quaisquer i,j € {1,...,n} tais que a
entrada (7, j) é especificada.

Atendendo a que toda a N-matriz n X n é semelhante, por meio de seme-
lhanca diagonal, a uma matriz pertencente a S, podemos concluir que se uma
dada matriz parcial A ndo é diagonalmente semelhante a uma matriz parcial de
PS.,, entdao A nao admite N—completamentos. Sendo assim, ser diagonalmente
semelhante a uma matriz parcial pertencente a PS,, é uma condi¢ao necessaria
para que uma N—matriz parcial admita N—completamentos.
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Ao restringirmos o nosso estudo a N—matrizes parciais pertencentes a PS,,,
estamos, pois, implicitamente a estudar, também, as N—matrizes parciais que
sao semelhantes por semelhanca diagonal a uma matriz de PS,. Atendamos,
por exemplo, as N—matrizes parciais cujos elementos especificados sao todos ne-
gativos. Facilmente se verifica que, dada uma tal matriz parcial A, existe uma
N-matriz parcial B, semelhante a A por meio de uma semelhanca diagonal, tal
que B € PS,. Note-se que A admite N—completamentos se e s6 se B admite
N-—completamentos.

Observe-se que qualquer N—matriz parcial pertencente a PS,, é sinal-simétrica
e nao tem entradas especificadas nulas.

Logo, qualquer N-matriz parcial de PS2 admite N-completamentos. E valido
um resultado andlogo para PSs.

Proposicao 2.2. Seja A uma N —matriz parcial pertencente a PSs. Entdo, eriste
um N—completamento A. de A.

Demonstragdo. Seja A uma N—matriz parcial pertencente a PS3. Sem perda de
generalidade, podemos assumir que os elementos da diagonal principal sao iguais
a —1.

Denotamos por Ug o ntimero de entradas nao especificadas de A.

Quando Ug = 0 ou Ug = 6, o resultado é trivial.

Estudemos, de seguida, o caso em que A tem uma tUnica entrada nao espe-
cificada. Por semelhanca de permutacao e por semelhanca diagonal, podemos
assumir que essa entrada estd na posicao (1,3) e que as entradas da diagonal
superior sao iguais a 1. Assim, A é da forma

-1 1 ?
A= as; —1 11,
—azr azz —1

com as1,a3z > 1 e ag; > 0. Pretendemos provar a existéncia de um real positivo
c tal que o completamento

-1 1 —c
AC = asy -1 1
—az; azgz —1

de A seja uma N-—matriz.

Se az; > 1, basta considerar ¢ = 1. Note-se, nesse caso, que
det A, [{1,3}] =1—-a31 <0

65



det A, = (a21 — 1)(1 — agg) < 0.

Se az1 = 1, entdo A, é uma N-—matriz para qualquer ¢ > 1. Com efeito, temos
que
det A. [{1,3}] =1—c.

Além disso, det A. < 0 se e s6 se
c> ((agl — 1) + (a32 — 1)) (a21a32 — 1)71.

Como
((a21 — 1) + ((132 — 1)) (a21a32 — 1)_1 <1

ec>1,det A, < 0. No caso em que a3z; < 1, o completamento obtido para

c=(a3;)"! é uma N-matriz. Atendendo a que

det A.[{1,3}] =1 — a3
e a que
det A, = (CL21 — 1)(1 — a32) + ((a%l)fl — 1) (CL31 — a21a32) <0,

podemos, de facto, afirmar que A, é uma N-matriz.

Os casos em que Ug > 1 reduzem-se ao caso em que Ug = 1. De facto, é
possivel completar um nimero de entradas nao especificadas adequado a cada
caso de modo a obter uma N-—matriz em PS3 com uma unica entrada nao es-
pecificada. Note-se que, nesse processo, apenas submatrizes principais de ordem
inferior a 3 sdo totalmente especificadas. a

Como consequéncia da proposicao anterior, surge o seguinte resultado.

Corolario 2.1. Toda a N-matriz parcial combinatorialmente simétrica 3 x 3
admite N —completamentos.
Demonstracao. Comecemos por considerar uma N-matriz parcial A = (aij)ij:l
combinatorialmente simétrica com exactamente um par de entradas nao espe-
cificadas. Sem perda de generalidade, podemos admitir que tais entradas nao
especificadas estao nas posicoes (1,3) e (3,1) e que as entradas diagonais sao
iguais a —1. Sendo D = diag(1,ais,ainas3), temos que DAD™! é a N-matriz
parcial

-1 1 ?

DAD™! = a12a21 -1 1
? azazz —1
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Note-se que DAD™! pertence a PS3. Logo, pela Proposicio 2.2, admite um
N-completamento C. Portanto, D~'C'D é um N-completamento de A.

Se A é uma N—matriz parcial 3 x 3 combinatorialmente simétrica com mais do
que um par de entradas posicionalmente simétricas nao especificadas, basta com-
pletar alguns desses pares até obtermos uma N—matriz parcial com exactamente
um par de entradas especificadas, posicionalmente simétricas. Note-se que, nesse
processo, completamos totalmente apenas submatrizes parciais de ordem inferior
a 3. O

O resultado descrito na Proposicao 2.2 nao é generalizavel para n > 4, como
o exemplo que se segue ilustra.

Exemplo 2.6. Seja A a matriz parcial

-1 1 -11 ?

A 2 -1 1 —200
-0,1 10 -1 1

1 —10 1,01 -1

Facilmente se verifica que A é uma N—matriz parcial pertencente a PS4. Vejamos
que A nao admite N—completamentos. Dado um qualquer real ¢, o completa-

mento
-1 1 11 c
2 -1 1 -2
A, = 00
—0,1 10 -1 1
1 —10 1,01 -1

de A nao é uma N—-matriz.

Temos det A, [{1,2,4}] = 1801 — 19¢ e det A.[{1,3,4}] = —9,89 + 0,899c.
Por forma a que estes menores sejam ambos negativos, ¢ tem de ser tal que
c¢>1801/19 e ¢ < 9,89/0,899, o que é impossivel.

O exemplo anterior permite-nos obter o seguinte resultado.

Proposigcao 2.3. Para todo o n > 4, existe uma N —matriz parcial pertencente a
PS,. que ndo admite N—-completamentos.

Demonstra¢do. Denotamos por I a matriz parcial (n —4) x (n —4) com todas as
entradas nao especificadas, excepto as da diagonal principal que s&o iguais a —1.
A matriz parcial

B =
Y I

AX]

onde X e Y s@o matrizes totalmente néo especificadas e A é a matriz parcial do
exemplo 2.6, é uma N—matriz parcial pertencente a PS,. Como B[{1,2,3,4}]
nao admite N—completamentos, também B nao admite N—completamentos. O
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A suficiéncia da condigao pertencer a PS, para garantir a existéncia de um
N—completamento de uma N-matriz parcial combinatorialmente simétrica de
ordem n é ainda um problema em aberto para n > 4.

Como referimos no inicio desta secgao, assumimos que as entradas diagonais
sao especificadas. No entanto, o problema de completamento de N-—matrizes
em PS, nao se reduz ao problema de completamento de N-matrizes em PS,,
com a diagonal principal especificada, como podemos comprovar com o seguinte
exemplo.

Exemplo 2.7. Consideremos a matriz parcial

1 —0,05

Facilmente se verifica que A é uma N-—matriz parcial pertencente a PS3. A
N-matriz parcial definida pelas entradas diagonais de A especificadas admite
N—completamentos (de facto, é uma N-matriz totalmente especificada). No
entanto, qualquer completamento

de A ndo é uma N-matriz. Com efeito, terfamos de ter —0,05 < ¢ < 0, mas,
nesse caso, det A, = —2¢+ 1,6 > 0.

Tendo em conta todos estes resultados, o avango deste nosso estudo leva-nos
a introduzir algum tipo de restricdo sobre o padrao da matriz parcial. Con-
sideramos, entdo, nas duas sec¢Oes que se seguem, e separadamente, o pro-
blema em questao para N—matrizes parciais combinatorialmente simétricas e para
N—-matrizes parciais ndao combinatorialmente simétricas, procurando determi-
nar sob que condicoes no grafo associado a matriz parcial podemos garantir a

existéncia de um completamento que seja uma N-matriz.

2.1.1 Matrizes parciais combinatorialmente simétricas

Nesta seccao focamos o estudo do problema de completamento em questao
em determinadas matrizes parciais combinatorialmente simétricas, pertencentes
a PS,, e com todas as entradas diagonais prescritas.

Comegamos por abordar as matrizes parciais cujos grafos das entradas espe-

cificadas sao grafos 1—cordais.
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Lema 2.1. Seja A uma N—-matriz parcial cujo grafo das entradas especificadas €
1-cordal com dois cliques mazximais, tendo um desses cliques dois vértices. Entao,
A admite N—-completamentos.

Demonstragao. Podemos supor, sem perda de generalidade, que A = (a;;)7;_; ¢

da forma
[ —1 1 ? ? e ? i
asy -1 1 —a9y oo (=1D)"Hag,
? aso -1 1 oo (=) 2ag,
A= ? —ay9 a43 -1 con (=) PBay,
L7 (=D)"Mane (=1)"2ans (—1)"Pang ... -1 |

Consideremos o completamento A. = (c;;)7';—; de A definido por

¢ij = Gy; se a entrada (7,7) de A é especificada,
c1j = —ag; para todo o j € {3,...,n},
¢i1 = —a;2 para todoo i € {3,...,n}.

Mostremos que A. é uma N-—matriz. Sabemos, por hipétese, que, para todo
oa C {2,...,n}, det A.[a] < 0. Sabemos, também, que, para a C {1,2},
det A.[a] < 0. Resta-nos, pois, provar que det A.[{1} Ua] < 0, para todo o
a C {2,...,n}. Seja, entao, o C {2,...,n}. Consideramos os seguintes dois
casos:

(a) 2¢ a

Neste caso, A.[{2} Ua| obtém-se de A.[{1} Ua] multiplicando a primeira
linha e a primeira coluna por —1. Logo, det A. [{1} Ua] =det A. [{2} Ua] < 0.

(b)2 €

Neste caso, somando a segunda linha & primeira linha de A, [{1} U «], obtemos
uma matriz da forma

A {1} Ua] = [ wot] o

Assim, det A, [{1} Ua] =det A.[{1} Ua] = (az; — 1) det A.[a] < 0.
Provamos, deste modo, que A, é uma N-matriz. ]

Apesar do resultado anterior ser um caso particular da proposi¢do que se
segue, a sua demonstracao apresentar-se-a bastante 1til na resolugao do problema
de completamento de N—matrizes com determinados tipos de grafos associados
as matrizes parciais.
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Proposicao 2.4. Seja A uma N-matriz parcial n X n, cujo grafo das entradas
especificadas € 1—cordal com dois cliques mazimais. Entao, A admite N —comple-
tamentos.

Demonstragcao. Podemos admitir, sem perda de generalidade, que A é da forma

A aip X
_ T T
Y a3 Ass

onde X e Y sdo matrizes totalmente nao especificadas e os restantes elementos
de A sao prescritos. Consideremos o completamento

T
A a2 —a12053
_ T T

T
—a32a5; A32 As3

de A. Mostremos que A. é uma N-matriz. Sejam « e 3 os subconjuntos de
N ={1,...,n} tais que

Al aie
asy
e
-1 ok
A 18] = =N
4 [ azy  As3

Seja |a| = k (logo, k é o indice da entrada do vértice separador minimal). Con-
sideremos v C N. Existem dois casos possiveis:

(a) k €y
Neste caso,
det Ac[y] = (1) det A [y N a]det Ac [y N G] < 0.
(b) k¢~

Estudemos o caso em que v = N — {k}. Os restantes casos sdo analogos.
Aplicando a identidade de Jacobi, sabemos que

det A, [7] = det A7 [{k}] det A..

Atendendo ao caso (a), sabemos que det A, < 0. Assim, det A, [y] < 0 se e s se
det AZ1 [{k}] > 0. Por outro lado,

Acfa]™t 0
0 0

0 0

-1 _
4= 0 A8

C

0 00
+ +10 10
0 00
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Aplicando a identidade de Jacobi, podemos concluir que

_ et Acla 4 et Ac !
det A7V [{k}] = Setfelalfld] | detABICY] g

_ detA det A
= GetAcga] T det g T1>0

Logo, det A [7] < 0. O

Podemos generalizar este resultado do seguinte modo:

Teorema 2.1. Seja G um grafo ndo dirigido 1-cordal conexo. Toda a N-matriz
parcial cujo grafo associado é G admite N —completamentos.

Demonstragao. A demonstracao segue por indugdo no nimero p de cliques ma-
ximais de G. Para p = 2, obtemos o completamento desejado aplicando a Pro-
posicao 2.4. Admitamos, agora, que o resultado é vélido para um grafo 1-cordal
com p — 1 cliques maximais e provemos a propriedade para grafos 1-cordais com
p cliques maximais.

Consideremos uma matriz parcial A cujo grafo das entradas especificadas é
um grafo nao dirigido 1-cordal conexo G, com p—cliques maximais. Seja G o sub-
grafo induzido por dois cliques maximais com um vértice em comum. Aplicando
a Proposicao 2.4 a submatriz principal A; de A cujo grafo das entradas especifi-
cadas é (1, e substituindo em A essa submatriz parcial pelo N—completamento
obtido A1, obtemos uma N-matriz parcial A cujo grafo associado é 1-cordal com
p — 1 cliques maximais. A hipétese de inducao permite-nos garantir a existéncia
de um N-completamento de A. Note-se que tal matriz é, obviamente, um com-
pletamento de A. |

O problema de completamento para N—matrizes parciais cujo grafo associado
é p—cordal, p > 1, continua em aberto. Note-se que qualquer grafo p—cordal, com
p > 1, contém, como subgrafo induzido, um duplo triangulo. Podemos admitir,
sem perda de generalidade, que uma N-—matriz parcial 4 x 4, cujo grafo das
entradas especificadas é um grafo 2—cordal, é da forma

-1 1 —ai3 ?
a -1 1 —a
A 21 24 |
—azy a3 -1 1
7 —age agz 1

com asi, asz, a43 > 1, 13031, 024042 > ledetA [{1, 2, 3}] ,detA [{2, 3, 4}] < 0.
Se completarmos a entrada (1,4) com z e a entrada (4,1) com y, facilmente se
verifica que o determinante da matriz A, , obtida ¢ dado por

det A,y = (ag2 — 1)xy —xdet Ag [{2,3,4}{1,2, 3}]
—ydet Ag [{1,2,3}[{2,3,4}] + det Ap.
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Se det Ap [{1,2,3}]{2,3,4}] > 0, entdo A admite um N—completamento. Con-
sideremos o completamento

-1 1 —ais C
A, = as1 -1 1 —aoy ’
—asi as2 —1 1
d —ag a3 —1

onde ¢ é um real tal que
0 < ¢ < min{ass, ags, (det Ao [{1,2,3}[{2,3,4}]) (as2 — 1) }.

O determinante de qualquer submatriz principal contendo a posigao (4,1) é um
polinémio em d com coeficiente director negativo. Logo, existe M € R tal que A.
é uma N-matriz para d > M. Por outro lado, se det Ag [{2,3,4}[{1,2,3}] > 0,
escolhendo

0<d< min{a42a21, 43031, (det Ay [{2, 3, 4}’{1, 2, 3}]) (a32 — 1)71},

prova-se que existe H € R tal que A, é um N—completamento de A para ¢ > H.
Assim, se det Ag [{1,2,3}[{2,3,4}] > 0 ou det Ap [{2,3,4}]{1,2,3}] > 0, A
admite um N—completamento.

Mostremos, agora, que se cada submatriz principal associada a cada com-
ponente conexa de um grafo admite N—completamentos, também os admitird a
N-—matriz parcial considerada. Deste modo, podemos assumir que o grafo é co-
nexo e estudar, depois, o caso mais geral concluindo que a matriz parcial admite
N—-completamentos se e somente se cada uma das suas submatrizes parciais as-
sociadas as componentes conexas do grafo das entradas especificadas da matriz
parcial admite N—completamentos.

Teorema 2.2. Toda a N-matriz parcial semelhante por permutacdo a uma
N-matriz parcial diagonal por blocos em que cada bloco da diagonal admite
N —-completamentos pode ser completada de modo a obter-se uma N -matriz.

Demonstragao. Consideremos uma matriz parcial diagonal por blocos

A7 7
7 Ay ... ?
A=
27 LA,

tal que A; é uma N—matriz parcial n; X n; que admite N—completamentos, para
todo o i € {1,...,k}. Seja, entdo, A; um N-completamento de A;, i = 1,...,k.
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Consideremos, agora, a N—matriz parcial

A 7 .7
_ ?2 Ay ... 7
A= ?

2 A,

Podemos assumir, sem perda de generalidade, que cada bloco A; pertence a Sy,
e que os elementos da diagonal principal de A sdo iguais a —1.
A demonstragao segue por indugao no numero k de blocos da diagonal.
Estudemos, primeiro, o caso em que k = 2. Podemos escrever A na forma

A% v ?
- -1
A: Y T )
? —Low
z Ag
sendo R
- Ay v
A —
! ul -1 ]
e
- -1 T
Ay = ~ .
2 z A2

Consideremos a N-matriz parcial obtida de A especificando as entradas
(n1,m1 + 1), (n1 4+ 1,n1) com 1,2, respectivamente. Obtemos, portanto, a matriz

parcial
1, w| 7 2
T
~ -1 1 7
A=|2 -
? 21 -1 w
? 7| 2z A
Notemos que a submatriz principal A[{1,...,n; +1}] de A é uma N-matriz

parcial cujo grafo das entradas especificadas é 1-cordal conexo. Sabemos, entao,
que tal submatriz admite um N—-completamento, digamos

/11 v X
o' -1 1
yI' 2 -1

/Nll v oz 7
' -1 1 7
y' 2 -1 Wl
? ? 2 A



é 1—cordal conexo, podemos afirmar que existe um N—completamento de tal ma-
triz e, por conseguinte, de A4, de A e de A.
Estamos, agora, em condigoes de provar o resultado para k > 2.
Considerando a N—matriz parcial

A 7 ?
~ 2 A ?
A= ? ,
? ? Ak

apliquemos o raciocinio apresentado no caso k = 2 aos blocos da diagonal A; e
As. Obtemos um N-completamento By, pertencente a Sy, tn,, da submatriz

A ?
? Ay |
A matriz parcial
_B1 ? ?
7 As ?
? ? Ak

é uma N-matriz parcial diagonal por blocos com k£ — 1 blocos. Por hipétese
de inducao, podemos afirmar que tal matriz parcial admite N—completamentos.
Obviamente, tais N-matrizes sdo, também, completamentos de A e de A.
Atendendo a que a classe das N—matrizes é invariante para a semelhanca de
permutacgao, podemos, finalmente, concluir que toda a N—matriz parcial seme-
lhante por permutacao a uma N—matriz parcial diagonal por blocos em que cada
bloco da diagonal admite N—completamentos pode ser completada de modo a
obter-se uma N-matriz. |

A partir deste passo, restringimos o nosso estudo do problema de comple-
tamento de N—matrizes as N—matrizes parciais cujo grafo associado é conexo,
tanto no caso combinatorialmente simétrico como no caso nao combinatorial-
mente simétrico.

Terminamos esta seccao com a resolucao do problema para as N-matrizes
parciais combinatorialmente simétricas cujos grafos das entradas especificadas
sao ciclos.

Lema 2.2. Qualquer N-matriz parcial combinatorialmente simétrica, perten-
cente a PS4, cujo grafo associado é um ciclo admite N —completamentos.
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Demonstracao. Seja A uma N—matriz parcial combinatorialmente simétrica, per-
tencente a PS4y, cujo grafo das entradas especificadas é um ciclo. Podemos ad-
mitir, sem perda de generalidade, que A é a forma

com ag 1,032,043 > 1 € aia,as1 > 0 tais que ajgaq1 > 1.

Mostremos que é possivel escolher x,y € RT de modo que

-1 1 —T a4

A _ a1l *1 1 -y
—azz azx —1 1

as1  —ag1 a4z —1

seja um N—completamento de A.

Se © > agy, entdo det A, [{1,3}] < 0 esey > ay!, det A. [{2,4}] < 0. Nessas
condicoes,
det A.[{1,2,3}] = (a1 — 1)det A, [{1,3}] < 0.

Além disso,
det A, [{1,2,4}] = (a21 — 1) det A, [{1,4}] < 0.

Note-se que

-1 0 T a4
-1 1
det A, = det @21 an y
—as2 0 -1 1
as1 0 asz3 —1

= (ag1 — 1)det A.[{1,3,4}].

Pretendemos provar que existe x > a§21 tal que det A.[{1,3,4}] < 0 e que
existe y > ay;" tal que det A, [{2,3,4}] < 0.

Sendo
det Ac[{1,3,4}] = (a32 — a41)x — 1 — 14032043 + a14a41 + a43,
temos que det A, [{1,3,4}] < 0 se e somente se
(as1 — az2)r > —1 — a14a32a43 + a14041 + a43.
Consideramos os seguintes casos:
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(a) a41 — a3z — 0
Neste caso, det A [{1,3,4}] = (1 — a14a41)(ag3 — 1) < 0.
(b) aq1 —asgy >0

Escolhendo necessariamente x > ag;, basta considerar, por forma a que
det A. [{1,3,4}] seja negativo,

1 1
r > max {a32 (@41 — az2)” (=1 — agazzaq3 + 14041 + a43)} ~

(C) aq1 —azz < 0

Vejamos que, nestas condicoes, existe z € RT tal que
azy <z < (an — az2) " (=1 — a14a39a43 + arqa41 + ag3) .
Para tal, basta verificar que
a3y < (a1 — as2) "' (=1 — a14az2ass + araaqr + ass) .
Temos que

gy < (a41 — aza) "' (—1 — arsazeas3 + arsaq + as3)
& agn(l — a1a32) > aszaze(l — asa32)

< a41 < a43a32,

uma vez que aq1 < age € 1 < ajgaq1, pelo que 1 — aqgasze < 0. Atendendo a que
a1 < aze < agqzase, podemos, entdo, afirmar que existe x tal que

a§21 <z < (ag — a32)_1 (—1 — ajaa32a43 + a14a41 + a43) .

Vimos, deste modo, que é sempre possivel escolher x > aggl tal que A [{1,3,4}]
tem determinante negativo.

Atendamos, agora, a det A. [{2,3,4}]. Temos que
det A. [{2,3,4}] = (a41 — ageaq3)y — 1 — aq1 + aze + ags.
Assim, det A, [{2,3,4}] < 0 se e s6 se
(aseass — as1)y > —1 — aq1 + asz + ass.
Consideramos os seguintes trés casos:

(a) agza43 —aq =0

Entao, det A. [{2,3,4}] = (1 —a32)(as3 — 1) < 0.

76



(b) as2as3 — as >0

Para que det A, [{2,3,4}] seja negativo e tendo em conta que pretendemos
y > a;ll, basta considerar

y > max {%ﬁl, (az2a43 — as1) "' (=1 — a1 + aza + 043)} .

(C) az2a43 — aq1 < 0

Neste caso, mostremos que existe y € R tal que
_ -1
ay <y < (asaas3 —ag)” (=1 —aq + ass + ass) -
Temos que

%:11 < (asza43 — a41)_1 (=1 — aq1 + asg + aq3)
& agz(asy —aq1) > aq1(aze — aq)

< a43 < a41,

uma vez que a41 > aged4z > aze, donde ags — aq1 < 0. Como ay3 < aqzase < aqi,
podemos afirmar que existe y tal que

agl <y < (azpasz —ag) (=1 — ag + ass + ag3) .

Provamos, deste modo, que existem escolhas de y > a;ll para as quais

det A, [{2,3,4}] < 0.

Podemos, portanto, concluir que existem z,y € RT tais que A. é uma
N-matriz. O

Teorema 2.3. Toda a N-matriz parcial combinatorialmente simétrica, perten-
cente a PS,,, cujo grafo associado ¢ um ciclo, admite N—-completamentos.

Demonstragcao. A demonstracao segue por inducao em n. Sabemos, pelo lema
anterior, que o resultado é valido para n = 4. Sejam n > 4 e A uma N—ma-
triz parcial pertencente a PS,,, cujo grafo das entradas especificadas é um ciclo.
Podemos admitir, sem perda de generalidade, que A é da forma

-1 1?7 ... 72 (=D"a
a1 —1 1 N ? ?
? ass —1 ? ?
A= : ;
? 7?7 -1 1
| (—1) [07%% ] ? ? . Apn—1 -1 |




com a;;—1 > 1, parat=2,...,n, € aip,an > 0 tais que aypa,1 > 1.
Consideremos a N—matriz parcial

I —1 7 L. ? (=) tay, 7
as1 -1 1 ... ? ? ?
? asn -1 ? ?

A= : :

? 2 7 -1 1 ?
(=D la, 7 7 L. ap—1n-2 -1 1

I ? N a1 —1 |

pertencente a PS,,. A sua submatriz principal A [{1,...,n — 1}] é uma N-matriz

parcial pertencente a PS,,_1, cujo grafo das entradas especificadas é um ciclo de
comprimento n — 1. Por hipétese de indugao, existe um seu N—completamento
C.

Seja A a N-matriz parcial, pertencente a PS,,, obtida de A completando
a submatriz principal A[{1,...,n —1}] como em C. O grafo associado a A
é l—cordal com dois cliques maximais, tendo um desses cliques dois vértices.
Pela demonstracio do Lema 2.1, sabemos que A admite um N—completamento
A, cujos elementos nas posicdes (1,n) e (n,1) sdo, respectivamente, (—1)"a1,, e
(=1)"ap1. Logo, A, é, também, um N-completamento de A. |

Tendo em conta os resultados apresentados até este momento, podemos ga-
rantir a existéncia de N—completamentos para as N—matrizes parciais combi-
natorialmente simétricas cujos grafos das entradas prescritas sao os chamados
grafos-bloco.

Proposicao 2.5. Toda a N-matriz parcial pertencente a PS,, cujo grafo das
entradas prescritas € um grafo-bloco, admite N—completamentos.

Demonstragao. Primeiro, transformamos o grafo-bloco num grafo 1-cordal, apli-
cando o Teorema 2.3 a cada submatriz principal cujo grafo associado é um dos
ciclos que aparece no grafo-bloco. De seguida, aplicamos o Teorema 2.1 a nova
matriz parcial de forma a obter um N-completamento. O

2.1.2 Matrizes parciais nao combinatorialmente simétricas

Atendamos, nesta seccao, ao estudo da existéncia de N—completamentos de
N-matrizes parciais nao combinatorialmente simétricas.

Comegamos por centrar-nos nos digrafos aciclicos.
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Teorema 2.4. Toda a N-matriz parcial nao combinatorialmente simétrica, per-
tencente a PSy, cujo digrafo das entradas especificadas € aciclico admite N —com-
pletamentos.

Demonstracao. Seja A uma N—matriz parcial ndo combinatorialmente simétrica,
pertencente a PS,,, cujo digrafo das entradas especificadas D4 é aciclico. Pode-
mos assumir, sem perda de generalidade, que os elementos diagonais sao todos
iguais a —1.

Seja D a matriz diagonal D = diag(1,—1,1,—1,...,(=1)"% (=1)"!). Fa-
cilmente se verifica que todas as entradas especificadas de A’ = DAD™! sdo
negativas. Note-se que o digrafo associado a A’ é, também, D 4.

Consideremos, em V(Dj,), a relacio de ordem parcial < induzida por D 4:
i < j se existe um caminho em D4 de ¢ até j. O algoritmo de ordenagao to-
poldgica permite-nos obter uma ordenacao topolédgica dos vértices de D 4 e, por
conseguinte, também uma permutacao P tal que todas as entradas especificadas
da matriz parcial A = PA’PT estao na parte triangular superior e na diagonal
principal e sao todas negativas.

Podemos admitir, sem perda de generalidade, que a parte triangular superior
de A e a diagonal principal sio totalmente especificadas. De facto, podemos
completar cada entrada nao prescrita (z,7), onde i < j, com um real negativo.
Assim, A é da forma

-1 —a1p —a13 ... —aip-1 —a,
? -1 —a23 ... —0Aa2pn—1 —Qa92n,
_ ? ? -1 —Q3p—1 —a3n,
A= ,
? ?7 ... —1 —An—1n
? ? 7 ... ? -1

onde aj; > 0, paratodooi € {1,...,n—1} etodoo j € {2,...,n} tais que j > 1.
Mostremos que A admite N-completamentos. Dado z € R, consideremos o

completamento
-1 —ai2 —a13 ... —am-1 —a,
—x -1 —a23 ... —0A49pn—1 —Qa92p,
_ —ZT —X -1 ... —a3n—1 —Qa3n
A, =
—-r - —-r ... -1 —Qp—1n
| —r = —-r ... —x -1 ]

de A. O determinante de A, serd, obviamente, um polinémio em z. Atendendo
ao grafo de A, e ao peso de cada uma das suas arestas, podemos afirmar que

79



(n,n—1),(n—1,n—2),...,(3,2),(2,1) é o caminho em que o peso de todas as
arestas é —x de maior comprimento. Seja N = {1,...,n}. Note-se que o caminho
referido corresponde a permutacdo 7: N — N definida por

1 2 3 ... n—1 n
T =
nl2 ... n-2mn-1])"
cujo sinal é (—1)"~1. Denotando A, = (¢ij)i j=1, temos que
B n
det A, = Z sgn(o) ch(i).
oESK =1
Dado que

n

sgn(r) [ [ ery = (1" M (—awm(=2)""")

=1

— n—
= —QinT ’

podemos concluir que det A, é um polinémio em x de grau n — 1 cujo coeficiente
director é —aq, < 0. Portanto, existe My € R tal que det A, < 0, para todo o
x> Mpy.

Sejam o C N e |a| = k. Se k > 1, sabemos que a submatriz principal A, [a]

é da forma
[ -1 —b12 —biz ... —big-1  —bip |
—T -1 —623 e —bgkfl —bgk
_ —Z - -1 ce —bgk,1 —bgk
Az [Oé] = s
-r —x - ... -1 —br_1k
| —r - ... —x -1 ]

sendo o seu determinante um polinémio em x de grau k — 1 cujo coeficiente
director é —by; < 0. Por conseguinte, existe M, € R tal que det A, [a] < 0, para
todo o x > M,,.

Podemos, entdo, considerar o real M = max{M, |« C N, |a|> 1} e afir-
mar que det A, [a] < 0, para todo o > M e para qualquer  C N. Assim,
dado z > M, A, é um N-completamento de A e, por conseguinte, A admite
N—-completamentos. O

Dado que o digrafo das entradas especificadas de uma matriz parcial triangular
superior é aciclico, podemos estabelecer o seguinte resultado.

Corolario 2.2. Toda a N —matriz parcial triangular superior, pertencente a PS,,,

admite N —completamentos.
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Dirigimos, agora, o nosso estudo para as matrizes parciais cujos digrafos as-
sociados sdo nao aciclicos, considerando, mais concretamente, tipos de digrafos
associados onde os ciclos tém um papel importante.

O caso do simples ciclo ¢é resolvido com base no Teorema 2.3.

Proposicao 2.6. Seja A wma N-matriz parcial ndo combinatorialmente
simétrica, pertencente a PSy, cujo digrafo das entradas especificadas é um ci-
clo. Entao, existe um N—completamento A, de A.

Demonstracao. Podemos admitir, sem perda de generalidade, que A é da forma

—1 1?7 .. 7
? -1 1 ... 7
? ? -1 ... 7 7
A= : ;
? ? 7 -1 1
_(—1)nan1 ? ? ? _1_

com apy > 0.
Consideremos a matriz parcial

o117 L 7 (=1)ain ]
a1 -1 1 . o ? ? ?
? aso -1 ?

A= : :

? ? -1 1 ?
? ? ? . Ap—1n—2 -1 1

L (—1)”an1 ? ? e ? Apn—1 -1 ]

com a;t1; > 1, paratodoo i € {1,...,n—1}, e a, > a;ll. Facilmente se verifica

que A é uma N-matriz parcial combinatorialmente simétrica, cujo grafo das
entradas prescritas é um ciclo. Pelo Teorema 2.3, podemos garantir a existéncia
de um N-completamento A. de A e, por conseguinte, de A. O

De modo analogo, obtemos o seguinte resultado:

Proposicao 2.7. Toda a N-matriz parcial nao combinatorialmente simétrica,
pertencente a PS,,, cujo digrafo das entradas especificadas é um semiciclo, admite
N —-completamentos.

Quando o digrafo associado a N-matriz parcial é um duplo ciclo com um
vértice em comum, a Proposicao 2.6 e o Teorema 2.1 permitem-nos garantir a
existéncia do completamento desejado.
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Proposicao 2.8. Seja A wuma N-matriz parcial ndo combinatorialmente
simétrica, pertencente a PS,, tal que D4 é um duplo ciclo com um vértice em
comum. Entdo, existe um N —completamento A, de A.

Demonstracao. Basta completar cada submatriz principal associada a cada um
dos ciclos usando a Proposicao 2.6 e, de seguida, completar a matriz parcial
obtida, cujo grafo associado é 1—cordal, usando o Teorema 2.1. O

Podemos generalizar o resultado anterior para N—matrizes parciais cujo di-
grafo associado é um duplo ciclo com um ou mais arcos em comum.

Lema 2.3. Seja A uma N-matriz parcial ndo combinatorialmente simétrica,
pertencente a PS4, cujo grafo € um duplo ciclo com um arco em comum. Entao,
A admite N—completamentos.

Demonstracao. Atendendo a que a classe das N-matrizes é invariante para as
semelhancas diagonais e de permutacao, apenas necessitamos considerar os dois
seguintes casos:

(a) A é da forma

—1 —]_ —x13 —X14
—X921 -1 -1 —T24
A= ,
—r31 —x32 —1 -1
—a41 —T4g2 —aa3 —1

onde todo o x;; representa uma entrada nao especificada, a41 > 0 e ag3 > 1. Seja
c > 1. Fixemos x91 = ¢ e x49 = a41 € denotemos por A; a matriz parcial obtida.
Aplicando a Proposigao 2.2 a submatriz principal A; [{2,3,4}], obtemos um seu
N—-completamento

-1 —1 —co4
C=1| —epp -1 -1 |,
—ag1 —asgz3  —1

com cay,c3z > 0. Facilmente se verifica que a matriz resultante de A; por subs-
tituicao de Aj [{2,3,4}] por C e fixando x13 = 1, 214 = c24 € 31 = c32 é uma
N-matriz. Obtemos, desta forma, um N-completamento de Ay e, portanto, de
A.

(b) A é da forma

*1 *1 —xX13 —X14
—T91 —]_ —1 —X24
A= ,
—az1 —x32  —1 -1
—T41 —a42 —T43 —1
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onde cada x;; representa uma entrada nao prescrita e azi, asz > 0.
Seja A, o seguinte completamento

—1 -1 —x -z

A, = —x -1 -1 -z
—asi —T -1 -1

—r —a49 -z -1

de A. Prova-se que det A, [@] é um polinémio em z de grau nao superior a 4, cujo
coeficiente director é negativo, para todo o o C {1,2,3,4}. Logo, existe M > 0
tal que det A, [a] < 0 para todo o z > M e para qualquer « C {1,2,3,4}. |

Este lema permite-nos obter o resultado que se segue.

Teorema 2.5. Toda a N—-matriz parcial nao combinatorialmente simétrica, per-
tencente a PSy, cujo digrafo associado é um duplo ciclo com um arco em comum,

admite N —completamentos.

Demonstragdo. A demonstragido segue por indugdo em n. Se n = 3, A admite
um N-completamento, uma vez que A € PS3. O caso n = 4 é tratado no
lema anterior. Admitamos que n > 4 e consideremos uma N-matriz parcial
A pertencente a PS,, cujo digrafo das entradas especificadas D4 é um duplo
ciclo com um arco em comum. Por semelhancas de permutacao e diagonais,
podemos assumir que os ciclos sao I'1 : (1,2),(2,3),...,(k,k+ 1), (k+ 1,1) e
Ly:(kk+1),(k+1,k+2),...,(n—1,n),(n,k),onde k+1>n—k+1, e que
a matriz A é da seguinte forma

-1 -1 cee TTg —T1g+1  —T1k+2 ..o —Tln
—x21 -1 cee T —Togt1l  —Toks2 ... —Top
—Z31 —32 ., —T3k —T3k41 —T3k4+2 ... TI3n
A= —Tk1 —Tk2 ce -1 -1 —Tkk+2 .- —Tkn y
—Qk4+11  —Tk+12 .- —Tht1k -1 -1 coe T Thtn
—Tk421 —Tgt22 - —Thi2k —Thki2ktl -1 cee T Tkt2n
—Znl —ZTn2 ce —Qnk —Tnk+1 —Tnk4+2 .- -1 ]

onde todo o x;; representa uma entrada nao prescrita e ajy11, apr > 0.

Por forma a obter o completamento desejado, consideremos xg112 = agi11
e x91 = c tal que ¢ > 1. Seja A; a matriz parcial resultante. A submatriz
principal A; [{2,3,...,n}] é uma N-matriz parcial (n — 1) x (n — 1) cujo di-
grafo associado é um duplo ciclo com um arco em comum. Pela hipdtese de
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indugao, sabemos que existe um seu N—completamento C' = (—cz-j)gszz, em que
cij > 0, para quaisquer 4,j. Consideremos, entao, o completamento A. de A
obtido substituindo a submatriz principal A [{2,3,...,n}] por C e fixando

T15 = C24, j:3,4,...,n
Ti1 = G2, 1=3,4,...,n, i #k+1.

Atendendo & demonstragao do Lema 2.1, A, é uma N-matriz. a

Analisemos, agora, o problema de completamento para N—matrizes parciais
cujos digrafos associados sao duplos ciclos com h arcos em comum, h > 1.

Comegamos por considerar o seguinte caso particular.

Lema 2.4. Seja A uma N-matriz parcial ndo combinatorialmente simétrica,
pertencente a PSpya, cujo digrafo das entradas especificadas € um duplo ciclo
com h arcos em comum. Entdo, existe um N-completamento A, de A.

Demonstragdao. A demonstragao segue por indugao em h.

Se h = 2, podemos assumir, sem perda de generalidade, que a matriz A é da

forma
-1 -1 —z13 —x14
—x91 —1 -1 —zo
A= ,
—I31 —xX32 -1 -1
—a41 —a42 —x43 —1

representando cada z;; uma entrada nao especificada e sendo a4, as2 reais posi-
tivos.

Consideremos o completamento

-1 -1 —x -z
A, = —x -1 -1 —=z
—T - -1 -1

—aq1 —ag2 —x —1

de A. Para cada o C {1,2,3,4}, det A, [a] é um polinémio em = de grau nao
superior a 4 com coeficiente director negativo. Assim, existe M > 0 tal que
det A, [a] < 0 para todo o z > M e para todo o « C {1,2,3,4}.

Admitamos agora que o resultado é valido para h — 1 e mostremos a sua
validade para h.

Por semelhancas diagonais e de permutagao, podemos assumir, sem perda de
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generalidade, que A é da forma

-1 -1 —ri3 ... —Tip —Tipt1  —T1h42
—T2] -1 -1 ce. —Xp —Topt1  —T2p42
—Z31 —T32 -1 cee —T3p —T3h4+1  —T3h+2
A= ;
—Tp1 —Th2 —Th3 - —1 -1 —Thht2
—Tp411 —Th12 —Th413 ..o —Thilh -1 -1
| —Qh+t21 —Qh422 —Th423 --- —Thi2h  —Tht2h+1 -1 ]

com ap421,ap422 > 0 e onde todo o x;; representa uma entrada nao conhecida.
Sejam xp4on+1 = ¢, com ¢ > 1, Tpi11 = Apto1 € Thylz = Gpr22. Denotamos
por A; a matriz parcial obtida com estas escolhas.

Aplicando a hipétese de indugao a submatriz principal A; [{1,2,...,h+ 1}],
h+1

i.j=1>
O completamento desejado A. de A é obtido substituindo a submatriz prin-

cipal A[{1,2,...,h+1}] por C e fixando

obtemos um seu N—completamento C' = (—c;;) onde todo o ¢;; é positivo.

LTh+2j = Ch+1j> J=34,...,h
Zih+2 = Cih+1 i=1,2,...h.

Uma vez mais pela demonstracao do Lema 2.1, segue-se que A, é, de facto, uma
N—-matriz. O

Podemos generalizar o resultado anterior do seguinte modo.

Teorema 2.6. Toda a N-matriz parcial nao combinatorialmente simétrica, per-
tencente a PS,, cujo digrafo associado é um duplo ciclo com h arcos em comum,
h>2,n>h+ 2, admite N—completamentos.

Demonstragdo. A demonstragdo segue por indugdo em n.

O caso em que n = h + 2 é tratado no lema anterior.

Consideremos n > h 4 2 e admitamos que o resultado é vélido para n — 1.

Seja A uma N—matriz parcial ndo combinatorialmente simétrica, pertencente
a PS,, cujo digrafo das entradas prescritas é um duplo ciclo com h arcos em
comum.

Podemos assumir, sem perda de generalidade, que os ciclos sao

r:(1,2),2,3),...,(k,k+1),....(k+h—=1,k+h),(k+h,1)

To:(kk+1),....(kth—1,k+h),(k+hk+h+1),....(n—1,n),(n k)
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e que a matriz parcial é da forma

-1 -1 —T1k —T1n
—I21 -1 e — X2k e —Ton
—Xr1 —Xk9 ... -1 ... —Tkn

—Tk+11 —Tk+12 e —Lk+1k e —Lk+1n

A= ,
—Qk4hl ~Lk+h2 .-+ TTkthk -+ T Lkthn
~Lk+h+11  —LTk4+h+12 -+ “Thkthtlk -+ T Lkthtln
L —Tnl —Tn2 PN —Qnk PN —1 ]

sendo todas as entradas da diagonal superior especificadas e iguais a —1 e repre-
sentando z;; uma entrada nao especificada na posicao (4, j). Além disso, ayp1 €
Qnk SA0 reais positivos.

Dado ¢ > 1, fixemos 21 = ¢ € Trin2 = ag+p1. Denotamos por A; a nova
matriz parcial. A submatriz principal A; [{2,...,n}] é uma N-matriz parcial de
ordem (n — 1) cujo digrafo associado é um duplo ciclo com h arcos em comum.
Pela hipétese de inducao, podemos concluir que existe um seu N—completamento
C = (_Cij)zg‘:w onde ¢;; > 0, para todo o i e todo o j. Consideremos, entao, o
completamento A. de A obtido substituindo a submatriz principal A[{2,...,n}]
por C' e escolhendo

Ti1 = Ci2, 1=3,4,...,n, i#k+h
T1j = C25 j=3,4,...,n.

A demonstracdo do Lema 2.1 permite-nos afirmar que A, é uma N-matriz. O

Apresentamos, agora, uma generalizacdo destes resultados obtidos para du-
plos ciclos.

Teorema 2.7. Toda a N—-matriz parcial nao combinatorialmente simétrica, per-
tencente a PSy, cujo grafo dirigido das entradas especificadas é um bloco-ciclo,
admite N —completamentos.

Demonstragcao. A demonstracao segue por indugdo no numero k de ciclos no
bloco-ciclo. Para k = 2, basta atender aos resultados anteriormente apresentados
para duplos ciclos com um vértice ou h arcos em comum.

Admitamos, agora, que o resultado é vélido para blocos-ciclos com menos de
k ciclos.

Seja A uma N—matriz parcial ndo combinatorialmente simétrica, pertencente
a PS,, cujo digrafo associado é um bloco-ciclo com k ciclos I'1, T, ..., k.
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Se existe um ciclo I'; tal que I'; tem exactamente um vértice em comum
com I';41, entao podemos completar as submatrizes principais associadas aos
blocos-ciclos I'1,...,I'; e I'j41,..., 'y por forma a obter N—-matrizes, aplicando
a hipotese de inducao, e o grafo das entradas especificadas da N—-matriz parcial
resultante é 1—cordal. Logo, A admite N—completamentos (pelo Teorema 2.1).

Suponhamos, entao, que cada ciclo I';_1,I';1; tem pelo menos um arco em
comum com I[';, 2 = 2,...,k — 1. Podemos admitir, sem perda de generalidade,
que I'y e 'y tém p > 1 arcos em comum, que I'; é o ciclo

Fl : (152)7(2a3)a"'7(q17q1+1)7"',(q1 +p—1,(I1 +p)?(Q1 +p,1)

e que I's é o ciclo

Fo:(q,q+1),....(qa+p—1,q1+p), (@1 +p,q1 +p+1),...,(¢1 + q2,q1).

Dado que o digrafo associado & N—matriz parcial B = A[{1,2,...,q1 + p}] é
um ciclo, existe um N-completamento B, = (—b,-j)g’ljiﬁ de B, com todo o b;;
positivo. Seja A; a N—matriz parcial obtida de A por substituicdo de B por B,
e especificando a entrada (¢1 + ¢2,q1 +p,) com —ag, 142,41 /bq1+p,q1 € Passando a
posi¢ao (q1 + g2, q1) para nao prescrita.

A matriz parcial C = A1 [{¢1 + p,q1 + p+1,...,n}] é uma N-matriz parcial
cujo digrafo associado é um bloco-ciclo com k — 1 ciclos. Aplicando a hipétese de
indugao, obtemos um N—completamento C, de C.

Seja Ao a N-matriz parcial obtida de A; substituindo C' por C.. Dado
que o grafo das entradas especificadas de As é um grafo 1-cordal, existe um
N-—completamento A. de Ay cujo elemento na posicao (¢1 + ¢2,q1) é —Gg,+g2,q:-
Note-se que A. é, também, um completamento de A. a

O seguinte resultado diz respeito a outro tipo de N—matrizes parciais que
admitem N-completamentos.

Proposicao 2.9. Seja A uma N —matriz parcial, pertencente a PSy, que admite
uma particao do tipo

Aqy A Xiz3 ... Xpa Xy
Xo1 Ao Az ... Xop1 Xy
A X311 Xz Az ... Xz X3
Xp—11 Xp—12 Xp—13 ... Ap_1p—1 Ap—1p
Xp1 Xp2 Xpz o0 Xppaa App ]

onde cada bloco diagonal A;; é uma N-matriz parcial n; X n; que admite
N —completamentos, cada bloco Aji1 tem eractamente uma entrada especificada
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e cada X;; € totalmente nao especificado. Entao, existe um N —completamento A,
de A.

Demonstragio. Seja A a N-matriz parcial obtida a partir de A substituindo cada
bloco diagonal A;; por um seu N—completamento A;;.. Sem perda de generali-
dade, podemos assumir que todas as entradas especificadas de A sdo negativas.
Se a entrada (,7) é especificada, denotamos por —a;; o elemento nessa posicao,
sendo a;; > 0. Por multiplicacao diagonal positiva, podemos ainda assumir que
todas as entradas diagonais sao iguais a —1.

A demonstracao segue por inducéao no numero p de blocos diagonais.

Consideremos, em primeiro lugar, o caso em que p = 2.

Seja (i, j) a entrada especificada de Ajs. Seja A a N-matriz parcial de ordem
n tal que A[{1,...,n1}] = A1, A[{n1+1,...,n}] = Ag,, os elementos nas
posigoes (n1,n1+1) e (n1+1,n1) sdo, respectivamente, —a;;/@in, Gn,+1; € —¢, com
€ > Qjn, Gn, 115/ Gij, € todas as restantes entradas sao nao especificadas.

Observe-se que o grafo dirigido associado a A é 1-cordal, com 3 cliques maxi-
mais. Aplicando a Proposicio 2.4 & submatriz principal C = A[{nq,...,n}],
obtemos um N-completamento C. de C, cujo elemento na posi¢ao (ni,j) é
—aij /@i, -

Seja A a N-matriz parcial obtida de A completando C como C.. Aplicando
uma vez mais a Proposicao 2.4, obtemos um N-completamento A, de /Al, cujo
elemento na posicao (i,7) é —a;.

Assim, A, é também um N-completamento de A.

Admitamos, agora, que o resultado é vélido para p — 1 blocos diagonais e
mostremos a sua validade para p blocos diagonais.

Comecamos por completar a submatriz C = A[{1,...,n1 +ny}] de A de
modo a obter uma N-matriz C., seguindo o procedimento descrito para o caso
p = 2. Seja A a N—matriz parcial obtida de A substituindo C por C,.. A é uma
N—-matriz parcial que admite a particao

Ce Aqs 3_/13 oo Yipa
Yor  Aszz, Az ... Yo
A=| Y1 Ya Ay Yap—1 |,
Yo-u1 Ypo12 Ypo13 oo App, |

onde cada bloco diagonal é uma N—matriz, cada bloco Aii+1 tem exactamente
uma entrada prescrita e cada Y;; é totalmente nao especificado. Note-se que temos
p — 1 blocos diagonais. Assim, pela hipétese de inducdo, existe um
N-completamento A, de A e, consequentemente, de A. O

88



Concluimos esta seccao com o seguinte problema em aberto que generaliza o
resultado apresentado na ltima proposicao.

Seja A uma N-matriz parcial n x n tal que toda a submatriz principal irre-
dutivel admite um N—completamento. Existe algum N —completamento de A?

Desconhecemos, ainda, uma resposta para esta questao geral. Podemos, no
entanto, encontrar uma resposta afirmativa para o caso das matrizes parciais 3 x 3
na Proposicao 2.2.

2.1.3 Sob condicgoes de simetria

Analisamos, nesta seccao, o problema de completamento de N—matrizes im-
pondo uma condicao de simetria: pretendemos determinar quais as matrizes par-
ciais que admitem um completamento que seja uma N—matriz simétrica.

Antes de comecarmos o estudo deste problema de completamento de matri-
zes, relembremos que a classe das N—matrizes simétricas nao € invariante para a
multiplicacao diagonal positiva a esquerda ou a direita. No entanto, é invariante
para a congruéncia diagonal e para as semelhancas de permutacao. A carac-
terizagdo de N—matrizes simétricas apresentada no capitulo anterior é também
fundamental para o estudo do problema de completamento em questao. Recor-
demos que, dada uma matriz simétrica A com entradas diagonais negativas, A é
uma N—matriz simétrica se e somente se os seus menores principais descendentes
sdo negativos. A verificacdo se um certo completamento de uma matriz parcial
é ou nao uma N-matriz simétrica fica, assim, simplificada. Além destes factos,
sabemos que todas as submatrizes principais de uma N-matriz simétrica sao,
ainda, N-matrizes simétricas.

Obviamente, para que uma matriz parcial A = (aij)zjzl admita, como com-
pletamento, uma N-matriz simétrica, A terd de ser uma N-matriz parcial e,
além disso, sempre que as entradas (7,7) e (j,7) sejam ambas especificadas, os
elementos a;; e aj; terao de ser iguais. Definimos, entao, as N-matrizes simétricas
parciais.

Definicao 2.2. Uma matriz parcial quadrada A = (aij)ﬁjzl diz-se uma N -matriz
simétrica parcial se todas as suas submatrizes principais totalmente especificadas
sao N—matrizes e se a entrada (i,7) € especificada se e apenas se a entrada (j,1)
€ especificada e a;; = aj;.

No problema de completamento de matrizes anteriormente considerado, o
facto de a classe das N—matrizes ser invariante para a multiplicacao diagonal
positiva permitia-nos assumir, sem perda de generalidade, que os elementos da
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diagonal principal eram todos iguais a —1. Considerando a classe mais restrita
das N—matrizes simétricas e este conceito traduzido para o contexto das matrizes
parciais, facilmente se conclui que dadas uma N-matriz simétrica parcial A e uma
matriz diagonal positiva D, de igual ordem, DA e AD néao sdo necessariamente
N—matrizes simétricas parciais. Podemos, no entanto, contornar esta questao,
pensando na congruéncia diagonal, uma vez que se A = (a;;)7;_; ¢ uma N-matriz
simétrica parcial com os elementos da diagonal principal todos especificados e
D é a matriz diagonal D = diag((|a11|)1/2,(|a22|)1/2,...,(|ann|)1/2), entao os
elementos da diagonal principal de DAD sao todos iguais a —1. Além disso, DAD
é, também uma N-matriz simétrica parcial com I'pap = I'4. Podemos, pois
assumir que todos os elementos da diagonal principal de uma qualquer N—matriz
simétrica parcial sao iguais a —1, uma vez que consideramos este problema de
completamento apenas para matrizes parciais com a diagonal principal totalmente
prescrita.

Dirigimos, agora, o nosso estudo para o problema de completamento de
N—matrizes sob as condigoes de simetria referidas.

Pretendemos determinar quais as N—matrizes simétricas parciais que admitem
uma N-matriz simétrica como completamento. Chamamos N —-completamento

simétrico a um tal completamento.

Note-se que a propria definicao de N—matriz simétrica parcial nos garante a
simetria de sinal necessaria para a existéncia de um N—completamento. Além
disso, dado que assumimos a especificagao de todas as entradas diagonais, nao
existem entradas prescritas nulas. No entanto, tal como para o problema de com-
pletamento de N—matrizes, teremos de exigir a pertenca, a menos de semelhanca
diagonal admissivel, a PS,,.

Tendo em conta que toda a N—matriz simétrica parcial 3 x 3 é combinatori-
almente simétrica, podemos garantir sempre a existéncia de N—completamentos
simétricos de N—matrizes simétricas parciais dessa ordem.

Analogamente ao que acontece no problema de completamento de N-matrizes,
este problema nao se reduz ao problema de completamento de N-matrizes simétri-
cas parciais em PS,, com a diagonal especificada, como podemos comprovar com
o seguinte exemplo.

Exemplo 2.8. Consideremos a N—matriz simétrica parcial

? 0,00l -8
A=|001 -1 5 |,
8 5 -1
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pertencente a PS3. A N-matriz simétrica parcial definida pelas entradas di-
agonais especificadas de A admite N—completamentos simétricos. No entanto,
qualquer completamento

¢ 0,01 -8
A.=10,01 -1 5
-8 5 -1

de A nao é uma N-matriz. Com efeito, ¢ teria de ser negativo, mas, nesse caso,
det A, = —24c¢ + 63,2001 > 0.

Resolvemos, de seguida, o problema de completamento de matrizes em questao
para o caso dos grafos cordais. Comegamos por considerar o caso p—cordal com
dois cliques maximais.

Proposicao 2.10. Seja A uma N —matriz simétrica parcial tal que G 4 € p—cordal
com dois cliqgues maximais. Entao, A admite N—completamentos simétricos.

Demonstragdo. Podemos assumir, sem perda de generalidade, que A admite uma
particao da forma

An A X
A= | AL, Ay As |,

onde as entradas nao especificadas sao exactamente as de X e Y, todas as subma-
trizes principais totalmente especificadas sao N-matrizes simétricas e A;; é uma
matriz do tipo n; x n;, i = 1,2, 3, sendo ny = p. Note-se que Ay é uma matriz
invertivel. Podemos, assim, considerar o completamento

A Ay A Ay Aos
A, = AL Ao Ao
AL AL AT, AL Ass

de A. Facilmente se verifica que

A11 A12 A22 A23
det det
et A — Ay Ag Ay Asz
e = det Agg ’

pelo que det A, < 0.

Pretendemos mostrar que A, é uma N-matriz simétrica. Atendendo ao
Teorema 1.2, resta-nos, pois, provar que det A.[{1,...,k}] < 0, para todo o
ke{ni+na+1,...,n—1}. Observe-se que, dado k € {n1 +na+1,...,n— 1},

An Arg AjgAy Agg

AL, k=] AL Ay Ags ,
A%13A2721A{2 A2Ts Ass
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onde Agg é a matriz Ags[{n1+1,...,na}[{n1 +n2 +1,...,k}] e As3 a matriz
Ass[{n1 +na+1,...,k}]. Prova-se que

A A Ay A
det det | - -
det A, [{1,... .k A Az Ay Aw 0
et Ac [{1,...,k}] = dot Ay <0,
0 que completa a demonstragao. O

Com base na proposicao anterior, mostramos o resultado mais geral.

Teorema 2.8. Seja G um grafo cordal conexo. Entao, qualquer N-matriz simétri-
ca parcial cujo grafo associado é G admite N —completamentos simétricos.

Demonstragdo. Sabemos que G é p—cordal, para algum p. A demonstragao segue
por inducao no ntmero k de cliques maximais em G. O caso k = 2 esta resolvido
na Proposi¢ao 2.10. Admitamos que o resultado é véalido para qualquer grafo
cordal conexo com k — 1 cliques maximais. Seja G o subgrafo dado pela soma
de dois cliques maximais. Aplicando a Proposi¢ao 2.10 a submatriz principal A;
de A cujo grafo associado é i1, obtemos um N—-completamento simétrico A;_ de
Aj;. Substituindo, em A, a submatriz principal A; pelo seu completamento A;_,
obtemos uma N-matriz simétrica parcial, cujo grafo das entradas especificadas é
cordal, com k — 1 cliques maximais. A hipétese de indugao garante a existéncia
do completamento de A desejado. O

Seja A uma N—matriz simétrica parcial, cujo grafo das entradas especificadas
é um grafo nao conexo G. No teorema que apresentamos de seguida, provamos
que se cada submatriz principal de A associada a cada componente conexa de
G admite N—completamentos simétricos, entdo também A admite tais tipos de
completamentos.

Teorema 2.9. Se uma N-matriz simétrica parcial A € semelhante por per-
mutacao a uma matriz parcial diagonal por blocos em que cada bloco diagonal ad-
mite N —completamentos simétricos, entdo existe um N —completamento simétrico
de A.

A demonstracao deste ultimo resultado é semelhante & do Teorema 2.2. De
facto, podemos adaptar, sem qualquer dificuldade, a demonstracao desse teorema
de forma a obtermos apenas N—matrizes simétricas parciais.

Encerrado o problema de completamento de N—matrizes simétricas para o
caso dos grafos cordais, a questao que surge naturalmente diz respeito ao com-
pletamento de ciclos.
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Como veremos de seguida, uma N-matriz simétrica parcial, cujo grafo as-
sociado é um ciclo, nao admite, em geral, um N—completamento. Procurare-
mos, entdo, determinar condigOes necessarias e suficientes para a existéncia de
N—completamentos simétricos de N—-matrizes simétricas parciais desse tipo.

Exemplo 2.9. Consideremos a N—matriz simétrica parcial
-1 -1,1 ? -5
-1,1 -1 1,1 ?
? -1,1 -1 -1,1
-5 ? -1,1 -1

A:

Note-se que A é diagonalmente semelhante, por semelhanga diagonal ad-
missivel, a uma N-matriz simétrica parcial pertencente a PSy.
Dados dois reais a, b, consideremos o completamento

-1 -1,1 a -5

~1,1 -1 —1,1 b
a -1,1 -1 -1,1
-5 b -1,1 -1

A, =

de A. Temos que

det A, [{2,3,4}] <0 = —1,42<b< —1

det A [{1,2,4}] <0 < —5,5— /5,04 <b< —5,5+ /5,04 =~ —3, 255.
Logo, nao existe nenhum completamento de A que seja uma N-matriz simétrica.

No lema que se segue, apresentamos condicoes necessarias e suficientes para
que uma N-matriz simétrica parcial, semelhante por semelhanca diagonal ad-
missivel a uma matriz em PSy, cujo grafo das entradas especificadas é um ciclo
de comprimento 4, admita N—completamentos simétricos.

Lema 2.5. Seja A a seguinte N-matriz simétrica parcial

-1 —ai2 ? —Qai4
A= —ai2 -1 —a93 ?
? —a93 -1 —Qa34
—ais 7 —azs  —1

onde a3, a14,a23,a34 > 1. Entdo, existe um N -completamento simétrico A. de
A se e somente se

la12a23 — azqa14] < \/(sz - 1)(61%3 - 1)+ \/(a§4 - 1)(61%4 - 1).
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Demonstragao. Sabemos, pelo Teorema 2.8, que A admite um N—completamento
simétrico se e s6 se existe z € R tal que

-1 —ai12 —X —ai4
—a12 -1 —az 7
A, =
—xr —as3 —1 —axn
—aiq ? —Qa34 -1

é uma N—matriz simétrica parcial. Com efeito, o grafo associado a A, é um grafo
2—cordal.

Logo, A admite N—completamentos simétricos se e somente se existe = tal
que det Az [{1,2,3}] < 0 e det A, [{1,3,4}] < 0, ou seja, se e s6 se existe x tal
que

|z — argaz3] < \/(G%Q —1)(a33 — 1) (2.1)

’1‘ — a34a14\ < \/(G?M — 1)(&%4 — 1). (2.2)

Uma simples manipulacao destas inequacoes permite-nos mostrar que existe x
que verifica (2.1) e (2.2) se e s6 se

|a12a23 — azsa1a| < \/(0%2 )(azz —1) + \/ (a3, — 1)(afy — 1).
O

O resultado anterior pode ser generalizado para n > 4, como ilustram as
seguintes proposicoes.

Proposicao 2.11. Seja A a sequinte N—-matriz simétrica parcial n X n, com

n = 2p, i i
-1  —a ? .. ? —a1n
—ai2 -1 —ass ... ? ?
? —a —1 ? ?
! 23 { !
A= ,
? ? 7. -1 —Qp—1n
L —Qin ? ? veo —Qp—1n -1 |

onde todo o a;; € maior que 1. Entdo, existe um N —completamento simétrico de
A se e somente se o sistema de inequacgoes

|a12a23 — x0a1n| < \/(G%Q a23 + \/ — 1 aln — 1),

app+1ap+1p+2_ap+2p+3$p73| < \/(a’12)p+1 - 1)(a12)+1p+2 - 1>+\/(a’]27+2p+3 - 1)(%27—3 - 1),
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2 2
A4 3k+4T k41— Cn—1—kn—kTk| < \/(ak+3k+4 $k+1 +\/ U1 gk — V(@i — 1),
k=0,....p—4 (sep>4),
nas varidveis xo,T1,...,Tp—3, tem solucao.

Demonstragdo. Dado um (p—2)-uplo de reais positivos z = (z, ..., zp—3), consi-
deremos a matriz parcial A, obtida de A completando as entradas
(k+3,n—k),(n—kk+3) com —zx, k = 0,...,p — 3. Pelo Teorema 2.8,
sabemos que A admite um N-completamento simétrico se e somente se existe
x tal que as submatrizes principais A, [{1,2,3,n}], Az [{p,p+ 1,p+2,p+ 3}],
Ay [{k+3,k+4,n—1—kn—k}](k=0,...,p—4) de A, admitem N-matrizes
simétricas como completamentos. Note-se que o grafo associado a cada uma des-
tas submatrizes principais é um ciclo de comprimento 4. Logo, aplicando o lema
anterior, podemos afirmar que A admite N—completamentos simétricos se e sé se
o sistema referido tem solucao. O

Proposicao 2.12. Seja A a N-matriz simétrica parcial n x n, comn = 2p+1,

-1 —ai2 ? ce ? —aln

—ai2 -1 —a93 ? ?
? —a -1 ? ?
! 23 { [

A= ,
? ? ? ... -1 —Up_1n
L —Q1n ? ? ce.e —Ap—1n —1 |
onde aji+1,a1, > 1, para todo o i € {1,...,n — 1}. Entao, existe um

N-—completamento simétrico de A se e s6 se o sistema de inequacgoes

|0 — a12a1,] < \/(afg —1)(a?, - 1),

|app1ap11p+2—aproptatp2| < \/(a’z%p+1 — (a3 1pp2 — 1)+\/(“3+2p+3 —(zp_, — 1),

@k t2k+3Tk+1—An—1—kn—kTk| < \/(ai+2k+3 (@F 1 — +\/ al i pny — D(@f - 1),

k=0,....,p—3 (sep>3),

nas varidveis xo, T, ..., Tp—2, tem solugao.
Demonstragdao. Consideremos um (p —1)—uplo x = (o, ..., xp—2) de reais positi-
vos.  Seja A, a matriz parcial obtida de A especificando as entradas

(k+2,n—k),(n—k,k+2) com —x, k =0,...,p—2. Pelo Teorema 2.8, segue-se
que A admite N—completamentos simétricos se e sé se existe x tal que as submatri-
zes Az [{L,2,n}], Ae[{p.p+ L0+ 2,p+3}], A [{k+2,k+3,n—1—k,n—k}]
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(k =0,...,p—3) de A, admitem N-matrizes simétricas como completamen-
tos. Observe-se que o grafo associado a A, [{1,2,n}] é completo e que os grafos
das entradas especificadas das restantes submatrizes principais listadas sao ciclos
de comprimento 4. Aplicando o lema anterior, A admite um N—completamento
simétrico se e s se o sistema referido tem solugao. O

E 6bvio que analisar se as condigOes necessarias e suficientes apresentadas nas
proposicoes anteriores se verificam para uma determinada N-matriz simétrica
parcial n x n, cujo grafo das entradas especificadas é um ciclo de comprimento n,
pode ser uma tarefa morosa para valores elevados de n. As condicoes suficientes
que apresentamos de seguida sao de verificagao mais rapida.

Lema 2.6. Seja A a sequinte N -matriz simétrica parcial

-1 —ail2 ? . o ? —Q1n
—ail2 -1 —a3 ... ? ?
? —a23 -1 e ? ?
A = )
? ? ? e -1 —Gn—1n
| —Q1n ? ? —0n—1n -1 ]

onde todo o a;; € superior a 1. Se

an—2n—10n—1n — aln(a12 . an—3n—2)71‘ < \/(agLanfl - 1)(a12171n - 1)

ou

‘a12a23 —aip(ass. .. an—1n)71’ < \/(a%z —1)(a3; - 1),
entdo existe um N—completamento de A.
Demonstragcao. A demonstragao segue por indugao em n.

Comecemos por analisar o caso n = 4.

Se

lagzazs — arsary| < \/(a%:», —1)(a3, — 1),

consideremos a matriz parcial

-1 —ail2 7 —ai14
Ao | o2 -1 —agy —anagy
? —a93 -1 —as4
—a14 *a14af21 —ag4 -1

Atendendo ao Teorema 1.2 e & Proposigao 2.10, é suficiente mostrar que o menor
principal det A [{2,3,4}] é negativo de modo a garantirmos a existéncia de um
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N-completamento simétrico de A, e, por conseguinte, de A. Facilmente se verifica
que det A [{2,3,4}] < 0 se e s6 se

laozazs — a14a1_21| < \/(a33 - 1)(“%4 —1).

Se

la12a23 — a14a§41| < \/(0%2 —1)(a33 — 1),

consideremos a matriz parcial

-1
-1 —a12 —a14a3;, —014
~ —ai2 -1 —ans ?
A= 1
—a14a5, —a23 -1 —aszy4
—ai4 ? —as4 -1

Prova-se que A e, consequentemente, A admitem N—completamentos simétricos
sempre que

—1 2 2
la12a23 — arsas; | < \/(am —1)(a33 — 1),
seguindo um raciocinio andlogo ao apresentado para o caso anterior.

Admitamos, agora, a validade do resultado para n — 1.
Se

|an—2n—10n—1n — a1n(a12 - - . an—3n—2)_1’ < \/(a%_gn_l - 1)(a%_1n —1),

temos que

alnale > a93...00—3n—9 (an—2n—1an—ln — \/(a%—%—l - 1)(“1217171 — 1))

Dado que as3...an_3,2>1¢€

On—2n—10n—1n — \/(0%727171 - 1)(@%7171 - 1) > 1,

podemos concluir que a seguinte matriz parcial

-1 —ai2 ? ? —Q1p
-1
—ai2 -1 —as3 ? —Q1n,079
_ ? —ass —1 ? ?
A=
? ? ? -1 —Qn—1n
-1
L —Qln —Q1nQqo ? —Qn—1n -1 i
¢ uma N-matriz simétrica parcial. Observe-se que C = A[{2,...,n}] é uma

N—-matriz simétrica parcial, cujo grafo das entradas especificadas é um ciclo.
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Pela hipétese de indugao, existe um N—completamento simétrico C. de C.
Seja A a N-matriz simétrica parcial obtida de A completando C' como em C.,.
A Proposicao 2.10 permite-nos afirmar que A e, consequentemente, A admitem
N—-completamentos simétricos.

Se

|al2a23 - aln(a34 . an—ln)_1| < \/(G%Q - 1)(&%3 - 1)7

consideremos a matriz parcial

_ 1 -
-1 —ajp 7 —A1nGy_1p A1n
—ai2 —1 —a93 ? ?
? —a -1 ? ?
_ { 23 { {
A= )
—Q1nG, "1, ? -1 —0Qn—1n
—Aaln ? ? —an—1n -1

Seguindo um raciocinio andlogo ao do caso anterior, concluimos a demonstracao.
O

As condigoes apresentadas acima nao sao, em geral, condicOes necessérias,

como podemos comprovar no exemplo que se segue.

Exemplo 2.10. A N-matriz simétrica parcial

-1 -1,1 ? =2
-1,1 -1 -1,1 7
A= : ’
? 11 -1 -1,1
-2 7?7 1,1 -1

nao satisfaz as condigées do Lema 2.6. No entanto, especificando as entradas
(1,3),(3,1) com —1,414938 e as entradas (2,4),(4,2) com —1,41, obtemos um
N-—completamento simétrico de A.

2.2 Npy—matrizes parciais

Voltamos, nesta seccao, a classe mais abrangente - as Ny—matrizes. Conside-
ramos, entao, um inteiro positivo k£ e todas as matrizes cujos menores principais
correspondentes as submatrizes principais de ordem inferior ou igual a k sao
negativos.

Claramente, estamos a exigir menos condigoes a nivel do sinal dos menores
principais da matriz dada, pelo que, pensando no problema de completamento
associado a esta classe de matrizes, vamos obter mais alguns resultados para além

dos facilmente generalizaveis da seccao anterior.
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Relembremos, antes de mais, que esta classe de matrizes é invariante para a
multiplicacao diagonal a esquerda ou a direita e para as semelhancas diagonais e
de permutacao.

Comegamos, entao, por definir as matrizes parciais de interesse para este
problema, tendo em conta que toda a submatriz principal de uma Np—matriz é,
também, uma Np—matriz.

Definicao 2.3. Uma matriz parcial quadrada A diz-se uma Ng—matriz parcial se
todas as suas submatrizes principais totalmente especificadas sGo Ni—matrizes.

Para que exista um completamento de uma dada matriz parcial que seja uma
Ni—matriz é obviamente necessario que essa matriz parcial seja uma Ni—matriz
parcial.

Designaremos por Ni—completamento de A qualquer completamento de uma
matriz parcial A que seja uma Np—matriz.

Centraremos, entao, o nosso estudo no problema de completamento de
Ni—matrizes parciais: pretendemos determinar quais as Ny—matrizes parciais que
admitem Ni—completamentos.

Assumimos que todos os elementos da diagonal principal sdo especificados.
Assim, sempre que k > 1, toda a Np—matriz parcial considerada é sinal-simétrica.

Para valores pequenos de k, os problemas de completamento de Np—matrizes
parciais tém respostas consideravelmente simples. Note-se, por exemplo, que
todas as Nj—matrizes parciais admitem, obviamente, Nj—completamentos. O
seguinte resultado encerra o problema de completamento de No—matrizes parciais.

Lema 2.7. Seja A uma No—matriz parcial n X n. A admite No—completamentos
se e somente se A ndo tem entradas especificadas nulas.

Demonstracao. Atendendo as propriedades das Ni—matrizes anteriormente apre-
sentadas, sabemos que a nao existéncia de entradas prescritas nulas é uma
condicao necessaria para que A admita No—completamentos. Vejamos, de se-
guida, que é, também, condicao suficiente. Se n = 2, estamos perante o pro-
blema de completamento de uma N-—matriz parcial 2 x 2. Sabemos que, sendo
A uma matriz parcial sinal-simétrica sem entradas especificadas nulas, existe um
N—completamento A. de A. Assim, todos os menores principais de A, sdo nega-
tivos. Logo, A, é uma No—matriz. Se n > 2, consideremos todas as submatrizes
principais de A de ordem 2. Cada uma dessas submatrizes é uma N—-matriz
parcial 2 x 2 sinal-simétrica e sem entradas prescritas nulas. Portanto, cada
uma dessas submatrizes pode ser completada de modo a obter-se uma N—matriz.
Como nunca completamos duas submatrizes principais 2 X 2 em simultaneo, no
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final do processo, a matriz n X n resultante é tal que todas as submatrizes prin-
cipais de ordem 2 tém determinante negativo, ou seja, é um No—completamento
de A. O

Atendendo a determinados exemplos apresentados para o problema de com-
pletamento de N—matrizes, podemos afirmar que, em geral, uma Np—matriz par-
cial sem entradas especificadas nulas nao admite Np—completamentos.

Para prosseguir o estudo deste problema, consideramos, nas préximas secgoes,
restricoes sobre o padrao da matriz parcial.

2.2.1 O caso combinatorialmente simétrico

Consideramos, nesta sec¢ao, a restricdo do problema em questao a matrizes
parciais combinatorialmente simétricas.

Tendo em conta que, no caso combinatorialmente simétrico, a entrada (7, j) é
especificada se e somente se a entrada (j,1) é também especificada, podemos afir-
mar que uma Ni—matriz parcial combinatorialmente simétrica nao tem entradas
nulas prescritas se k£ > 1. Obtemos, entao, do Lema 2.7, o seguinte resultado:

Corolario 2.3. Toda a No—matriz parcial combinatorialmente simétrica admite
No—completamentos.

Sendo a classe das Np—matrizes invariante para as semelhangas diagonais e
de permutacao, bem como para a multiplicacao diagonal positiva, estas trans-
formacgoes sao admissiveis para as Np—matrizes parciais. Restringimos, entao, o
nosso estudo, nos casos em que k > 3, as Ni—matrizes parciais pertencentes a
PS,,, sem perda de generalidade.

Consideremos, agora, o caso combinatorialmente simétrico para a classe das
Ns—matrizes parciais.

Lema 2.8. Toda a N3—matriz parcial combinatorialmente simétrica, pertencente
a PS,, com um sé par de entradas ndo especificadas admite N3—completamentos.

Demonstragao. Seja A uma Ns—matriz parcial, pertencente a PS,,, com apenas
um par de entradas nao especificadas, posicionalmente simétricas. Por seme-
lhanca de permutagao, podemos assumir, sem perda de generalidade, que as en-
tradas nao especificadas sao (1,n) e (n,1). Podemos, ainda, admitir que todos os
elementos da diagonal principal sao iguais a —1 e que todas as entradas prescritas
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sao negativas. Assim, A é da forma

-1 —ai2 ce. —QA1p—1 ?
—az1 -1 co. —Q2p-1  —a2p
A= ,
—Up_1,1 —Op-12 .- -1 —Un—1n
L ? —an2 coe —App—1 -1 ]

onde a;; > 0, para quaisquer ¢ e j.
A tinica submatriz principal 2 x 2 ndo completamente especificada é a subma-

triz A [{1,n}] e qualquer submatriz principal 3 x 3 nao totalmente especificada é
da forma

-1 —Qai; ?
A [{172’71’}] = —a41 -1 —ap
? —Un; -1

Dados z,y € RT, definamos o completamento

-1 —ail2 e —Q1p—1 —X
—as1 -1 ce. —Q2p-1  —a2n
Apy =
7y
—ap—11 —0ap—12 ... -1 —Qp—_1n
L -y —Qan2 N | -1 i

de A. Segue-se que
det Ay [{1,n}] =1—2y

e, para cada i € {2,...,n — 1},
det Ay [{1,4,n}] = =1 4 a15a51 + QinGni — Qi10pi T — 01030y + TY.
Por forma a que A;, seja uma N3-matriz, basta escolher x tal que
0<z< miin{auam}
e, fixo x, escolher y de tal modo que

y > max {(=1+ aviai1 + ain@ni — ananiz)(ariam, —z) a7t} O

Proposicao 2.13. Toda a N3—matriz parcial combinatorialmente simétrica per-
tencente a PS,, admite N3—completamentos.
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Demonstracao. A demonstragao segue por indugao no nimero k de pares de en-
tradas posicionalmente simétricas nao especificadas. O lema anterior traduz o
caso em que existe um sé par de entradas posicionalmente simétricas nao es-
pecificadas. Consideremos k£ > 1 e admitamos, como hipétese de indugao, que
existe um Ns—completamento de toda a N3—matriz parcial combinatorialmente
simétrica, pertencente a PS,,, com k—1 pares de entradas nao especificadas. Seja
A € PS,, uma Ns—matriz parcial combinatorialmente simétrica com k pares de
entradas nao prescritas. Podemos admitir, sem perda de generalidade, que todos
os elementos de A sao negativos.

Consideremos um par de entradas nao especificadas posicionalmente simétricas
de A e todas as submatrizes principais maximais A [a;], A [ag], ..., Aas] que
este par completa. Para i € {1,...,s} e z,y € RT, representemos por A [ai]r,y
o completamento da matriz parcial A [o;] tal que —x completa a entrada nao es-
pecificada da parte triangular superior e —y completa a entrada nao prescrita da
parte triangular inferior. Sejai € {1,...,s}. Atendendo & demonstragao do lema
anterior, sabemos que existe m; tal que, para todo o z € |0, m;[, existe M; tal
que Ala;], , é uma N3-matriz sempre que y € |M;, +oo[. Sejam m = rniin{mi}
e x € |0,m[. Entao, para cada i € {1,...,s}, existe M; tal que A [ai]%y é uma
Ns—matriz para qualquer y € |M;, +o00[. Basta, entao, considerar M = max{M,}
ey € |M,4+o0[. Obtemos, entdo, uma Nz—matriz parcial Combinatori;ﬂmente
simétrica com k — 1 pares de entradas nao prescritas posicionalmete simétricas
cujos elementos especificados sao negativos. Tal matriz parcial é diagonalmente
semelhante a um N3—matriz parcial pertencente a PS,, com as mesmas entradas
nao especificadas. Por hipdtese de indugao, esta ultima matriz parcial admite
Ns—completamentos e, portanto, também A admite N3—completamentos. o

A questao natural no seguimento deste estudo diz respeito a existéncia ou nao
de Np—completamentos de Np—matrizes parciais combinatorialmente simétricas
pertencentes a PS,, para k > 4. No entanto, este problema de completamento
de matrizes intersecta o caso 2—cordal para as N—matrizes parciais, problema
este ainda em aberto. Desconhecemos, portanto, a resposta a este problema em
geral. Todavia, podemos garantir a completabilidade das Np—matrizes parciais
cujos grafos associados sao 1-cordais. A demonstracao serd obviamente distinta
da apresentada para o caso das N—matrizes, uma vez que partimos de menos
hipbteses sobre as submatrizes principais totalmente especificadas. Mais concre-
tamente, as submatrizes principais correspondentes aos cliques maximais do grafo
associado podem ser nao regulares.

Proposicao 2.14. Seja A uma Nyi—matriz parcial cujo grafo associado é 1-cordal
com dois cliques maximais. Entdo, A admite N—completamentos.
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Demonstragcao. Podemos admitir, sem perda de generalidade, que A é da forma

A arp X
_ T T
Y a3 Ass

sendo as entradas de X e de Y as entradas nao especificadas de A e sendo nega-

tivas todas as entradas especificadas de A. Caso A seja uma matriz parcial n x n

com n < k ou caso cada um dos cliques maximais seja de ordem nao superior a k,

podemos aplicar o referido resultado relativo as N-matrizes parciais. Admitimos,

entao, para o que se segue, que pelo menos um dos cliques é de ordem superior a
k. Consideremos o completamento

A a1z —ai2ais
A, = agl -1 agg
—azpad; az  Ass

de A. Vejamos que A. é, com efeito, uma N,—matriz.

Sejam
All ai12 -1 CL%})
A= , Ag =
ayp —1 azz As3

e p o indice da entrada de sobreposicao dos dois cliques maximais.

Consideremos um subconjunto « de {1,...,n} tal que |a| < k. Sejam
ap C{l,....p—1}eas C{p+1,...,n} tais que o — {p} = a1 U aa.

Se ag = ), entao A, [a] é uma submatriz de A, de ordem nao superior a k.
Se a; = 0, segue-se que A.[a] é uma submatriz de Ay, também de ordem nao
superior a k. Assim, em qualquer um destes casos, sabemos, por hipétese, que
det A [a] < 0.

Estudemos, de seguida, o caso em que a1, s # (). Consideremos a submatriz
A [a U {p}] e a particao

B u  —uvT
AcleU{p}l=1| w" -1 o7 |,
—zwl 2 C

onde B = Aclon], u = Aclor [ {p}], w" = Ac[{p} | oa], v" = Ac[{p} | az],
z=Ac[az | {p} e C = A.|az].

Comegamos por analisar o caso em que p € a. Somando a s—ésima linha de
Ac [o] a p—ésima linha multiplicada pelo simétrico do elemento na entrada (s, p),

s=p+1,...,n, obtemos a matriz
B u —wT
Acfal = | wl' -1 T )
o o C



sendo

-1 o7

A =
3 0o C

a matriz obtida de A.[{p} U az] somando & r—ésima linha a primeira linha mul-
tiplicada pelo simétrico do elemento na entrada (r,1), r = 2,..., |as| + 1. Dado
que det Az = det A, [{p} Uas] < 0, podemos concluir que det C' > 0. Assim,
det A, [o] = det A, [a; U {p}] det C' < 0, como querfamos demonstrar.

Atendamos, agora, ao caso em que p € a. Note-se que, dado que ay, as # (),
|, |ae| < k. Temos que

Como B é uma matriz de ordem |ag| < k, sabemos que é uma matriz in-

B U
wl -1

¢é de ordem nao superior a k, pelo que tem determinante negativo, ou seja,

vertivel. Também a matriz

det B x det(—1 —w! B™'u) < 0.

Podemos, entdo, afirmar que A = —w? B~y > 1. Além disso, como
-1 o7
z C

é uma matriz de ordem |az| + 1 < k,

—1 x det(C — z(—1)T) <0,

donde det(C + zvT) > 0.

Atendamos, agora, a submatriz A, [«]. Temos que

*U’UT

det [ B . = det Bdet(C — zw' B~ tuv™)
—zw c

= det Bdet(C + Azv?).

Pretendemos mostrar que det(C' + Azv’) > 0. Seja v € R. Note-se que
T (ZUT) = 1. Por uma questao de simplificacao de escrita, denotemos por c;;

104



e por b;; os elementos de C e de 20T, respectivamente. Recorrendo a proprieda-

des dos determinantes, temos que

ci1 +vbir  ci2 + b2 Cim + Ybim
co1 +yba1 co2 + b Cam + b2
det(C +~yz0l) = det . . e
L Cm1 + ’mel Cm2 + f}/me Cmm + /mem
ci1 ci2 +vbiz Cim + Yb1m
c21 C22 + Ybao Cam + Ybam
= det . .
L Cml Cm2 + 'me2 Cmm + r)/bmm
bir  ci2 + vbi2 Cim + Ybim
ba1  co2 + Ybao Com + vbam
4+ det ] . .

b1 cma + ’me2

Aplicando sucessivamente este raciocinio, temos que

Cmm + ’mem

ci1 C12 Clm bi1  ci2 Clm
T C21 €22 Com b1 c22 Com
det(C + vzv" ) = det + ~ydet _

Cml Cm2 Cmm bml Cm?2 Cmm
ci1 bz ci3 Clm c11 Clm—1  bim
co1 by 23 Com c21 2m—1  bam

+y det + ...+ ydet .
Cm1  bma Cm3 Cmm Cm1 Cmm—1 bmm
Assim,
det(C + yzvT) = det C + v M,
onde
bii  ci2 Clm c1 Clm—1  bim
bar  c22 Com 21 Com—1  bom
M = det . + ...+ det ]
bml Cm2 Cmm Cm1 Cmm—1 bmm

Para v = 1, temos que

det(C 4 vzvT) = det(C + zvT) > 0.
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Logo,
M > —detC > 0.

Para v = A, temos que
det(C + yz0T) = det(C + Azv’) = det C + AM.

Assim,

det(C + Az0’) >0 <= AM > —det C.

Como A > 1e M > 0, segue-se que
AM > M > —det C.

Portanto, det(C + AzvT) > 0 e, consequentemente, det A.[a] < 0, como pre-
tendiamos demonstrar.

Verificdmos, deste modo, que det A, [a] < 0, para todo o subconjunto a de

{1,...,n} tal que |o| < k. Portanto, A, é, de facto, um Ny—completamento de
A. a

O teorema que se segue generaliza o resultado anterior.

Teorema 2.10. Seja G um grafo nao dirigido 1—cordal conexo. Toda a Ni—ma-
triz parcial cujo grafo associado € G admite Ni—completamentos.

Demonstragcdo. A demonstracdo segue por inducao no nimero p de cliques ma-
ximais de G. O caso de p cliques maximais reduz-se ao caso de p — 1 cliques
maximais, escolhendo um clique (o p-ésimo clique) que tem apenas um vértice
em comum com qualquer outro clique maximal (a existéncia de tais cliques é
garantida pelo modo como os grafos cordais sdo construidos). Completando o
subgrafo induzido pelos restantes p — 1 cliques, o problema reduz-se ao caso de
dois cliques maximais. O resultado para grafos 1-cordais com dois cliques maxi-
mais é estudado na proposicao anterior. O

Ainda relativamente ao caso combinatorialmente simétrico, podemos gene-
ralizar muito facilmente o resultado obtido para as N—matrizes parciais cujos
grafos associados sdo ciclos. De facto, para k > 1, se A é uma Np—matriz par-
cial, cujo grafo das entradas especificadas é um ciclo, entdo A é uma N—matriz
parcial. Assim, se A € PS,,, A admite N-completamentos, que sdo, claramente,
Ni—matrizes.
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2.2.2 O caso nao combinatorialmente simétrico
Admitimos, nesta seccao, que k > 3.

Em geral, uma Niy—matriz parcial nao combinatorialmente simétrica nao ad-

mite Ni—completamentos. Podemos comprovar este facto na Proposicao 2.3.

Os resultados obtidos no problema de completamento de N—matrizes parciais
nao combinatorialmente simétricas cujos digrafos associados sao aciclicos, ciclos,
semiciclos ou duplos ciclos sao facilmente generalizdveis para as Np—matrizes
parciais. De facto, uma Ni—matriz parcial A com um digrafo associado desse
tipo é, com efeito, uma N-matriz. Ao garantir a existéncia de um completa-
mento A. de A que seja uma N—matriz, garantimos, também, a existéncia de um
Ni—completamento de A.

Terminamos este capitulo abordando o problema de completamento de
Ns—matrizes para o caso dos digrafos CDUM.

Proposicao 2.15. Seja A uma Ns—matriz parcial pertencente a PS,, tal que D 4
€ um digrafo CDUM. Entdo, A admite N3—completamentos.

Demonstragao. Podemos admitir que toda a entrada (i,i+1) de A,i=1,...,n,
é especificada, uma vez que, caso contrario, ¢ possivel completar tais entradas de
modo a obter uma N3—matriz parcial.

Podemos, ainda, assumir, por multiplicacao por uma matriz diagonal positiva
e por semelhanca diagonal, que todas as entradas especificadas sao negativas e
que as das diagonais principal e superior sao todas iguais a —1.

Facilmente se verifica, também, que é possivel completar algumas das entradas
de A por forma a obter uma N3—matriz parcial da forma

! —1 ? ? ? ? 7]
—anl -1 -1 ? ? ? ?
—a3] —as2 -1 -1 ? ? ?

_ —a41 —Aa41 — Q43 —1 —1 ? ?
A= —a —a —a —a -1 ? 70
51 51 51 54 .

—Qp-1,1 —Qp-11 —0ap-11 —0p-1,1 —Qp-1,1 --- -1 -1
| ~anl —Ganl —Ganl —Qnl —Qnl cor —Qpp—1 —1 ]
onde a1 > 1, parai=2,...,n, e a;_1 > a;1 >0, parai=3,...,n.
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Dado x € R™, consideremos o completamento

-1 -1 —x —x —x . —T —
—a9 -1 -1 —x —x . — —x
—asi —as2 -1 -1 —ZT cen —T —T
_ —a41 —a41 —Qa43 -1 -1 N —X —X
A, =
—as1 —as1 —as1 —as4 -1 —r -z
—Qp-11 —Gpn-11 —0ap-11 —0p—-11 —Gp-11 --- -1 -1
—Qnl —GQnl —GQnl —GQnl —Qnl coe —Qpp—1 —1 ]
de A.
Qualquer submatriz principal 2 x 2 nio totalmente especificada de A é da
forma

F=

-1 7
—a;; —1
e qualquer submatriz principal 3 x 3 néo totalmente especificada de A é de uma

das seguintes formas

-1 -1 ? -1 ? ?
F=| a1 -1 =11, F=| -a -1 -1,
—Qit1,1 —ip1 —1 —Qi41,1 —@ip1 —1
-1 -1 ? -1 ? ?
F3 = —Q45—1 -1 ? ou F4 = —Q;1 -1 ?
—aj1 —aj1 -1 —aj1  —aj1 -1

As correspondentes submatrizes principais de A, sdo da forma

1 -1 —1 —x
- —x
F, = y Pz = —ai -1 -1,
— Q41 —1
—Qiy11 —@i41i —1
-1 —x —x -1 -1 —=
For =] —an -1 =11, F=| —-a;1 -1 -—x ou
—Qiy1,1 —i41; —1 —aj1  —aj; —1
-1 -r -
Fiz=1| —an -1 -—x

—aj51  —aj1 -1
Simples calculos mostram que os determinantes de todas as submatrizes principais
destas formas sao polinémios em x de grau 1 ou 2 cujo coeficiente director é

negativo.
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Assim, para cada o C {1,...,n} tal que |a| < 3, existe M, € RT tal que

det(A; [a]) < 0 para todo o = > M,,.

Consideremos, entao, M = maX{Ma | o C {1,...,n}}. Qualquer A,,
com x > M, é um Nz completamento de A e, por conseguinte, A admite

Ns—completamentos. O

A questao mais geral relativa aos digrafos CDUM ¢, ainda, um problema em
aberto. Conjecturamos, no entanto, que tera uma solugao analoga a apresentada
para k = 3.
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Capitulo 3

Completamentos de matrizes
totalmente nao positivas
parciais

Uma matriz diz-se totalmente nao positiva se todos os seus menores sao nao
positivos. Abordamos, neste capitulo, o problema de completamento desta
classe de matrizes. Analisando este problema numa perspectiva combina-
torial, procuramos identificar os grafos G para os quais todas as matrizes
totalmente nao positivas parciais cujo grafo associado é G tém um comple-
tamento totalmente nao positivo. Tratamos, ainda, a questao andloga para
matrizes parciais ndo combinatorialmente simétricas e digrafos.

Numa primeira abordagem, concluimos, com base numa série de resulta-
dos, que a existéncia de entradas especificadas nulas condiciona fortemente
a existéncia de completamentos totalmente nao positivos para todas as ma-
trizes totalmente nao positivas parciais associadas a uma grande quantidade
de grafos e digrafos.

Neste cendrio, continuamos o nosso estudo exigindo uma nova condigao
sobre elementos da diagonal principal da matriz: que sejam negativos. Ob-
temos, entao, resultados relativos a matrizes parciais cujos grafos associados
sao l—cordais monotonamente etiquetados com vértice separador minimal
invertivel. Consideramos, ainda, os casos dos duplos triangulos, dos grafos
cordais nao monotonamente etiquetados e dos ciclos monotonamente eti-
quetados. Excluindo a existéncia de entradas prescritas nulas, analisamos
o problema de completamento em questao para o caso nao combinatori-
almente simétrico, apresentando condigoes necessarias e suficientes para a
completabilidade de caminhos totalmente especificados, ciclos dirigidos e
duplos ciclos monotonamente etiquetados.

Finalmente, numa tltima secgao, abordamos uma questao pontual relativa a
grafos cordais quando exigimos apenas a nao positividade dos determinantes

das submatrizes de ordem nao superior a 2.
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3.1 T'NP-matrizes parciais

Dirigimos, agora, o nosso estudo para o problema de completamento de ma-
trizes totalmente nao positivas: o nosso objectivo é determinar quais as matrizes
parciais que admitem completamentos que sejam T'N P—matrizes.

Atendendo a que toda a submatriz quadrada de uma T'N P-matriz é, ainda,
uma T'N P-matriz, para que uma matriz parcial admita T'N P—completamentos,
é necessario que todas as submatrizes quadradas totalmente especificadas sejam
matrizes totalmente nao positivas. Apresentamos, entao, a seguinte definicao.

Definigcao 3.1. Uma matriz parcial quadrada A diz-se uma T N P—matriz parcial

se todas as submatrizes quadradas totalmente especificadas de A sdo
TN P-matrizes.

Para que uma dada matriz parcial A admita T'N P-matrizes como comple-
tamentos, é claramente necessario que A seja uma T N P—matriz parcial. Desig-
naremos por TN P—completamento de A qualquer completamento de A que seja
uma T'N P-matriz.

Exemplo 3.1. A matriz parcial

-1 -2 2
A=| 72 -1 -4
-3 -1 -1

é uma T'N P—matriz parcial, uma vez que toda a sua submatriz quadrada total-
mente prescrita é uma matriz totalmente nao positiva, e

-1 -2 -8
Ac=1] -3 -1 —4
-3 -1 -1

é um seu T'N P—completamento.

Consideramos, apenas, matrizes parciais em que as entradas diagonais sao
prescritas.

Relembremos que a classe destas matrizes é invariante para a multiplicagao
diagonal positiva, a esquerda ou a direita, bem como para a semelhanga diagonal
positiva. Consequentemente, no contexto das matrizes parciais, podemos concluir
que o estudo do problema de completamento para uma matriz parcial A pode
reduzir-se, sem perda de generalidade, ao estudo do problema para as matrizes
parciais DA, AD ou DAD™', onde D é uma matriz diagonal positiva. Em
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particular, podemos assumir que todas as entradas diagonais nao nulas sao iguais
a —1.

Dado que a classe das T'N P-matrizes nao é invariante para as semelhancas
de permutacao, é necessario considerar grafos etiquetados, ou seja, grafos em que
a numeragao dos vértices é fixada. Se A e B sao duas TN P-matrizes parci-
ais com grafos associados isomorfos, G4 e Gp, respectivamente, e se A admite
T N P-completamentos, nada podemos afirmar, em geral, sobre a existéncia de
T N P—completamentos de B. Consideremos, por exemplo, as matrizes parciais

-1 -4 7
A= -1 -1 -1
7 -2 -1
e
-1 -1 -1
B=| -4 -1 7
-2 7 -1

Facilmente se verifica que A e B sao T'N P—matrizes parciais cujos grafos das
entradas especificadas sao isomorfos. Temos que

-1 -4 -4
Ac=1] -1 -1 -1
-2 -2 -1

é um TN P—completamento de A. No entanto, B ndo admite T'N P—matrizes
como completamentos. De facto, dados x,y € Rar ,

1 -1 -1
Be=| -4 -1 -z
—2 —y -1

é tal que det B. [{1,2}|{2,3}] <0seesésex <1edetB.[{2,3}[{1,3}] <0see
somente se x > 2. Podemos, portanto, concluir, com base neste exemplo, que a
fixacao da numeracao dos vértices nos grafos é essencial no estudo da existéncia
de T'N P—completamentos.

Dizemos que um grafo G admite TN P-completamentos se todas as
T N P-matrizes parciais combinatorialmente simétricas, cujo grafo das entradas
especificadas é G, admitem T'N P—completamentos. Analogamente, dizemos que
um digrafo D admite T'N P—completamentos se todas as T N P—matrizes par-
ciais nao combinatorialmente simétricas, cujo digrafo associado é D, admitem

T N P—completamentos.
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Nesta secgao analisaremos o problema de completamento de T'N P-matrizes
parciais, abordando a questao do ponto de vista da teoria de grafos. Pretendemos
determinar que condigdoes sao necessarias para a  existéncia de
TN P—completamentos de um grafo.

O seguinte resultado diz respeito a grafos dirigidos:

Proposicao 3.1. Dado um qualquer grafo dirigido D, existe uma T'N P—matriz
parcial ndo combinatorialmente simétrica, cujo digrafo das entradas especificadas
é D, que nao admite T'N P—completamentos. Por outras palavras, nenhum digrafo
admite T'N P—completamentos.

Demonstragdo. Seja D = (V,E), onde V = {1,...,n}. Sabemos que existem
i,7 € {1,...,n} tais que (i,j) € E e (j,i) ¢ E. Consideremos a matriz parcial
A = (ag)} ;—1, n x n, definida por

U I )
1. A[{i,j}] = 9 1 | %€t<J
A S T O I
2. A{i, j}] = 0 —1 se i > j;

3. ag; = 0 para quaisquer k,[l € {1,...,n} tais que (k,l) € E —{(¢,7)}.

As submatrizes de A totalmente especificadas de ordem superior a 1, caso
existam, tém, no maximo, uma entrada nao nula. Logo, tais submatrizes, caso
existam, tém determinante nulo. Podemos, portanto, afirmar que A é uma
T N P—matriz parcial, cujo digrafo das entradas especificadas é D.

Mostremos, agora, que nenhum completamento A, de A é uma T'N P—matriz.
Independentemente do valor com que especificamos a entrada (j,4), temos que
det A. [{i,j}] = 1. Logo, A nao admite T'N P—completamentos. O

Atendamos, agora, ao caso dos grafos nao dirigidos.

Lema 3.1. Se um grafo ndo dirigido G admite T'N P—completamentos e G con-
tém as arestas {i,j} e {j, k}, para alguns i, j, k vértices distintos, entdo G contém,
também, a aresta {i,k}. Por outras palavras, se G contém as arestas {i,j} e
{j, k}, entao o subgrafo induzido pelos vértices i,j,k é completo.

Demonstragao. Suponhamos que G = (V, E) nao contém a aresta {i,k}. Dado
que a classe das T'N P-matrizes nao ¢é invariante para as semelhancas de per-
mutagao, nao podemos assumir que ¢ < j < k: é necessario analisar todas as
possibilidades. No entanto, facilmente se verifica que qualquer dos possiveis ca-
sos é analogo a um dos que de seguida apresentamos:
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(a)i<j<k

Dada uma matriz parcial A, cujo grafo das entradas especificadas é G, a
submatriz A [{i,7,k}] de A é da forma

* % 7
Al{i, g, kY= * = * |,
7T ox %

onde * representa uma entrada especificada. Consideremos a matriz parcial
A = (aym)},,—, definida por

-1 -1 7
L. A[{Z’]’ k}] = —2 0 —1 ;
7 =2 -1

2. apy =0, paral,m € {1,...,n} tais que {I,m} € B — {{i,7},{J, k}}.
Vejamos que A é uma TN P-matriz parcial. Temos que
det A [{Za]}] =det A [{Ja k” = =2

Todas as restantes submatrizes de A totalmente especificadas de ordem superior
a 1, caso existam, tém uma linha ou uma coluna nula. Logo, se tais submatrizes
existem, tém determinante nulo. Assim, A é, de facto, uma T'N P—matriz parcial.
Além disso, o grafo das entradas especificadas de A é, obviamente, G. Dado
um completamento A, de A, o determinante da sua submatriz A, [{j, k}|{i,7}] é
positivo. Logo, A nao admite T'N P—completamentos.

(b)i<k<y

Neste caso, se A é uma matriz parcial cujo grafo das entradas especificadas é
G, entao A[{i, k,j}] é da forma

* 7T %
Al{i kg = 7 = x|,
* % %

onde * representa uma entrada prescrita. Seja A = (aim)},,—; @ matriz parcial
definida por

-1 7 -1
LAk G =1 7 0 -1 |;
-2 -2 -1

2. apy =0, paral,m € {1,...,n} tais que {|,m} € B — {{i,7},{Jj, k}}.
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Temos que
det A [{i, j}] = —1

det A[{k,j}] = —2.

As restantes submatrizes de A totalmente especificadas de ordem superior a 1,
caso existam, tém uma linha ou uma coluna nula e, por conseguinte, sao singu-
lares. Logo, A é uma TN P—matriz parcial cujo grafo das entradas especificadas
¢ G. Dados z,y € R, seja A. o completamento

-1 y -1
A {i, ki =1 = 0 -1
-2 -2 -1

de A. Simples cédlculos mostram que det A, [{k,j}|{7,k}] é ndo positivo se e
somente se © = 0 e que det A. [{7, k}|{i,7}] é ndo positivo se e s6 se x < —1.
Portanto, A. ndo é uma TN P-matriz e A ndo admite TN P-completamentos.

Em qualquer dos casos, existe uma T'N P-matriz parcial, cujo grafo das en-
tradas especificadas é G, que nao admite T'N P—completamentos. Logo, G nao
admite T'N P-completamentos. O

O lema anterior permite-nos obter o seguinte resultado:

Proposicao 3.2. Seja G um grafo que admite TN P—completamentos. Entao, o
subgrafo induzido por qualquer caminho em G € completo.

Demonstragdo. Seja G = (V,E) um grafo que admite T'N P—completamentos.
Atendendo ao Lema 3.1, sabemos que o subgrafo induzido por qualquer caminho
de comprimento 2 é completo.

Admitamos, agora, que o resultado é valido para qualquer caminho de com-
primento m < k. Suponhamos que G contém um caminho de comprimento k,
digamos {il, ig}, {iQ, ig}, ey {ik—l, ik}, {’ik, ik+1}, onde i1,..., 1k, ik+1 € V. Con-
sideremos o caminho {41,142}, ..., {ix—1, i }. Pela hipdtese de indugao, o subgrafo
induzido pelos vértices i1, ...,i,_1, i é completo, ou seja, {j,1} € E, para quais-
quer j,l € {i1,....,ik—1,7}. Um argumento semelhante pode ser usado para
provar que o subgrafo induzido pelos vértices s, i3, ..., ik, k11 € completo, ou
seja, {j,l} € E, para quaisquer j,l € {ig,...., ik, ik+1}. Para concluir a de-
monstracao, resta provar que {i1,ix+1} € E. Temos que {i1,ix}, {ik,ix+1} € E.
Assim, pelo Lema 3.1, também {i1,ix11} € E. Portanto, o subgrafo induzido
pelo caminho {i1,i2}, {2,493}, ..., {ik—1, 0k}, {ik,ix+1} é completo. O

Corolario 3.1. Seja G um grafo que admite TN P—completamentos. Entao,
qualquer seu subgrafo induzido conexo é completo.
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Demonstragao. Sejam G = (V, E) um grafo que admite T'N P—completamentos e
H = (V(H),E(H)) um seu subgrafo induzido conexo. Podemos admitir que H
tem pelo menos 2 vértices.

Sejam i,j € V(H) tais que i # j. Sendo H conexo, existe um caminho I'
de i para j em H e, consequentemente, em G. Pelo resultado anterior, (V(I"))
¢ completo. Sendo H um subgrafo induzido de G, todas as arestas de (V(I))
pertencem a F(H). Em particular, {i,;j} € E(H).

Vimos, assim, que se i,j7 € V(H), entao {i,j} € E(H), ou seja, que H é
completo. O

Podemos comprovar, pelo exemplo que de seguida apresentamos, que, em
geral, um grafo G cujos subgrafos induzidos conexos sao completos nao admite
T N P—completamentos.

Exemplo 3.2. Consideremos a seguinte T'N P—matriz parcial

-1 -1
A= -2 0 7
? 7 -1

O grafo das entradas especificadas de A é tal que todos os seu subgrafos induzidos
conexos sao completos. No entanto, A nao admite T'N P-completamentos. Seja

-1 -1 T
Ac=1| -2 0 y

z w -1

um completamento de A. Por forma a que det A, [{1,2}|{2, 3}] seja ndo positivo,
é necessario que y = 0. Mas, nesse caso, det A, [{2,3}|{1,3}] = 2. Portanto, A,
nao é uma T N P—matriz, independentemente dos valores de z,y, z e w.

Uma rapida analise aos resultados apresentados nesta seccao permite-nos afir-
mar que a existéncia de entradas nulas condiciona fortemente a existéncia de
T N P-completamentos de uma grande quantidade de grafos. Tal facto ilustra a
motivacao para a exigéncia de determinadas condigoes nas entradas especificadas
em todos os resultados apresentados nas secc¢oes que se seguem.

3.1.1 Grafos cordais

Consideramos, nesta seccao, o problema de completamento em questao para
matrizes parciais combinatorialmente simétricas cujos grafos associados sao grafos
cordais. Tendo em conta que a classe das T'N P—-matrizes nao é invariante para as
semelhancas de permutagao em geral, comecamos por considerar grafos cordais

monotonamente etiquetados.
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Vejamos que, em geral, se G é um grafo 1-cordal conexo monotonamente
etiquetado, entao G nao admite T'N P-completamentos. Para tal, basta-nos en-
contrar uma T'N P-matriz parcial, cujo grafo das entradas especificadas é G, que
nao admita T'N P-completamentos.

Dado um grafo 1-cordal conexo monotonamente etiquetado G com n vértices,
sabemos que existem naturais 1 < n; <ng <...<n, =n tais que E(G) é dado
por ({1,2,...,n1} x{1,2,...,m})U({n1,n1+1,...,n2} x{ny,n1+1,...,ne})U
U1, npo1 1, gt x{np—1,np—1+1,...,np}). Temos, assim, p cliques
maximais e os vértices separadores minimais tém apenas 1 vértice.

Seja A uma matriz parcial cujo grafo das entradas especificadas é G. Aten-
damos a submatriz A [{n; — 1,n1,n1 + 1}]. Tal submatriz é da forma

* % 7
Al{n1 — Lni,nmi + 1} = | x * * |,
7 % %

onde * representa uma entrada especificada. Temos, pois, que G contém as
arestas {n1 — 1,n1} e {n1,n1 + 1}, mas nado contém a aresta {n; — 1,n; + 1}.

Com base no Lema 3.1 e na respectiva demonstracao, construimos a seguinte
T N P-matriz parcial, cujo grafo associado é G:

000 ... 0 0 ?2°? ... ...?°? ...7%2
00 ... 0 0 ? 2 ? 7 ? 9 ?
0 0 -1 -1 ? 7 ? 7 ? 9 ?
0 0 2 0 -1 0 0 ? ? 7 ?
? 7 ?2 2 -1 0 0 ? ? 7 ?
? 7 2 0 00 0 ? ? 7 ?
A= :
? 7 00 ... 00 ? 92 ?
?? A 2 4 00 ? ? ?
? 9 2?2 9? ? 09 00 0
? 9 ? 9 ? 7?09 00 0
2?7 ... 0?2 79?7 .77 ...00 ...0

Note-se que a submatriz A. [{n1,n1 + 1}|[{n1 — 1,n1}] tem determinante positivo,
para qualquer completamento A. de A. Portanto, A ndo admite T'N P—comple-
tamentos.
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Concluimos, assim, que G nao admite T'IN P-completamentos.

Podemos, no entanto, garantir a existéncia de T'N P—completamentos de de-
terminadas TN P-matrizes parciais cujo grafo associado é G. Ao longo do es-
tudo desenvolvido neste caso, baseamo-nos, amitide, no seguinte facto devido a
Frobenius-Konig.

Lema 3.2. Seja A wma matriz n X n com uma submatriz p X q de zeros. Se
p+q>n+1, entdo A € singular.

Comegamos por considerar um caso particular dos grafos 1—cordais monoto-
namente etiquetados, nomeadamente o caso em que existem, apenas, dois cliques
maximais.

Proposicao 3.3. Seja A uma TN P—matriz parcial cujo grafo das entradas espe-
cificadas € 1—cordal monotonamente etiquetado com dois cliques maximais e tal
que a entrada correspondente ao vértice separador minimal € ndo nula. Entdo,
A admite TN P-completamentos.

Demonstragcao. Podemos admitir, sem perda de generalidade, que A é da forma

A A 7
A= Agl —1 A%; ,
7 Az Ass

onde Ao, Ao1 € RP, Aoz, Azn e RTep+qg=mn—1.
Consideremos o completamento

A Ap —Ap AL
A, = Agl —1 A%})
— A Al Az As3

de A. Pretendemos mostrar que A, é uma T'N P-matriz.

Sejam «, 5 € {1,...,n} tais que |a] = |B|. Seja k o indice de sobreposicao
dos cliques. Podemos definir a1, 51 C {1,...,k — 1}, ag, B2 C{k+1,...,n} tais
que a« —{k} =a1Uaz e f—{k} = 1 Upfo.

Obviamente, se |a] = |B] = 1, det A, [a|] < 0. Consideramos, entao, no que
se segue, apenas submatrizes de ordem superior a 1.

Comecemos por estudar os casos em que pelo menos um dos conjuntos oy, s,
01, B2 é vazio. Consideramos os seguintes casos:
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(1l)ar#Deaz=10
(1.1) o =0

Neste caso, A; [a|f] é uma submatriz de

All A12
AL —1

E, portanto, uma submatriz totalmente especificada de A, pelo que tem determi-
nante nao positivo.

(1.2.) [B2 =1

Neste caso, sabemos que existem naturais 1 < i1 < i < ... < iy < k e
1< <jo<...<gt <n,comj—1 <k < j, tais que a = {iy,...,4} e
B=A{j1,-..,jt}. Assim, A.[a|f] é da forma

—Qiyjr T Qivge - TQigg T kAkj,
—Qigjy T Qiggy - TQiggy T QigkAkjy

)
Qi T Qiggy - TQig .y Qi kAkg,

onde cada a;; é nao negativo. Se k € 3, entdo ji—1 = k e det A. [a|B] = 0. Se
k¢ B, det Ac[a]B] = ayj, det Ac[o|(B — B2) U {k}] < 0.

(1.3.) |B2] > 1
Neste caso, existem naturais 1 < i3 < io < ... <53 < kel < j; < j2 <
coe < Js < Jsg1 < oo. < Jr < nycom s < k < jst1, tais que a = {iy,... 0} e

B={j1,.--,j¢}. Assim, A.[«|f] é da forma

—Qi5 T Qg - T Qiygs T Qi kQkjeq - - T Qi kAL
—Qiygy T Qiggy - TQiggy TQigkQkje g - - T Qigk Qg

. . . )
_a’itjl —am-z e —aitjs —aitkakjsﬂ e —aitkakjt

com todo o a;; ndo negativo, pelo que det A, [o|5] = 0.
(2.) ar=0eay#0
(2.1.) B =0

Neste caso, A. [a|f] é, entao, submatriz de

oA
Agy Ass |’
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pelo que det A, [a|5] < 0.
(2.2) 4] =1

Neste caso, sabemos que existem naturais k < i1 < io < ... < iy < ne
1 <j1 <joa<...<j<mn,comj <k < jo, tais que a« = {i1,..., %} e
B=A{j1,--. 7t} Assim, A.[a|f] é da forma

TQikOQkjy T Qiyge e TQigg gy T Qiggy
—Qipkkj; T Qiggy oo TGingy g T Giggy

. . )
—aitkakjl —aim e —aithl —aitjt

onde cada a;; € ndo negativo. Se k € (3, entao jo = k e det A. [a|5] = 0. Se k ¢ (3,
det A [a| ] = ay;, det A [af (B — 1) U {k}] < 0.

(2.3.) A1l > 1

Sabemos, entao, que existem k < i1 < ix < ... <4 <nel <j; <jo <
v < Js < Jsp1 < oo < Jp < mycom Js < k < jsi1, tais que a = {ig, ..., 0} e
6 ={j1,-..,7t} A submatriz A, [«|S] é, portanto, da forma

—QikOQkjy - T kCkjs T Qiggey ceo T Qi T Qiggy
TQigkAkjy - TQigkQkjs T Gigjey - - TQigg . T Qiggy

. . )
—aitkakﬁ e —aitkakjs —aitjsﬂ e —aithl —aitjt

sendo todo o a;; nao negativo, donde det A, [«|5] = 0.
B)ag#Dear#0

(31) B #De =10

(3.1.1.) |ag| =1

Neste caso, existem naturais 1 < 41 < io < ... < iy < n, com 441 < k < iy,
el <j1<jo<...<ji <k tais que @ = {i1,...,i} e B = {j1,...,Jt}. Logo,
A. [a|f] é da forma

— @4y 5, — Q41 5o ce —Qiy gy
@iy —Qigjy s —Qigjy
9
—Qi 151 TQi_1gp e T Qi
L —aitkakjl —aitkaka e —aitkakjt ]

com cada aj; ndo negativo. Se k € «, isto é, se i1 = k, entao det A [a|3] = 0.
Se k ¢ a, det A [@|f] = aj,i det Ac [(ov — a2) U {k}|5] < 0.
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(3.1.2.) Jag| > 1

Existem, entao, naturais 1 < 1 < i9 < ... < 15 < fgq1 < ... < @y < n,
com is < k < igp1, el < ji1 <jo<...<js<ktaisquea={i...,it} e
B ={j1,...,j¢}. Assim, a submatriz A. [«|5] é da forma

—Qiy 51 —Qiy 5o s Qi gy
—Qizj —Qiyj s —Qigjy
—Qigj —Qigjo S — Qg )
Qi kA T Qi kQkjy - T Qi kOkjy
—aitkakjl —aitkakh Ce —aitkakjt

onde todo o a;; é nao negativo. Podemos, pois, afirmar que det A, [o|3] = 0.
(32) 1 =0e By #0
(3.2.1.) |y| =1

Sabemos, neste caso, que existem naturais 1 < i1 < i3 < ... < 73 < n,
comig < k <o, ek < j1 < jo<...< g <ntais que a = {i,... i} e
6 ={j1,-..,jt}- A submatriz A.[«|S] é, entao, da forma

—Qj1 kQkjy  — Qi kOQkjy - .- T4 kAL,
—Qigjy —Qipjp s @iy,
. . . M
— Qg T Qiyjo <. Qi gy

com aj; > 0 para quaisquer ¢ e j. Por conseguinte, se k € «, det A. [o|3] = 0. Se
k¢ o, det Ac [a|f] = ai, det Ac [(a — 1) U{E}|G] < 0.

(3.2.2.) Jou| > 1

Existem naturais 1 < iy < ... <ig <igp1 < ... <t <n, com iz < k < igy1,
ek <j1<jo<...<ji<mtaisquea={i,...,is} e B ={j1,...,Jt}. Assim,
A. [a|f] é da forma

—Qj kQkjy  — Qi kOQkjo - .- Qi kAL,
—aiskakjl —aiskaka Ce —aiskakjt
M
Qi1 TQigi1je - T Qiggy
| @i —Qigjo e @iy gy
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com cada a;; nao negativo. Logo, det A, [a|3] = 0.

Para concluir a demonstracao, resta-nos estudar o caso em que todos os con-
juntos ai, ame, B1 € P2 sao nao vazios.

Sabemos, entao, que existem 41,09, . .. 05, Gst1y- -0ty J1y 02« s Jrs Jrals - - o5
Jp € {1,...,n} tais que i1 < ... < iy < lgp1 < ... < i, j1 < ... < jp <
jr+1 < ... < jp € a1 = {ily"')is}) Qo = {Z'S-‘rla"wit}a ﬁl - {j17"‘7j7"} €
/62 = {jr+17"‘7jp}'

Consideramos as seguintes situacoes:

(l)keaekep

Neste caso, t = p e A.[a|f] é da forma

— Q44 . — Q4 5, —Qj k —ailkaijH cee T4 kAL,
Qisgy e —Qigj, —Qisk  TQikOkjyy - T QigkQkjy
— Ak oo — Ak, -1 —aij_H cee —Aakj, 5
TGig 1 kkjy e T @iy kOkj T Qigpak T Qpgepr o T Qg
—aitkakjl Ce —aitkakjr —aitk _a’itjr+1 . —al-tjt

onde cada a;; ¢ nao negativo.

(LL) [B1] = |an| = 1

Para cada | € {s+1,...,t} tal que a;; # 0, substituimos a (I + 1)-ésima
linha de A, [«|5] pela sua soma com a (s+ 1)-ésima linha multiplicada por —a;,.
Obtemos uma matriz A da forma

i | AdaiU{k}IB U (k)] | Aclon U {k}[Bo]
0 | B

Note-se que A tem uma submatriz |a| % (|81|+1) de zeros. Atendendo ao Lema
3.2, sabemos que det A = 0 se |ap| + |81 +1 > |a| + 1. Ora,

lao| + |G| +1 2> |al+1 <= ||+ |61 +12> o]+ |ag|+1+1
= || = || > 1.

Portanto, det A = 0 e, por conseguinte, det A, [o|3] = 0.
(1.2.) [B1] = || =0

Consideremos, uma vez mais, as transformacoes elementares referidas no caso
anterior e a matriz obtida A. Note-se que |31| = ||, pelo que Ac[a1U{k}|B1U{k}]
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e B sao matrizes quadradas. Assim, A é uma matriz triangular por blocos, pelo
que det A = det A.[a; U {k}|B1 U {k}] det B. Vejamos que B tem determinante
nao negativo. Consideremos a submatriz

-1 —Okjry oo —Okjy

— Qi kg ijean e —Qigj

ARy Uaglfkyus = | T T .
A4k Qg s —Qiy gy

Para cada [ € {s+1,...,t} tal que a;) # 0, substituimos a ([ — s + 1)—¢ésima
linha de A.:[{k} U aa|{k} U B2] pela sua soma com a primeira linha multiplicada
por —a;,,. Obtemos a matriz

1| A[{k}[5]

C =
0| B

Como det C = det A.[{k} U agl{k} U B2] < 0 e detC = —1 x det B, podemos
afirmar que det B > 0. Portanto, det A < 0 e, por conseguinte, det Aclalf] <0.

(1.3.) laa] = [Br[ = 1
Seguindo um raciocinio semelhante, obtemos uma matriz A da forma

* ‘ 0
Acl{k}Y U az|B1] | A[{k} U asl{k} U Bs]

Note-se que A tem uma submatriz |a;| x (|82] + 1) de zeros. Pelo Lema 3.2,
sabemos que det A = 0 se |ay| + |B2| +1 > |a| + 1. Dado que

a1 + Bl + 1> Jal +1 <= |aa|+|Bl+1> |6+ |8 +1+1
= || —|5] >1,

podemos concluir que det A = 0 e, portanto, det A.[a|3] = 0.
2)keaekd¢p
Neste caso, t =p — 1 e A, [o|f] é da forma

—Qjq 45, e — Qg 4, —ailkaijH e —ailkakjp
_aisjl e —aisz —aiskakjrﬂ . —aiskakjp
— 0y, e —0kj,. —aijl e —akjp 5
Qi kg - T Qi kQkj, T Qi o0 T Qig gy
— Q4 kO gy Ce — Q4 kO, Ay PN —a,;tjp
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onde a;; > 0 para quaisquer ¢ e j.
(2.1.) [B1] = aa| = 2

Seguindo um raciocinio analogo ao apresentado para casos anteriores, po-
demos obter, usando transformacoes elementares adequadas, uma matriz A da
forma

i- Aclon U {k}B1] | Aclon U {k}|82]
0 | B ’

com determinante igual a A.[a|5]. Observe-se que A tem uma submatriz nula
|aa| x |B1]. Atendendo ao Lema 3.2 e a que

]a2|+|ﬂ1|2\a\—|—1 < |a2\+\ﬁ1]2|a1|+\a2|+1+1
= |61 = || > 2,

podemos afirmar que det A.[e|3] = det A = 0.
(2.2) [Bi] = fea] =1

Atendamos as transformagoes elementares referidas nos caso anterior e & ma-
triz A obtida por meio dessas transformagoes. Temos, uma vez que |f31| = |ag|+1,
que AcJaq U{k}|51] e B sao matrizes quadradas. Além disso, por transformagoes
elementares sobre a matriz A[{k} U ag|{k} U 2], é possivel obter a matriz

[ —1 | A{K}|5]

o[ B

Facilmente se verifica, portanto, que det B > 0. Logo, det A.[a|f] = det A =
det A.[aq U {k}|51]det B <O0.

(2.3.) laa| = [Ar] = 1

E possivel substituir certas linhas de A.[a|3] pela sua soma com a (s + 1)-
—ésima linha multiplicada por escalares nao nulos adequados e obter uma matriz
A da forma

i D | 0
| Ak U ol B1] | Ac[{k} Uas|Bs] |

Observe-se que A tem uma submatriz |a;| x |32| de zeros. Atendendo ao Lema
3.2, sabemos que det A = 0 se |ay| + |B2] > |a| + 1. Ora,

lar| + 182 Z la|+1 <= |a1| + (B2 = |Bu] + [B2] +1
< \a1|—|ﬁ1|21.

Podemos, deste modo, concluir que det A = 0 e, portanto, det A.[«|3] = 0.
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(2.4.) B1] = fea] =0

Neste caso, |f1| = |ai|, pelo que os blocos D e A.[{k} U az|f2] da matriz
A do caso anterior sdo matrizes quadradas. Assim, A é uma matriz triangular
por blocos cujo determinante coincide com o determinante de A.[cr|f] e tal que
det D > 0. Facilmente se verifica que, nestas condigoes, det A.[ar|3] < 0.

B)kdaekep
Neste caso, t =p+1 e A. [o|f] é da forma

—ailjl e —aile —ailk —ailkakjrﬂ e —ailkakjp
_aisj1 e —aisjr —Qi Kk —aiskakjrﬂ e —aiskakjp
)
Qi kg -0 T Qig 1 kOkj T gk T Qigpgrer - o0 T iggagy
— @k Akjy e TGk Ak, —Qk T Qigjrga o “Qiggp

sendo todo o a;; nao negativo.

(3.1.) [B1] = lan| = 1

Neste caso, usando transformacoes elementares sobre colunas adequadas, po-
demos obter uma matriz A, cujo determinante é igual ao de A.[«|3], da forma

i _ | Bl Adail{k} U]
0 | Acfaol{k} U Bo]

Note-se que A tem uma submatriz |as| x 1| de zeros. Como

lao| + A1 2 ol +1 <= oo+ [6i] = || + | +1
= [Bi] =] =21,
podemos afirmar, pelo Lema 3.2, que det A = 0 e, por conseguinte, que também

det A.[a|8] = 0.
(3:2.) [B1] = || =0

Note-se que |31| = |ai| = 0, donde a matriz A, referida no caso anterior, é
triangular por blocos. Facilmente se verifica que det B > 0. Logo, det A < 0 e,
portanto, A.[c|f] tem determinante nao positivo.

(3.3.) lea| = [61] = 2

Substituindo determinadas colunas de A.[a|f] pela sua soma com a (r 4+ 1)—
—ésima coluna multiplicada por certos escalares nao nulos, obtemos uma matriz
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A da forma

A | AdealBru (k)| 0
Acloa|BrU{R} | D |

Observe-se que A tem uma submatriz |aq | x | 32| de zeros. Pelo Lema 3.2, sabemos
que det A = 0 se |a1| + |B2] > |a| + 1. Atendendo a que

laa| + 62| > |la|+1 <= |aa|+ 62| = |01] + P2 +1+1
<~ |a1|_|ﬁl|22a

podemos concluir que det A = 0 e, portanto, det A.[a|3] = 0.
(3.4.) laa| = [B] =1

Dado que |a;]| = |B1| + 1, os blocos A.[aq|f1 U {k}] e D da matriz A refe-
rida no caso anterior sio matrizes quadradas. Por conseguinte, A é uma ma-
triz triangular por blocos, com determinante igual ao de A.[«|f]. Dado que
det A = det Ac[a1]B1 U {k}]det D e dado que facilmente se comprova que D tem
determinante nao negativo, podemos afirmar que det A.[a|5] < 0.

A)kd¢aek¢p

Neste caso, temos que t = p e que a submatriz A. [«|5] é da forma

—ailjl e —aile —ailkaij_l e —ailkakjt
_a’isjl A _aisjr _a’iskakj'ﬂrl A _aiskakjt
)
T 1 kA - T Qi KOk T Qigpagerr - T Qiggagy
—aitkakjl e —aitkakjr _aitjr+1 e _aitjt

com a;; > 0 para todo o ¢ e todo o j.

(4.1) 1B1] = o] > 2

Consideremos, primeiro, o caso em que a;,,,; = 0. Nesse caso, o elemento na
posi¢ao (isy1,7) de A, é nulo, para todo o j < k. Para cada j > k, consideremos
a submatriz

Al{k,isp1t{k, 5} = [ o ] :

0 —ais+1j

Sabemos que esta submatriz tem determinante nao positivo. Portanto, a;,, ,; = 0.
Assim, a (is41)—¢sima linha de A, é, consequentemente, nula. Logo, a (s + 1)—
—ésima linha de A;[a|f] é nula e esta submatriz tem determinante nulo.
Atendamos, agora, ao caso em que a;, ., ,; 7 0. Para cadal € {s+2,...,t}
tal que a;; # 0, substituimos a [-ésima linha de A.[a|3] pela sua soma com a
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—1
ts+1k°

- | AdarUlisia}|6] | Al U {isia}1Bs]
- 0 | B ’

(s 4+ 1)—ésima linha multiplicada por —a;,xa Obtemos uma matriz da forma

cujo determinante coincide, obviamente, com o de A.[a|3]. Note-se que A tem
uma submatriz nula (Jag| — 1) x |51]. Dado que

lao| =1+ |B1| > || +1 <= |ao| =1+ |B1| > |oa| + |aa| + 1
= B = || > 2,

segue-se que det A = 0 e, por conseguinte, det A.[a|3] = 0.
(4.2.) [Br] = |en| =1

O caso em que a;, k=0 ¢é tratado como no caso anterior.

Atendamos, agora, ao caso em que a; .,k # 0 e consideremos as trans-
formacdes elementares referidas no caso anterior e a matriz A obtida. Observe-se
que os blocos Afa; U {isy1}|31] e B sdo matrizes quadradas. Portanto, A é
uma matriz triangular por blocos, sendo o seu determinante igual ao de A.[«|g].
Atendamos, agora, & matriz quadrada

— @ik | Ac[{ist1}(5]
Aclag — {ise1}{k}] | Aclaz — {ist1}B2]

Para cada | € {s + 2,...,t} tal que a;,; # 0, substituimos a (I — s + 1)-ésima
linha de A.[az|{k} U 2] pela sua soma com a primeira linha multiplicada por
1
it

Ac[ag|{k} U Bo] =

— Qi k- Obtemos a matriz

C:

—Qig 1k ‘ Ae [{is+1}‘52]
0 | B '

Dado que det C' = det A.[ag|{k} U 2] < 0 e dado que a;,_,x # 0, podemos

concluir que det B > 0. Assim, det A = det A.[a; U {is1}|61]det B < 0.

(4.3.) loa] — |B1] = 2

Comegamos por analisar o caso em que ag;, ., = 0. Nesse caso, o elemento na
posigao (i, jr+1) de A, é nulo, para qualquer i < k. Para cada i > k, consideremos
a submatriz

. . -1 0
Ak, i} {F, jri1}] = [ _ 3 ]
“Qik —Qijrg
Dado que o determinante desta submatriz é nao positivo, podemos concluir que
aij,., = 0. Assim, a (j,41)-¢ésima coluna de A. ¢é nula e, por conseguinte, a
(r 4+ 1)—ésima coluna de A, [a|3] é nula. Portanto, det A. [a|5] = 0.
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Consideremos, agora, o caso em que agj,,, 7 0. Para cadal € {r+2,...,t}
tal que ayj, # 0, substituimos a [~ésima coluna de A. [«|f] pela sua soma com a
(r + 1)—ésima coluna multiplicada por —akjla,;jlrﬂ. Obtemos uma matriz A, com
determinante igual ao de A.[«|f], da forma

A . AC[Oq’/Bl U {errl}] ‘ 0
Aclaa|BrU{jr}] | D

Como A tem uma submatriz |a1| x (|82| — 1) de zeros, sabemos, pelo Lema 3.2,
que det A = 0 se |a1| + |B2] — 1 > |a| + 1. Atendendo a que

g |+ [B2] =1 > o] +1 <= |ai|+|Be] =12 |Bi] +|Be] +1
= || —-|A]>2,

podemos concluir que det A = 0 e, portanto, det A.[a|3] = 0.
(44.) [aa| = B =1

O caso em que ayj, ., = 0 ¢é tratado como no caso anterior.

Consideremos, entao, o caso em que agj, , 7 0 e as transformagoes elemen-
tares referidas no caso anterior e a matriz A obtida. Note-se que os blocos
Aclar|B1 U {jr41}] e D sdo matrizes quadradas, pelo que A é uma matriz tri-
angular por blocos com determinante igual ao de A.[a|3]. Atendamos, agora, a
matriz quadrada

Ac[{k} U asl|f2] =

—akjey | A{k}|B2 — {Gri1}]
Acloal{jri}] | Aclaz|Be — {ira}] |

Para cada [ € {r + 2,...,t} tal que ag;, # 0, substituimos a (I — 7 + 1)-ésima
coluna de A. [{k} U a2|B2] pela sua soma com a primeira coluna multiplicada por
—akjla,;]iH. Obtemos a matriz

E =

_akjr+1 ‘ 0 '
Aclool{jr1}] | D

Como det & < 0 e agj,,, # 0, podemos afirmar que detD > 0. Logo,
det A = det A[aq|B1 U {jr+1}] det D < 0.

(4.5.) [B1] — || =0

Neste caso, r = s. Consideremos a submatriz A.[aU {k}|FU{k}] de Ac e a
sua particao

B u | —uvT
AcJaU{k}HBU{k} = wl | =1 2T ,
—zwt | 2 C
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onde B = Acfen|pi], u = Acfenl[{k}], w" = A[{k}B], vT = Ac[{k}|B],
z = AcJasl{k}] e C = A [az|B2]. Note-se que

B ‘ —uvT

Ac[a|ﬁ] = —sz ‘ C

Admitamos, primeiro, que B é invertivel.
Neste caso, sabemos que det B < 0 e det C' < 0. Atendendo a que

— )

det [ Bt ul ] <0 <= det B xdet(—1 —w? B 'u) <0
w —_—

podemos, entdo, afirmar que A = —w? B~y > 1.
Além disso, como
-1 UT T
det o <0 <= —1xdet(C—2z(—-1)v") <0,
z

sabemos, ainda, que det(C + zv”) > 0.
Atendamos, agora, a submatriz A.[«|5]. Temos que

B —uvT

det
¢ —zwt C

= det Bdet(C — zw' B~ tuv™)

= det Bdet(C + \zv?).

Pretendemos mostrar que det(C + Azvl) > 0. Seja v € R. Note-se que
r(z0T) = 1. C e 20T sdo matrizes de ordem m = t — s. Por uma questio de
simplificagao de escrita, denotemos por c;; e por b;; os elementos de C' e de 2T
respectivamente. Isto é, C' = (), e !l = (bij)i=1-

)
Recorrendo a propriedades dos determinantes, temos que

det(C + yzvT) = det C + M,

onde
b1 ci2 ... cm i1 ... Cim—1 bim
bo1 oo ... cCom €21 ... Com—1 bam
M = det i ] . + ...+ det
bmi Ccm2 ... Cmm Cml -+ Co;m—1 bmm

Para v = 1, temos que
det(C + yzvT) = det(C + z0T) > 0.

130



Logo,
M > —detC > 0.

Para v = A, temos que
det(C + yzvT) = det(C + Azv?) = det C + AM.

Assim,
det(C + A2v?) >0 <= AM > —det C.

Como A > 1e M > 0, segue-se que
MM > M > —detC.

Logo, se B ¢é invertivel, det A.[a|G] < 0.
Resta-nos, portanto, estudar o caso em que B nao é invertivel.

Sabemos, nesse caso, que uma coluna de B é combinacao linear das restantes,
ou seja, existe h € {1,...,s} tal que

—aij, = > (—&aa),
te({ji,ndst—{in})
para todo o @ € {i1,...,is}.

Por um lado, consideremos a matriz A.[a; U{k}|31U{k}]. O seu determinante,
nao positivo, é dado por

—Qiyjy Qi - ) (=&ai) - —aiy, —aik
le({gis-dst—{in})
—Qiyj,  —Gigjy - ) (=&ai) - —@ij —ik
det le({j1,--dst—{in})
€ .
—Qijy,  —Qigy - ) (—&aig) - —aig, —aik
le({g1s-dst—1{in})
| —Qkj;,  —Qkjy, --- —0Qkj, cee o —Qky, -1 ]
_ailjl —ailjz e 0 e —ailjs —ailk
TQiggy T Qiggy .- 0 cee Ty, —Qhsk
= det
—a,-sjl —aisjz e O . —aisjs —aisk
—Qkjy —Qkjy .- —Qkj, T Z (Elakl) cee Ay -1
L le({jis-dst—1{in}) i

_ <1>S+1+hx(akjh+ 3 @am))xdemc[auwl{jh}w{kn.
le({j1,--dst—{in})
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Logo,

2.

(114 (—ang, +
le({j1,-dst—1{dn})

(51%[)) > 0.

Por outro lado, consideremos a submatriz A.[(a; — {i1}) U {k}|51] de A.. O
seu determinante, nao positivo, é dado por

—Qigjy iy > (=&ai) .. —aiy,
le({gr,dst—{in})
det
TQigjr T Qigga E (—flaisl) — Qg4
le({jlv"sz}_{jh})
| “Okj1 T Okjy —Qkjp, —Okjs |
—Qigjy  —Qigjy 0 — @iy,
= det o . o
_alsjl _aZSJQ O _a’zs]s
TQkjy T Okjp kg, + Z (&ar) — Ak,
L le({g,ngst—{in}) i

= (o, +

2.

<5lam>) < det Acf(an — (i) (B — Uin}))-
le({ji,-dst—{n})

Portanto,

(-1 x (= +

2.

(51%1)) > 0.
le({j1,-dst—{dn})

Podemos, deste modo, concluir que

2.

le({gr,ndst—{in})

2.

lE({j17"'7jS}_{jh})

—ay;, + (Gaw) =0,

ou seja,

(Gaw)-

Akjp =
Assim, a h—ésima coluna de
B

—ZU)T

é combinacao linear das restantes. Portanto,

( )<|a1\




e, por conseguinte,

B —uvT

—zZwW C

) < |oa| + |azg] = a.

Logo, det A.[o|5] = 0. O
Podemos generalizar este resultado do seguinte modo:

Teorema 3.1. Seja G um grafo nao dirigido 1-cordal monotonamente etiquetado
e conexo. Toda a'T'N P—matriz parcial cujo grafo das entradas especificadas € G e
cujas entradas correspondentes aos vértices separadores minimais sao nao nulas
admite T'N P—completamentos.

Demonstragcao. A demonstracao segue por inducao no numero de cliques maxi-
mais.

Admitamos que o resultado é vélido para grafos 1-cordais monotonamente
etiquetados, conexos, com p — 1 cliques maximais e seja A uma T'N P-matriz
parcial cujo grafo associado é 1-cordal monotonamente etiquetado, conexo, com
p cliques maximais K1, Ko, ..., K, e tal que todas as entradas correspondentes a
vértices separadores minimais sao nao nulas.

A submatriz principal Ag,uk,, determinada pelos cliques maximais K; e
K5, é uma TN P—matriz parcial cujo grafo das entradas prescritas é 1-cordal
monotonamente etiquetado, conexo, com dois cliques maximais. Pela Proposicao
3.3, Ak, UK, admite um T'N P-completamento A, Uk, -

Seja A a matriz parcial obtida de A completando A, Uk, como em Ak, Uk,, -
A é uma TN P-matriz parcial cujo grafo das entradas especificadas é 1-cordal
monotonamente etiquetado, conexo, com p — 1 cliques maximais. Pela hipdtese
de inducdo, A admite um TN P-completamento. Por conseguinte, também A
admite um T'N P—completamento. |

Apresentamos, de seguida, um exemplo de uma TN P-matriz parcial, cujo
grafo das entradas especificadas é 1-cordal nao monotonamente etiquetado com
dois cliques maximais e cuja entrada correspondente ao vértice separador minimal
é nao nula, que nao admite T'N P-completamentos.

Exemplo 3.3. Consideremos a matriz parcial

-1 7 =2 ?
7 -1 -4 -
Al = s )
-1 -5 -1 =2

? —-10 -2 -1

cujo grafo das entradas especificadas é
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4
Observe-se que o grafo é 1-cordal, mas nao monotonamente etiquetado. Facil-

mente se verifica que A; é uma T'N P-matriz parcial. Vejamos que A; nao admite
TN P-completamentos. Dados x € RT e um completamento A;, de A; cuja en-
trada (1,2) é —x, simples célculos mostram que det A;, [{1,2}]{2,3}] = 4z — 2
e det Ay, [{1,3}|{1,2}] = 5 — z. Assim, esses menores sao ambos nao positivos
se e somente se z < 0.5 e x > 5, o que é impossivel. Logo, A; ndo admite
T'N P—completamentos.

Facilmente se obtém, com base no exemplo anterior, um exemplo de uma
T N P-matriz parcial cujo grafo associado é 2—cordal, ndo monotonamente eti-
quetado, que nao admite T'IN P-completamentos.

Exemplo 3.4. Consideremos a matriz parcial

-1 7 -2 7 7
7 -1 —4 -8 -8
Ag=| -1 —5 -1 -2 7|,

cujo grafo das entradas especificadas é

5 4

Facilmente se verifica que Ay é uma TN P-matriz parcial. Note-se que a
submatriz principal Ay [{1,2,3,4}] de A é a matriz parcial A; do exemplo ante-
rior. Obviamente, como A; nao admite T'N P—completamentos, também Ay nao
admite T'N P—completamentos.

Este dltimo exemplo permite-nos construir uma familia de grafos p—cordais
nao monotonamente etiquetados que nao admitem TN P—completamentos. A
ideia é bastante simples: para p = 3, consideramos o grafo G, = (V, E), com
V ={1,2,3,4,5,6}, cujo subgrafo induzido por {1,2,3,4,5} é o grafo associado
a matriz parcial As do exemplo anterior e tal que o arco (i, 6) pertence a E, para
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todo 0 i € {2,3,4,5}. Note-se que os cliques maximais de G}, sdo, exactamente,
{1,3}, {2,3,4,6} e {2,4,5,6}. G, é, portanto, um grafo 3—cordal. Consideremos
a matriz parcial A, 6 x 6, cujos elementos da diagonal principal sao todos espe-
cificados e iguais a —1, tal que A, [{1,2,3,4,5}] = A e tal que os elementos nas
posicoes (i,6) e (6,7) s@o iguais aos elementos nas posicoes (i,4) e (4,17), respecti-
vamente, para cada i € {2,3,4,5}, sendo as restantes entradas nao especificadas.
Facilmente se verifica que A, é uma TN P-matriz parcial cujo grafo associado
é Gp. Dado que a submatriz A, [{1,2,3,4,5}] de A, é a matriz parcial Ay do
exemplo anterior, podemos concluir que A, nao admite T'N P—completamentos e,
por conseguinte, G, nao admite T'N P—completamentos.

Em geral, para p > 3, consideremos o grafo G, = (V,E), onde V = {1,2,...,
p + 3}, cujo subgrafo induzido por {1,2,...,p + 2} é o grafo associado & matriz
parcial A, 1 e tal que o arco (i,p + 3) pertence a E, para qualquer ¢ perten-
cente a {2,...,p + 2}. Observe-se que os cliques maximais de G, sao {1,3},
{2,3,4,6,...,p+3} e {2,4,5,6,...,p+ 3}, donde G, é um grafo p—cordal. Con-
sideremos a matriz parcial A,, (p + 3) X (p + 3), cujos elementos da diagonal
principal sdo todos prescritos e iguais a —1, tal que A, [{1,...,p+2}] =A4, 1 ¢
tal que os elementos nas posigoes (i,p+3) e (p+ 3, i) sao iguais aos elementos nas
posicoes (i,p+2) e (p+2,1), respectivamente, para cada i € {2,...,p+2}, sendo
as restantes entradas nao prescritas. A, é, assim, uma T'N P-matriz parcial cujo
grafo associado é G,. Como a submatriz A, [{1,...,p+ 2}] de A, nado admite
TN P-completamentos, também A, nao admite "N P-matrizes como completa-
mentos. Portanto, G, nao admite T'N P—completamentos.

O problema de completamento de T'N P—matrizes parciais cujo grafo das en-
tradas especificadas é p—cordal monotonamente etiquetado, com p > 2, é, ainda,
uma questao em aberto.

O caso mais bésico dos grafos 2—cordais é o duplo triangulo. Nos resultados
que se seguem, consideramos o problema de completamento em questao para o
caso das T'N P—matrizes parciais cujos grafos das entradas especificadas sao du-
plos triangulos monotonamente etiquetados e cujos elementos da diagonal prin-
cipal sdo nao nulos. A morosidade deste estudo revela a dificuldade de tratar o
caso mais geral.

Lema 3.3. Seja A uma TN P-matriz parcial da forma

-1 -1 —ai3 ?
A= —an1 —1 -1 —an4 :
—asi -1 —1 -1
? —a42 —Q43 —1

onde cada a;j é positivo. Entdo, A admite TN P-completamentos.
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Demonstracao. Para que A seja uma T N P-matriz parcial, os determinantes das
submatrizes A [{1,2,3}] e A[{2,3,4}] tém de ser nao positivos. Temos, entao,
que azy = ao1 ou a1z = 1 e que ago = ay3 ou azy = 1. Em qualquer um destes
casos, nao é dificil de comprovar que

-1 -1 —a13 —aizag
—a -1 -1 —
A, = 21 Q24
—asl -1 -1 -1
—a31a42 —a42 —a43 -1
é um TN P-completamento de A. O

Note-se que se A é uma T'N P—matriz parcial cujo grafo das entradas especifi-
cadas é um duplo triangulo monotonamente etiquetado, entao podemos admitir,
sem perda de generalidade, que A é da forma

-1 —1 —ais ?
—a -1 -1 —a
A— 21 24 ’
—azg1 —azz —1 -1
? —a42 —a43 -1

onde cada a;; é positivo. Atendendo ao resultado anterior, sabemos que se o
vértice separador minimal é nao invertivel, entao existe um T'N P—completamento
de A.

Atendamos, agora, ao caso em que o vértice separador minimal é invertivel,
ou seja, ao caso em que asze > 1. O seguinte lema permitir-nos-a garantir a
existéncia do completamento desejado também neste caso.

Lema 3.4. Consideremos a T N P-matriz parcial

—1 -1 —ai3 ?
—a —1 -1 —a
A— 21 24 7
—az1 —azz —1 -1
? —a42 —Q43 -1

onde cada a;; € positivo, sendo azz > 1. Entdo, a matriz parcial B obtida de
A completando a entrada da posi¢ao (4,1) com —a31a42a§21 €, também, uma
TN P-matriz parcial.

Demonstracao. E f4cil de verificar que todos os menores correspondentes a sub-
matrizes de ordem 2 totalmente especificadas sao nao positivos.

Atendamos, entao, as submatrizes de ordem 3. Sendo A uma TN P—matriz
parcial, sabemos que det A [{1,2,3}] e det A[{2,3,4}] sdo ndo positivos. Logo,
det B[{1,2,3}] e det B[{2, 3,4}] s@o, também, nao positivos.
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Para as restantes submatrizes 3 x 3 totalmente especificadas, temos que
det B [{1,2,4}{1,2,3}] = aszaz, det B[{1,2,3}] + (asz — azza43)(1 — as1)azy,

det B [{1,3,4}{1,2,3}] = (ag1 — as2)(aszas3 — as2)az,
det B [{2, 3, 4}’{1, 2, 3}] = (CL42 — a32a43)(a21a32 — agl)ag;,
det B[{2,3,4}[{1,2,4}] = (as2 — aza)(az1a32 — az1)azy

det B [{2, 3, 4}’{1, 3, 4}] = aglagzl det B [{2, 3, 4}] + (a1 — azg1a32)(1 — a43)a§21.

Facilmente se verifica que todos estes menores sao nao positivos. Portanto, B é
uma T'N P-matriz parcial. O

Consideremos duas T'N P-matrizes parciais A e B como no enunciado do re-
sultado anterior. Obviamente, se mostrarmos que existe um T'N P-completamento
B, de B, poderemos concluir que existe um TN P-completamento A, = B, de
A. Tendo em conta o completamento obtido no caso em que o vértice separador
minimal é nao invertivel, parece légico pensar que a matriz

-1 -1 —ai3 —aizaz
—an1 -1 -1 —ag4
B. =
—asy —ag2 —1 -1
1
—a31042035 —Q42 —043 -1

é um T'N P—completamento de B. Facilmente se verifica este facto quando a13 = 1
ou ag4 = 1. No entanto, como o seguinte exemplo ilustra, um completamento
deste tipo nao é, em geral, uma T N P—matriz.

Exemplo 3.5. Consideremos a seguinte T'N P-matriz parcial

B =
-7 -3 -1 -1
—49/3 -7 -2 -1
O completamento
-1 -1 -2 -6
-2 -1 -1 -
B, = 3

—49/3 -7 -2 -1

de B nao é uma T'N P-matriz, uma vez que det B, = 1/3 > 0.

137



Concluimos, no lema que se segue, o estudo deste caso mais basico dos grafos
2—cordais monotonamente etiquetados.

Lema 3.5. Seja B uma T'N P-matriz parcial da forma

-1 -1 —a13 ?
—as1 -1 —1 —ayy
B = ,
—asi —azz -1 -1
-1
—a31042035 —Q42 —043 —1

onde cada a;j € positivo, sendo a3z > 1. Consideremos a sua parti¢ao

—1 -1 —ais ? 1 A 2
- 12| 7
—az1 -1 =1 | —axy
B = = Aoy Agg | Agg
—asi —azs —1 -1 —
— —(31a42059 | A3z | —1
—0a31042039 | —Q42 —a43 | —1
Entao,
—1
-1 Ao | A12A5 Ao
B. = Az Ao Aos
=)
—agz1a42a35 | A3z -1

¢ um TN P—completamento de B.

Demonstracdo. E imediato comprovar que todos os menores relativos a subma-
trizes de ordem 2 sdo néo positivos. Além disso, sabemos, ainda, que

det B, [«|{1,2,3}] = det B [a|{1,2,3}],
para todo o a € {{1,2,3},{1,2,4},{1,3,4},{2,3,4}}, e
det BC [{27 374}‘5] = detB [{2737 4”5] )

para todos o § € {{1,2,4},{1,3,4},{2,3,4}}. Por outro lado, é facil de compro-
var que
det B [{1,2,3}] det B [{2,3,4}]

det B = det B[{2,3)]

<0.

Para a = {1, 2,3}, temos que
det B, [a|{1,2,4}] = (azz — 1) (agasz — 1) det Ba],

det B, [|{1,3,4}] = (az2 — 1) ! (ags — 1) det B[]

det B. [a[{2,3,4}] = 0.
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Para a = {1, 2,4}, prova-se que

det Bc [Oé] = a42a§21 det BC [{1, 2, 3}|{1, 2, 4}] + 6L§21 (CL42 - CL32)(1 — agl),

det B. [|{1,3,4}] = auazy, det B.[{1,2,3}|{1,3,4}]
+(aze — a39) " (az2a43 — ag2)(azs — 1)(1 — az)
+(1 — agg)_l(l — (113(121) det B [{2,3, 4}]

det B, [|{2,3,4}] = (az2 — 1) Y(a13 — 1) det B. [{2,3,4}] .

Para a = {1, 3,4}, temos que
det Bc [Oé|{1, 2, 4}] = a§21(a32 — CL42)(CL31 — CL32),

det B, [a] = az1azy det B, [a]{2,3,4}] + a5 (a31 — az2)(1 — as3)

det B, [«|{2,3,4}] = (ag2 — 1)_1((113(132 —1)det B[{2,3,4}].

Podemos, assim, concluir, facilmente, que todos os menores de B, sdo nao positi-
vos. Portanto, a matriz B, é um T'N P—completamento de B e, por conseguinte,
de A. 0

Voltemos ao grupo mais basico dos grafos cordais e a um seu caso particular.
Como ja referimos, um caminho é um caso particular dos grafos 1-cordais. Dado
um caminho I' : {i1, 42}, {i2, 93}, ..., {ix—1,}, dizemos que I' é monotonamente
etiquetado se i1 <19 < ... <ip_1 <l OWip > 19 > ...> (1 > Ug.

Como podemos comprovar no exemplo que se segue, nem toda a T'IN P-matriz
parcial cujo grafo associado é um caminho monotonamente etiquetado admite um
T'N P—completamento.

Exemplo 3.6. Consideremos a matriz parcial

-1 -1 7
A= -1 0 -1
7 -1 -1

Facilmente se verifica que A é uma TN P—matriz parcial cujo grafo das entra-
das especificadas ¢ um caminho monotonamente etiquetado de ordem 3. Dado
um qualquer completamento A. de A, det A.[{1,2}/{2,3}] = 1 > 0. Por-
tanto, A. nao é uma TN P-matriz. Podemos, pois, afirmar que A nao admite
T N P—completamentos.
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Obviamente, tendo em atengao o Teorema 3.1, se A = (aij)ﬁjzl é uma
T N P—matriz parcial cujo grafo das entradas especificadas é um caminho monoto-
namente etiquetado e tal que ago,...,ap—1n—1 # 0, entao A admite TN P—com-

pletamentos.

Tendo em conta a restricdo considerada respeitante as entradas de sobre-
posicao dos cliques maximais, uma questao que surge naturalmente prende-se com
a completabilidade dos chamados caminhos monotonamente etiquetados quando
pelo menos uma dessas entradas de sobreposicao é nula. Uma breve analise dos
casos mais basicos traduz claramente a morosidade e a dificuldade de encontrar
respostas para essa tal questao.

Lema 3.6. Uma T'N P-matriz parcial A da forma

—ai1 —aiz 7
A= | —an —axp -—axs |,
7 —azx —as3

onde cada a;; € nao negativo, admite um TN P-completamento se e so se se
verificam as sequintes condicdes:

1. aze = 0 = aj2a23 = as1azz = 0;
11, ay = ag3 = azz = 0 = ajga3z = asrazz = 0;
111, G99 = a12 = a91 = 0 = asgza11 = azeair = 0.

Demonstragao. Vejamos que as condigoes enunciadas sao condigoes necessarias
para a existéncia do completamento desejado.
Admitamos, entao, que existe um T'N P—-completamento

—ai1 —aiz —b
Ac= | —aa1 —axp —a |,
—c  —az2 —as3

de A, sendo b e ¢ reais nao negativos.

Se age = 0, temos que det A, [{1,2}|{2,3}] = a12a23 e det A, [{2,3}|{1,2}] =
az1a32. Para que estes menores sejam ambos nao positivos, é, claramente, ne-
cessario que ajoa9o3 = asiaszs = 0.

Se agg,as3, a3z sao todos nulos, entao det A.[{2,3}|{1,3}] = aoiass e
det Ac [{1,3}|{2,3}] = aizazs. Atendendo a que estes menores sdo nao positi-
vos, segue-se que ai2a33 = asiass = 0.

Se aso = a1a = ag; = 0, det A, [{1, 3}’{1, 2}] = ajia3s e det A, [{1, 2}’{1,3}] =
ai1asz. Assim, estes determinantes sdo simultaneamente ndo positivos se e so-

mente se aj1as3 = ajjaze = 0.
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Vimos, deste modo, que as condigoes 4 — 1% sao necessarias. Mostremos que
sao também condigOes suficientes para garantir a existéncia do completamento
desejado.

Consideremos, entao, uma TN P—matriz parcial A = (aij)?,jzl cujo grafo
associado é um caminho monotonamente etiquetado. A é da forma enunciada.

Se asy # 0, entéo

-1
—aill —a12 —0a12023099
A= —ag1 —ag2 —as3
-1
—a21G32099  —G32 —ass

é um T'N P—completamento de A.
Admitamos, agora, que age = 0. Neste caso, sabemos, por i, que ajsa93 =
asiazs = 0. Dados z,y € R, consideremos o completamento

—aj; —a2 —%
Apy=| —an 0 —ass
-y —asz2 —as3

de A.

Se a2 = az1 = a3 = azzx = 0, entdo A, , ¢ um T'N P-completamento de A
para quaisquer x,y tais que Ty > ai1ass.

Se pelo menos um dos elementos a1 ou ag; € nao nulo e se asg = ags = 0,
sabemos, por 7, que a3z = 0. Facilmente se verifica, nestas condigoes, que A, , é
um T'N P—completamento para quaisquer x e y.

No caso em que pelo menos um dos elementos a3 ou ags € nao nulo e em que
a12 = ag1 = 0, sabemos, por i, que a;; = 0. E facil de comprovar que, neste
caso, Az, ¢ um TN P-completamento para quaisquer z e y.

Consideremos, agora, o caso em que ajzaze # 0 e ag; = a3 = 0. Sejam
T = a12a33a§21 ey = allaggaﬁl. Simples célculos permitem-nos afirmar que A,
é uma T N P-matriz.

Por fim, quando a9 € ag3 sdo nao nulos e a12 = agy = 0, facilmente se verifica
que A;, ¢ um TN P-completamento para x = a11a23a2_11 ey = a21a33a2_31. O

Como o exemplo que se segue ilustra, as condi¢oes descritas no lema anterior
e exigidas para cada caminho monotonamente etiquetado de ordem 3 nao sao, em
geral, condic¢oes suficientes para garantir a existéncia do completamento desejado.

Exemplo 3.7. Consideremos a matriz parcial

-1 -1
-1 0
7?0
7
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Facilmente se verifica que A é uma T'N P-matriz parcial e que os caminhos mo-
notonamente etiquetados de ordem 3 que G4 contém, como subgrafos induzidos,
sao os caminhos {1,2},{2,3} e {2,3},{3,4}. A verificacdo de que A satisfaz
as condicoes do lema anterior relativas a cada caminho de ordem 3 é simples.
Vejamos, agora, que A nao admite TN P-completamentos. Seja

-1 -1 —C13 —Ci14

-1 0 0 —C24
—C31 0 0 0
—C41 —C42 0 —1

A=

um completamento de A tal que cada c¢;; é nao negativo. Temos que
det Ac [{1,2}{2,4}] <0< coq = 0.

Mas, se coq = 0, entao
det A, [{2,4}|{1,4}] =1

e A, nao é uma T N P-matriz.

Analisemos, agora, o problema em questao para o caso em que A é uma
T N P-matriz parcial 4 x 4 cujo grafo associado G 4 é um caminho monotonamente
etiquetado. Como podemos comprovar no exemplo anterior, nao ¢é suficiente que
as submatrizes principais associadas aos caminhos monotonamente etiquetados
de ordem 3 em G 4 admitam TN P—completamentos.

Lema 3.7. Seja A uma TN P-matriz parcial da forma

—ai1 —ap 7 ?

A | "o —a2 —ax ?
7 —az2 —aszz —asq
? ? —a43 —Q44

sendo cada a;j nao negativo. Entdo, A admite TN P-completamentos se e so-
mente se A[{1,2,3}] e A[{2,3,4}] admitem T N P—-completamentos e A satisfaz
as condicoes que se sequem;:

i. a12a34 # 0 = azz # 0;
1. ag1a43 # 0 = a3 # 0;
111. a9 = 0 e ajoa91 7'5 0= a4y = O,’

w. azz =0 e azqa43 7'5 0= a1 =0.
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Demonstragcao. Comecemos por mostrar que as condigoes referidas sao necessarias
para a existéncia de um TN P-completamento de A. Para tal, admitamos que
existe um 1T'IN P-completamento

—ail —aiz —C3 —Ci4

—a21 —az2 —a23 —C24
Ac =

—C31 —az2 —aszz —as4

—C41 —C42 —G43 —044

de A, sendo cada c;; nao negativo.

Obviamente, A. [{1,2,3}] é um T'N P—completamento da T'N P—matriz parcial
A[{1,2,3}] e Ac[{2,3,4}] é um TN P-completamento da submatriz principal
A[{2,3,4}]. Note-se que os caminhos monotonamente etiquetados de ordem 3 que
o grafo associado a A, G4, contém sao os caminhos {1,2},{2,3} e {2,3}, {3,4}.

Suponhamos que ajsagy # 0 e azy = 0. Entao, det A, [{1,3}|{2,4}] > 0, o
que contradiz o facto de A, ser uma TN P-matriz. Logo, se ajzags # 0, temos
agy # 0.

Admitamos que asjagz # 0. Se ags = 0, entdao det A.[{2,4}|{1,3}] > 0.
Portanto, também as3 é nao nulo.

Assumamos que age = 0 e ajoa21 # 0. Temos, entao, que
det Ac [{1,2}[{2,4}] = a12¢c24 <0 & o4 = 0.

Assim, para que o menor det A, [{2,4}|{1,4}] seja ndo positivo, é necessdrio que
a44 seja nulo.
Suponhamos, agora, que agz = 0 e aggasz # 0. Nesse caso,

det A [{3,4}{1,3}] = cz1a43 <0 &< ¢31 = 0.

Portanto, para que A. [{1,3}|{1,4}] tenha determinante nao positivo, é necessério
que a1 seja nulo.

Acabamos de mostrar, deste modo, que as condigoes enunciadas sdo ne-
cessdrias. Vejamos, de seguida, que sdo também suficientes. Admitamos, entao,
que A é tal que se verificam as condi¢Ges enunciadas.

Se age # 0, podemos completar a submatriz principal A [{2,3,4}] de forma a
obter uma T'N P-matriz. Obtemos, deste modo, uma T'N P-matriz parcial cujo
grafo associado é um grafo 1—cordal, sendo a entrada de sobreposi¢do nao nula.
Pelo Teorema 3.1, podemos garantir a existéncia de um TN P-completamento
desta matriz parcial que é, também, um completamento de A. Se a3 # O,
podemos seguir um procedimento andlogo. Completamos a submatriz principal
A[{1,2,3}] de forma a obter uma T'N P-matriz. Obtemos, uma vez mais, uma
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T N P-matriz parcial cujo grafo associado é um grafo 1-cordal, cuja entrada de so-
breposicao é nao nula. Assim, pelo Teorema 3.1, existe um T'N P—completamento
desta matriz parcial e, por conseguinte, de A.

Consideremos, entao, o caso em que ass = asz = 0. Atendendo ao Lema 3.6,
sabemos que a12a23 = 421032 = 423034 = 432043 = 0.

Tendo ainda em conta as restantes condicoes enunciadas, temos os seguintes
€asos:

(a) a12 = a1 = agg = aszy = azg = as3 =0

Neste caso, é facil de verificar que existem x,y € Rg tais que

—a1; 0 0 —=zx
A, = 0 0 0 0
0 0 O 0

-y 0 0 —ay

é um T'N P—completamento de A.

(b) a12 = ag1 = aszq = ag3 = 0 e pelo menos um dos elementos agg ou asz é nao

nulo

Atendendo ao Lema 3.6, sabemos que a11 = aqq = 0. Neste caso, Ay é uma
T N P—matriz.

(c) agqaqs = 0, pelo menos um dos elementos a1z ou ag; é nao nulo, pelo menos
um dos elementos as3 ou ags é nulo, sendo dois destes tltimos 4 elementos nao
nulos

Neste caso, sabemos, pelo Lema 3.6 e pela condigao i, que aqq = 0.
Sex,y € Rg sao tais que aj1asz — a1 < 0 e ajjasy — ajoy < 0, entao

—ai; —aiz2 —-—x 0

AC _ —a9i 0 —ans 0
-y —azz 0 O

0 0 0 0

é um T'N P—completamento de A. Mostremos que existem tais z e y.

Se ao1 # 0, escolhemos x > anagga;ll e se ajg # 0, escolhemos y > a11a32aI21.

Se ao; = 0, entao ajs # 0 e ass = 0. Podemos, entdo, escolher um valor
arbitrario para .

Se ajo = 0, segue-se que as; # 0 e azo = 0. Nesse caso, podemos, assim,
escolher um valor arbitrario para y.
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(d) a12a21 = 0, pelo menos um dos elementos asq ou ay3 é nao nulo, pelo menos
um dos elementos as3 ou ags é nulo, sendo dois destes tltimos 4 elementos nao
nulos

Atendendo ao Lema 3.6 e a condigao v, temos que aj; = 0. Se z,y € R sdo
tais que aqqa23 — as37 < 0 e aggazs — azsy < 0, entao

0 0 0 0
Ac _ 0 0 —a93 —X

0 —aszo 0 —as4

0 -y —as3 —ay

é uma T'N P-matriz. Seguindo um raciocinio anilogo ao do caso anterior, prova-

-se que tais x e y existem.

(e) ag1 = ags = aza = azq = 0 e pelo menos um dos elementos a12 ou ag3 é nao

nulo
Neste caso, prova-se que
—a1] —a12 —a43 —a44

0 0 0 0
0 0 0 0

—a11 —a12 —a43 —044

A, =

é um T'N P-completamento de A.

(f) a12 = a3 = asa = ag3 = 0 e pelo menos um dos elementos ag; ou agq é nao

nulo

Facilmente se verifica que

—ai1 0 0 —an
—an1 0 0 —a91
A, =
—azgs 0 0 —azy
—a44 0 0 — Q44
é um T'N P—completamento de A.
(g) ag1 = a3 = as3 = 0 e ajpazgazs # 0
Simples calculos permitem-nos concluir que
-1
—a11 —a12 0 —ai2a34a35
0 0 0 0
Ae = -1
—a1103205 —agzz 0 —a34
21 -1 -1
—@1103204405 A3y A32044054 0 —ay4
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é uma T'N P-matriz.

(h) a12 = aga = azq = 0 e agrazzasz # 0

E f4cil de comprovar que

—ai 0 —aiiassay; —aiiassaaayay;
Ac _ —as 0 —ass —a23a44a231
0 0 0 0
*a21a43a2731 0 —ay3 —Q44
é um T'N P-completamento de A. O

Este tipo de estudo pode, obviamente, ser desenvolvido recursivamente. Para
os caminhos de ordem 5, prova-se o seguinte resultado.

Lema 3.8. Seja A uma TN P-matriz parcial da forma

—aiy —ail2 ? ? ?
—a —azp —azz 7 ?
A= 7 —azx —azz —azy 7 ;
? 7 —a43 —a44 —a45
L ? ? ? —as4 —as5 |

sendo cada a;; nao negativo. Entdo, A admite TN P-completamentos se e so se
A[{1,2,3,4}] e A[{2,3,4,5}] admitem T N P—completamentos e as condi¢oes que
se seqguem sao vdlidas:

i. ar2a21 # 0 e az = 0= ag5 = azy = as5 = 0;
11, Q45054 75 0eagyy =0= a0 =a91 = a1 =0.

Como podemos intuir dos resultados anteriores, as condigoes exigidas para a
completabilidade de T'N P—matrizes cujos grafos associados sao caminhos mono-
tonamente etiquetados de ordem n vao, em geral, para além de exigir a completa-
bilidade de todas as submatrizes principais cujos grafos associados sdo caminhos
monotonamente etiquetados de ordem n — 1. O seguinte exemplo ilustra este
facto.

Exemplo 3.8. Consideremos a T'N P-matriz parcial A, de ordem n, com n > 5,

[ 1 -1 2 2 2 72 2
-1 0 0 ? ?2 0?7 2
0 0 0 ?2 0?2 7
2 00 ?2 7 2
A= ,
7 ? 00?
? 0 0 -1
? ?7 -1 -1
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O grafo associado a esta matriz parcial é um caminho monotonamente etique-

tado de ordem n e os completamentos nulos das submatrizes A [{1,...,n —1}] e
A[{2,...,n}] sdo TN P-matrizes. No entanto, A nao admite TN P—completamen-
tos. Dado um qualquer completamento A. = (—cij)zjzl de A, temos que

det A. [{1,2}|{1,n}] = con. Logo, para que esse menor seja nao positivo, é ne-
cessario que ¢y, seja nulo. Mas, nesse caso, det A [{2,n}|{1,n}] = 1. Logo, A.
nao é uma T'N P-matriz e, por conseguinte, nao existem 7'N P-completamentos

de A.

O lema que se segue, e cuja prova omitimos, leva-nos a formular uma conjec-
tura que posteriormente apresentamos.

Lema 3.9. Consideremos uma T N P—matriz parcial A da forma

[ —ali1r —ail2 ? ? ? ?
—ag1 —azy —az 7 ? ?
e 7 —azx —azz —azy ! 7
? 7 —a43 —ags —ags 7
? ? 7 —ass —ass —ase
L7 ? 7 7 —ags —aes |

onde cada a;j € ndo negativo. A matriz parcial A admite TN P—completamentos
se e so se as submatrizes principais A[{1,2,3,4,5}] e A[{2,3,4,5,6}] admitem
TN P—-matrizes como completamentos e as condi¢oes que se sequem sao vdlidas:

i. a12a91 # 0 e az =0 = az6 = ags = ags = 0;
1. a56065 7'5 0eass =0= a2 =ao; =ai1 =0.

Conjectura 3.1. Seja A uma TN P-matriz parcial da forma

—ail] —ai2 ? e ? ?
—ag —agz —ag3 ? ?
T —az — ? ?
. 32 ass
A= . :
7 ? ? —O0np—1n—1 —0n—1n
L ? ? ? —Onpn—1 —0nn

onde cada a;; € ndo negativo en > 5. Entdo, A admite TN P-completamentos se
e somente se A[{1,...,n—1}] e A[{2,...,n}] admitem T N P-completamentos
e as condigoes que se sequem sao vdlidas:

i. ar2a21 #0 e ax =0 = ap—1n = AGpn—1 = app = 0;

1. Gp—1nOnn—1 7 0 € ap_1n—1 = 0= a1z = az; = ar; = 0.
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Facilmente se verifica que as condi¢oes enunciadas sao condi¢Ges necessarias
para a existéncia de um TN P-completamento de uma TN P-matriz parcial A
da forma referida. Com base no Teorema 3.1, é também simples de comprovar
que a conjectura é valida quando pelo menos um dos elementos da diagonal
principal a92,...,ap—1,—1 € nao nulo. Se ago = ... = ap_1n—1 =0e€ aj] = ajp =
as1, podemos efectivamente obter um TN P—completamento de A, exigindo as
condigoes enunciadas e completando a submatriz principal A [{2,...,n}] de forma
a obter uma T'N P-matriz e as entradas (1,7) e (¢,1) ndo prescritas com zeros.
Seguindo um raciocinio anédlogo, é possivel completar a matriz A de modo a obter
o completamento desejado, sob as condigoes enunciadas na conjectura, quando
a2 = ... = Gn_1in-1 = 0 € apn = An_1n = ann_1. Para os restantes casos, o
estudo complica-se, uma vez que é necessario analisar as varias possibilidades de
entradas prescritas nulas e ndo nulas, o que é, obviamente, uma tarefa morosa
para cada n em particular, e aparentemente nao se traduz num padrao comum a
qualquer n.

Dificuldades andlogas surgem, também, no estudo do problema quando o grafo
associado a matriz parcial é um caminho nao monotonamente etiquetado.

Exemplo 3.9. O grafo das entradas prescritas da TN P-matriz parcial

-1 -1 -2
A=| -6 -1 7
-1 7 -1

é o caminho nao monotonamente etiquetado

*—o—0

2 1 3

Consideremos x € R e A, um completamento de A cuja entrada (2, 3) é —z.
Atendendo a que det A [{1,2}[{2,3}] = = — 2 e det A.[{2,3}|{1,3}] = 6 — =z,
podemos afirmar que nao existem T'IN P—completamentos de A.

Como podemos comprovar pelo exemplo anterior, uma 7T'N P-matriz parcial,
cujo grafo das entradas especificadas é um caminho nao monotonamente etique-
tado, nao admite, em geral, "N P-completamentos. Para o caso em que n = 3,
apresentamos, de seguida, condi¢Oes necessarias e suficientes para a existéncia
dos completamentos desejados.

Seja G = (V, E) um grafo. Diz-se que uma matriz parcial A = (—a;;)7;_1,
cujo grafo associado é G, satisfaz as condi¢oes das arestas adjacentes se, dado
um caminho



nao monotonamente etiquetado em G, se tem
l.i<k<jouj<k<ie

L1. aia #0= Qi £ 0;
1.2. ajiar; # 0= aij # 0;
L.3. aj; = ajr. = ar; = 0 = ajjapraz; = 0;

1.4. agraijaj; > agajpag;.

ou
2. j<i<kouk<i<ije

2.1. Ak Qj; 75 0= ajk 7& 0;
2.2, agkai; 0= ak;j # 0;
2.3. ajj = aj; = ai; = 0 = agjaia;, = 0;

2.4. Qi AL Ak > AkrAjiQij-

Vejamos, de seguida, o que podemos concluir relativamente ao caso em que a
ordem das matrizes parciais é 3.

Lema 3.10. Seja A uma TN P-matriz parcial 3 X 3 cujo grafo das entradas
especificadas € um caminho ndo monotonamente etiquetado. Entdo, A admite
TN P-completamentos se e somente se A satisfaz as condi¢des das arestas adja-
centes.

Demonstragao. Por semelhanca de permutacao admissivel, podemos assumir,
sem perda de generalidade, que A é da forma

—a;; 7 —ais
A= 7?7 —ax —ax |,

—a31 —asz2 —as3

com cada a;; nao negativo.
Admitamos que
—a;;  —b —ai3
Ac=| —c —axn —ax
—agy —azg2 —ags

é um TN P-completamento de A, sendo b,c > 0.

Suponhamos que aijass # 0 e aj3 = 0. Nesse caso, o determinante da
submatriz A. [{1,2}|{1,3}] é positivo, o que contradiz o facto de A. ser uma
TN P—matriz. Portanto, se ajiass # 0, entdo a1z # 0. Admitamos, agora,
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que ajjaze # 0 e az; = 0. Podemos, entao, afirmar que det A, [{1,3}/{1,2}] =
ai1ags > 0, o que é impossivel. Assim, se ajjaze # 0, temos que az; # 0. Su-
ponhamos, de seguida, que ass = aszs = ags = 0 e ajzazeaz; # 0. Facilmente se
verifica que, nesse caso, det A, = aizas2a31 > 0, 0 que é absurdo. Podemos, pois,
concluir que se as3 = agz = agz = 0, entao aizaseaz; = 0.

Vejamos, agora, que a92a13a31 > G11a023G32. Para tal, notemos que

det AC [{1, 2}|{2, 3}] <0< aggb < a13a92

det A, [{1,3}|{1,2}] <0< ajiaz < aszb.

Assim, bajjassasze < bageaisasi. Caso b # 0, é 6bvio que a desigualdade é valida.
Se b = 0, entao ajjass = 0 e, por conseguinte, ajiaszass = 0. E, pois, 6bvio que
(22013031 = A11023032.

Mostremos, agora, que as condicoes das arestas adjacentes, para além de
necessarias, sdo também suficientes para que uma T'N P-matriz parcial da forma
enunciada admita T'N P-completamentos.

Dados z,y € Rg , consideremos o completamento

—ai1 —r —a13
Aac,y = —Yy —a22 —a3
—agr —a32 —asg

de A.

Se a3z # 0 e azz # 0, é ficil de verificar que A, , é uma TN P-matriz para
T = a13a22a2_31 ey = a31a22a§21-

Estudemos, entao, os casos em que pelo menos uma das entradas ass ou aso
é nula.

Comecemos por considerar o caso em que az3 = 0. Se azz # 0, entao A, , é
uma T'N P-matriz para x = a13a32a§31 e y = 0. Admitamos, agora, que agz = 0.
Consideramos os seguintes trés casos: ag; = 0; az1 # 0 e ago # 0; az1 # 0 e
azo = 0. Se a3z = 0, atendendo as condicoes das arestas adjacentes, sabemos que
arraszz = 0. Assim, Ag,, q,, ¢ uma T'N P-matriz. Se az; # 0 e azz # 0, facilmente
se verifica que A;, ¢ um TN P-completamento de A para x = a32a11a3_11 e
Yy = a31a22a3_21. Finalmente, no caso em que a3y # 0 e azo = 0, temos que
az3 = az2 = az3 = 0. Pelas condigoes das arestas adjacentes sabemos, entao, que
aizaze = 0. Assim, Ag,,y q;, ¢ uma TN P-matriz.

Consideremos, por fim, o caso em que agz = 0. Se a3z # 0, entao A, , ¢ um
TN P—completamento de A paraxz =0ey = a23a31a§31. Admitamos, de seguida,
que ags = 0. Sao trés os casos possiveis: aijz = 0; a3 # 0 e asg # 0; a13 # 0
e aos = 0. Se a3 = 0, sabemos, entao, pelas condicoes das arestas adjacentes,
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que ajijazz = 0. Assim, Ay, a0, ¢ uma TN P-matriz. Se aiz3 # 0 e a3 # 0, Ay
é um T'N P-completamento de A para x = a13a22a2_31 ey = a23a11a1_31. No caso
em que a1z 7 0 e asg = 0, temos que asg = ass = a3 = 0. Atendendo uma vez
mais as condicoes das arestas adjacentes, podemos afirmar que ageas3; = 0 e que
A é uma T N P—matriz. O

a11,a22

Note-se que se A é uma TN P-matriz parcial, n x n, cujo grafo das entra-
das especificadas G4 é um caminho nao monotonamente etiquetado e A ad-
mite T'N P—completamentos, entao toda a submatriz principal correspondente a
um caminho ndo monotonamente etiquetado {i,j}, {4, k} contido em G4 admite
T N P-completamentos. Atendendo ao resultado anterior, sabemos que todas es-
sas submatrizes satisfazem as condicoes das arestas adjacentes. Portanto, também
A satisfaz as condicoes das arestas adjacentes. No entanto, estas condigoes nao
sao suficientes para garantir, em geral, a existéncia de TN P-completamentos de
uma T'N P-matriz parcial, n X n, com n > 4, cujo grafo associado é um caminho
nao monotonamente etiquetado, como ilustra o exemplo que se segue.

Exemplo 3.10. Consideremos a matriz parcial

-10 0 7

? ?

a0 0 2
0 ? 0 -1

77 -1 -1

Facilmente se verifica que A é uma TN P-matriz parcial cujo grafo das entra-
das especificadas é um caminho nao monotonamente etiquetado de ordem 4 e
que A satisfaz as condigoes das arestas adjacentes. No entanto, A ndo admite

T N P-completamentos. De facto, dado um qualquer completamento A. de A,
det A. [{1,4}|{1,3}] = 1.

Consideremos, agora, o problema de completamento em questao para
TN P-matrizes parciais cujo grafo associado é um grafo clique™. Um grafo
G = (V, E) diz-se um grafo cliquet! se o subgrafo < {1,...,n — 1} > é um grafo
completo e se existe um e um 86 j € {1,...,n — 1} tal que {j,n} € E. O indice
j diz-se o indice de sobreposicao.

Exemplo 3.11. O grafo associado a T'N P—matriz parcial

A= -1 -1 -1 -1 7
-1 -1 -1 -1 7
7?7 -1 7 [ |



é o grafo clique™!

4 3

Note-se que um grafo clique™ é um grafo 1-cordal com dois cliques maximais,
tendo um dos cliques dois vértices. Além disso, é monotonamente etiquetado se
j =n — 1 e nao monotonamente etiquetado nos restantes casos.

Lema 3.11. Seja A = (—ay)},_; wma TN P-matriz parcial, cujo grafo das en-

tradas especificadas é um grafo cliquet

com indice de sobreposicao j #£n—1, e
tal que cada a; € nao negativo e ajn—1an—1; # 0. Entdo, existe um TN P-com-

pletamento de A se e somente se A satisfaz as condicdes das arestas adjacentes.

Demonstragdo. Admitamos que existe um TN P—completamento A. de A.

Consideremos o grafo G4 associado a A. Dado um qualquer caminho nao
monotonamente etiquetado {7, k},{k,!} de ordem 3 em G4 tal que {i,/} nao é
uma aresta do grafo, a submatriz A [{i,k,l}] de A é uma T'N P-matriz parcial
3 x 3, cujo grafo das entradas prescritas é um caminho nao monotonamente eti-
quetado, e A, [{i, k,1}] é um seu TN P-completamento. Atendendo ao Lema 3.10,
sabemos que a submatriz A [{i, k, [ }] satisfaz as condi¢oes das arestas adjacentes.
Naturalmente, podemos concluir, entdo, que A satisfaz as condi¢oes das arestas
adjacentes.

Reciprocamente, admitamos que A satisfaz as condigoes das arestas adjacen-
tes. Sabemos, em particular, que A é tal que aj,anj@n—1n—1 > Qjn—10n—1;0nn-

Se ap_1n—1 # 0, consideremos a matriz parcial

—ail ‘e —aij ‘e —A1p—1 ?
- —aj1 e —ajj e —Qjn—1 ?
A=
—1
—Aan—-11 ... —0Gp-15 ... —0p—1n-1 “Qip_19—1n—10jn
—1
i ? ... ? —Gy, 1 j0n—1p—10n;j —Qnn ]

Dado que ajnanjan—1n-1 = @jn—10n—1;0nn, A é uma TN P-matriz parcial. Note-
-se que o seu grafo das entradas especificadas é 1—cordal com dois cliques ma-
ximais, tendo um desses cliques dois vértices. Pela Proposicao 3.3, existe um
TN P-completamento de A cujos elementos nas entradas (j,n) e (n,j) sdo, res-
pectivamente, —aj, € —ap;. Logo, tal completamento de A é, também, um
T N P-completamento de A.
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Admitamos, agora, que a,—1,—1 = 0. Neste caso, ajn—1an-1jan, < 0, pelo

. -1 _
que any = 0. Sejam o = Wjp_1Gjn € B=a,

1

1j0n;- Facilmente se verifica que

—an —ay;j —G1n—2 —G1n—1 —QG1n—1
—aj1 —ajj —Qjn—2 —Gjn—1 —QGjn—1
—0np—-21 —Qnp—1j4 —O0np—-2n—2  —Apn-2n—-1 —Q0p—-2n-—1
—Qp-11 —Qp—1j —p—1n—2 0 0
| —Ban-11 —Ban—1; —Ban—1n—2 0 0 i
é um TN P—completamento de A. O

Observagao. Note-se que, nas condi¢oes enunciadas no lema anterior, dizer que
a matriz A satisfaz as condigoes das arestas adjacentes é equivalente a dizer que

QjnOnjan—1n—1 > Qjn—10n—150nn-

Podemos generalizar o resultado anterior, pensando numa extensao da nogao
de grafo clique™. Um grafo G = (V, E) diz-se um grafo cliquet ™ %) para algum
k < n —1, se o subgrafo < {1,...,k} > é um clique e se existe um tnico
j €{1,...,k} tal que as restantes arestas de E sao {j,l},com !l € {k+1,...,n}.
O indice j diz-se o indice de sobreposicao.

Lema 3.12. Seja A = (—a“)lel uma TN P-matriz parcial n x n, cujo grafo
das entradas especificadas é um grafo cliquet™ %) com k < n —1 e indice de
sobreposicao j < k, e tal que cada a; € nao negativo e aja;; # 0 para todo
k<l <n-—1. Entao, existe um T NP-completamento de A se e somente se A
satisfaz as condicoes das arestas adjacentes.

Demonstracao. A matriz A é da forma

—ailp —ai2 —ayy —Aaik ? ?
—az1 —a2 —az; —a2k ?
—Gj1 —a52 —ajj —Qjk —ajk+1 —Gjn
A= : : : ;
—ap] —Qg2 —a; —agk ? ... ?
? ? —Qp 115 T |~k ?
|7 ? cee T Qpj ? ? —Qnn |

com cada a;; > 0.
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Comecemos por admitir que existe um TN P-completamento de A. Aten-
dendo ao Lema 3.10, podemos, obviamente, concluir que A satisfaz as condigoes
das arestas adjacentes.

A demonstragdo do reciproco segue por inducdo no numero p = n — k de
vértices [ > k tais que {j,l} é uma aresta do grafo associado a matriz parcial.

O caso em que p = 1 é tratado no resultado anterior.

Consideremos, agora, p > 1 e admitamos que o resultado é valido para p — 1.

Assumamos que A satisfaz as condicoes das arestas adjacentes.

Sabemos que a submatriz principal A[{l,...,k+1}] de A ¢é uma
TN P-matriz parcial cujo grafo das entradas especificadas é um grafo cliquet!
com indice de sobreposicao j. Além disso, a;rar; # 0 e esta submatriz principal
satisfaz as condi¢Oes das arestas adjacentes. Assim, pelo resultado anterior, existe
um T'N P—completamento C' dessa submatriz de A.

Consideremos a TN P-matriz parcial A obtida de A completando a submatriz
principal referida como em C. A é, obviamente, uma T'N P-matriz parcial n x n,
cujo grafo das entradas especificadas é um grafo clique™™=*+1) ¢ indice de
sobreposicao j. O ndmero de vértices | > k + 1 tais que {j,[} é uma aresta do
grafo associado é p — 1.

Claramente, A satisfaz as condicoes das arestas adjacentes. Atendendo &
hipotese de indugao, podemos concluir que existe um T'N P—completamento de
A. Por conseguinte, A admite TN P-completamentos. g

Observagao. E facil de verificar que, nas condicoes enunciadas neste tltimo
lema, dizer que a T'N P-matriz parcial A satisfaz as condicbes das arestas ad-
jacentes é o mesmo que dizer que aj41a;415ay8 > aja;ai+141, para todo o
ledk,...,n—1}.

3.1.2 Ciclos nao dirigidos

Estudemos, de seguida, o problema de completamento respeitante aos ciclos.
Um ciclo G = (V,E), com V = {1,...,n}, diz-se monotonamente etiquetado se

E={{1,2},{2,3},...,{n — 1,n},{1,n}}.

Exemplo 3.12. Consideremos a T'N P-matriz parcial

1 -1 ? -0,5
2 -1 -1 7
? 2 -1 -1
8 7 -2 -1

cujo grafo das entradas especificadas é um ciclo monotonamente etiquetado. Se-
jam x € Rg e A, um completamento de A em que o elemento na entrada (1, 3)

154



é —x. Temos que det A.[{1,2}]{2,3}] < 0 se e s6 se x > 1. Além disso,
det A, [{1,3}|{3,4}] < 0 se e somente se < 0,5. Independentemente do valor de
x, A nao é, obviamente, uma T'N P-matriz. Logo, A nao admite T'N P—comple-
tamentos. Podemos, portanto, afirmar que, em geral, um ciclo monotonamente
etiquetado nao admite T'N P—completamentos.

Nos resultados que se seguem consideramos apenas T'N P—matrizes parciais
cujos elementos da diagonal principal sao todos nao nulos. Como jé referimos
anteriormente, podemos assumir, sem perda de generalidade, que tais elementos
sdo iguais a —1. Apresentamos, entdo, condi¢oes necessdrias e suficientes para
garantir a existéncia de T'IN P-completamentos de tais T'N P-matrizes parciais
cujos grafos das entradas especificadas sao ciclos monotonamente etiquetados.

Note-se que, se todos os elementos da diagonal principal de uma T'N P—matriz

sao nao nulos, entao todos os seus elementos sao negativos.

Lema 3.13. Seja

-1 —a2 7?7 —au
A= —an —1 —a93 ?
7 —azx  —1  —az
—a41 ? —a43 -1

uma T'N P-matriz parcial onde todo o a;;j € positivo. Entdao, A admite TN P—com-
pletamentos se e somente se sao vdlidas as sequintes desigualdades

1. aizaz3azs < ai4;
2. ao1a32a43 < a41-

Demonstragdo. Admitamos, primeiro, que existe um T'N P-completamento

-1 —ai2 —c3 —au
A, = —az1  —1 —ags3 —co
—c31 —azz  —1  —as

—a41 —Cg2 —agz  —1

de A, onde todo o ¢;; é positivo. Temos que

det Ac [{1, 2}‘{2, 3}] — a12a923 — C13

det A, [{1,3}|{3,4}] = c13a34 — a14.

Logo, a4 > C13Q34 > 12023034 . Temos, ainda, que
det Ac [{3,4}{2,3}] = aszas3 — ca2
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det A, [{2, 4}|{1, 2}] = 91C42 — Q41-

Assim, a4 > ag1c42 > a21a32043.
Reciprocamente, admitamos que as condigoes I e 2 sao satisfeitas. Conside-
remos o completamento

—a12 —a12G23 —a14
-1
—ag91 -1 —a23  —Q140q5
A —
Cc — —
—a41043  —a32 -1 —asy4
—a41  —a32043  —a43 -1

de A. Prova-se que, sendo validas as desigualdades 1 e 2, A, tem todos os menores
nao positivos. O

O resultado anterior pode ser generalizado para matrizes de ordem arbitraria.

Proposigao 3.4. Seja

-1  —a ? .. ? —a1p
—az1  —1  —ags ?
? —a —1 ?
! 32
A=
? ? ? -1 —Qn_1n
L —0nl 7 ? —0nn—1 -1 i

uma T'N P-matriz parcial onde todo o a;;j € positivo. Entdao, A admite TN P—com-

pletamentos se e somente se sao vdlidas as desigualdades
1. a12a23 ... Ap—1n < A1n;
2. 421032 ... App—1 < Ap1-

Demonstragao. A demonstragao segue por inducao em n. O caso em que n =4 é
tratado no Lema 3.13. Consideremos n > 4 e admitamos que o resultado é valido
para n — 1.

Suponhamos que existe um T'N P—completamento

-1 —aq2 —C13 —Clp—1  —Qlin
—ag1 -1 —as3 —Cop—1  —Con
—C31 —as2 -1 —C3n-1  —C3p
A, =
—Cp—11 —Cp—12 —Cp—13 -1 —On-1n
—0anl —Cn2 —Cn3 —Unn—1 -1
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de A, com ¢;; > 0, para quaisquer ¢,j. Entdo, A.[{2,...,n}] é um T'N P—com-
pletamento da T'N P—matriz parcial

-1  —as3 ... ? —Con,
—as2 —1 e ? ?
? ? c. -1 —Qp—1n
L —Cn2 ? cee —Appn—1 -1 ]

Atendendo & hipétese de inducdo, sabemos que

230434 . . . Ap—1n < Con

e
(32043 - - - App—1 < Cp2.
Dado que
det A.[{1,2}|{2,n}] = a12¢2n — a1, <0
e

det A. [{2,n}[{1,2}] = azicn2 — an1 <0,

podemos concluir que as desigualdades 1 e 2 sao validas.
Reciprocamente, admitamos que tais condigoes sao satisfeitas. Consideremos
a matriz parcial

1 —ag ? ? ?
-1
—as1 -1 —as93 ? —A1p01y

_ ? —Aas2 -1 ? ?

A= )
? ? ? -1 —Qn—1n
-1
I —Qp1Go7 ? e —Qpp—1 -1 ]

Vejamos que A é uma TN P-matriz parcial. A submatriz A[{2,n}] tem determi-
nante igual a 1 — alnanlaleagl. Como

A1nGnpl = 12021023032 - . . Ap—1nldnn—1,

segue-se que a1,a,1 > a12a21 €, por conseguinte, det A [{2,n}] < 0. Se n > 5,
este argumento é suficiente para concluirmos que A é uma TN P-matriz par-
cial. No caso em que n = 5, é, também, necessario mostrar que as submatrizes
A[{2,4}]{3,5}] e A[{3,5}|{2,4}] tém determinante ndo positivo. Ora, nesse caso,
temos que

det A [{2, 4}|{3, 5}] = a23a45 — a15af21a43
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det A [{3, 5}|{2, 4}] = a32054 — a51a2_11a34.

Estes determinantes sao nao positivos se e somente se

12023045 < (15043

(21032054 < A51034.

Atendendo as desigualdades 1 e 2, podemos afirmar que

15043 = 112023034045043

(51034 = (21032043054034.

Como aggas3z > 1, os dois determinantes em questao sdo nao positivos. Assim,
para qualquer n, A é uma TN P-matriz parcial.
Podemos escrever as desigualdades 1 e 2 na forma

-1
(23034 - - - Op—1n < G1p07

-1
(32043 . . - App—1 < Apldoy -

Deste modo, temos que A[{2,...,n}] = (—bij)?j;ll é uma TN P-matriz parcial
cujo grafo das entradas especificadas é um ciclo monotonamente etiquetado com

n — 1 vértices e que as desigualdades

biabaz ... bp—2n—1 < bip—1

b21b32 .. . bp—1n—2 < bp—11

sao vélidas. Pela hipotese de indugao, existe, entdao, um T'N P—completamento C

desta matriz parcial da forma

—1 C12
T
€1 Cao

Consideremos a T'N P—-matriz parcial

-1 —ays 7
A = —a1 —1 C12
T
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Note-se que o grafo das entradas prescritas de A é 1-cordal monotonamente
etiquetado com dois cliques maximais, tendo um desses cliques dois vértices.
Pela Proposicao 3.3, existe um T'N P-completamento A. de A cujos elementos
nas entradas (1,n) e (n,1) sdo, respectivamente, —ay, ¢ —a,;. Logo, A. é,
também, um TN P-completamento de A. a

Pensando no problema mais geral, quando existe pelo menos um elemento
da diagonal principal nulo, deparamo-nos com o problema em aberto relativo a
completabilidade de caminhos. Com efeito, para que uma T'N P-matriz parcial

da forma
—ay1 —ai2 7 —au
A | "o —ax —ax ?
7 —azz —asz —asq
—aq1 7 —a43 —a4q

admita T'N P—completamento é necessario que cada uma das submatrizes parciais
cujos grafos associados sao os caminhos I'y = {1,2},{2,3},{3,4}, "2 : {2,3}, {3, 4},
{4,1}, '3 : {3,4},{4,1},{1,2} e 'y : {4,1},{1, 2}, {2, 3} admita TN P-completa-
mentos. Além disso, é facil de comprovar que é também necessario que as de-
sigualdades ajqa90a33 > a12a23a34 € aq1a20a33 > agiasaaqs sejam validas. No
entanto, estas condi¢Oes nao sao, em geral, suficientes, como podemos verificar

no exemplo que se segue.

Exemplo 3.13. Consideremos a T'N P-matriz parcial

-1 -3 ? -1
—4 -2 -2 2
7 0 0 0o |’
-1 ? -0,1 -0,1

cujo grafo das entradas prescritas é um ciclo monotonamente etiquetado de com-
primento 4. Facilmente se verifica que cada uma das submatrizes parciais cujos
grafos associados sao os caminhos I'y : {1,2},{2,3},{3,4}, I'2 : {2,3},{3,4},{4,1},
I'3:{3,4},{4,1},{1,2} e Ty : {4,1},{1, 2}, {2, 3} admite TN P-completamentos.
Temos, ainda, que aj4a22a33 > 12023034 € Q41029033 > A21a032043. NO entanto,
A nao admite T'N P-completamentos. Dado z € Rar , consideremos um com-
pletamento A, de A cujo elemento na posigao (2,4) é —x. O determinante da
submatriz A, [{1,2}/{2,4}] é n@o positivo se e somente se z < 2/3, enquanto que
o menor det A [{2,4}|{3,4}] é ndo positivo se e s6 se x > 2. Assim, estes dois
determinantes nao sdo simultaneamente ndo positivos, pelo que A nao admite
T'N P-matrizes como completamentos.
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3.1.3 O caso nao combinatorialmente simétrico

Abordamos, de seguida, o problema de completamento de caminhos total-
mente especificados. Consideramos, portanto, grafos dirigidos e matrizes parciais
nao combinatorialmente simétricas.

Relembremos que um caminho totalmente especificado I' num digrafo D =
(V,E) é um caminho nao fechado (i1,42), (i2,43),..., (ik—1,7%) em D tal que
(i1,1%) € E. Dizemos que I' é monotonamente etiquetado se i1 < iy < ... < i} ou
11 >0 > ... > 0.

Como o exemplo que se segue ilustra, nem sempre é possivel garantir a
existéncia de um T'N P-completamento de uma T'N P-matriz parcial cujo digrafo
associado ¢ um caminho totalmente especificado.

Exemplo 3.14. A T'N P-matriz parcial

-1 0 -1
A= ?7 -1 -1,
? 7 -1

cujo digrafo associado é um caminho totalmente especificado monotonamente
etiquetado, ndo admite TN P—-completamentos, uma vez que det A, [{1,2}] = 1
para qualquer completamento A, de A. Também a T'N P—matriz parcial

-1 7 2
B=| 0 -1 -1/,
-1 7 -1

cujo digrafo das entradas especificadas é um caminho totalmente especificado nao
monotonamente etiquetado, nao admite TN P—-matrizes como completamentos.
De facto, dado um qualquer completamento B, de B, det B, [{1,2}] = 1.

A existéncia de elementos nulos condiciona fortemente a existéncia do comple-
tamento desejado. Nos resultados que seguem, consideramos apenas T'IN P—matri-
zes parciais cujos elementos prescritos sao nao nulos.

Lema 3.14. Seja A = (_aij)?,jzl uma TN P-matriz parcial cujo digrafo das
entradas especificadas Dy = (V, E) € um caminho totalmente especificado e cujos
elementos especificados sao nao nulos. Entdo, A admite TN P—completamentos.

Demonstracao. Podemos admitir, sem perda de generalidade, que os elementos

diagonais de A sdo todos iguais a —1. Tendo em conta que a classe das T'N P—ma-
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trizes 3 x 3 é invariante para a semelhanga de permutacao definida pela matriz

0
Ps=10
1

o = O

1
01,
0

sao apenas trés os casos a considerar:

(a) B = {{1,2},{2,3},{1,3}}
Neste caso, A é da forma
-1 —ai2 —ai3
A= ? —1 —asgs y

? ? -1

com ais, a3, as3 > 0. Facilmente se verifica que

-1 —ai2 —ai3
-1
1 -1 1
—Qq9 Aoy agg  —1

é um T'N P-completamento de A.

(b) E= {{172}7{173}7{372}}

A matriz parcial A é da forma

-1 —a12 —ai3
A= ? —1 ?
? —as2 -1

com ais, a3, aze > 0. Verifica-se que

-1 —ai2  —ai3
A, = —al_21 -1 —a1_21a13
—a1_21a32 —as2 -1
é um T'N P—-completamento de A.
(c) E={{2,1},{2,3},{3,1}}
Neste caso, A é da forma
-1 ? ?
A= | —az1 -1 —ag |,
—asl ? —1



com as1, a3, as; > 0. Prova-se que

-1 —Qqq Qg1 A23
A, = —a91 —1 —a23
-1
—asi —CL21 a3l -1
é um T'N P-completamento de A. O

O resultado anterior nao é generalizavel para uma ordem arbitraria.

Exemplo 3.15. Seja A a T'N P—matriz parcial n x n, n > 3,

[ -1 —2 ? ... 7 =2
7 -1 =2 ... 7 7
70?7 =1 ... 7 7
7?7 ... =1 =2
7 7 L7 -1

cujo digrafo das entradas especificadas é um caminho totalmente especificado,
monotonamente etiquetado. Suponhamos que existe um T'N P-completamento

-1 —2 —C13 ... —Cin-—1 —2
—C21 -1 —2 oo —Cop—1 —Cop
—c31 —C32 —1 ce. —C3p—1 —C3p
AC == ’
—Cp—11 —Cp-12 —Cn-13 .- -1 -2
—Cnl —Cn2 —Cn3 <o+ —Cpp—1 -1

de A, onde todo o ¢;; é positivo. Note-se que, entao, A. é um T'N P-completamento
da T'N P—matriz parcial

-1 -2 7. ? -2
—co1 -1 =2 ... ? ?
_ ? —C32 —1 ? ?
A= : ;
? ? ? -1 -2
| —Cn1 ? 7 ... —Cum—1 —1 |

cujo grafo das entradas especificadas é um ciclo monotonamente etiquetado. Mas,
pela Proposicao 3.4, A ndo admite 7N P-completamentos, uma vez que 2"~ £ 2.
A contradicao resultou de supormos que existia um 7'N P-completamento de A.
Logo, A nao admite tais completamentos.
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Apresentamos, de seguida, condi¢oes necessérias e suficientes para a existéncia
de T'N P—completamentos das T'IN P-matrizes parciais cujos digrafos das entradas
prescritas sdo caminhos totalmente especificados monotonamente etiquetados e
cujos elementos prescritos sao nao nulos. Note-se que o estudo desse tipos de
T N P—matrizes parciais pode ser restringido, sem perda de generalidade, ao caso
em que as entradas diagonais sao todas iguais a —1 e os arcos do digrafo associado
sao, exactamente, (1,2),(2,3),...,(n—1,n),(1,n), sendo cada um dos elementos
especificados nao nulo.

Proposicao 3.5. Sejamn >3 ¢

i -1 —ai2 ? ? —Q1p
? —1 —agz3 ... ? ?
? ? -1 .7 ?
A=
? ? 7 ... =1 —ap_1in
? ? L7 -1

uma T'N P-matriz parcial onde todo o a;; € positivo. Entao, A admite TN P—com-

pletamentos se e SO se 1293 . ..0n_1p < Gip.

Demonstragao. Suponhamos que existe um T'N P—completamento

-1 —ai2 —C13 ... —Clp—1 —0alip
—Ca1 -1 —a3 ... —Cxp1  —C2p
—c31 —C32 -1 s —C3p—1 —C3p
A, =
—Cp-11 —Cp-12 —Cp—13 .- -1 —Qn—1n
—Cnl —Cn2 —Cn3 <o —Cpp-—1 -1 |

de A, com ¢;; > 0, para todo o 7 e todo o j. Obviamente, A. é um T'N P-com-
pletamento da T'N P—matriz parcial

—1 —ai2 ? ce ? —0a1n
—co1 —1  —ag3 ? ?
_ ? —C32 -1 oo ? ?
A= ,
? ? ? .. -1 —Qp—1n
L —Cnl ? ? —Cnn—1 -1 i

cujo grafo das entradas prescritas é um ciclo monotonamente etiquetado. Aten-
dendo & Proposicao 3.4, sabemos que a desigualdade enunciada é valida.
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Reciprocamente, admitamos que a condigao referida é satisfeita. Seja b € R

tal que b > max{l, al_nl, al_Ql, a2_1, . ,a;iln}. Consideremos a matriz parcial
[ -1 —ai9 ? . 7 —aiy |
—b -1 —azs3 ... ? ?
- ? —b -1 ... 7 ?
A=
? ? ? v =1 —ap_1n
—pn1 ? ? ... —b -1

Facilmente se verifica que A é uma T'N P-matriz parcial. Note-se que o seu grafo
associado é um ciclo monotonamente etiquetado. Dado que a1, > a12a23 . ..0ap_1n
e "1 > bb...b, podemos concluir, atendendo & Proposicdo 3.4, que existe um
TN P-completamento de A e, consequentemente, de A. O

Voltando ao problema inicial, apresentamos, no seguinte resultado, condigoes
necessarias e suficientes para que uma 71N P—matriz parcial de ordem 3, cujo
digrafo associado é um caminho totalmente especificado, admita T'N P-matrizes
como completamentos. Omitimos a demonstracao por se basear, essencialmente,
na demonstracao do Lema 3.14 e num estudo de casos relativos as entradas es-
pecificadas nulas sem dificuldades maiores.

Lema 3.15. Seja A = (—aij)g’,j:

tradas especificadas € o caminho totalmente especificado de arcos (i,7), (j, k), (i, k).

1 uma T'N P-matriz parcial cujo digrafo das en-

Entao, A admite T N P—completamentos se e somente se sao vdlidas as sequintes
condigoes:

1. Qij = 0= QiG55 = 0,‘

b

ajk = 0= a5k, = 0;
3. ajr, = 0= agagr =0y

4. (E#2 e aj =0)= ajjap, =0;

N

. (i#2 e ai=0)= ajpa; =0.

Estudemos, agora, o problema de completamento em causa para os ciclos diri-
gidos. Um ciclo I' : (i1,142), (i2,43), ..., (ik—1, k), (ik, 1) num digrafo D = (V, E),
onde 71,...,1; sao vértices distintos de V, diz-se monotonamente etiquetado se
11 < ...<1pOUty >...> 1.
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Exemplo 3.16. Consideremos a T'N P—-matriz parcial

-1 -0,1 2
A=| 72 -1 -1,
-1 7 -1

cujo digrafo das entradas especificadas é um ciclo dirigido. Dados z,y, 2z € Rar ,
consideremos o completamento

-1 -0,1 —=z
Ac=| -y -1 -1
-1 -z -1

de A. Simples calculos mostram que det A. [{1,2}] e det A [{2,3}] sdo ambos
nao positivos se e s6 se y > 10 e z > 1. Assim, det A. [{2,3}/{1,2}] =yz—1> 0.
Portanto, A ndo admite T'N P—completamentos.

Tal como no caso dos caminhos totalmente especificados, é facil de compro-
var que a existéncia de elementos especificados nulos condiciona grandemente a
existéncia do completamento desejado.

Apresentamos, no resultado que se segue, condigoes necessarias e suficientes
para a existéncia de T'N P—completamentos de T'IN P—-matrizes parciais cujos di-
grafos das entradas especificadas sao ciclos dirigidos monotonamente etiquetados
e cujos elementos prescritos sdo nao nulos. Sem perda de generalidade, conside-
raremos apenas 1T'N P-matrizes parciais com os elementos da diagonal principal
iguais a —1, com todos os elementos prescritos distintos de 0 e com digrafo asso-
ciado de arcos (1,2),(2,3),..., (n —1,n),(n,1).

Proposicao 3.6. Sejamn > 2 e

-1 —ai2 ? ? ?
? -1 —ass ? ?
? ? -1 ? ?
A= . :
? ? ? -1 —ap—1n
a7 ? 7 -1

uma T'N P—matriz parcial, com a;; > 0, para todo o i e todo o j. Entdo, A admite

TN P—completamentos se e s6 se 112023 . . . Gpn—1p0n1 > 1.
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Demonstragao. Admitamos, primeiro, que existe um 7'IN P-completamento

-1
—C21
—C31

—Cp—11

—GQnl

de A, com todo o ¢;; positivo. Note-se que A, é, também, um T'N P-completamento

da T'N P—matriz parcial

-1

—Ca1
?

N

?

L —0n1

—a12
-1

—C32

—Cn—12
—Cn2

—a12
-1

—C32

?
?

—C13 —Cin—1
—aszs —C2n—1
-1 —C3n—1
—Cn-13 -1
—Cn3 —Cnpn—1

—Cln
—C2n
—C3n

—Qn—1n

-1

? co ? —Cin i
—a93 ? ?
-1 ... ? ?
)
? —1 —An—1n
? —Cnn—1 -1 i

cujo grafo das entradas especificadas é um ciclo nao dirigido, monotonamente
etiquetado. Atendendo a Proposicao 3.4, sabemos que

Qpl 2 €21€32 ... Can—1-

Além disso,
1—ajit1ci41i <0,

. 1
ou s€ja, Ci+1; > Qiiv1s

para todooi € {1,...,n — 1}. Assim,
> 71
€21€32 - - - Cap—1 > (@12a23 . . . An—1n)

e, portanto, a desigualdade enunciada é valida.
Reciprocamente, admitamos que a condigao referida no enunciado é satisfeita.
Consideremos a matriz parcial

-1 —ail2 ? e ? —a120923 ...0n—_1n
-1
—ajy -1  —ao3 ?

. 7 —ay -1 ? ?
A= .

? ? ? —1 —Qp_1n

-1
[ —anl ? ? —Qp_1n -1 J

Se n = 3, A é uma matriz totalmente especificada com todos os menores nao
positivos. Se n > 3, note-se que o grafo associado a matriz parcial é um ci-

clo dirigido, monotonamente etiquetado. Facilmente se verifica que A é uma
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TN P-matriz parcial. Atendendo & Proposicao 3.4, podemos afirmar que existe
um TN P—completamento de A e, por conseguinte, de A. O

Continuamos o estudo do problema de completamento em questao para de-
terminados tipos de duplos ciclos.

Sejam k,p € {1,...,n} tais que k + p < n. Sejam

Vi={l,...,k—1,kk+1,....k+p}

Vo={k,k+1,....;k+p,k+p+1,...,n}.
Consideremos os digrafos D1 = (Vi, E1) e Dy = (Va, E3), onde
Er={(1,2),....(k=1,k),(k,k+1),...,(k+p— 1,k +p),(k+p 1)}
e
By ={(k,k+1),....(k+p-Lk+p),(k+pk+p+1),....(n—1n)(nk)}

O digrafo D = (V1 UVa, E1 U Es) diz-se um duplo ciclo monotonamente etiquetado
com p arcos em comuim.

Lema 3.16. Sejamn > 3 ¢

S ? ? 7]
? -1 ... ? ? ? ?
? ? -1 —agrs 7 ?
2 2 2 1 2 2
A= :
—Qktpl ceo 7 ? —Qktphtp+1 ?
? ? ? ? -1 ?
? ? ? ? —Qp—1n
L R ? L1

uma T'N P-matriz parcial, com cada a;; positivo. A admite TINP completamentos
se e s0 se sao vdlidas as desigualdades

1. a1z .. Qp—1kQkk+1 - - - Oktp—1k+pQktpl = 1;

2. Qkk+1 - - Oktp—1k+pQk+pk+p+l - - - On—1nlnk = 1.
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Demonstragao. Se existe um TN P-completamento A. de A, entao a submatriz
Ac{L, ... k,...,k+ p}] é um T'NP—completamento de A[{1,...,k,...,k+ p}],
sendo o digrafo das entradas prescritas desta matriz parcial um ciclo dirigido
monotonamente etiquetado. Pela Proposicao 3.6, podemos afirmar que a desi-
gualdade 1 é vélida. Analogamente, A.[{k,....k +p,k+p+1,...,n}] é um
TN P—completamento de A[{k,...,k+p,k+p+1,...,n}], cujo digrafo das en-
tradas especificadas é um ciclo dirigido monotonamente etiquetado. Uma vez
mais pela Proposigao 3.6, podemos concluir que a desigualdade 2 é vialida.

Reciprocamente, admitamos que se verificam as duas desigualdades enuncia-
das. Seja A a TN P-matriz parcial cujas entradas sdo iguais as de A, excepto as
entradas (k, 1), igual & —agg41 - . - Qhtp—1ktpQhtpl, (K + D, k), igual a —(agpy1 - -
Aerp—1ktp) 5y (nyk + p), igual & —agk41 - - - Qtp—1ktpAnk, € (k+p,1) e (n, k),
que nao sao prescritas. Os digrafos associados as submatrizes A[{1,...,k}],
Al{k,...,k+p} e A[{k +p,...,n}] sdo ciclos dirigidos monotonamente eticue-
tados e facilmente se verifica, aplicando a Proposicao 3.6, que tais submatrizes
admitem T'N P—completamentos B, C' e D, respectivamente.

Seja A a matriz obtida de A completando as referidas submatrizes com os
respectivos completamentos B, C' e D. O grafo das entradas prescritas de Aé
1-cordal monotonamente etiquetado e conexo. Assim, pelo Teorema 3.1 e pela
sua demonstracao, podemos assegurar a existéncia de um 7T'N P—completamento
A, de f:l, cujas entradas (k +p, 1) e (n, k) s@o, respectivamente, —ayip1 € —ank.
Por conseguinte, A, é um T'N P-completamento de A. a

Por fim, apresentamos um resultado que é consequéncia imediata de uma ob-
servagao feita anteriormente. Um caminho dirigido (iy,42), (i2,13), ..., (ig—1,1k)
num digrafo D = (V, E), onde i1, . .., i s@o vértices distintos de V', diz-se mono-
tonamente etiquetado se i1 < ... < i ou iy > ...> i.

Lema 3.17. Seja A uma TN P—matriz parcial n X n, ndo combinatorialmente
simétrica, cujo digrafo das entradas especificadas € um caminho monotonamente
etiquetado e cujos elementos prescritos sao ndo nulos. Entdo, A admite
TN P—completamentos.

Demonstracao. Completando apenas submatrizes principais 2 x 2, é possivel obter
uma T'N P-matriz parcial combinatorialmente simétrica cujo grafo das entradas
prescritas é um caminho nao dirigido, monotonamente etiquetado. O

3.2 TN P,-matrizes parciais

A classe das T'N P—matrizes estd contida na classe das T'IN P,—matrizes, cujas
submatrizes quadradas de ordem nao superior a 2 tém determinante nao positivo.
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No estudo do problema de completamento de T'N P—matrizes, deparamo-nos
com algumas questoes em aberto, sendo uma dessas questoes relativa a comple-
tabilidade dos grafos p—cordais monotonamente etiquetados.

Os resultados que aqui apresentamos permitem-nos garantir a completabili-
dade desse tipo de grafos quando dirigimos o nosso estudo para as T'N P,—matrizes
parciais cujos elementos prescritos sao nao nulos. Tal como nos problemas anteri-
ores, assumiremos que todas as entradas da diagonal principal sao especificadas.

Definicao 3.2. Uma TN P,—matriz parcial é uma matriz parcial quadrada cujas
submatrizes quadradas totalmente especificadas sdo T N Po—matrizes.

Um TN Py—completamento de uma matriz parcial A serd um completamento
de A que é uma TN P,—matriz.

Comegamos por considerar grafos p—cordais com dois cliques maximais com
determinados conjuntos de vértices.

Lema 3.18. Seja A uma TN Py—matriz parcial n X n que admite uma particdo

A A X
A= | Ay A ax |,
Y al, -1

onde A1y é uma matriz quadrada de ordem (n—p—1) e A € uma matriz quadrada
de ordem p, tal que todos os elementos da diagonal principal sdo distintos de 0
e cujas entradas ndo prescritas sdo exactamente as de X e de Y. Entdo, existe
um TN Py—completamento de A.

Demonstragao. Sejam

—1
—29
X —
— Ty p1
€
Y = [ Y1 —Y2 ... —Yn—p-1 ]

Consideremos a entrada (n —p—1,n). Ao fixarmos um valor para x,_p—1, as
submatrizes parciais de ordem 2 que ficam completas sdo A [{n —p — 1,i}|{j, n}],

com (i,j) € {n—p,...,n—1} x{1,...,n—1} ou (3,j) € {n} x {n—p,...,n}.
Facilmente se verifica que tais submatrizes sao da forma

—a —Tp—p-1
—b —c ’
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com a,b,c > 0. Naturalmente, é possivel atribuir um valor real positivo c¢,—p_15
a Tn—p—1 de modo a que todos os determinantes dessas submatrizes sejam nao
positivos. Seja A; a nova T'N Po-matriz parcial obtida de A tomando z,—,—1 =
Cn—p—1n-

Atendamos, agora, a entrada (n,n —p — 1) de A;. Ao fixarmos um va-
lor para y,—p—1, as submatrizes parciais de ordem 2 que ficam completas sao
Al [{z,n}|{n—p— ]-a]}]’ com (Zvj) € {17'--,77’ - 1} X {TL SRR 1} ou
(i,j) e {n—p—1,...,n — 1} x {n}. Todas essas submatrizes parciais sao da

—a —-b
—Yn—p—-1 —C ’

onde a,b,c sao reais positivos. Logo, existe c,,—p—1 > 0 tal que, tomando

forma

Yn—p—1 = Cnn—p—1, todos os menores relativos a tais submatrizes sao nao po-
sitivos. Seja As a TN Po—matriz parcial obtida de A; completando a entrada
(n,n—p—1) com —cpp—p—1.

Aplicando sequencialmente este procedimento, fixamos valores para z,_p_2,
Yn—p—2, Tn—p—3, Yn—p—3, - - -» T2, Y2, 1, Y1, por esta ordem, de modo a obter um
T N P,—completamento de A. a

Podemos generalizar este resultado da seguinte forma.

Lema 3.19. Seja A uma TN Po—matriz parcial n X n, cujo grafo das entra-
das especificadas € p—cordal monotonamente etiquetado com dois cliques maxi-
mais e cujos elementos da diagonal principal sdo ndo nulos. Entdo, A admite
TN Py—completamentos.

Demonstragcao. A matriz parcial A admite uma partigdo

A A X
A= | Ay Ay Ax |,
Y A3y Ass

onde as entradas nao especificadas de A sao as entradas de X e de Y, Ago é uma
matriz p X p e os blocos

All A12
A21 A22

Azp A
Azz  Ass

9

sao de ordens nj e no, respectivamente, sendo n = ny + ns — p.

Se n; =1 oun; =n—1, o resultado segue do lema anterior. Nos restantes
casos, podemos completar algumas das entradas de X e de Y, seguindo uma
certa ordem, que explicaremos de seguida, por forma a obter uma T'N Po—matriz
parcial cujo grafo das entradas especificadas é (ny — 1)—cordal monotonamente
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etiquetado, com dois cliques maximais, tendo um n — 1 vértices e o outro ny

vértices.

Denotemos por —z;; o elemento na entrada (¢,j), parai=1,...,n1 —p—1
ej=mn+1,...,n, e por —y;; o elemento na entrada (i,j), para i = n; + 1,
...,nej=1,...,n1. Seguindo um raciocinio analogo ao apresentado na de-

monstracao do resultado anterior, é possivel fixar sequencialmente valores para
Lno—p—1,n1+1y Yni+1lna—p—15 Lna—p—2mn1+15 Yni+lno—p—25 -+ L1ni+1s Yni+1,15 - - -
Lno—p—1,n—15 Yn—1n2—p—15 Tna—p—2,n—15 Yn—1no—p—25 -+ L1n—1, Yn—1,1, de modo
a obter uma TN P,—matriz parcial cujo grafo das entradas especificadas é um
grafo (n2 — 1)-cordal monotonamente etiquetado, com dois cliques maximais.
Pelo lema anterior, existe, entao, um T'N P,—completamento de A. O

Por inducédo no ntmero de cliques maximais, podemos obter o resultado que
se segue.

Proposicao 3.7. Seja G um grafo cordal conexo, nao dirigido. Entdo, qualquer
TN Py—matriz parcial cujo grafo das entradas especificadas € G e cujos elementos
da diagonal principal sao nao nulos admite T'N Py—completamentos.
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Capitulo 4

Completamentos de matrizes
parciais com menores
principais positivos

Uma P-matriz é uma matriz quadrada sobre o corpo dos reais cujos meno-
res principais sao todos positivos. O problema de completamento de P—ma-
trizes parciais foi ja abordado por vérios autores e surge, de certa forma,
como impulsionador de toda uma série de problemas de completamento de
matrizes envolvendo propriedades de determinantes. Neste capitulo, abor-
damos problemas de completamento de determinadas classes de matrizes
em que menores principais positivos sao um denominador comum.
Comegamos por apresentar uma breve descrigdo dos resultados mais signi-
ficativos relativos ao problema de completamento de P—matrizes parciais
existentes até ao momento.

Numa segunda secgao, temos como base as Py—matrizes. Uma Px—matriz
é uma matriz quadrada, com entradas em R, cujas submatrizes principais
de ordem nao superior a k tém determinante positivo. Consideramos o pro-
blema de completamento de Pp—matrizes, abordando o problema de com-
pletamento em questdo no caso combinatorialmente simétrico. E sabido,
de [36], que toda a P—matriz parcial combinatorialmente simétrica admite
P-completamentos. Obtemos aqui a generalizagdo desse resultado para as
Pr—matrizes parciais.

Na secgao seguinte, apresentamos uma pequena nota sobre a questao de
completamento de M—matrizes parciais cujo grafo associado é um caminho.
Por fim, analisamos o problema de completamento de D N—matrizes parciais
relacionado com as matrizes duplamente negativas. Provamos que todas as
D N—matrizes parciais cujo grafo associado é um grafo cordal G admitem
D N—completamentos se e s6 se G é 1-cordal. Abordamos, ainda, o problema
de completamento no caso em que o grafo associado a matriz parcial é um

ciclo.
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4.1 O problema de completamento de P—matrizes par-
ciais: antecedentes e estado actual

Analisamos, nesta seccdo, o problema de completamento que serve de mo-
tivacao aos problemas considerados nas restantes secgoes deste capitulo: o pro-
blema de completamento de P—matrizes parciais.

Como base deste nosso estudo temos as matrizes reais quadradas cujos me-
nores principais sao positivos — as P-matrizes.

Pretendemos estudar a existéncia de completamentos de uma dada matriz
parcial quadrada que sejam P-matrizes, os chamados P-completamentos. Re-
lembremos que toda a submatriz principal de uma P-matriz é, ainda, uma
P—-matriz. Assim, para que uma matriz parcial admita P—completamentos, todas
as suas submatrizes principais totalmente especificadas terdo de ser P-matrizes.
Introduzimos, pois, de forma natural, a definicao que se segue.

Definicao 4.1. Uma matriz parcial quadradae diz-se uma P-matriz parcial se
qualquer submatriz principal totalmente especificada € uma P—matriz.

Exemplo 4.1. A matriz parcial

1 2 2
A=103 2 -1
? -5 ?

é uma P—matriz parcial, uma vez que as submatrizes principais A [{1}], A [{2}]
e A[{1,2}] tém determinante positivo. Por outro lado, a matriz parcial

1 1 ?
B=]0 2 1
7 =5 -1
nao é uma P-matriz parcial, dado que det B [{3}] = —1 < 0.

No estudo deste problema de completamento podemos assumir, sem perda de
generalidade, que todas as entradas da diagonal principal sao especificadas — caso
contrario, o problema reduz-se ao estudo da existéncia de um P—completamento
da submatriz principal que contém todos os elementos especificados da diagonal
principal. DeAlba e Hogben apresentam, em [9], uma prova deste facto.

Também sem perda de generalidade, podemos restringir a nossa andlise as
P-matrizes parciais cujos elementos da diagonal principal sao iguais a 1. Com
efeito, dada uma P-matriz parcial A = (a;;);;—_;, basta-nos considerar o produto
DA, sendo D = diag(aj;,...,a;}). Note-se que DA é, ainda, uma P-matriz

parcial — recordemos que a classe das P—matrizes é invariante para a multiplicacao
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diagonal positiva — e facilmente se verifica que todos os elementos da diagonal
principal de DA sao iguais a 1. Claramente, A admite P—completamentos se e
somente se os admite DA.

Podemos, ainda, supor, sem perda de generalidade, que o grafo associado a
matriz parcial é conexo. De facto, se o grafo das entradas especificadas de uma
dada matriz parcial A tem p componentes conexas, entao, a menos de semelhanca
de permutacao, A é da forma

A11 X12 le

X21 A22 X2
A=| 7 7 e

Xy Xp2 ... Ay

onde cada A;; é uma matriz parcial, correspondente a uma componente conexa do
grafo, e cada X;; é uma matriz totalmente nao especificada. Hogben demonstra,
em [28], que A admite um P-completamento se e sé se cada uma das submatrizes
A;; admite um P—completamento.

Apresentamos, de seguida, um breve resumo dos resultados de completamento

de P—matrizes parciais obtidos até ao momento.

Como ja referimos anteriormente, este problema foi inicialmente proposto
por Johnson e Kroschel, em 1996 (ver [36]). Nesse trabalho, os autores mostram
que toda a P—matriz parcial 3 x 3 admite um P—completamento. No estudo do
problema em questao para matrizes parciais de ordem superior a 3, os referidos
autores provam, ainda, que nem sempre é possivel encontrar o completamento
desejado, como podemos comprovar com o exemplo que se segue.

Exemplo 4.2. A matriz parcial

17 -1 -7
A 11 1 -1
4 0 1 0,5
1 2 -1 1

é uma P—matriz parcial 4 X 4 que nao admite P—completamentos. De facto, dado
z € R e o completamento A, de A obtido completando a entrada (1,2) com =z,
temos que

det A, [{1,2,3}] >0< x> —5/3

det A, [{1,3,4}] >0z < 2.
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Portanto, estes dois menores nao sao simultaneamente positivos para qualquer
valor de .

Podemos obter, com base na matriz parcial A, uma P-matriz parcial n X n,
n > 5, que nao admite P—completamentos: basta considerar a matriz parcial B
cuja submatriz principal B[{1,2,3,4}] é igual a A e tal que todos os elementos
da diagonal principal sao especificados e iguais a 1, sendo as restantes entradas
também especificadas e iguais a 0.

Tendo em conta este facto, para dar continuidade a este estudo do problema
de completamento de P—matrizes parciais, foi necessario introduzir algum tipo
de restrigoes sobre o padrao da matriz.

Johnson e Kroschel apresentam, ainda em [36], o seguinte resultado respei-
tante a matrizes parciais combinatorialmente simétricas:

Teorema 4.1. Toda a P—matriz parcial combinatorialmente simétrica admite
P—-completamentos.

Do trabalho atrés referido sabemos, entao, que toda a P—matriz parcial com-
binatorialmente simétrica admite P—completamentos, tal como toda a P-matriz
parcial 3 X 3 nao combinatorialmente simétrica. Sabemos, ainda, que, em geral,
nao existe um P-completamento de uma P-matriz parcial nao combinatorial-
mente simétrica de ordem superior ou igual a 4.

Naturalmente, na sequéncia deste trabalho de Johnson e Kroschel, o estudo
deste problema tem sido abordado por varios autores, procurando determinar o
tipo de padroes das P—-matrizes parciais nao combinatorialmente simétricas n x n,
n > 4, que admitem P-completamentos e, para os padroes que nao admitem
P—-completamentos, apresentar condigoes sobre as entradas especificadas da ma-
triz parcial por forma a garantir a existéncia do completamento desejado.

Nesses tais trabalhos, posteriores ao de Johnson e Kroschel, inicia-se o estudo
do problema de completamento de P—matrizes parciais introduzindo restri¢oes
sobre o sinal dos elementos da matriz parcial tais como a positividade da matriz
parcial (todas as entradas especificadas sao positivas), a nao negatividade da
matriz parcial (todas as entradas especificadas sdo nao negativas), a simetria
de sinal (todas as entradas especificadas que ocupam posigoes simétricas tém
o mesmo sinal ou s@o ambas nulas) e a simetria de sinal fraca (o produto das
entradas especificadas que ocupam posigoes simétricas é nao negativo).

Tendo em conta estas restrigoes, deparamo-nos com as seguintes questoes
derivadas do problema de completamento de P—matrizes parciais: dada uma
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P-matriz parcial positiva (respectivamente nao negativa, sinal-simétrica, fraca-
mente sinal-simétrica) A, existe um completamento A. de A tal que A, é uma
P-matriz positiva (respectivamente nao negativa, sinal-simétrica, fracamente si-
nal-simétrica)?

Seguindo a metodologia do problema mais geral, Fallat, Johnson, Torregrosa
e Urbano abordam este problema em [13]. Estes autores mostram que toda a
P-matriz parcial positiva 3 x 3 tem um P-completamento positivo. Facilmente
se verifica que o resultado andlogo é valido quando consideramos as P—matrizes
parciais nao negativas. No entanto, nao temos resultados andlogos para as res-
tantes subclasses das P—matrizes parciais atras referidas, como mostra o exemplo
que se segue.

Exemplo 4.3. Consideremos a P—matriz parcial

1 2
A=1]01 1 -3
1 -0,2 1

Facilmente se verifica que A é sinal-simétrica e, por conseguinte, A é fracamente
sinal-simétrica. Dados um real x e o completamento A, de A obtido completando
a entrada (1,3) com z, temos que det A, = —5,8—1,02x. Para que A, seja sinal-
-simétrica (respectivamente fracamente sinal-simétrica), = terd de ser positivo
(respectivamente nao negativo). Nesse caso, o determinante de A, serd negativo.
Portanto, A nao admite P-completamentos (fracamente) sinal-simétricos.

Dada uma P-matriz parcial positiva (respectivamente sinal-simétrica, fraca-
mente sinal-simétrica) A, de ordem superior a 3, nao podemos, em geral, ga-
rantir a existéncia de uma P-matriz positiva (respectivamente sinal-simétrica,
fracamente sinal-simétrica) que seja um completamento de A. Atendamos aos
seguintes exemplos.

Exemplo 4.4. A seguinte P—matriz parcial

1 0,065 1 ?
15 1 4 0,96
0,5 0,125 1 0,045
13 1 20 1

A=

nao admite P—completamentos, uma vez que, dado x € R, o completamento

1 0,06 1 =z
15 1 4 0,9
0,5 0,125 1 0,045
13 1 20 1

Ay =
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de A € tal que
det A, [{1,2,4}] > 0 < 2 > 0,0619

det A, [{1,3,4}] > 0 < 2 < 0.185/3 ~ 0, 06167.

A matriz parcial do exemplo anterior é ndo combinatorialmente simétrica. Os

exemplos que se seguem dizem respeito ao caso combinatorialmente simétrico.
Exemplo 4.5. Consideremos a seguinte P-matriz parcial positiva

1 1 0,6 7
0,3 1 1 0,02

0,06 0,5 1 1
? 0,04 0,5 1

A=

Note-se que A é combinatorialmente simétrica. Vejamos que esta matriz parcial
nao admite P—completamentos positivos. Para tal, consideremos o completa-
mento A, , de A obtido completando as entradas (1,4) e (4, 1) com reais positivos
x e y, respectivamente. Como det A, , = —0,003476 — 0, 04x — 0, 386y — 0, Szy,
podemos, de facto, afirmar que A nao admite P—completamentos positivos.

Exemplo 4.6. Facilmente se verifica que a seguinte matriz parcial combinatori-
almente simétrica

1 1 1,6 ?
| 0,963 1 1 -5
10,032 0,0001 1 1
7 —0,008 0,95 1

é uma P-matriz parcial sinal-simétrica (e, por conseguinte, fracamente sinal-
-simétrica). Dados z,y € R, seja A, , o completamento de A obtido completando
as entradas (1,4) e (4,1) com z e y, respectivamente. Simples cdlculos permitem-
-nos afirmar que

det Ay, [{1,3,4}] = —0,0012 + 0,0304z + 1,6y — zy

det A, [{1,2,4}] = —0,003 — 0,007704z — 5y — xy.

Assim, se x e y sao ambos negativos, det A, ,, [{1,3,4}] < 0. Se = e y sdo ambos
positivos, entdao é negativo o determinante de A, [{1,2,4}]. Se 2z = y = 0,
segue-se que sao negativos os dois menores principais referidos. Portanto, A,
nao é uma P—matriz sinal-simétrica independentemente dos valores de x e de y. Se
apenas x é nulo, facilmente se verifica que um dos menores principais considerados
é negativo. Verifica-se uma situacao andloga no caso em que apenas y ¢ nulo.
Logo, A também nao admite P—completamentos fracamente sinal-simétricos.
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Em todos os casos abordados até ao momento em que a resposta ao problema
de completamento é, em geral, negativa, podemos colocar a seguinte questao: que
tipos de padrao garantem a existéncia de um P—completamento positivo (respec-
tivamente sinal-simétrico, fracamente sinal-simétrico) de uma P-matriz parcial
positiva (respectivamente sinal-simétrica, fracamente sinal-simétrica)? Encontra-
mos, em [13] e em [52], respostas parciais a esta questao.

Relativamente aos grafos cordais, Fallat et al apresentam o resultado que se
segue (ver [13]):

Teorema 4.2. Seja G um grafo cordal ndo dirigido. Entdo, toda a P—matriz par-
cial positiva (respectivamente sinal-simétrica, fracamente sinal-simétrica), cugjo
grafo das entradas especificadas é G, admite um P—completamento positivo (res-
pectivamente sinal-simétrico, fracamente sinal-simétrico) se e somente se G € um
grafo 1—cordal.

Quando o grafo associado a uma P—matriz parcial combinatorialmente simétri-
ca nao é cordal, sabemos que contém, como subgrafo induzido, um ciclo de com-
primento maior ou igual a 4. Considerando os padroes descritos por ciclos, en-
contramos, ainda em [13], o seguinte resultado:

Teorema 4.3. Seja A uma P-matriz parcial positiva n X n, com n > 4, cujo
grafo das entradas especificadas € um ciclo nao dirigido. Entdo, existe um com-
pletamento A, de A que € uma P-matriz positiva.

No trabalho atras referido, os autores mostram que nao é vélido, em geral, o
resultado andlogo ao anterior para as P—-matrizes parciais sinal-simétricas 4 x 4.
Na continuacao deste estudo, encontramos, em [10], o seguinte resultado:

Teorema 4.4. Toda a P-matriz parcial sinal-simétrica (respectivamente fraca-
mente sinal-simétrica) n X n, combinatorialmente simétrica, cujo grafo das en-
tradas especificadas € um ciclo de comprimento n, admite um P—-completamento
sinal-simétrico (respectivamente fracamente sinal-simétrico) se e somente se
n#4en#b5.

Até ao momento, sao estes os principais resultados conhecidos para o problema
de completamento de P-matrizes parciais positivas (respectivamente sinal-simé-
tricas, fracamente sinal-simétricas) combinatorialmente simétricas.

Relativamente ao caso nao combinatorialmente simétrico, Jordan, Torregrosa
e Urbano apresentam, em [52], uma andlise do problema em fung¢ao do tipo de
grafo associado as entradas prescritas da matriz parcial.
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Neste ultimo trabalho, encontramos o seguinte resultado relativo a grafos
aciclicos:

Teorema 4.5. Seja A uma P-matriz parcial positiva (respectivamente sinal-
-simétrica), nao combinatorialmente simétrica, cujo grafo associado € aciclico.

Entao, existe um P—completamento positivo (respectivamente sinal-simétrico) A.
de A.

Para o caso de grafos dirigidos nao aciclicos, os autores apresentam o resultado
que se segue:

Teorema 4.6. Seja A uma P—matriz parcial positiva cujo digrafo associado é
um digrafo CDUM. Entao, A admite P—completamentos positivos.

Como consequéncia directa deste teorema surge o seguinte corolario.

Corolario 4.1. Toda a P-matriz parcial positiva cujo digrafo das entradas es-
pecificadas € um ciclo admite P—completamentos positivos.

Relativamente ao problema de completamento de P—matrizes parciais sinal-
-simétricas, o facto de o digrafo associado & matriz parcial ser CDUM nao é
suficiente para garantir a existéncia do completamento desejado, como podemos
comprovar no exemplo que se segue.

Exemplo 4.7. Consideremos a matriz parcial

1 1 7
A= 7 11
-2 71
Obviamente, A é uma P-matriz parcial sinal-simétrica. Note-se que o grafo

dirigido associado a A é um digrafo CDUM. Dados z,y,2 € R, definimos o
completamento A, , . de A como

1 1 —
Ay = y 1 1
-2 z 1
Dado que det A, ,. = —1 —ayz — 2 —y — 2, Agy. nao é uma P-matriz,

independentemente dos valores escolhidos para x,v, 2z em RT. Portanto, A nao
admite o completamento desejado.

Motivados por todos estes estudos desenvolvidos com base no problema de
completamento de P—matrizes parciais, apresentamos, nas seccoes que se se-
guem, algumas respostas a questOes relativas a problemas de completamento
muito préximos.
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4.2 P,—matrizes parciais

Ao longo desta secgao, k denota um niimero inteiro positivo.

Relembremos que uma Pr—matriz é uma matriz cujas submatrizes principais
de ordem nao superior a k tém determinante positivo. Como ja referimos anteri-
ormente, toda a submatriz principal de uma Pp—matriz é, ainda, uma P,—matriz.
Definimos, entdo, as P,—matrizes parciais.

Definicao 4.2. Uma matriz parcial quadrada diz-se uma Py—matriz parcial se
todas as suas submatrizes principais totalmente especificadas sao Py—matrizes.

Exemplo 4.8. A matriz parcial

0,5 7 2

?
At 0,01
2 01 1 1
0,1 -3 7 1

é uma P,—matriz parcial, uma vez que todas as submatrizes principais totalmente
especificadas de ordem nao superior a 2 tém determinante positivo. Consequente-
mente, A é, também, uma P;—matriz parcial. No entanto, A ndo é uma Ps—matriz
parcial. De facto, det A [{1,2,4}] < 0. Por conseguinte, A nao é uma Py—matriz
para k > 3.

Consideramos o problema de completamento de P,—matrizes, assumindo que
todas as entradas diagonais sdo especificadas e abordando o caso combinatori-
almente simétrico. Chamamos Pp—completamento de uma matriz parcial A a
qualquer completamento de A que seja uma P,—matriz.

Dado que a classe das Py—matrizes é invariante para as semelhangas de per-
mutagao e diagonais, bem como para a multiplicagao diagonal positiva, estas sao
transformacoes admissiveis no contexto das Py—matrizes parciais.

Pelo Teorema 4.1, sabemos que toda a P—matriz parcial combinatorialmente
simétrica admite P—-completamentos. Os resultados que se seguem generalizam
este facto.

Lema 4.1. Toda a P,—matriz parcial com exactamente um par de entradas ndao
especificadas admite Pp—completamentos.

Demonstragao. Seja A uma Pr—matriz parcial n X n com exactamente um par de
entradas nao especificadas simetricamente posicionadas. Podemos assumir, sem
perda de generalidade, por multiplicacao diagonal positiva e por semelhanca de
permutagao, que todas as entradas diagonais sao iguais a 1 e que as entradas nao
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especificadas sao (1,n) e (n,1). Se n < k+ 1, entdo A é uma P—-matriz parcial,
pelo que admite P—completamentos, que sao, também, P,—matrizes.

Admitamos, entao, que n > k 4+ 1. Dados z,y € R, consideremos o comple-
tamento A, , de A obtido completando a entrada (1,n) com x e a entrada (n,1)
com y. Pretendemos mostrar que existem z,y tais que det A, ,[5] > 0, para
todo o subconjunto 3 de {1,...,n} tal que |3| < k. Resta-nos verificar, para tal,
que existem x,y tais que det A, ,[{1,n} Ua] > 0 para todo o subconjunto a de
{2,...,n — 1} tal que |a| < k — 2. Denotemos por Ay o completamento Ag o de
Aesejaa C{2,...,n— 1} tal que || < k — 2. Temos que A, [{1,n} Uq] é da
forma

1 W oz
Apy{l,nfual=| v Ao w |,
Y 2T 1
onde v = A[{1}]a], v = Alal{1}], w = Ala|{n}] e 2" = A[{n}|a].
Assim,
1 Wl oz 1 «f 0
det A, y[{1,n}Uqa] = det [ v Ala] 0 ] + det [ v Ala] w ]
y 27 0 y 27 1
1 wr 0
= 1)|a+1xdet{ [T] ] + det [ v Ala] w }
Y 0 0
1 «f 0
+det [ v Ala] w ]
0 2T 1
= (1)|a+1z<det { Z A([)a] ] + det { g i[?] })
o 1 ul 0
+(-1) ydet[ Ala] w } + det Ag[{1,n} Uq]
= (=12 gy det Ala] + (—=1D)lH 1z det Agla U {n}|{1} U q]
+(=1)l 1y det Ag[{1} U aja U {n}] + det Ag[{1,n} Ua].
Logo,
det Ay _,[{1,n}Ua] = z?det Ala] + (—1)*F 1z det Aola U {n}|{1} Uq]

+  (=1)™zdet Ag[{1} U a|or U {n}] + det Ag[{1,n} U a].

Observe-se que det A, _,[{1,n} Ua] é um polinémio de grau 2, em z, com coe-
ficiente director positivo. Podemos, entao, afirmar que, para cada «, existe M,
tal que det A, _,[{1,n} Ua] > 0 para todo o x > M,. Seja

M =max{M, |a C{2,...,n— 1}, |a| < k—2}.
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Entao, dado = > M, det A, _,[{1,n} Ua] > 0, para todo o subconjunto o de
{2,...,n — 1} tal que |a| < k — 2. Portanto, A; _, é um Pj—completamento de
Asex > M. O

O lema anterior pode ser aplicado sequencialmente de modo a obter um
Pr—completamento de uma qualquer Py—matriz parcial combinatorialmente simé-
trica.

Proposigao 4.1. Toda a P,—matriz parcial combinatorialmente simétrica admite
Pr—completamentos.

Demonstragcao. A demonstracdo segue por inducao no numero p de pares de
entradas nao especificadas posicionalmente simétricas.

Seja A uma P,—matriz parcial combinatorialmente simétrica com p pares de
entradas nao especificadas posicionalmente simétricas.

Consideremos um par de entradas nao especificadas posicionalmente simétricas
e todas as submatrizes principais maximais A[aq], ..., Alas] que este par com-
pleta. Cada A[a;], i =1,...,s, é, portanto, uma Py—matriz parcial com um sé par
de entradas nao especificadas posicionalmente simétricas. Assim, pelo resultado
anterior, cada A[a;] pode ser completada de modo a obter-se uma Py—matriz com
um par de entradas (z;, —x;) para qualquer z; maior que um determinado real
M;. Sejam M = max{M; |i=1,...,s} ex > M. Completemos cada uma destas
submatrizes com o par (z, —x). Obtemos uma Pj,—matriz parcial A combinatori-
almente simétrica com p — 1 pares de entradas nao especificadas posicionalmente
simétricas. Pela hipétese de inducdo, A admite um Pj,—completamento que é,
também, um completamento de A. O

Sabemos, de [36], que toda a P—matriz parcial 3x3 admite P—completamentos.
Assim sendo, facilmente se verifica que toda a P,—matriz parcial 3 x 3 admite
Pr—completamentos.

O mesmo nao se passa com as P,—matrizes parciais 4 x 4. De facto, se k < 3,
podemos garantir a existéncia de um Pr—completamento de tais matrizes parciais,
mas, para k = 3 ou k = 4, temos o seguinte contraexemplo, apresentado no
referido trabalho de Johnson e Kroschel para o problema de completamento de
P-matrizes.

Exemplo 4.9. Consideremos a P3—matriz parcial

1 -1 1 1

2 1 -11
A=

0 1 1 2

7 —-10 -1 1
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e o seu completamento A, obtido completando a entrada (4,1) com z. Para
que A.[{1,2,4}] seja positivo, é necessdrio que z < —3,5. Para que o menor
A, [{1,3,4}] seja, também, positivo, temos de ter x > —3. Logo, nao existe um
Ps—completamento de A. Note-se que A é, ainda, uma P,—matriz parcial e, pelas
mesmas razoes, A ndo admite Py—completamentos.

Passando para o caso nao combinatorialmente simétrico e analisando
Pr—matrizes parciais cujos digrafos associados sao aciclicos, ciclos, semiciclos ou
duplos ciclos, facilmente se pode verificar que tais matrizes parciais sao, também,
P—matrizes sempre que k > 2. Portanto, a andlise destes padroes é, de certa
forma, trivial.

4.3 Uma nota sobre M—matrizes parciais

O problema de completamento abordado nesta seccdo tem por base as
M-matrizes. Relembremos que uma matriz A com entradas nao diagonais nao
positivas é uma M-matriz se e somente se todos os menores principais de A sao
positivos. Por outras palavras, uma M-matriz é uma P—matriz com entradas
nao diagonais nao positivas.

O problema de completamento de M—matrizes é, em certo sentido, trivial.
Comecemos por apresentar a definicao de M—matriz parcial.

Definicao 4.3. Uma matriz parcial quadrada diz-se uma M -matriz parcial se
todas as submatrizes principais totalmente prescritas sao M—matrizes e se todas
as entradas ndo diagonais especificadas sGo nao positivas.

Exemplo 4.10. Facilmente se verifica que a matriz parcial

1 -1 7
A=| -0,5 1 -4
o 7 1

é uma M—-matriz parcial. Pelo contrario, a matriz parcial

1 -1 2
B=|-05 1 -4
2 7 1

nao é uma M-matriz, apesar de ser uma P-matriz. Com efeito, o elemento na
posigao (3,1) é positivo.

Podemos enunciar o problema de completamento de M—matrizes parciais do
seguinte modo: dada uma M-matriz parcial A de tamanho n X n, existe um
completamento A, de A que é uma M-matriz?
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Chamamos M —completamento a qualquer completamento de uma matriz par-
cial que seja uma M—-matriz.

No estudo do problema de completamento de M—matrizes parciais, podemos
supor, sem perda de generalidade, que todas as entradas da diagonal principal
sao especificadas. Com efeito, no caso contrario, o problema reduz-se a analisar
a existéncia de um M—completamento da submatriz principal que contém todas
as entradas da diagonal principal prescritas.

E um resultado conhecido que a classe das M—matrizes é invariante para a
multiplicacao diagonal positiva, isto é, se D é uma matriz diagonal positiva e
A é uma M-matriz, entao AD, DA sdo, também, M-matrizes. Nesse sentido,
podemos assumir que todas as entradas diagonais de uma M-matriz parcial sao
iguais a 1.

Outro aspecto relevante para este nosso estudo traduz-se no facto de a classe
das M—matrizes ser invariante para a semelhanca diagonal positiva ou negativa,
ou seja, dadas uma matriz diagonal D positiva ou negativa e uma M—matriz A,
DAD™! é, também, uma M matriz. Podemos, pois, assumir que os elementos
especificados da diagonal superior nao nulos sao iguais a —1.

Tal como no caso das P—matrizes parciais, o problema de completamento de
M-matrizes parciais reduz-se ao estudo da existéncia do completamento dese-
jado de M—matrizes parciais cujos grafos associados sao conexos. De facto, se o
grafo contém p componentes conexas, a existéncia de um M—completamento de
cada uma das submatrizes principais associadas a cada uma dessas componentes
conexas garante a existéncia de um M-completamento da matriz parcial dada.

Johnson e Smith notam, em [39], que o completamento nulo é a chave da
resolucao deste problema de completamento de matrizes.

Teorema 4.7. Seja A uma M-matriz parcial. A admite M —completamentos se
e somente se Ag € uma M -matriz.

O problema atras mencionado fica, assim, resolvido de forma implicita. A
questao que surge, naturalmente, prende-se com o tipo de estruturas da matriz
parcial que nos permitem garantir a existéncia do completamento desejado.

Em [26], Hogben analisa o problema de completamento de M—matrizes par-
ciais para o caso nao combinatorialmente simétrico, apresentando o seguinte re-
sultado.

Teorema 4.8. Dado um grafo dirigido D, toda a M —matriz parcial nao combina-
torialmente simétrica cujo digrafo associado ¢ D admite um M —completamento
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se e sO se para qualquer subgrafo fortemente conexo H de D, toda a M—-matriz
parcial nao combinatorialmente simétrica cujo digrafo das entradas especificadas
¢ H admite um M —completamento.

Observe-se que este resultado se baseia numa caracterizacao combinatoria e
nao matricial no sentido em que existem matrizes parciais que admitem
M—completamentos mas cujo digrafo associado nao verifica a condicao do te-

orema anterior. Neste contexto, deparamo-nos com varias questoes em aberto.

Dirigimos, agora, o nosso estudo para o problema de completamento de
M-matrizes parciais cujos grafos das entradas especificadas sao caminhos com-
binatorialmente simétricos.

Este caso particular pode ser reduzido ao caso em que todas as entradas da
diagonal superior sao negativas.

De facto, se A é uma M-—matriz parcial combinatorialmente simétrica n X n
cujo grafo das entradas especificadas é um caminho e tal que a entrada (4,7 + 1)
¢é nula para algum i € {1,...,n}, entdo A admite M—completamentos se e sé se
as matrizes parciais B = A[{1,...,i}]e C = A[{i+1,...,n}] admitem M—-com-
pletamentos, uma vez que Ag serd uma matriz triangular por blocos em que os
blocos diagonais sao as matrizes By e Cjp. Note-se que uma matriz triangular por
blocos cujos blocos diagonais sao M—matrizes é, ainda, uma M-matriz.

O nosso objectivo, nesta sec¢ao, ¢ mostrar que podemos reduzir o nimero
de menores principais do completamento nulo calculados para verificar se uma
dada M—matriz parcial com o grafo associado do tipo referido admite ou nao os
completamentos desejados.

Tendo em conta as observacoes anteriores, assumimos, nos resultados que se
seguem, que todas as entradas da diagonal superior sao nao nulas.

Lema 4.2. Uma M -matriz parcial A n x n, com n < 5, cujo grafo associado €
um caminho, admite M —completamentos se e somente se det Ag > 0.

Demonstragdo. Dada uma M-matriz parcial A n x n cujo grafo associado é um
caminho, podemos admitir, sem perda de generalidade (por multiplicagao diago-
nal positiva e por semelhanga diagonal positiva), que A é da forma

1 -1 ? ?
—a9g1 1 —1 ?
? —ass 1 ?
A= )
? ? 1 -1
L ? ? ? —Qnpn—1 1 i
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com 0 < a;41; <1, paratodoo i€ {1,...,n—1}.
Os casos em que n < 3 sao triviais.
Estudemos o caso em que n = 4. Dada uma M—matriz parcial

1 -1 ? ?
A= —an1 1 -1 ? 7

? —a3s2 1 -1

? ? —Qa43 1

com 0 < asq, aze, as3 < 1, sabemos que se A admite M—completamentos, entao o

completamento
1 -1 0 0
AO _ —an1 1 -1 0
0 —as2 1 -1
0 0 —ayg3 1

de A é uma M-matriz. Assim, se A admite M—completamentos, é ébvio que
det Ag > 0. Mostremos, agora, que det Ag > 0 é uma condigdo suficiente para
que A admita M—completamentos.

Atendendo a que

det Ag = 1 — ag1 — azz — as3 + az1a43,
podemos afirmar que

det Ag[{1,2,3}] =
> a43(1—a21)20

1—a9 —asz

e que

det Ag[{2,3,4)] =
> (Igl(l — a43) > 0.

1—a3gs —ass

Os restantes menores principais sao determinantes de uma matriz identidade ou
iguais a determinantes de submatrizes principais totalmente especificadas de A.
Portanto, sao positivos.
Vimos, deste modo, que det Ag [«] > 0, para todo o o C {1,2,3,4}. Logo, Ay
é uma M—matriz e, por conseguinte, A admite M—completamentos.
Consideremos, agora, a M—matriz parcial 5 x 5

[ 1 -1 ? ? ? ]
—anl 1 -1 ? ?
A= ? —as3o 1 -1 ? ,
? ? —a43 1 -1
L ? ? ? —Aas4 1

187




com 0 < asy,ase, aq3,a54 < 1. E claro que det Ag > 0 se A admite M—matrizes
como completamentos. Admitamos, agora, que det Ag > 0. Pretendemos mostrar
que Ag é uma M-matriz.

Vejamos que det Ag [{1,2,3,4}] > 0 e que det Ap[{2,3,4,5}] > 0. Sabemos
que

det Ag =1 — ag1 — asz — a43 — as4 + a21043 + 21054 + A32054.
Podemos, entao, afirmar que
det Ag [{1,2,3,4}] = 1—a2 —as2 — as3 + azass
> asa(l — az — as)
e que
(1 — a2 —az2)(1 — ass) > as3(1 —ag) > 0.

Sendo 1 — asq > 0, também 1 — ag; — aza > 0, donde as4(1 — ag; — aze) > 0.
Portanto, det Ay [{1,2,3,4}] > 0. Sabemos, ainda, que

det Ag [{2,3,4,5}] = 1—asy — a3z — ass + asqasy

> ag1(1 — as3 — asy)
e que
(1 — a4z — a54)(1 — a21) > az2(1 — ass) > 0.

Como 1 — ag; > 0, segue-se que 1 — ayg3 — asq > 0, donde ag1 (1 — ag3 — asg) > 0.
Assim, det Ag [{2,3,4,5}] > 0. Atendendo ao caso em que n = 4, sabemos que
det Ag [a] > 0, para todo o a C {1,2,3,4} e para todo o o C {2,3,4,5}. Resta-
-nos, portanto, verificar que det Ag [a] > 0 para qualquer a C {1,2,3,4,5} tal
que 1,5 € . Para tal, consideremos um subconjunto a de {1,2,3,4,5} tal que
1,5 € a. Se os indices de a sdo nao consecutivos, existem ag C {1,...,4} e
ag C{2,...,5} tailsque a = a3 Uag e

Ao o] =

AO [Oél] O
0 Ao [042] ’

pelo que det Ay [a] = det Ag [a1] det Ag [ae] > 0. Se os indices de « sao consecu-
tivos, entao a = {1,...,5}, donde Agp[a] = Ap e, por hipétese, det Ag [a] > 0.
Podemos, entao, concluir que Ay é uma M-matriz. O

O resultado anterior nao é vélido para n > 5, como ilustram os exemplos
seguintes.
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Exemplo 4.11. Consideremos a matriz parcial 6 x 6

1 -1 ? ? ? 7
—0,3 1 ~1 ? ? 7

2 — ? ?

A 0,8 1 1 7
? 7 —0,00 1 -1 ?

? ? 7 —0,6 1 —1

2 ? ? 7 0,5 1

Facilmente se verifica que A é uma M—matriz parcial cujo grafo associado é um
caminho e cujo completamento nulo tem determinante positivo. No entanto, A
nao admite M—completamentos, uma vez que Ay nao é uma M-matriz. Com
efeito, det Ag [{1,2,3}] = —0,1 < 0.

Exemplo 4.12. O exemplo 4.11 permite-nos construir uma M-matriz parcial
n X n, com n > 6, cujo grafo das entradas especificadas é um caminho, que
nao admite M—completamentos, mas cujo completamento nulo tem determinante
positivo. Consideremos a M-matriz parcial n X n

T 1 -1 ? ? ? 0?2 7 7 ? 07 ]
0,3 1 ~1 ? ? 0?2 7 7 ? 7
? —0,8 1 -1 0?7 7 7 ? 7
? ? —00 1 -1 ? 7 7 ? 7
? ? ? 06 1 -1 7 7 ? 7
B—| 7 ? ? ? 0,5 1 -1 7 ? 7
? ? ? ? ? 0 1 -1 ? 7
? ? ? ? ? 72 0 1 ? 7
? ? ? ? ? ? ? 1 -1
i ? ? ? ? ? ? ? ? 1 |

Facilmente se verifica que det By = det By [{1,2,3,4,5,6}]. Atendendo a que
By[{1,2,3,4,5,6}] = Ap, sendo A a matriz parcial do exemplo 4.11, podemos
concluir que det By > 0. Como By [{1,2,3,4,5,6}] ndo é uma M-matriz, também
By nao o serd. Portanto, B nao admite M—completamentos.

O Lema 4.2 permite-nos resolver o problema de completamento de M—matrizes
parciais n X n, com n < 5, cujo grafo associado é um caminho, com um simples
calculo de um determinante de uma matriz n x n. O resultado que se segue diz
respeito a matrizes de ordem superior a 5.
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Lema 4.3. Uma matriz n X n, com n > 6, da forma

1 -1 0o ... 0 0
—a91 1 -1 ... 0 0
0 —as2 1 0 0
A= . )
0 0 0o ... 1 -1
| 0 0 0 ... —app—1 1 |
com 0 < a;y1; < 1, para todo oi € {1,...,n— 1}, é uma M -maltriz se e somente

sedet A >0 edet A[{1,2,3}] > 0.

Demonstragdo. Seja A uma matriz da forma referida no enunciado. Se A é uma
M-matriz, sabemos, por defini¢do, que todos os menores principais de A sdo
positivos. Em particular, det A > 0 e det A[{1,2,3}] > 0. A demonstracao do
reciproco segue por inducao em n.

Consideremos a matriz

1 -1 0 0 0 0
—a1 1 -1 0 0 0
A 0 —aso 1 —1 0 0 ’
0 0 —ay3 1 -1 0
0 0 0 —as4 1 -1
L 0 0 0 0 —ags 1 ]

66, tal que 0 < a;11; < 1, parai=1,...,5, e tal que det A, det A [{1,2,3}] > 0.
Pretendemos provar que det A [a] > 0, para todo o aw C {1,...,6}.
Facilmente se verificam as seguintes igualdades

det A = det A[{1,2,3,4,5}] — agsdet A [{1,2,3,4}] (4.1)
— det A[{1,2,3,4}] (1 — ags) — a4 det A [{1,2,3}] (4.2)
= detd [{1, 2, 3}] (1 — Qg5 — CL54) —agzdet A [{1, 2}] . (43)

Sendo det A > 0, temos, por (4.3), que
det A[{1,2,3}] (1 — a5 — asa) > aszdet A[{1,2}] > 0.

Atendendo a que det A [{1,2,3}] > 0, podemos afirmar que 1 — ags — ass > 0, ou
seja, que det A [{4,5,6}] > 0. Além disso, sabemos, por (4.2), que

det A [{1,2,3,4}} (1 —ags) > asadet A [{1,2,3}] > 0.

Dado que 1 — ags > 0, segue-se que det A[{1,2,3,4}] > 0 e, por conseguinte,
tendo em conta (4.1),

det A[{1,2,3,4,5}] > ags det A[{1,2,3,4}] > 0.
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Pelo Lema 4.2, sabemos que a matriz A[{1,2,3,4,5}] é uma M-matriz se e
somente se det A [{1,2,3,4,5}] > 0.
Podemos, portanto, concluir que det A [a] > 0, para todo o o C {1,...,5}.

Atendamos, agora, as igualdades

det A = det A[{2,3,4,5,6}] — az: det A[{3,4,5,6)] (4.4)
= detA [{3, 4,5, 6}] (1 —ag1) —agzdet A [{4, 9, 6}] . (4.5)

Como ja verificdmos, det A [{4,5,6}] > 0. Por hipdtese, 1 — ag; > 0 e det A > 0.
De (4.5), segue-se que

det A [{3, 4,5, 6}] (1 — agl) > azpdet A [{4, 9, 6}] >0

e, consequentemente, det A[{3,4,5,6}] > 0. Podemos, entdo, afirmar, por (4.4),
que

det A[{2,3,4,5,6}] > ag; det A[{3,4,5,6}] > 0.

Sabemos, pelo Lema 4.2, que A[{2,3,4,5,6}] é uma M—-matriz se e s6 se tem
determinante positivo.

Assim, det A [a] > 0, para todo o a C{2,...,6}.

Deste modo, para mostrar que A é uma M-matriz, resta-nos provar que
det Aa] > 0, paratodoo o C {1,...,6} tal que 1,6 € a. Consideremos um tal «.
Se os indices de « sao nao consecutivos, existem oy C {1,...,5} e aa C {2,...,6}
tais que a = a1 Uasg e

pelo que det A [o] = det A [a] det A [ae] > 0. Se os indices de a s@o consecutivos,
entdao o = {1,...,6}, donde A [a] = A e, por hipdtese, det A [a] > 0.

Provdmos, assim, que A é uma M-matriz.

Seja n > 6. Admitamos, como hipotese de indugao, que toda a matriz B,
(n—1) x (n—1), da forma

1 -1 0 .. 0 0
S B 0 0
0 —bp 1 ... 0 0
B = : : : : -
0 0 0 1 -1
L 0 0 0 ... —bypi,a 1 |




onde 0 < bjy1; <1,i=1,...,n—2,det B > 0 e det B[{1,2,3}] > 0, é uma
M-matriz. Consideremos, agora, uma matriz

[ 1 -1 0 0 0 0 ]
—an1 1 -1 0 0 0
0 —as2 1 0 0 0

A= : :
0 0 0o ... 1 -1 0
0 0 0 ce.e —Ap—1n—2 1 -1

L0 0o 0 ... 0 —app-1 1 |

nxn,com0 <aj1;, <1l,i=1,...,n—1letalquedet A > 0edet A[{1,2,3}] > 0.
Sao validas as seguintes igualdades

detA = detA[{1,2,...,n—1}] —app—1det A[{1,2,...,n—2}]
det A[{1,2,...,n—2}] (1 — appn-1) — Gn—1n—2det A[{1,2,...,n — 3}]
= detA[{1,2,...,n =3} (1 — apnn-1 — an-1n—2)
—ap—on—3det A[{1,2,...,n —4}]
= detA[{1,2,...,n—4}] (1 — appn-1 — Gn—1n-2 — Gn—2n—3)
—ap—3n—adet A[{1,2,...,n — 5}]

= detA[{1,2,3,4,5}] (1 — apn—1 — an—1n—2 — Gp—2n—3 — ... — ag7 — a76)
—ags det A[{1,2,3,4}] (4.6)

= det A[{1,2,3,4}] (1 — anpn—1 — Gn-1n—2 — Gn—2n—3 — ... — agy — a7g
—ags) — azq det A[{1,2,3}] (4.7)

= det A[{1,2,3}] (1 — apn—-1 — Gp—1n—2 — Gn-2p—3 — ... — Ag7 — a76
—ags — aza) — agg det A[{1,2}]. (4.8)

Dado que det A, det A[{1,2,3}], det A[{1,2}] > 0, podemos afirmar, por
(4.8), que

1 —apm-1—an-1pn—2 —Gn-2n-3 — ... —agy — arg — ags — as4 > 0
e, por conseguinte, que
1 —apm-1—an-1n—2 — Gn_2n—3 — ... —agy — arg — ags > asg > 0.
Assim, por (4.7), temos que det A[{1,2,3,4}] > 0. Sabemos, ainda, que
1 —ann—1—an-1n—2 — Gn—2n-3 — ... — agr — azs > ags > 0.

192



Atendendo a (4.6), podemos afirmar que det A [{1,2,3,4,5}] > 0.
Seguindo, sucessivamente, este raciocinio, mostramos que

det A[{1,...,6}],...,det A[{1,...,n—1}] >0

e que
l—apn—1—an-1n-2 — Gp—2n-3 — ... — A87,..., L — Gpp—1 — Ap—1n—2 > 0.
Note-se que A[{1,...,n —1}] é uma matriz (n — 1) X (n — 1) com determi-

nante positivo tal que det(A [{1,...,n —1}]) [{1,2,3}] > 0. Aplicando a hipétese
de indugdo a esta matriz, podemos concluir que det A [a] > 0, para todo o sub-
conjunto o de {1,...,n — 1}.

Atendamos, agora, as seguintes igualdades

det A = detA[{2,...,n}] — a1 det A[{3,...,n}]
det A[{3,...,n}] (1 —a21) —aszadet A[{4,...,n}]
= det A[{4,...,n}] (1 — a2 —a3z2) —aszdet A[{5,...,n}]

= detA{n—-3,n—-2n—1,n} (1 —as —age —as3 — ...

—Qp—4n—5) — Ap—3n—adet A[{n —2,n — 1,n}] (4.9)
= detA{n—2,n—1,n}] (1 —ag1 —asy —aq3 — ... — Gp—an—5
—Op—3n—4) — Gpn-on—3det A[{n —1,n}]. (4.10)

Vimos ja que 1 —app—1 —ap—1n—2 > 0, isto é, que det A [{n — 2,n — 1,n}] > 0.
Como det A, det A[{n — 1,n}] > 0, temos, por (4.10), que

1—as —azx—ag3 — ... —ap—an-5— ap-3n—-4 >0
e, portanto,
1—ag1 —azx —as3— ... — Gp—an—5> apn-3p—4 > 0.

Por (4.9), podemos, entao, afirmar que det A[{n —3,n —2,n—1,n}] > 0. Se-
guindo, sucessivamente, este raciocinio, mostramos que

det A[{n—4,...,n}],...,det A[{2,...,n}] >0

e que

1l—a9y —ase— ... —ap—s5n-6,---,1 —asy —ase —aygz > 0.

Note-se que (A[{2,...,n}])[{1,2,3}] = A[{2,3,4}].
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Como {2,3,4} C {1,...,n— 1}, sabemos, ainda, que det A[{2,3,4}] > 0. Po-
demos, entao, aplicar a hipdtese de indugao a matriz A [{2,...,n}] e concluir que
A[{2,...,n}] é uma M-matriz. Logo, det A [a] > 0, para todo o o C {2,...,n}.

Por forma a concluir a demonstragao, resta-nos verificar que det A [a] > 0,
para todo o  C {1,...,n} tal que 1,n € a. Consideremos um tal a. Se os
indices de a sdo nao consecutivos, existem a3 C {1,...,n—1} e ag C{2,...,n}
tais que a = a1 Uag e

donde det A [a] = det A[a;]det A[az] > 0. Se os indices de « s@o consecutivos,
entdao o = {1,...,n}, pelo que A[a] = A e, por hipétese, det A [a] > 0.

Podemos, assim, afirmar que A é uma M-matriz. O

Tendo por base o lema anterior, podemos, agora, resolver o problema de
completamento de uma M—matriz parcial n x n, com n > 6, cujo grafo associado
é um caminho, com o calculo dos determinantes de uma matriz n X n e de uma
matriz 3 x 3.

Corolario 4.2. Uma M—matriz parcial A n x n, com n > 6, cujo grafo asso-
ciado € um caminho, admite M —completamentos se e somente se det Ay > 0 e

det Ao [{1,2,3}] > 0.

Demonstragcao. Dada uma M-matriz parcial A n X n cujo grafo das entradas
especificadas é um caminho, podemos admitir, sem perda de generalidade (por
multiplicacao diagonal positiva e por semelhanga diagonal), que A é da forma

1 -1 7 ... ?
—ag1 1 -1 ... ? ?
? —as2 1 cee ?
A= ,
? ? ?7 ... 1 -1
L ? ? ? —pp—1 1 i
com0 < a;y1; < 1, paratodooi € {1,...,n—1}. Referimos ja que uma M—matriz

parcial admite M—completamentos se e apenas se o seu completamento nulo é
uma M—matriz. Assim, se A admite M—completamentos, é sabido que det Ag > 0
e det Ap [{1,2,3}] > 0. Reciprocamente, admitamos que A é tal que det Ag > 0 e
det Ag [{1,2,3}] > 0 e mostremos que A admite M—completamentos. Atendendo
ao lema anterior, sabemos que Ay é uma M-matriz se e s6 se det Ag > 0 e
det Ag [{1,2,3}] > 0, o que conclui a demonstragao. O
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4.4 DN—-matrizes parciais

Abordaremos, nesta seccao, o problema de completamento de D N—matrizes
parciais. Recordemos que uma D N-matriz é uma matriz quadrada sobre o corpo
dos reais, simétrica, definida negativa e com todas as entradas negativas. Como
jé vimos anteriormente, uma matriz A é uma DN-matriz se e somente se —A é
uma P-matriz positiva simétrica.

Os seguintes simples factos sao relevantes para o estudo que nos propo-
mos desenvolver: toda a submatriz principal de uma D N—matriz é, ainda, uma
D N-matriz. De referir, ainda, que a classe das D N—matrizes nao é invariante
para a multiplicacao diagonal, a direita ou a esquerda, nem para a semelhanga di-
agonal. No entanto, a classe em questao é invariante para a congruéncia diagonal
positiva ou negativa e para as semelhancas de permutagao.

Centraremos, assim, o nosso estudo na seguinte questao: dada uma matriz
parcial quadrada A, existe uma DN-matriz A. que é um completamento de A?

Comegamos por definir as D N—matrizes parciais.

Definicao 4.4. Uma matriz parcial quadrada A = (aij)?,jzl diz-se uma
DN -matriz parcial se todas as suas submatrizes principais totalmente especi-
ficadas sao DN —-matrizes, todas as entradas prescritas sao negativas e (i,7) é
especificada sempre que (j,1) € especificada, sendo, nesse caso, a;j = aj;.

Exemplo 4.13. Facilmente se comprova que a matriz parcial

~1  —0,7 —0,4
A=| -0,7 -1 7
0,4 ? -1

é uma D N—-matriz parcial.

Um DN —completamento de uma matriz parcial A é um completamento de A
que é uma DN-matriz.

Dado que a propriedade de ser D N—matriz é herdada por todas as subma-
trizes principais, para que uma matriz parcial A admita D N—completamentos, é
necessario que A seja uma D N—matriz parcial.

Seja A uma DN-matriz parcial cuja submatriz principal definida pelas en-
tradas diagonais prescritas admite D N—completamentos.

Podemos admitir que A tem, pelo menos, uma entrada diagonal especificada
(se A nao tem entradas diagonais prescritas, podemos especificar a entrada (1, 1)
com um valor real negativo qualquer). Por semelhanga de permutagao, podemos
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assumir, sem perda de generalidade, que as entradas diagonais especificadas de A
sao, exactamente, (1,1),(2,2),...,(r,r). Por hipétese, C = A[{1,...,r}] admite,
entdo, um DN-completamento C.. Logo, C. = CI, todos os elementos de C.
sao negativos e det(—C;) [{1,...,i}] > 0, para todo o i € {1,...,r}.

Consideremos a matriz parcial A obtida de A completando C' como em C,. A
é, ainda, uma D N-matriz parcial, uma vez que a sua Unica submatriz principal
totalmente especificada é A[{1,...,7}] = C..

Atendamos, agora, & submatriz A[{1,...,r,r + 1}]. Paracadai € {1,...,r},
os elementos nas entradas (i,7 4 1), (r + 1,4) ou sdo ndo prescritos ou sao iguais
e negativos. Como a entrada (r + 1,7 4+ 1) é nao especificada, a matriz parcial
A obtida de A completando as entradas (i,r + 1), (r + 1,i), i = 1,...,r, nao
prescritas, com —c¢;41, onde ¢;ry1 > 0, é uma D N—matriz parcial.

Note-se que A[{1,...,r,7+ 1}] é da forma

—an —a12 ...  —Q1r  —Glr41
—a12 —a ... —Qzr  —A2r41
: 9y
—air —Aazy cee —Qypy —Aprr41
| —Q1r+1  —a2r41 ... —Opr4l ? ]
com cada a;j positivo. Além disso, det(—A) [{1,...,i}] > 0, para todo o i perten-

cente a {1,...,7}. Seja B, a matriz obtida de A[{1,...,7,7 + 1}] completando
a entrada (r 4+ 1,7 + 1) com —x, onde # € R*. Sabemos ji que Bl = B,,
que todos os seus elementos sao negativos e que det(—B,) [{1,...,i}] > 0, para
todooi € {1,...,r}. Para que B, seja uma DN-matriz é, entao, suficiente que
det(—B,) seja positivo. E ¢bvio que podemos escrever det(—B,) na forma

det(—B,) = zdet(—By) [{1,...,r} + M,

onde M € R enao depende de z. Como det(—B,) [{1,...,7}] > 0, para z suficien-
temente grande, det(—B,) > 0 e B, é uma D N-matriz. Vimos, deste modo, que a
matriz parcial obtida de A completando a submatriz principal A {1,...,r,r+1}]
com um real adequado é, ainda, uma DN-matriz parcial. Seguindo, sucessiva-
mente, este raciocinio para completar as matrizes A[{l,...,r+2}],...,

A[{1,...,n}], obtemos um DN-completamento de A.

Atendendo a argumentacao acima apresentada, podemos concluir que o pro-
blema de completamento de D N—matrizes parciais se reduz ao problema de com-
pletamento de D N-matrizes parciais em que todas as entradas diagonais sdo
especificadas. Assumimos, entdo, no que se segue, sem perda de generalidade
para o nosso estudo, que as entradas diagonais sao todas especificadas.
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Como o exemplo que se segue ilustra, nem sempre podemos garantir a existéncia
de um DN-completamento de uma dada D N—matriz parcial.

Exemplo 4.14. Seja A a seguinte D N—matriz parcial

-1 -0,9 -0,9 ?

-0,9 -1 ? -0,1

~0,9 ? -1 —-0,9
? —0,1 —-0,9 -1

A=

Dados z,y € RT, consideremos o completamento

-1 -0,9 —0,9 -y
-0,9 -1 -z -0,1
-0,9 -z -1 -0,9
—y —0,1 —-0,9 -1

A=

de A. Simples calculos permitem-nos afirmar que
det(—A.[{1,2,3}]) = —0,62 + 1,62z — 2>

e que
det(—A.[{2,3,4}]) = 0,18 + 0, 182 — 2°.

Logo, estes menores principais sao ambos positivos se e s6 se 0,62 < x < 1 e
x < 0,09 4+ 0,5 x 4/0,7524 =~ 0,523705, o que é impossivel. Podemos, deste
modo, concluir que A ndo admite D N—completamentos.

Neste ponto, uma abordagem combinatorial ao nosso problema permitir-nos-a
ir um pouco mais longe no nosso estudo. Discutiremos, assim, a completabilidade
de uma D N-matriz parcial em termos do seu grafo associado. Por outras pala-
vras, 0 nosso objectivo é determinar quais os tipos de grafos que nos permitem
garantir a existéncia de um D N-completamento de D N—matrizes parciais.

4.4.1 Grafos cordais

Comegamos por considerar os grafos cordais. O resultado que se segue diz
respeito aos grafos 1—cordais.

Proposicao 4.2. Seja A uma DN -matriz n X n, cujo grafo das entradas espe-
cificadas € 1—cordal com dois cliques mazximais. Entdo, A admite DN —matrizes
como completamentos.
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Demonstracao. Podemos admitir, sem perda de generalidade, que A é da forma

—Ayp —a2 X
_ T T

Y  —ax —Ass

onde as entradas nao especificadas de A sdo, exactamente, as entradas de X e de
Y e onde

A a2
—a1T2 -1
e - -
—1 —aQTS
—agz  —Ass

sao D N-matrizes. Seja k a entrada de sobreposicao dos dois cliques.

Vejamos que o completamento

T
—Ain —ai2 —ai2as3
_ T T
A, = —ajy —1 —033
T
—a3aiy —azz  —Ass

de A é uma DN-matriz.

E ébvio que (A.)T = A. e que todos os elementos de A, sdo negativos. Seja
B, = —A.. Para concluir que A. é uma DN-matriz, resta-nos mostrar que
det B.[{1,...,i}] > 0, para todo o i pertencente a {k+ 1,...,n}. Sabemos que
det B.[{1,...,i}] > 0, paracadai € {1,...,k} e que det B, [@] > 0, para qualquer
a C {k,...,n}. Consideremos a submatriz B. [{1,...,k,k+1,...,k+ s}], com
s>1es<n-—k. Tal submatriz é da forma

Ay aiz  a12bgk1 .. a12bpkes
T
ajy 1 bkk+1 -+ bkkts
T
bik+1012  brk+1  bktik+1 - Dktikes |
T
| bkk+s012  Dkkts  Dktik+s - bktskts |

onde cada b;; é positivo. Assim, det B, [{1,...,k,k+1,...,k+ s}] é dado por

AH aio 0 NN 0
aty 1 0 . 0
T 2
det | Okk+1072  brrt1 bk+1k+1 — bpy1 oo bk tkds — Dkk1bkk4s
b T b b —-b b b — 2
| Okk+sQi2  Okk+s Ok+1k+s kk+19kk+s -« - k+sk+s kk—+s
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2
br+1k+1 — bipgq oo brgikts — brkr1brkgs

= det T

aia

A a
1 i2 x det :
2
bk+1k+s — bkk+1bkk+s - - - bkt skts — Djpys

Note-se que, sendo

det

A
%1 a2 | 0,
a1

0 nosso objectivo é, agora, mostrar que

2
br+1k+1 — bipiy oo brrikrs — Okkr1brkas
det : : > 0.
2
bryikts — Dkkt1brkys - - bktskts — Uy
Por hipdtese, sabemos que
1 brk+1 -+ brkas
bek+1  Dktik+1 - Dkyikss
det . . . > 0,
bkkts Okyikts -+ Dkrskts
pelo que
1 0 e 0
2
brk+1 bk+1k+1 — bpgq oo bryikys — brkr1bkkts
det . . ) > 0.
2
bik+s Okyikts — Okky1brkys - Dktskts — Digops
Portanto,
2
br+1k+1 — bpyq oo brtikrs — Okkr1bkkts
det : : > 0.
2
bet1k+s — bkt 1bkkys - bktskts — Uy

Provdmos, deste modo, que detB.[{1,...,k,k+1,...,k+s}] > 0, para
s € {1,...,n — k}. Logo, det B.[{1,...,i}] > 0, para todo o i € {1,...,n},
pelo que A, é uma DN-—matriz. O

Da ltima proposicao, podemos facilmente concluir o seguinte.

Corolario 4.3. Toda a DN -matriz parcial 3 x 3 admite DN —completamentos.

199



Demonstracao. Atendendo a que a classe das DN-matrizes é invariante para a
semelhanca de permutacao e dado que toda a DN-matriz parcial 2 x 2 admite
D N-completamentos, basta-nos considerar uma D N-matriz parcial da forma

—ay; —aiz 7
A= | —ai2 —axp —axs |,
7?7 —ag3 —ass

onde cada a;; ¢ positivo. Atendendo a Proposicao 4.2,

-1
—a11 —G12 —0A12023099
A= —ais —ago —ag3
-1
—012023099  —G23 —ass3
é um DN-completamento de A. O

Para n > 3, existe pelo menos uma D N-matriz parcial n X n que nao admite
D N-completamentos, como poderemos comprovar mais a frente.

Podemos generalizar a Proposicao 4.2 do seguinte modo.

Teorema 4.9. Seja G um grafo 1-cordal, nao dirigido, conexo. Entdo, toda a
DN —matriz parcial, cujo grafo das entradas especificadas € G, admite DN —com-
pletamentos.

Demonstragcao. A demonstragao segue por indugdo no nimero p de cliques ma-
ximais de G. O caso em que G tem p cliques maximais é reduzido ao caso em
que existem p — 1 cliques maximais escolhendo um clique (o p-ésimo clique) como
sendo um clique que tem apenas um vértice em comum com outro qualquer cli-
que maximal. Completando o subgrafo induzido pelos restantes p — 1 cliques,
reduzimos o problema ao caso em que existem dois cliques maximais, tratado na
Proposicao 4.2. O

A questao natural que agora se coloca diz respeito a completabilidade de
D N—matrizes parciais cujos grafos das entradas especificadas sao grafos p—cordais
com p > 2. A resposta a esta questao é dada no exemplo que se segue.

Exemplo 4.15. Consideremos a matriz parcial

-1 —0,45 —0,016 ?
| -0,45 -1 -0,9 —0,01
| —-0,016 —0,9 -1 0,2

? —0,01 —0,2 -1

e o grafo G 4 das suas entradas entradas especificadas
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Observe-se que G4 é um triangulo duplo. Facilmente se verifica que A é uma
DN-matriz parcial. Dado ¢ € RT, consideremos o completamento

-1 -0,45 -0,016 —c

. —0,45 -1 -0,9 —0,01
“ | —-0,016 —0,9 -1 —-0,2
—¢  —0,01 -0,2 -1

de A. Como det(—A,) = —0,0282247744 — 0,146888¢ — 0,19¢*> < 0, —A, ndo
é definida positiva, pelo que A, nao é uma D N—matriz. Por outras palavras, A
nao admite D N—-completamentos.

Este exemplo pode ser extendido a grafos nao dirigidos arbitrarios que contém,
como subgrafo induzido, um triangulo duplo: podemos escolher todas as entra-
das diagonais especificadas iguais a —1 e as restantes entradas prescritas iguais
a —d, com 0 > 0, suficientemente pequeno para que —A tenha todos os meno-
res principais correspondentes a submatrizes principais totalmente especificadas
positivos.

Como qualquer grafo p—cordal, com p > 2, contém um tridangulo duplo como
subgrafo induzido, podemos concluir que se G é um grafo p—cordal, onde p > 1,
entdo existe uma D N-matriz parcial cujo grafo associado é G que nao admite
D N-completamentos.

Como ja referimos anteriormente, a classe das D N—matrizes esta relacionada
com a classe das matrizes definidas positivas. No entanto, note-se que no pro-
blema de completamento de matrizes definidas positivas parciais a existéncia do
completamento desejado é sempre garantida quando o grafo associado é cordal
(ver [21]). Adicionando a condigao de positividade e restringindo o nosso estudo
as matrizes sobre R, os grafos p—cordais deixam de ser completaveis, isto é, nem
toda a matriz parcial da classe de interesse cujo grafo associado é p—cordal admite
um completamento pertencente a essa classe de interesse.

Vejamos, de seguida, que podemos restringir o estudo do problema de com-
pletamento em questao aos grafos conexos.
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Teorema 4.10. Toda a DN —matriz parcial semelhante por permutacdo a uma
DN —matriz parcial diagonal por blocos em que cada bloco da diagonal admite
DN —completamentos pode ser completada de modo a obter-se uma DN —matriz.

Demonstragao. Consideremos uma matriz parcial diagonal por blocos

Ay 7 07

7 Ay ... 7
A=| 7 e

? 7 A

onde cada A; é uma D N-matriz parcial n; xn; que admite um D N—completamento

A, i=1,...,k. Seja

A 7 .7
_ ?2 Ay ... 7
A= 2

> 2 A,

a DN-matriz parcial obtida de A completando cada bloco A; como em A;.
Podemos assumir, sem perda de generalidade, que as entradas diagonais sao
todas iguais a —1.
A demonstracao segue por inducao no numero k de blocos da diagonal.
Consideremos o caso em que k = 2. A é da forma

A11 a2 7 ?

T
= | ajs —1 ? ?
A= T )
? 7 =1 ayy

? 7 asz4 A44

onde
- A anrp
A = o
ajs —1
e
T
ags  Aag

Dado z € RT tal que = < 1, consideremos a matriz parcial

AH a2 ? ?

_ T
- | a2 -1 —x 7
? -z -1 di

? 7 asz4 A44
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A é uma DN-matriz parcial e qualquer seu D N—-completamento, caso exista,
serd, também, um DN-completamento de A. A submatriz

A a7
_ T
B=1|ay -1 —x
7?7 —x -1

de A 6 uma DN-matriz parcial, cujo grafo das entradas especificadas é
1—cordal, com dois cliques maximais. Pela Proposicao 4.2, tal submatriz admite
um D N-completamento B, da forma

A a2 apw

B.=| aly -1 -2
ral, —x -1

Assim, a matriz parcial

A a2 apr 7

_ T
i aj, —1 -z ?
| zd, —x -1 &%, |’
12 34
? 7 az Ay

obtida de A completando B como em B, é uma DN-matriz parcial, cujo grafo
das entradas especificadas é 1-cordal, com dois cliques maximais. Portanto, A e,
por conseguinte, le, A e A admitem DN-completamentos.

Estudemos, agora, o caso em que k > 2 e apliquemos o raciocinio apresentado
no caso k = 2 aos blocos A; e Ay. Obtemos um DN -completamento C, de ordem
n1 + ng, da submatriz

Ay 7
7 Ay |7
A matriz parcial
c 7 ... 7
e 7 A ... 7
77 LA

é uma D N—matriz parcial com k— 1 blocos diagonais que sao D N—matrizes. Pela
hipétese de inducao, A" admite D N—completamentos. Ora, tais completamentos
sdo, também, completamentos de A. O

Atendendo ao teorema anterior, podemos, pois, afirmar que o problema de
completamento de D N—matrizes se reduz ao caso dos grafos conexos.
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4.4.2 Ciclos

Analisamos, nesta seccdo, o problema de completamento de matrizes em
questao para D N-—matrizes parciais cujos grafos das entradas especificadas sao
ciclos. Comecamos por notar que, em geral, tais D N-matrizes parciais nao ad-
mitem D N—completamentos, como o exemplo 4.14 demonstra.

Apresentamos, de seguida, uma condicao suficiente para garantir a existéncia
de D N—completamentos de D N—matrizes parciais cujos grafos das entradas pres-
critas sao ciclos. Note-se que, sem perda de generalidade, podemos assumir que

tais matrizes parciais sao da forma

-1 —ai2 ? e ? ? —a1n
—ai2 -1 —a93 ? ? ?
? —ass -1 ? ? ?
@)
? -1 —0an—2n—1 ?
? ? ? —0an—-2n—1 -1 —Aan—1n
L —Qain 7 ? —Ap—1n -1 i

com 0 < ay2,a93,...,0n_1n, 01n < 1.

Lema 4.4. Seja A uma DN —matriz parcial n x n da forma (4.11) tal que ayy

pertence ao intervalo real ]algagg ceiOp_1p — €,012093 . . . Ap—1n + € [, onde

n—1
_ 2 \1/2 2 1/2
€= max 11 aii+1> (L =ajj) (1 = aji1j40) }
je{l,...,nQ}{< " 33 T
i#5,5+1
Entao, A admite DN —completamentos.
Demonstragao. A demonstragdo segue por inducao em n.
Para n = 4, consideremos uma matriz parcial

-1 —a;2 7?7 —au
A | T -1 —ax 7
7 —ay —1  —as
—a14 7 —az  —1

onde 0 < ay9, as3, asq,a14 < 1, e admitamos que
a14 E]a12a23a34 — €,a12a23a34 + 5[,
sendo

e = max{ag(1 — a},)2(1 — a3y) /2 a12(1 — a3s)2(1 — a3/ .
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Consideremos as matrizes parciais

-1
-1 —ai2 —a14a34 ?
= —ay2 -1 —as3 ?
A= 1
—aiqaz; —ag3 -1 —asq
? ? —a3s4 -1
e
-1 —ail2 ? ?
-1
A | ®2 -1 —a23 —a14a7,
? —a93 -1 —agy
-1
? —a14G;5 —a34 -1

Se A[{1,2,3}] é uma DN-matriz, entdo, A é uma DN-matriz parcial que ad-
mite pelo menos um D N—-completamento que é, também, um completamento de
A. De facto, basta atender & demonstracao da Proposicao 4.2. Analogamente,
se A[{2,3,4}] é uma DN-matriz, podemos afirmar que A é uma DN-matriz
parcial que admite pelo menos um D N-completamento que €, também, um com-

pletamento de A. Facilmente se verifica que det(—A)[{1,2,3}] > 0 se e 86 se

aiq e]a12a23a34 — €1, 012023034 + €1 [,

onde
e1 = az4(1 — 0%2)1/2(1 - 333)1/2-

Nessas condicoes, A[{1,2,3}] serd, entdo, uma DN-matriz. Prova-se, ainda, que
det(—A) [{2,3,4}] > 0 se e somente se
a4 e]a12a23a34 — £2,012023034 1 €2 [7

onde
g = arz(l — a%3)1/2(1 - a§4)1/2.

Nessas condigoes, poderemos concluir que A [{2,3,4}] ¢ uma DN-matriz.
Atendendo a que

a14 6] (12023034 — €, 012023034 + 6[7

podemos afirmar que pelo menos uma das matrizes A ou A é uma DN-matriz

parcial que admite um D N—completamento que é, também, um completamento
de A.

Admitamos, agora, que o resultado é véalido para qualquer D N—-matriz parcial
(n—1) x (n — 1) da forma apresentada.
Consideremos uma D N-matriz parcial A, n x n, da forma (4.11), com

ain 6]012a23 - Qp—1n — €,012023 - . . Ap—1n T 5[3
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onde
n—1

H an’+1> (1- %2‘3'+1)1/2(1 - ag2'+1j+2)1/2}-

i=1
i#5,5+1

max

Consideramos dois casos:

(a) € # a12a23 . .. ap—gn—2(1 — a2_,,_)/?(1 —a2_;,)"/?

Neste caso,
n—1
_ 2 1/2 2 1/2
€= max H aiiv1 | (1 —aj; )" (1 —af 149) .
i#4,5+1

Consideremos a matriz parcial

I -1 —ai12 ? e ? —alna;iln ? i
—ai12 -1 —a93 ? ? ?
? —a93 -1 ? ? ?
A= : : : : :
? ? ? -1 —Up—9n—1 ?
-1
—A1nQ, 1, ? ? —QGp—2n—1 -1 —Gp—1n
i ? ? ? ? —Gn—1n -1
Atendendo & demonstracio da Proposicio 4.2, sabemos que se A [{1,...,n — 1}]

é uma DN-matriz parcial que admite DN-completamentos, entdo, também A

admite DN-completamentos. Para que A seja uma DN-matriz parcial da forma
-1

(4.11), é necessério que aina,,q,

< 1. Pela hipétese de indugao, para garantir
—1

que A admite DN-completamentos no caso em que A1na,_ 1,

< 1, basta mostrar
que

1 - _
A1nGy 1, E}a12a23 <. Qp—2p—1 — €,012023 .. . Ap—2n—1 + 6[,

jE{l,...,nS}{ (

onde

= max

n—2
H am’+1> (1- %Q'j+1)1/2(1 - %2‘+1j+2)1/2}'
[y

Por outras palavras, para concluir o estudo deste caso, pretendemos mostrar que
a1n < Qp—1p € que

(12023 . . . Op—1n — Ap—1n€ < A1p < @12023 . . . Ap—1p + An—1n€.
Seja k € {1,...,n — 3} tal que

-~

n—2

H az‘z‘+1> (1- a%kJrl)l/Q(l - ai+1k+2)1/2-

=1

ik, k+1
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Como
A1n G]a12a23 ceoOp_1p — €,012023 . . . Ap—1n + 5[7

podemos afirmar que
a1n < Q12023 ...0p—1n +€
= 12 ..k 1kOk+2k+3 - - - n—1n(Chk10k+1k+2
2 1/2 2 1/2
+(1 — agg41) / (1 = ajgy1p42) / )

< Qp—1n,

uma vez que
a12 ... Qk—1kAk+2k+3 - - - An—2n—1 < 1

2 1/2 2 1/2
W1 hikrz + (1= ajg) P (1=l p0) 7 < 1
Observemos, agora, que a,_1,Z = €. Sabemos, entao, que
A1n G] (12023 . . . Gp—1n — Ap—1n€, 312023 . . . dp—1p + an—ln&:[-

Portanto, A [{1,...,n — 1}] é uma D N-matriz parcial que admite D N-completa-
mentos e A admite como completamento pelo menos uma DN-matriz que é,

também, um completamento de A.
(b) & = arzagy .. ap-sn—2(1 = ap_y,_1)"*(1 = aj_y,)'/?

Consideremos, neste caso, a matriz parcial

[ -1 —ai2 ? e ? ? ?
~1
—ai2 -1 —ass ... ? ? —Q1nGqg
? —ag3 -1 ce ? ? ?
i-|
? ? 7L -1 —p—2n—1 ?
? ? ? e, —Qp—9n—1 -1 —Qp—1n
~1
| 7 —Q1n079 ? .. ? —Qnp—1n -1 ]
Se A[{2,...,n}] é uma DN-matriz parcial que admite DN-completamentos,

podemos concluir, uma vez mais pela demonstragao da Proposicao 4.2, que A ad-
mite D N—completamentos. Seguindo um raciocinio andlogo ao do caso anterior,

é possivel mostrar que a1, < ajo € que
G1n E]a12a23 <o Qp—1p — @12€,G12023 . . . Gp—1p + a125[7

onde

My

n—1
=  max { ( H (Mi+1> (1- aJQ'j+1)1/2(1 - a?+1j+2)1/2}-
=1

j€q{2,....n—2} -
i#5,j+1
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Assim, A [{2,...,n}] é uma DN-matriz parcial que admite D N-completamentos

e, consequentemente, também A admite D N—completamentos.

d

Vejamos, de seguida, que a condigao suficiente apresentada no resultado an-

terior ndo é necessaria. Para tal, seja 0 < a < 1. Consideremos a matriz parcial

[ —1
—a
?

—a
-1

—a

?
—a
-1

—1

—a

—a
-1

n X n, n > 4, cujo grafo das entradas especificadas é um ciclo. A condicao

suficiente enunciada no resultado anterior traduz-se, neste caso, por

a€la"?(2a® — 1),a" [

Como a > a3, a matriz parcial A ndo satisfaz a condicdo suficiente enunciada.
No entanto,
[ -1 —a —a —a —a |
—a —1 —a —-a —a
—a —a —1 —a —a
Ac = .
—-a —a —a -1 —a
| —a —a —a —a —1 |

é um DN-completamento de A. Com efeito, Al = A,, todos os elementos de A,
sdo negativos e, dado i € {1,...,n},

det(—A.) [{1,...,i}] = ((i = Da+1)(1 —a)"! > 0.
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Capitulo 5

Completamentos de matrizes
principalmente nao singulares
parciais

Uma matriz principalmente nao singular é uma matriz quadrada sobre o
corpo R cujas submatrizes principais sao todas invertiveis. Equivalente-
mente, uma matriz quadrada sobre o corpo dos reais é principalmente nao
singular se todos os seus menores principais s@o nao nulos. A classe des-
tas matrizes abrange, assim, muitas das classes de matrizes abordadas nos
problemas de completamento dos capitulos anteriores.

Neste capitulo, abordamos o problema de completamento de P N—matrizes
parciais: procuramos analisar a existéncia de uma PN—matriz que seja um
completamento de uma dada PN-matriz parcial.

Como veremos, ao longo, do estudo apresentado, toda a PN—matriz par-
cial admite um tal completamento. Para tal, consideramos, separada-
mente, o caso combinatorialmente simétrico e o caso nao combinatorial-

mente simétrico.
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Dirigimos, neste capitulo, o nosso estudo para o problema de completamento
de matrizes parcialmente nao singulares parciais. Introduzimos, anteriormente, o
conceito de PN—matriz no contexto das matrizes completas, bem como algumas
das suas propriedades e relagoes com outras classes de matrizes.

Centrar-nos-emos no problema de completamento associado a estas matrizes:
analisaremos a existéncia de completamentos de uma dada matriz parcial que
sejam PN-matrizes. Ao longo deste estudo, assumimos que todas as entradas da
diagonal principal sdo especificadas.

De entre as propriedades referidas, relembremos que toda a submatriz prin-
cipal de uma PN-matriz é também uma PN-matriz. Este facto permite-nos
introduzir, de forma natural, o seguinte conceito.

Definicao 5.1. Uma PN -matriz parcial é uma matriz parcial quadrada cujas
submatrizes principais totalmente especificadas sao PN —matrizes.

Exemplo 5.1. A matriz parcial

1 2 -1 ?
A 1 -1 0 —4
0 3 1 ?
? 1 5 1

é uma matriz principalmente nao singular parcial, uma vez que todas as suas sub-
matrizes principais totalmente especificadas sdo invertiveis. J4 a matriz parcial

nao é uma PN-matriz parcial, dado que det B [{1,2,3}] = 0.

Dada uma matriz parcial A, chamamos PN —completamento de A a qualquer
completamento de A que seja uma PN-—matriz.

Tendo em conta que a propriedade de ser PN-matriz é herdada pelas sub-
matrizes principais, para que uma matriz parcial admita PN-completamentos
é obviamente necessario que seja uma PN-matriz parcial. Assim, a pergunta
base para este nosso estudo € a seguinte: dada uma PN-matriz parcial A, existe
algum PN-completamento A, de A?

Atendendo a que a classe das PN—matrizes é invariante para as semelhancas
de permutacao, podemos garantir a existéncia de um PN-completamento de
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uma dada PN—matriz parcial A mostrando que uma certa P N—matriz parcial B,
semelhante por permutacao a A, admite um PN—completamento.

Apresentamos, nas duas seccbes que se seguem, a resposta a questio conside-
rada neste capitulo. Comecamos por abordar dois casos basicos, em que existe
apenas uma entrada nao prescrita ou um par de entradas nao especificadas posici-
onalmente simétricas, concluindo o nosso estudo com os casos gerais para matrizes
parciais combinatorialmente simétricas e nao combinatorialmente simétricas.

5.1 Os casos basicos

Consideramos, nesta seccao, o problema de completamento de P N-matrizes
parciais para matrizes parciais nao combinatorialmente simétricas com uma tnica
entrada nao especificada e para matrizes parciais combinatorialmente simétricas
com um s6 par de entradas nao especificadas. Tais resultados permitir-nos-ao
obter a resposta para os casos mais gerais.

Proposicao 5.1. Seja A uma PN -matriz parcial com uma e uma s6 entrada
nao especificada. Entdo, existe um PN —completamento A, de A.

Demonstragdo. Seja A uma PN-—matriz parcial n X n com uma unica entrada
nao especificada. Podemos assumir, sem perda de generalidade, que tal entrada
é a da posigao (1,n). Assim, A serd da forma

ai a2 a1n—1 ?
a1 a2 a2n—1 a2n
A=
An—11 Gnp—-12 Ap—1n—1 Aan—1In
L Gnl an2 Gnn—1 ann |

Dado z € R, definimos o completamento A, de A como sendo a matriz

ail ai2 A1n—1 X
a21 a2 a2n—1 a2n
A, =
Gp—11 An—12 ap—1n—1 Qn—1n
L anl an2 Gnpn—1 ann |

Note-se que

det A, = (—=1)" "tz det A[{2,...,n}{1,...,n — 1}] + det Ay.

Consideramos dois casos:
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(a) det A[{2,...,n}{1,...,n—1}] #0
Neste caso, é 6bvio que existe um e um sé valor de x para o qual det A, = 0.

(b) det A[{2,...,n}{1,....n—1}] =0

Para cada i € {2,...,n}, definimos
a1
a;2
Ui = .
Qin—1
e
;2
V; =
Qin—1
Sabemos que o sistema de vectores {ug,...,un—1,u,} é linearmente depen-
dente. Suponhamos, agora, que {ug,...,u,—1} é, também, linearmente depen-
dente. E, entdo, ébvio que {va,...,v,—1} é um sistema linearmente depen-

dente, pelo que det A[{2,...,n —1}] = 0, o que contraria o facto de A ser
uma PN-matriz parcial. Podemos, pois, concluir que {ug,...,up—1} é um sis-
tema linearmente independente, pelo que existem reais «;, nao todos nulos, com
j€{2,...,n— 1}, tais que

Up = E OtjU,j.

je{2,...,n—1}
Assim,
aiy a2 ... Glp—1 0
a21 a22 e a2n—1 a2n,
det A, = det
an—-11 ap—12 ... Qap—1n—1 An—1n
0 0 ... 0 Apn — E jQn
L je{2,....,n—1}

Atendendo a que det A [{2,...,n}] # 0, segue-se que
Ann — Z ajajn # 0.
jel—{n}
Portanto, det A, # 0.
Podemos, pois, afirmar que existe, no maximo, um unico valor de x para o

qual o determinante de A, é nulo.
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Note-se que todas as submatriz principais que sao completadas por z sao
desta forma. Logo, para cada uma, existe, no maximo, um valor de = que a
torna singular. Seja S o conjunto de todos esses valores. Para que A, seja uma
P N-matriz, basta escolher x € R — S. O

Analisamos, de seguida, o problema em questdo para o caso em que temos
um par de entradas nao especificadas posicionalmente simétricas.

Proposicao 5.2. Seja A uma PN —matriz parcial combinatorialmente simétrica
com exactamente duas entradas ndo prescritas. Entdo, A admite PN —completa-
mentos.

Demonstragao. Consideremos uma PN-—matriz parcial A n xn com um sé par de
entradas nao especificadas. Podemos assumir, por semelhancas de permutacao e
sem perda de generalidade, que tais entradas sao as das posigoes (1,n) e (n,1).
A matriz parcial A é da seguinte forma

ai a2 A1n—1 ?
a1 a2 a2n—1 a2n
A=
n—-11 Qap—-12 n—1n—1 GQn—1In
L ? an2 Gnn—1 ann |

Dado z € R, definimos o completamento A, de A como sendo a matriz

ail ai2 A1n—1 X
a1 a2 a2n—1 a2n
A, =
n—-11 Qanp—-12 n—1n—1 Qn—1In
L x an2 Gnn—1 ann |

Facilmente se verifica que

det A, = detAg+ (=1)"z(det Ao [{1,...,n —1}{2,...,n}]
+ det Ag[{2,...,n}{1,...,n —1}]) —2®det A[{2,...,n — 1}].

Logo, ou temos 2 ou 1 ou 0 valores de x para os quais este determinante é nulo.

Todas as submatrizes principais que x completa sao da forma de A,. Assim,
existe um numero finito de valores de z que tém de ser desconsiderados para que
A, seja uma PN-matriz parcial. Por outras palavras, existe um subconjunto
finito S de R tal que A, é uma PN—matriz para qualquer z em R — §. o
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5.2 A resposta ao problema

Estamos, agora, em condicoes de apresentar uma resposta ao problema mais
geral em cada um dos casos combinatorialmente simétrico e nao combinatorial-
mente simétrico.

Teorema 5.1. Toda a PN —matriz parcial combinatorialmente simétrica admite
PN -completamentos.

Demonstracao. A demonstracdo segue por inducdo no numero p de pares de
entradas posicionalmente simétricas nao especificadas na matriz parcial.

O caso p =1 foi ja estudado na Proposicao 5.2. Consideramos, entao, p > 1.
Por hipétese de inducao, admitamos que toda a PN—matriz parcial combinatori-
almente simétrica com p — 1 pares de entradas nao especificadas posicionalmente
simétricas admite PN—completamentos.

Seja A uma PN-matriz parcial combinatorialmente simétrica com p pares de
entradas posicionalmente simétricas nao prescritas.

Consideremos um par de entradas posicionalmente simétricas ndo especifi-
cadas e todas as submatrizes principais maximais A [a1], A[ag],. .., Ala,y] que
este par completa. Cada submatriz A [a;] é uma P N-matriz parcial combinato-
rialmente simétrica com um unico par de entradas nao prescritas. Assim, pela
Proposigao 5.2, A [o;] pode ser completada, de modo a obter-se uma P N—matriz,
com um par de valores (z;, x;) para z; € R—.S;, sendo S; um conjunto finito. Seja
xr€R—(S1US2U...US,). Completemos, entao, o par de entradas considerado
com o par (z,x). Obtemos uma P N-matriz parcial combinatorialmente simétrica
com p — 1 pares de entradas posicionalmente simétricas nao especificadas. Pela
hipétese de inducao, tal PN—matriz parcial admite um PN-completamento que
é, também, um completamento da matriz parcial inicial A. O

Concluimos, de seguida, o nosso estudo do problema de completamento de
P N—matrizes parciais com o resultado relativo a completabilidade de P N—matri-
zes parciais nao combinatorialmente simétricas.

Teorema 5.2. Toda a PN —matriz parcial nao combinatorialmente simétrica ad-
mite PN —completamentos.

Demonstracao. Seja A uma P N—matriz parcial ndo combinatorialmente simétrica.
Se A tem uma e uma s6 entrada nao especificada, a Proposigao 5.1 permite-nos
garantir a existéncia do completamento desejado.

Admitamos, entdo, que A tem mais do que uma entrada nao especificada e
consideremos o indice mais pequeno i € {1,...,n} para o qual existe um indice
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s €{1,...,n} tal que (i, s) é ndo especificada e (s, ) é especificada. Seja j o mais
pequeno desses indices.

Consideremos a matriz parcial obtida completando a entrada (i, j) com z;; e
todas as suas submatrizes principais maximais que x;; completa. Sabemos que
cada uma dessas submatrizes tem determinante nulo para um conjunto finito
de valores de z;;. Podemos, pois, escolher z;; por forma a que sejam todas
P N-matrizes. Obtemos, desta forma, uma nova PN—matriz parcial.

Passamos, caso exista, ao préximo mais pequeno indice s € {1,...,n} tal que
(i,s) é nao especificada e (s,7) é especificada e repetimos o raciocinio. No mo-
mento em que percorremos todos esses indices s, passamos ao seguinte indice mais
pequeno i € {1,...,n} para o qual existe um indice s € {1,...,n} tal que (i, s) é
nao especificada e (s,4) é especificada. Procedemos de modo andlogo e assim su-
cessivamente até obtermos uma P N—matriz parcial combinatorialmente simétrica
ou até que haja uma tunica entrada nao especificada. Aplicando o Teorema 5.1
ou a Proposicao 5.1, podemos, entao, garantir a existéncia do completamento
desejado. O
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Capitulo 6

Conclusoes e linhas futuras

Ao longo do estudo que nos levou a este presente trabalho, depardmo-nos
com intimeros resultados, de varios autores, que fazem toda esta Teoria de Com-
pletamento e que convergem numa metodologia combinatorial. Encontramos,
nesses estudos, motivacao para investigar novos problemas de completamento de
matrizes sobre o corpo dos reais bem como algumas questoes em aberto em pro-
blemas ja abordados anteriormente. Obtivemos alguns sucessos que agrupamos
nesta pequena contribuicao para o estudo de problemas de completamento de
matrizes.

A medida que desenvolviamos este nosso estudo, fomos encontrando proble-
mas para os quais nao foram ainda apresentadas quaisquer respostas. Sao pro-
blemas em aberto que, estamos certos, serao base de trabalhos posteriores. Neste
capitulo, apresentamos uma pequena sintese dessas questoes que consideramos
mais interessantes.

Ao analisar o problema de completamento de N—matrizes parciais encontra-
mos, como ponto de partida, a necessidade de exigir que a N—matriz parcial fosse
diagonalmente semelhante a uma matriz parcial em PS,. Como ja referimos
anteriormente, esta condicao nao é suficiente no caso nao combinatorialmente
simétrico. Nao chegdmos, no entanto, a nenhum resultado conclusivo sobre a
suficiéncia de tal condi¢ao no caso combinatorialmente simétrico, o que nos leva
a seguinte questao:

Questao 1. Seja A uma N—-matriz parcial combinatorialmente simétrica perten-
cente a PS,, com n > 4. Existe algum N—-completamento A. de A?

Relativamente aos grafos cordais, foi garantida a existéncia do completamento
desejado de toda a N—matriz parcial cujo grafo associado é 1-cordal. Continua,
contudo, em aberto o problema seguinte:
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Questao 2. Seja A uma N-matriz parcial n X n cujo grafo das entradas especi-
ficadas € p—cordal, com p > 2. A admite N—completamentos?

Respeitante ao caso nao combinatorialmente simétrico, parece-nos particular-
mente interessante a questao que de seguida colocamos.

Questao 3. Seja A uma N-matriz parcial pertencente a PS,, cujo digrafo asso-
ciado € um digrafo CDUM. Existe algum N—completamento de A?

Vimos ja que a questao analoga para as Ns—matrizes parciais tem resposta
afirmativa e, num estudo preliminar, concluimos que é possivel garantir a existén-
cia de um N-completamento para n < 8, o que nos leva a acreditar que também
esta questao tem resposta afirmativa.

Na abordagem do problema de completamento das TN P-matrizes parciais,
apresentamos condicoes nos vértices separadores minimais sob as quais é possivel
garantir a existéncia de um T'N P—-completamento de uma dada T'N P—matriz par-
cial cujo grafo associado é 1-cordal monotonamente etiquetado. Quando essas
condigOes nao sao satisfeitas, nada podemos dizer sobre a existéncia do comple-
tamento desejado. Nesse contexto, analisamos o caso mais simples dos grafos
1—cordais: o caso dos caminhos nao dirigidos, chegando a resultados parciais.
Todavia, continua em aberto a questao que se segue.

Questao 4. Seja A uma TN P—-matriz parcial n xn, n > 7, cujo grafo das entra-
das especificadas € um caminho, tal que pelo menos uma das entradas das posicoes
(1,7), com 2 < i < n—1, é nula. Sob que condi¢oes existe um TN P-comple-
tamento de A?

Ainda no enquadramento dos grafos cordais e tendo em conta os resultados
descritos anteriormente, surge o seguinte problema:

Questao 5. Seja A uma TN P-matriz parcial n X n, n > 5, cujo grafo associado
€ p—cordal, com p > 2. Sob que condicdes existe um T N P-completamento de A?

Nao admitindo a existéncia de elementos da diagonal principal nulos, apre-
sentamos condigOes necessarias e suficientes sob as entradas de uma qualquer
T N P-matriz parcial A, cujo grafo associado é um ciclo nao dirigido monotona-
mente etiquetado, para que exista um T'N P—completamento A, de A. Tal facto
leva-nos a colocar as seguintes questoes:

Questao 6. Seja A uma TN P-matriz parcial combinatorialmente simétrica
n X n, cujo grafo associado € um ciclo nao monotonamente etiquetado. As
condicdes apresentadas para os ciclos monotonamente etiquetados sao necessdrias
e/ou suficientes para garantir a existéncia de um TN P-completamento de A?
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Questao 7. FE possivel utilizar as condicoes apresentadas para os ciclos mono-
tonamente etiquetados para outros tipos de grafos mao cordais monotonamente
etiquetados nos quais o ciclo tem um papel importante?

Analisando o problema em questdo para as matrizes parciais ndo combinato-
rialmente simétricas, vimos ja que é possivel garantir a existéncia do completa-
mento desejado quando o digrafo associado é um caminho totalmente especificado.
A seguinte questao, mais geral, continua, no entanto, em aberto:

Questao 8. Seja A uma TN P—matriz parcial ndo combinatorialmente simétrica
cujo digrafo associado € aciclico. Sob que condigoes existe um T N P—completa-
mento de A?

O problema de completamento de M-—matrizes parciais estd resolvido de
forma implicita por Johnson e Smith: uma M—-matriz parcial A admite M—com-
pletamentos se e s6 se Ag é uma M-matriz. Continua, no entanto, em aberto o
problema de identificacao do tipo de estruturas da matriz parcial que nos permi-
tem garantir a existéncia do completamento desejado. Neste nosso estudo, apre-
sentamos resultados relativos a completabilidade de M—matrizes parciais cujos
grafos associados sao caminhos nao dirigidos. Em tais resultados, encontramos
condigOes necessarias e suficientes para que uma tal M—matriz parcial admita
M—completamentos consideravelmente mais simples do que as condicoes dadas
na resolucao de Johnson e Smith. Nesse sentido, surgem diversas questoes que
resumimos na que se segue:

Questao 9. Podemos obter resultados andlogos aos apresentados para os cami-
nhos nao dirigidos para outras estruturas das matrizes parciais no problema de
completamento de M -matrizes parciais?
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Lista de Notacoes

C — conjunto dos nimeros complexos.

R — conjunto dos nimeros reais.

R* — conjunto dos niimeros reais positivos.

R, — conjunto dos ntimeros reais nao positivos.

Rg — conjunto dos niimeros reais nao negativos.

R” — conjunto das matrizes sobre R do tipo n x 1.

C™ — conjunto das matrizes sobre C do tipo n x 1.

Z, — conjunto das matrizes quadradas de ordem n, sobre R, com entradas nao
diagonais nao positivas.

max — maximo.

min — minimo.

I,, — matriz identidade de ordem n.

0 — escalar, matriz ou vector nulo.

A~ — matriz inversa da matriz A.

AT — transposta da matriz A.

A* — transposta conjugada da matriz complexa A.

det A — determinante da matriz A.

r (A) — caracteristica da matriz A.

A > 0 — todas as entradas da matriz A sao nao negativas.

A <0 - todas as entradas da matriz A sd@o nao positivas.

A [a|f] — submatriz de A obtida suprimindo de A as linhas cujos indices nao estao
em « e as colunas cujos indices nao estao em (.

Ala] — o mesmo que A [a]a].

diag(dy, ..., d,) — matriz diagonal de ordem n cuja entrada (7,7) é a componente
i de (di,...,dp).

e; — vector unitario de ordem n cuja coordenada nao nula (igual a 1) é a i—ésima.
Ao B — produto de Hadamard das matrizes A e B m X n.

A — valor préprio de uma matriz quadrada (usualmente)
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{\i} — conjunto dos valores préprios (espectro) de uma matriz quadrada A; se A
é hermitica, consideramos, usualmente, Ay < Ay < ... < A,.

p(A) — raio espectral de A.

X’ — o complementar do conjunto X no universo considerado.

|X| — nimero de elementos do conjunto X.

#X — 0 mesmo que | X]|.

X —Y — conjunto dos elementos de X que nao pertencem a Y.

sign(z) — sinal do real ndo nulo z (igual a 1 se z é positivo e a —1 se x é negativo).
sgn(o) — sinal da permutagao o.

c.p.o. — conjunto parcialmente ordenado.

S, — conjunto das matrizes n x n A = (aij):-fj:l sem entradas nulas e tais que
sign(a;;) = (—1)"™T1 para quaisquer 4,5 € {1,...,n}.

PS,, — conjunto das matrizes parciais n x n A = (aij)?,jzl sem entradas especi-
ficadas nulas e tais que sign(a;;) = (—1)""*! sempre que (i,j) é especificada,
i,7€{1,...,n}.

G 4 — grafo das entradas especificadas da matriz parcial A (grafo associado de A).
D, — digrafo das entradas especificadas da matriz parcial A (digrafo associado
de A).

I' 4 — padrao da matriz parcial A.

G = H — o grafo (digrafo) G é isomorfo ao grafo (digrafo) H.

<S > — subgrafo induzido.

din(j) — grau de entrada do vértice j.

dout(7) — grau de saida do vértice j.

dq(j) — grau de descida do vértice j.

dy(j) — grau de subida do vértice j.

K, — clique com p vértices.

Ap — completamento nulo de A (matriz obtida de uma matriz parcial A comple-
tando todas as entradas nao especificadas com 0).

DN-matriz — matriz duplamente negativa.

P N-matriz — matriz principalmente nao singular.

TN P-matriz — matriz totalmente nao positiva.
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isomorfismo, 22
ordem, 21
DN-completamento, 193
DN-matriz, 55, 192
condigoes equivalentes, 55

229
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duplo ciclo, 25
duplo triangulo, 25

grafo, 20
associado, 21
clique, 24
cliquet(®=*) 153
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cordal, 23
dirigido, 21
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p—cordal, 24
subjacente, 22
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identidade de Jacobi, 11

M-completamento, 182
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parcial, 182
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fracamente sinal-simétrica, 14
permutagao, 10
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semelhanca admissivel, 20 parcial, 172

sinal-simétrica, 14 PN—completamento, 208
totalmente nao positiva, 47 PN—matriz, 56, 208
totalmente negativa, 47 condicao equivalente, 56
matriz parcial, 13 parcial, 208
combinatorialmente simétrica, 14 produto de Hadamard, 10

completamento, 13
semiciclo, 23

completamento nulo, 14
subgrafo, 20
dirigido, 21
induzido, 21

induzido, 20

diagonal por blocos, 23
fracamente sinal-simétrica, 15
irredutivel, 14

ordem, 13

padrao, 13 TN-matriz, 47

quadr’ada, 13 TNPs—completamento, 168
redutivel, 14 TNPs—matriz, 168
semelhanca, 20 parcial, 168
sinal-simétrica, 14 TNP-completamento, 112
triangular superior, 14 TNP-matriz. 47. 112

menores principais descendentes, 12 parcial, 112

Ni—completamento, 99 vértice, 20, 21
Nji-—matriz, 37, 98 grau de descida, 28
parcial, 99 consecutivo, 28

N—completamento, 60 grau de entrada, 28

simétrico, 90 grau de safda, 28

N-matriz, 37, 60 grau de subida, 28
parcial, 60 separador minimal, 24
simétrica, 42 vectores
condicao equivalente, 47 duplamente sinal-relacionados, 11
parcial, 89 sinal-relacionados, 10
n-vector, 10 unitérios, 10

ordenagao topoldgica, 33
algoritmo, 33

Pj—completamento, 179
Pp—matriz, 52, 178

parcial, 179
P—completamento, 172
P-matriz, 51, 172

condigoes equivalentes, 51
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