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I have always thought that the substitution of the
internal combustion machine for the horse marked a
very gloomy milestone in the progress of mankind.

Winston Churchill
PREFACIO

A Cinematica ¢ a area da Teoria de Maquinas e Mecanismos onde se estudam as
caracteristicas dos movimentos dos corpos independentemente, das causas que o
provocam. Definir cinematicamente um mecanismo, ou formular a lei do movimento
de um corpo, consiste em determinar, para cada instante, a posi¢do, a velocidade e
aceleracdo em relagdo a um referencial previamente definido.

A principal motivagdo para a realizagao deste livro deveu-se a lacuna existente no
mercado de livros em lingua portuguesa, sobre a Cinematica de Mecanismos, que
pudesse ser utilizada como texto de apoio nas actividades cientifico-pedagogicas de
disciplinas no dominio da Teoria de Maquinas e Mecanismos.

As matérias abordadas neste livro estdo divididas em cinco capitulos. No capitulo
primeiro ¢ feita uma breve e imprescindivel introducao a tematica deste trabalho. O
segundo capitulo inclui uma descri¢do completa de alguns mecanismos planares
elementares neste dominio. Nos capitulos trés, quatro e cinco sdo apresentados os
diferentes métodos de analise de mecanismos articulados, no que diz respeito a
posi¢do, a velocidade e a aceleragdo, respectivamente. Este livro inclui trés anexos,
em que sdo apresentados alguns elementos oportunos e importantes, nomeadamente
o calculo vectorial, a determinagdo de centros instantaneos de rotacdo e, ainda, um
glossério de termos especificos.

Trata-se, assim, de um texto a apoio a professores e estudantes do ensino superior,

que podera ser também util para aqueles que se interessam pelas tematicas
relacionadas com a Cinematica de Mecanismos.

Guimaraes, Janeiro de 2007

Paulo Flores
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A machine is a combination of resistant bodies, so interconnected
that by applying force or motion to one or more of those bodies,
some of those bodies are caused to perform desired work
accompanied by desired motions.

Franz Reuleaux
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Ignorato motu, ignoratur natura.

Galileo Galilei
1. INTRODUCAO

1.1. NOTA HISTORICA

O movimento ¢é, seguramente, um dos mais comuns fendémenos observados
quotidianamente. As rajadas de vento, as ondas do mar, a queda das folhas sdo
alguns exemplos deste fendmeno. Por movimento, em mecénica', quer significar-se a
variacdo temporal da posi¢do de um determinado corpo no espago relativamente a
outros corpos. O movimento fica completamente definido pelo conhecimento das
suas caracteristicas cinemadticas e dinamicas, como, por exemplo, a posicdo, a
velocidade, a aceleragdo e a forca a que um determinado corpo esté sujeito.

A mecanica racional faz parte das ciéncias naturais e apoia-se em leis
experimentais que reflectem uma classe determinada de fendomenos naturais
relacionados com o movimento dos corpos materiais, isto €, as leis validas, por
exemplo, tanto para o movimento da Terra em torno do Sol, como para o movimento
de um foguetdo ou de um projéctil. A mecanica aplicada, que ¢ uma parte da
mecanica, diz respeito a elaboracdo de projectos e célculos de toda a espécie de
constru¢des, como motores, maquinas ¢ mecanismos. O papel e a importancia da
mecanica residem, ndo s6 no facto de ela constituir a base cientifica de varios ramos
da técnica moderna, mas também porque as suas leis ¢ os seus métodos permitem
estudar e explicar um grande nimero de fendmenos importantes do universo,
contribuindo, deste modo, para o desenvolvimento da ciéncia em geral.

Conforme a natureza do objecto em estudo, a mecénica racional pode dividir-se
nas seguintes areas:

- Mecanica dos corpos rigidos;

- Mecanica dos corpos deformaveis,

- Mecanica dos corpos fluidos.

Mecanica, no sentido lato do termo, designa a ciéncia que tem por objectivo
estudar os problemas relacionados com o movimento e o equilibrio dos corpos, bem
como das suas interacgdes. Em geral, a mecanica pode dividir-se em trés grandes
grupos, a estatica’, a cinematica’ e a dindmica’. A estatica, em que se estudam as leis
de composicao das forg¢as e das condigdes de equilibrio, aparece primeiramente nas
obras de Arquimedes. A dinamica, onde se que estudam as leis do movimento dos
corpos materiais sujeitos a forcas exteriores, surge como ci€éncia muito mais tarde,
apenas no inicio do século XVII. Quanto a cinematica, que trata das propriedades
gerais do movimento dos corpos, s6 emerge como ramo da mecanica na primeira
metade do século XIX.

' O vocéabulo mecanica, do grego unyavikn (construgdo, maquina, invengio) apareceu pela primeira
vez nas obras de Aristoteles (384-322 a.C.) que foi um dos maiores fildosofos da Antiguidade.

* A estatica, do grego otatiknun, que significa em equilibrio, ¢ a sec¢io da mecanica em que se
estuda o equilibrio dos corpos.

? A palavra cinematica, etimologicamente é de origem grega kivnpuo e significa algo relativo ao
movimento. Este vocabulo foi utilizado pela primeira vez por Ampeére (1775-1836).

* O termo dinamica provém do étimo grego Svuayiikol traduzindo algo relativo a forga.



A emergéncia e o desenvolvimento da mecanica como ciéncia estao intimamente
ligados a histéria do desenvolvimento da indistria e da técnica. Na Antiguidade,
quando a producdo se destinava a satisfagdo das necessidades e exigéncias da
construgdo, surgiram as primeiras maquinas simples, como a roldana, o sarilho’, a
alavanca, o plano inclinado, entre outros.

Por volta do ano 1700 a.C. surgem, em poemas da literatura Hindu, referéncias a
carros e rodas, o que pressupde que entdo ja havia mecanismos suficientemente bem
conhecidos. Homero, cuja existéncia se situa no século X a.C., refere-se, na obra
Iliada, a existéncia de uma manivela. Ja no ano 260 a.C. existia na China o chamado
“carro que segue o sul”, que era um engenhoso mecanismo montado sobre um carro
que, mercé de uso de um trem epicicloidal, mantinha o braco de uma figura humana
sempre apontado na direc¢do do sul, independentemente da direccdo em que o carro
se deslocava. Este dispositivo era utilizado como bussola pelos viajantes que
atravessavam o deserto de Gobi.

Foram, contudo, os sabios gregos que primeiramente se interrogaram sobre a
natureza do movimento. Aristoteles (384-322 a.C.) julgava ter descoberto uma lei da
Natureza ao afirmar que “para o mesmo volume, os corpos caem mais rapidamente
quanto mais pesado sdo”. Aristoteles chegou a esta conclusdo erronea,
provavelmente, porque nao conhecia o conceito de movimento no vazio, nem teve
oportunidade de realizar uma rigorosa experimentacao. Aristoteles dedicou-se, ainda,
ao estudo de outros assuntos puramente mecanicos, cOmo a composi¢cdo geométrica
de forcas e a queda dos graves. A lei de Aristoteles perdurou até meados do século
XVII, quando Galileo a contrariou, restabelecendo a lei da Natureza, segundo a qual,
“todos os corpos caem para a terra com a mesma aceleragdo (acelerac¢do da
gravidade) independentemente do seu peso”.

Arquimedes (287-212 a.C.) teve indubitavelmente uma transcendéncia superior a
de Aristoteles, sendo mesmo considerado o iniciador da mecanica como ciéncia.
Definiu o conceito de centro de gravidade de um sistema material e estabeleceu a lei
da alavanca dizendo “déem-me um ponto de apoio e eu moverei o mundo”.
Arquimedes enunciou o principio que tem o seu nome em mecanica dos fluidos e
desenvolveu inimeros engenhos bélicos para defesa de Siracusa de onde era
originario e onde residia. E também nas obras de Arquimedes que se encontram os
fundamentos da estatica.

Cerca de cem anos mais tarde, a influéncia da cultura helénica trespassa as
fronteiras da Grécia e aparece na cidade de Alexandria onde emergiam outros sabios.
Hero de Alexandria (século I d.C.) foi pioneiro no uso do vapor de dgua como
gerador de poténcia e escreveu diversos livros onde descreve inimeras maquinas,
tais como a prensa de parafuso e um sofisticado hodémetro que permitia medir
distancias percorridas, nomeadamente fracgdes de milha.

No mundo romano, tdo notdvel na jurisprudéncia, apenas se vinha manifestando
no dominio das matematicas e das ciéncias de natureza. Cabe, contudo, citar um dos
escritores romanos que fizeram registo das investigagdes gregas, nomeadamente,
Marcus Vitruvius® (85 a.C.), arquitecto do imperador Julius Caesar, autor de “De
Arquitectura”, onde € feita uma resenha tecnoldgica da época.

O periodo de tempo que medeia o final do império romano e toda a idade média,
isto ¢, pouco mais de dez séculos, ¢ caracterizado por uma certa estagnacao ao nivel

> Aparelho rotativo onde se enrolam fios de modo a formar meadas.
% Os trabalhos desenvolvidos por Vitruvius foram de indole puramente lidica e recreativa.
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da técnica e do conhecimento cientifico-experimental. Apenas se regista a
reproducdo e a melhoria dos engenhos ja existentes, porém, com uma quase total
caréncia de criatividade mecanica.

Com efeito, o grande incremento no desenvolvimento da mecénica remonta ao
inicio do periodo renascentista que comeg¢a no século quatrocento e vai até ao
Romantismo (século XVII). O renascimento foi um momento historico no
ressurgimento de todas as areas do saber e € caracterizado pelo aparecimento de
grandes génios, alguns dos quais centraram a sua atencdo em problemas mecanicos.
Uma das grandes personalidades ¢, sem duvida, Leonardo da Vinci’ (1452-1519),
cujos famosos desenhos de maquinas foram fonte inspiradora de inimeros autores ao
longo dos tempos. Nos seus trabalhos podem encontrar-se desenhos de gruas,
dispositivos de respirar debaixo de 4gua, mecanismos de transformagdo movimento,
entre tantos outros. Leonardo da Vinci realizou algumas experiéncias relativas ao
estudo do movimento, nao sendo, contudo, publicadas em tempo util, razdo pela qual
a influéncia dos conhecimentos deste cientista ¢ praticamente nula.

Gerolamo Cardan (1501-1576) inventou a junta de transmissdo com o seu nome, €
estudou a trajectéria de um ponto de uma circunferéncia que roda dentro de outra
circunferéncia cujo didmetro ¢ o dobro do da primeira.

A estatica, que estava praticamente esquecida desde Arquimedes, experimentou
novo e decisivo desenvolvimento gracas aos trabalhos de Simon Stevin (1548-1620)
que publicou no inicio do século XVII a obra intitulada “Hypomnemata
Mathematica” na qual estudou o equilibrio no plano inclinado e em polias,
empregando o método do paralelogramo para efectuar a decomposi¢do de forgas.

A primeira grande contribui¢do para o estudo do movimento foi, sem sombra de
duavida, a do italiano Galileo Galilei (1564-1642) que publicou as suas teorias no
livro intitulado “Discorsi e Dimostrazioni Mathematiche”, onde constam as leis do
movimento numa forma embrionaria e sobre as quais, posteriormente, Newton
baseou o seu trabalho. Galileo, defensor da teoria heliocéntrica, pode ser considerado
como o iniciador da dindmica. Um dos seus principais estudos foi o da queda dos
graves, formulou as leis do movimento uniformemente acelerado e conduziu estudos
sobre a trajectoria de um projéctil langado horizontalmente e sujeito a acgdo da
gravidade. Galileo enunciou ainda a lei do sincronismo do péndulo®, estabelecendo
que o periodo do movimento ¢ independente da amplitude e da massa. Galileo usou a
decomposicdo de forcas para estudos estaticos e definiu o conceito de momento de
uma forga.

7 As obras de Leonardo da Vinci encontram-se dispersas pelo planeta, como no Museu da Histéria da
Ciéncia em Florenga, Italia, e na colecgao particular de William (Bill) Gates, co-fundador de empresa
Microsoft que ¢ considerado, actualmente, o homem mais rico do mundo.

¥ Galileo, durante uma cerimonia religiosa, usou a propria pulsagdo cardiaca para cronometrar
observacdes sobre o movimento pendular do turibulo. Galileo estudou também alguns assuntos
teoldgicos e, com isso, provocou a ira dos mais conservadores, que levaram o Papa Pio V a declarar a
teoria heliocéntrica de Copérnico como heresia. Isso forgou Galileo a um siléncio por mais uma
década. Em 1632, ja no pontificado de um novo Papa, Urbano VIII, acreditou poder publicar, sem
restrigdes, um novo livro em que duas personagens conversam, uma defendendo as antigas teorias,
outra as de Copérnico. Pelo contetido desta obra, Galileo foi levado a julgamento no tribunal da Santa
Inquisi¢do. Em 1633, com quase 70 anos, foi obrigado a negar as suas ideais, sob pena de ser
queimado vivo. Conta-se que, apds declarar-se arrependido, teria virado rosto de lado ¢ murmurado
em voz baixa “Eppui si muove!”, frase cujo significado pode ser facilmente deduzido como “Mas,
apesar disso tudo, a verdade é que ela se move!”. Morreu cego e condenado pela igreja. Somente 341
anos apos a sua morte, em 1983, a mesma igreja, revendo o processo, decidiu-se pela absolvigdo.

CAPITULO I — INTRODUCAO 3



E ja em pleno século XVII que a mecanica atinge uma certa maturidade como
ciéncia. E nesta época que surgem alguns dos grandes gurus da mecanica, tais como,
Descartes, Pascal, Huygens, Newton, entre outros. René Descartes (1596-1650)
formulou correctamente a lei de inércia. Christian Huygens (1629-1695), baseado no
trabalho de Galileo, desenvolveu o relogio de péndulo e investigou sobre o péndulo
cicloidal ou tautécrono’. Isaac Newton (1642-1727) é, sem duvida, dos cientistas
mais importantes e reconhecidos do século XVII. Newton, estabeleceu, com genial
argucia, as trés leis fundamentais do movimento, conhecidas como leis de Newton,
publicadas na obra “Principia Mathematica Philosophiae Naturae”. A primeira lei —
lei da inércia — enuncia-se da seguinte maneira: “um corpo, sem qualquer influéncia
exterior, permanece no seu estado de repouso ou de movimento rectilineo e
uniforme, enquanto ndo for obrigado a modificar esse estado pela ac¢do de forgas
aplicadas™. A segunda lei — lei fundamental da dindmica — indica que “o produto da
massa de um corpo pela aceleracdo que lhe imprime uma dada for¢a é igual, em
modulo, a essa forga, sendo o sentido da acelera¢do o mesmo que o da for¢a”. A
terceira lei — lei da igualdade da ac¢do e da reac¢do — estabelece que “dois corpos
exercem um sobre o outro for¢as de igual magnitude, com a mesma direc¢do mas em
sentidos opostos”. As leis de Newton foram confirmadas experimentalmente no
decorrer do avango tecnologico. Pode, assim, aceitar-se que os conhecimentos
adquiridos no dominio da mecanica, e baseados nas leis do movimento de Newton,
sdo exactos e qualquer engenheiro se pode basear nelas com confianga, durante a sua
actividade criadora'®. Newton distinguiu ainda, de forma definitiva, a diferenca entre
massa e peso e enunciou a lei da gravitacao universal.

De entre os escassos cientistas que acompanharam e prosseguiram os trabalhos de
Newton destacam-se Bernoulli, Euler, D’Alembert e Lagrange. Jean Bernoulli
(1661-1748) interveio activamente no desenvolvimento da mecanica dos fluidos e
estudou o principio dos trabalhos virtuais como principio geral da estatica.
Desenvolveu também o conceito de centro instantineo de rotacdo no movimento
plano. Leonhard Euler (1707-1783), matematico suigo ¢ discipulo de Bernoulli,
estabeleceu que o movimento plano de um sélido indeformavel se pode descrever
como a decomposi¢ao de uma translacao e de uma rotagdo em torno de um eixo. Esta
lei ¢ actualmente conhecida como o teorema de Chasles. Este principio, aplicado a
analise de velocidades e aceleragdes, constitui a génese da analise grafica de
mecanismos. Euler desenvolveu métodos de resolucdo de problemas de dindmica do
ponto e do solido por integracdo de equagdes diferenciais. Em reconhecimento do
seu trabalho, os angulos que descrevem o movimento de rotagdo do corpo rigido sdo
denominados angulos de Euler. James Watt (1736-1819) dedicou grande parte do seu
trabalho ao estudo do movimento, abordando o problema da trajectéria de um ponto
de uma biela do quadrilatero articulado. Estes estudos permitiram-lhe projectar e
conceber a maquina a vapor. Gaspard Monge (1756-1818) contribuiu para a
reestruturacdo sistematica do ensino técnico superior. Foi fundador da “/’Ecole

? Tautécrono é um péndulo em que o periodo das oscilagdes é independente da amplitude.

"0 posterior desenvolvimento da ciéncia, nomeadamente por Albert Einstein (1878-1955), veio
mostrar que, para velocidades proximas da velocidade da luz (= 300.000 km/s), o movimento dos
corpos ¢ regido pelas leis da mecénica relativista ¢ o movimento dos micro-elementos (electrdes,
positroes, etc.) pelas leis da mecédnica quantica. Estas leis limitaram-se a precisar o dominio de
aplicagdo da mecanica classica ou de Newton. Embora o trabalho de Einstein tenha tido um profundo
efeito na mecénica, em geral, a mecanica classica persiste em ser valida para a maioria das aplica¢des
onde as velocidades em jogo sdo inferiores a velocidade da luz.
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Polytechnique de Paris”, onde propds um curso sobre elementos de maquinas. Jean
D’Alembert (1717-1783), que enunciou o famoso principio com o seu nome, deu
também um importante contributo para o desenvolvimento da mecanica, com
particular incidéncia na resolu¢do de problemas de dinamica. Joseph-Loius Lagrange
(1736-1813), com base no principio de D’Alembert e no principio dos trabalhos
virtuais, desenvolveu um método geral de resolucdo analitica de problemas
dindmicos. Na Russia, os trabalhos do cientista e escritor Mikhail Lomonossof
(1711-1765) tiveram profunda influéncia no desenvolvimento da mecanica.

Durante o século XIX, os conhecimentos que constituem hoje a ciéncia de
maquinas e mecanismos foram consolidados. A geometria e analise matematica
contribuiram notavelmente para este progresso, motivado pelo rapido crescimento
tecnologico. Os estudiosos deste século podem agrupar-se em quatro grandes
escolas: a francesa (Ampeére, Coriolis, Chasles), a alema (Reuleaux, Bermester,
Morh, Aronhold, Griibler), a inglesa (Willis, Rankine, Kennedy) e a russa
(Ostrogradski, Chebyshev, Liapunov, Krylov, Jonkovski).

André Ampere (1775-1836) reconheceu a possibilidade de estudar o movimento
dos mecanismos independentemente das forgas que o produzem, isto ndo ¢ mais do
que a andlise cinematica tal como hoje ¢ conhecida. Na sua obra “Essai sur la
Philosophie des Sciences”, Ampere utilizou pela primeira vez a palavra cinematica
em ciéncia, traduzindo a ideia de movimento. Desde entdo, a cinematica comecou a
ser considerada como uma disciplina independente. Gustave de Coriolis (1792-
1843), engenheiro de profissdo e director da “/’Ecole Polytechnique de Paris”,
mostrou, pela introdugdo de termos adicionais (aceleragdo de coriolis), a validagdo
das leis de Newton quando os referenciais sao moveis. Coriolis foi também percursor
da mecanica aplicada moderna. Michel Chasles (1793-1880) generalizou o conceito
de centro instantaneo de rotacao e eixo instantaneo de rotagao.

Franz Reuleaux (1829-1905), e mais tarde, o seu discipulo Ludwig Bermester
(1840-1927), tornaram-se conhecidos pelas técnicas graficas de andlise e de sintese
que desenvolveram. Foi mesmo Reuleaux que introduziu o conceito de sintese, ainda
hoje actual, e que consiste na consecu¢do de mecanismos de modo a satisfazer
determinadas especificacdes de projecto, sejam elas de natureza geométrica,
cinemadtica ou dindmica. A definicdo de junta cinematica superior e inferior deve-se
também a Reuleaux, que ¢ considerado, por muitos, como o pai da ciéncia dos
mecanismos moderna. Reuleaux foi pioneiro na analise de mecanismos de forma
sistematica e profunda, definindo conceitos como, elemento, junta cinematica,
equivaléncia cinemadtica e inversdo. Friedrich Morh (1806-1879) foi também
responsavel pela introducdo, na Alemanha, dos métodos graficos para a analise de
mecanismos. Siegfried Aronhold (1819-1884) enunciou, antecipando-se a Kennedy,
o teorema dos trés centros também conhecido por teorema de Aronhold-Kennedy'',
se bem que ambos tenham desenvolvido o trabalho separada e independentemente.
Martin Griibler (1851-1935), professor nas Universidades de Zurique, Riga, Berlim e
Dresden, estabeleceu o critério da mobilidade para mecanismos planos e espaciais.

'O teorema dos trés centros ou teorema do Aronhold-Kennedy, foi primeiramente desenvolvido por
Aronhold em 1872 e, posteriormente, por Kennedy em 1886. Os trabalhos de Aronhold e de Kennedy
foram realizados de forma independente. Na literatura alema é comum encontrar-se a referéncia a este
teorema, como o teorema de Aronhold, por sua vez, na literatura anglo-saxdnica encontra-se a
referéncia ao teorema de Kennedy.
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Robert Willis (1800-1875), engenheiro e antropologo, foi professor na
Universidade de Cambridge. Na sua obra “Principles of Mechanisms”, publicada em
1841, propos um critério de classificacdo dos mecanismos de acordo com a relagdo
de transmissdo do movimento entre os elementos de entrada e de saida. William
Rankine (1820-1872), professor na Universidade de Glasgow, publicou a obra “4
Manual of Machinery and Millwork”, em 1869, em que dedicou cerca de trezentas
paginas a cinemadtica de maquinas. Alexander Kennedy (1847-1928), professor na
Universidade de Londres, formulou um algoritmo grafico para a determinagdo do
centro de rotagdo do movimento relativo entre dois elementos de um mecanismo
(teorema dos trés centros) e traduziu para inglés diversas obras de Reuleaux,
contribuindo, deste modo, para a sua divulgagao.

J& no ultimo quartel do século XIX, na Russia, Mikhail Ostrogradski (1801-1861)
e Pafnutij Chebyshev'” (1821-1894) deram novas orientagdes relativas ao estudo do
movimento dos mecanismos. A principal contribuicdo de Chebyshev consistiu na
utilizacdo de métodos proporcionados pela Andlise Matematica, em particular pelo
desenvolvimento da teoria dos polindmios para ajuste de curvas. Ostrogradski
desenvolveu inumeros trabalhos sobre métodos analiticos de resolugdo de problemas
em mecanica. Aleksander Liapunov (1857-1918) elaborou novos métodos para o
estudo da estabilidade de mecanismos. Aleksei Krylov (1863-1945) desenvolveu a
teoria dos navios e contribui imenso para o desenvolvimento da teoria dos
giroscopios. Os trabalhos de Nikolas Jonkovski (1847-1921), pai da aviagdo russa,
tiveram uma importancia enorme nas investigacdes posteriores e permitiram aplicar
os métodos da mecanica a resolugdo de problemas de engenharia. As ideias de
Jonkovski repercutiram-se também no ensino da mecénica racional nas escolas
técnicas superiores da ex-Unido Soviética. Pode dizer-se que a principal contribui¢do
da escola russa consistiu na utilizacdo dos métodos proporcionados pela Andlise
Matematica, na génese das técnicas de analise de mecanismos, em particular dos
nimeros duais, dos nimeros complexos e do célculo tensorial. Esta escola contribuiu
também, e de forma impar, para a classificacdo dos mecanismos.

Com efeito, o inicio do século XX ¢, dominado pelas escolas alema e russa. A
primeira, fundada por Reuleaux e Burmester, notabilizou-se, sobretudo, pela sintese
de mecanismos planos. Enquanto que na Russia, os discipulos de Chebyshev
prosseguiam os seus trabalhos sobre o ajuste e aproximagdo de curvas,
desenvolvendo métodos especiais e novas ferramentas matematicas.

Até a Segunda Grande Guerra, os trabalhos desenvolvidos no campo da ciéncia de
maquinas e dos mecanismos foram levados a cabo por investigadores europeus, cujo
denominador comum era o facto de se apoiarem fortemente na geometria de
mecanismos. Ja durante a Segunda Guerra Mundial, surge, com grande impeto, a
escola Norte-Americana que deu novo e decisivo impulso nas técnicas de analise e
sintese de mecanismos, baseadas nos métodos algébricos e numéricos e no uso do
computador. De entre outros, destacam-se Denavit e Hartenberg, cujo trabalho se
baseou na notacdo matricial. Por seu lado, Chace obteve solugdes explicitas, em
forma fechada, de sistemas de equagdes vectoriais em duas e trés dimensoes,
particularmente adequados a analise de cadeias cinematicas abertas com varios graus

"2 Na literatura tematica existente podem encontrar-se variagdes diversas no nome Chebyshev as quais
decorrem da incorrecta tradugdo. Listam-se, a titulo de curiosidade, alguns exemplos: Tschebyscheff,
Tchebisheff, Tchebicheff, Tchebyshew, Chebychev, entre outras. Porém, a tradugdo Chebyshev ¢ a
mais correntemente usada e, por isso, adoptada para o presente trabalho.
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de liberdade, como as que caracterizam os modernos robos industriais. Shigley, que
desenvolveu o seu trabalho na Universidade de Michigan, ¢ também uma das grandes
referéncias no estudo cinematico e dindmico de mecanismos. Freudenstein, Sandor,
Erdman, Uicker nos Estados Unidos, Crossley e Hunt, na Australia e Dijksman na
Holanda, para além de muitos outros dispersos pela geografia mundial, merecem
aqui uma breve referéncia.

Em 1965", realizou-se em Varna, na Bulgaria, o primeiro congresso internacional
sobra a teoria de maquinas e mecanismos, em que participaram 120 engenheiros e
investigadores de onze paises. Em 1969 em Zacopane, na Polonia, realizou-se a
assembleia inaugural da Federagcdo Internacional para a Teoria de Méquinas e
Mecanismos, [IFToMM, acrénimo de International Federation for the Theory of
Machines and Mechanisms. Em 1999, a comunidade cientifica decidiu alterar o
nome Teoria de Maquinas ¢ Mecanismos para Ciéncia de Maquinas ¢ Mecanismos
(Machine and Mechacnism Science) face a evolucdo que se tinha verificado no
ambito desta disciplina cientifica. Em 2000, apesar do sigla IFToMM se ter mantido,
por razdes de identidade historica, o significado passou a ser o de Promotion of
Research and Development Activities in Mechanism and Machine Science.

Com efeito, apos mais de cem anos de desenvolvimento da ciéncia de maquinas e
mecanismos, vasto € o leque de técnicas, analiticas, graficas, numéricas e empiricas,
de uso geral que prestam grande auxilio na andlise e sintese de mecanismos. A
introdu¢do dos computadores no estudo dos mecanismos tem um historial
relativamente curto mas assaz rico. SO nos meados do século passado ¢ que
apareceram as primeiras aplicacdes em que os meios informaticos foram utilizados
como ferramenta auxiliar, nomeadamente na industria aeroespacial e em algumas
universidades. O principal avango verificou-se na capacidade e rapidez de
processamento dos computadores, facto que veio permitir resolver problemas
analiticos e, sobretudo, numéricos, que de outro modo se tornariam bastante
morosos, nos casos mais simples, e impossiveis, para 0s casos mais complexos.
Refira-se que as técnicas matematicas de resolucdo de sistemas de equagdes lineares
e ndo-lineares, a integracdo numérica ja sdo conhecidas desde hé longas décadas. Em
meados dos anos setenta, do século passado, surgiram os primeiros programas
computacionais com aplicacdo especifica a cinematica e dindmica de mecanismos.
Nas duas décadas seguintes, e até aos dias de hoje, os programas comerciais foram
alvo de melhoramentos significativos, nomeadamente no atinente a compatibilidade
com programas de desenho auxiliado por computador, o que possibilita uma mais
facil modelagdao de mecanismos planos e tridimensionais. A simula¢do e visualizagdo
dos movimentos mais ou menos complexos tornou-se, assim, mais facil trazendo
consigo a vantagem de permitir observar e conhecer o funcionamento dos
mecanismos sem necessidade de recorrer a construgao de prototipos fisicos.

Durante as ultimas quatro décadas varios foram os programas computacionais
desenvolvidos e capazes de simular, em condigdes realistas, mecanismos, desde os
mais simples, como por exemplo os mecanismos do tipo biela-manivela com
corrediga, até aos mais complexos, de que sdo exemplo os sistemas de locomogao de

3 Até a Segunda Grande Guerra observava-se um fendmeno meramente marginal mais significativo,
que era o facto de que mais de 50% das referéncias bibliograficas citadas nos artigos cientificos num
determinado pais serem de trabalhos e autores desse mesmo pais, o que era uma clara manifestagdo da
auséncia de intercimbio de informagfo entre as diversas escolas ¢ investigadores. A este facto ndo ¢
alheio o contexto socio-politico da época.
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um qualquer ser vivo. A titulo de exemplo, listam-se alguns dos programas mais
populares, IMP (Integrated Mechanism Program), LINCAGES (Linkage INteractive
Computer Analysis and Graphically Enhanced Synthesis), ADAMS (Automatic
Dynamic Analysis of Mechanical Systems), DADS (Dynamic Analysis and Design
System), KAP (Kinematic Analysis Program), DAP (Dynamic Analysis Program),
Working Model, Madymo, entre muitos outros.
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1.2. SISTEMAS MECANICOS: MAQUINAS E MECANISMOS

Os sistemas mecanicos resultam, em geral, da associacdo de subsistemas
estruturais ¢ mecanicos com o objectivo de transmitir esforcos e movimento. Um
sistema mecéanico pode ser definido como um conjunto de corpos rigidos e/ou
flexiveis interligados por juntas cinematicas e actuados por forgas e momentos. As
forcas e momentos aplicados ao sistema podem resultar da actuacdo de molas,
amortecedores, actuadores, ou ainda de forcas exteriores, como, por exemplo, as
forgas graviticas e as forgas de contacto, entre outras. Os sistemas mecanicos podem
incluir um conjunto de maquinas e de mecanismos mais ou menos complexos.

O estudo dos sistemas mecanicos, nomeadamente no que concerne a sua
caracterizagdo cinematica e dindmica, baseia-se em leis conhecidas desde hé longo
tempo. De entre outras, salientam-se as leis do movimento de Newton-Euler, também
designadas leis do movimento de translacdo e de rotacdo, leis essas que constituem a
base da mecanica classica ou newtoniana. O ramo da mecanica, denominado ciéncia
de maquinas e mecanismos, tem como objectivo estudar as leis que regem os
movimentos, quer em termos de deslocamento, velocidade, aceleragao e,
eventualmente, impulso, dos diversos membros que constituem os sistemas
mecanicos, bem como dos esforcos, forcas € momentos, que esses mesmos membros
transmitem.

Quando se projecta um sistema mecanico, ou quando se analisa um sistema ja
existente, o problema pode dividir-se em duas partes distintas. Em primeiro lugar, as
dimensodes de cada um dos componentes € a sua ligacdo devem permitir que cada um
tenha o seu proprio e determinado movimento. Em segundo lugar, cada um dos
componentes deve ser capaz de resistir cabalmente as solicitacdes que sobre ele
actuam. Por tudo isso, a cinematica e a dindmica, desempenham um papel
preponderante no estudo dos mecanismos e das maquinas.

MECANICA
ESTATICA CINEMATICA DINAMICA
Geometria Geometria Geometria
Movimento Movimento @ Movimento 3
Forga Forca @ Forga @

Figura 1.1 — Disciplinas que constituem a mecdnica: estdtica, cinematica e dindmica.

A bibliografia existente no dominio da ciéncia de maquinas e mecanismos ndo ¢
unanime relativamente a classificacdo ou divisao da mecanica. Uma classificagao
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que se julga pertinente e abrangente ¢ a que estd apresentada na figura 1.1, e € com
base neste critério de classificacdo que ¢ desenvolvido o presente trabalho. Tal como
se referiu anteriormente, a mecanica pode dividir-se em trés grandes disciplinas, a
estatica, a cinematica e a dinamica.

A estatica ¢ a disciplina em que se estudam as leis de composi¢do das forcas e as
condi¢des de equilibrio dos corpos materiais submetidos a ac¢do de forcas e/ou
momentos. O conhecimento de tais condigdes permite estudar a estabilidade das
estruturas. Na pratica, a andlise estitica ¢ também valida e aplicdvel quando nos
mecanismos as velocidades e aceleragcdes em jogo sdo baixas. Para velocidades
elevadas, a andlise dindmica ¢ mais apropriada, uma vez que os efeitos de inércia das
massas em movimento t€ém uma importancia preponderante nos esfor¢os globais
desenvolvidos.

A cinematica ¢ a area da Mecanica que se ocupa das leis do movimento dos
corpos independentemente das causas que o provocam. Neste tipo de analise apenas
se estudam os aspectos puramente geométricos do movimento, ndo sendo
considerados os esforgos envolvidos no processo. Definir cinematicamente um
mecanismo ou formular a lei do movimento de um corpo ¢ definir ou determinar,
para cada instante, a posicdo, a velocidade e a aceleracdo, em relagdo a um
referencial previamente definido. Por outro lado, a cinemadtica serve de base a
dindmica, uma vez que o estabelecimento das relacdes cinematicas € necessario ao
estudo do movimento dos corpos submetidos a ac¢ao de forgas. Foi por isso, que face
as exigéncias da industria, em constante desenvolvimento, a cinematica se tornou, na
primeira metade do século XIX, num ramo independente na mecanica. Em geral,
dentro da cinematica devem distinguir-se a analise cinemadtica da sintese cinematica.
A primeira, também designada cinematica directa, refere-se a determinagdo das
caracteristicas cinematicas de um mecanismo, ao passo que a sintese cinemadtica, ou
cinemadtica inversa, consiste em determinar a configuragdo que um mecanismo deve
ter para produzir ou realizar um movimento cujas caracteristicas sdo previamente
especificadas.

Por ultimo, a dinamica dedica-se ao estudo da relacdo entre o movimento dos
corpos € as acg¢des ou causas que o provocam. Ao contrario da cinematica, na
dindmica, ao estudar-se o movimento dos corpos, consideram-se ndo s6 os esforcos
que actuam sobre os corpos, mas também a sua inércia. A dindmica permite prever o
movimento causado por determinadas acg¢des ou vice-versa. O estudo dinamico
baseia-se em leis que generalizam resultados de inimeras experiéncias e observagdes
feitas sobre o movimento dos corpos. Estas leis foram sistematizadas e formuladas
pela primeira vez por Newton na sua obra “Principia Mathematica Philosophiae
Naturae”, publicada em 1687.

Desde a Antiguidade que o Homem emprega maquinas € mecanismos para
substituir o esfor¢o humano, nomeadamente, na agricultura, na caca, etc., onde o
Homem se foi provendo de ferramentas apropriadas. Actualmente, podem
encontrar-se sistemas mecanicos (maquinas € mecanismos) nas mais variadas
actividades, tais como, a agricultura, a industria (téxtil, metalomecanica, informatica,
electronica, etc.). O propdsito basico de uma maquina, simples ou complexa, ¢ o de
realizar tarefas especificas de um modo mais conveniente do que aquele que pode ser
feito através do uso da forca muscular. Alias, na Antiguidade as maquinas existentes
(rodas, alavancas, etc.) eram utilizadas sobretudo para aumentar ou ampliar a forga
muscular humana.
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A alavanca ¢, sem duvida, a mais simples e natural das maquinas. Todos os
movimentos do corpo humano sdo proporcionados por um sistema de alavancas (os
0ss0s) que sdo accionadas pelos musculos, como ilustra esquematicamente a figura
1.2a. Um outro exemplo de uma maquina simples ¢ uma tesoura que é constituida
por duas alavancas unidas por intermédio de um pino que possibilita 0 movimento de
rota¢do, como mostra a figura 1.2b.

(P

5

(a) (b)

Figura 1.2 — Maquinas simples: (a) Corpo humano modelado como um conjunto de
alavancas, (b) Tesoura constituida por um par de alavancas ligadas por um pino.

O automovel ¢, provavelmente, o exemplo mais paradigmatico de uma maquina,
do qual fazem parte diversos elementos mecanicos basicos (rodas, eixos, etc.) que
actuam de modo independente. De um automoével fazem também parte varios
mecanismos como, por exemplo, as suspensdes, os sistemas de transmissao de
movimento, entre outros. A figura 1.3 ilustra algumas das partes constituintes de um
automovel.

Figura 1.3 — Esbo¢o de um automovel e algumas partes que o constituem.

Nas oficinas mecanicas também se encontram as mais variadas maquinas
(maquinas eléctricas, maquinas-ferramenta, etc.) e mecanismos. Na figura 1.4 esta
representado um limador, bem como o respectivo mecanismo de accionamento.
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(b)

Figura 1.4 — (a) Limador, (b) Mecanismo de accionamento.

A evolu¢do das méaquinas e dos mecanismos estd intimamente relacionada com a
evolucdo socio-econémica da humanidade e vice-versa. Na Antiguidade, as
maquinas existentes eram simples e em numero bastante reduzido. O conceito de
maquina estad directamente associado a ideia de forca e movimento, enquanto que
mecanismo associa-se a ideia de transmitir, transformar ou controlar um determinado
movimento. No atinente as defini¢des de maquina ¢ de mecanismo convém fazer
aqui uma pequena abordagem histérica do assunto.

Hero de Alexandria, século I d.C., refere nos seus trabalhos a existéncia de cinco
maquinas ou sistemas mecanicos simples: a roda, a alavanca, a roldana, o plano
inclinado e o parafuso helicoidal. Estas maquinas eram usadas essencialmente para o
levantamento de pesos'*.

Vitruvius, século I d.C., define maquina como sendo “uma combinagdo de
materiais e componentes que tém a capacidade de movimentar pesos”.

Galileo Galilei, 1593, sobre a definicdo de maquina escreveu “uma mdquina é
algo que transporta pesos para um determinado local através do uso de for¢as™.

Paolo Branca, 1629, descreve maquina através das suas caracteristicas fisicas
inerentes, “uma maquina consiste num motor, incorre num determinado custo e
depende da destreza de um operador”.

Leupold, 1724, acerca da descricdo de maquinas € mecanismos refere “tém por
objectivo modificar o movimento”.

Lanz e Bétancourt, 1808, consideram “elementos de maquinas, os dispositivos que
podem alterar o movimento, as mdquinas mais complicadas sdo apenas a
combinagdo de maquinas capazes de proporcionar movimentos simples”.

Robert Willis, 1841, sobre mecanismo e maquina diz o seguinte: “eu utilizo a
palavra mecanismo para a combinagdo de maquinaria quando apenas sdo
consideradas as relagoes que governam o movimento e mdquina para um dispositivo
modificador de for¢a”.

'* O livro de Hero de Alexandria foi traduzido para arabe com titulo O livro sobre a elevagio de pesos
pesados; a tradugdo para grego do mesmo livro originou o titulo O elevador.
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Segundo Guilio, 1846, “maquina é todo o dispositivo cujo proposito é receber a
ac¢do de um motor e modificar a velocidade e direc¢do do movimento”™.

Para Reuleaux'®, 1875, “mdquina é uma combinagdo de corpos indeformaveis
constrangidos de tal modo que produzem um determinado efeito como resposta a um
movimento prescrito”.

Masi, 1897, chama “mecanismo a uma cadeia cinemdtica em que um dos
componentes ¢ fixo, maquina é um mecanismo que produz trabalho”.

Konigs, 1905, diz “uma mdquina é reconhecida como uma montagem de corpos
resistentes que estdo constrangidos reciprocamente e sob a acgdo de for¢as naturais.
Se as forgas estdo ausentes, o restante da mdquina consiste em corpos e
constrangimentos. Isto é um mecanismo”.

Hartenberg e Denavit, 1964, referem que “o termo mdquina estd associado ao uso
e transformagdo de forca, e embora o movimento aconte¢ca numa madquina, a ideia
de for¢a é dominante. Mecanismo, por outro lado, definitivamente suplica a ideia de
movimento, e apesar das forgas estar presentes, elas sdo relativamente pequenas e
pouco importantes quando comparadas com a explora¢do do movimento”.

A Federacao Internacional para Teoria de Méaquinas e Mecanismos, IFToMM, em
1991, define maquina como “um sistema mecdnico que desempenha uma tarefa
especifica e transfere e transforma movimento e for¢a”, € mecanisSmo como “um
sistema de corpos que converte movimento, e forga, de um ou varios corpos em
movimentos constrangidos por outros corpos e for¢as”.

As defini¢des de méaquina apresentadas excluem os computadores como maquinas
legitimas. Frolov, 1987, define maquina como “algo que transforma poténcia,
materiais e informag¢do para substituir ou simplificar trabalho fisico ou intelectual’.

Ainda nesta senda, Nilsson, 1998, escreve “para muitas pessoas, uma maquina é
uma coisa bastante estolida. A palavra evoca imagens de rodas dentadas, o assobiar
das maquinas a vapor e o soar das partes metdlicas ... Hoje em dia, o computador
tem expandido a nossa nogdo do que pode ser uma maquina”.

Com efeito, ¢ oportuno fazer, de forma clara e objectiva, a destringa entre
mecanismo € maquina. Mecanismo pode definir-se como sendo uma combinag¢do ou
colecgdo de varios corpos ligados entre si com o intuito de transmitir ou transformar
um determinado movimento. Por seu lado, maquina ¢ todo o sistema mecanico
formado por diversos elementos cujo objectivo € transmitir ou transformar um
determinado movimento e produzir trabalho util. Ao conceito de maquina esta,
geralmente, associada uma fonte de energia. Donde se observa que os mecanismos
sdo, em geral, uma parte integrante das maquinas. Os mecanismos, podem, contudo,
existir de per si num sistema mecanico sem que este possa ser considerado uma
maquina, como ¢ exemplo um relégio mecanico. A diferenca fundamental entre uma
maquina e um mecanismo decorre do facto de que numa maquina a transmissdo de
movimento estd associada a transformagdo de energia em trabalho, ao passo que num
mecanismo apenas ¢ transmitido movimento.

Na literatura anglo-saxénica faz-se a distingdo entre linkage e mechanism. O
termo [linkage refere-se a um sistema articulado, ou seja, um conjunto de barras
ligadas entre si, ao passo que o termo mechanism também diz respeito a um sistema
articulado, no entanto uma das barras é fixa.

"> Numa nota de rodapé, Reuleaux, no livro Kinematics of Machinery, expde dezassete definigdes
diferentes de maquina. Kennedy ao traduzir a obra de Reuleaux inclui sete novas definigdes e aborda
o0 assunto com algum detalhe.
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Deve chamar-se a atengdo que uma estrutura ¢, a semelhanca de uma maquina,
um sistema mecanico cujos componentes estdo ligadas entre si de modo a serem
capazes de suportar e transmitir esfor¢cos ou solicitagdes sem que, contudo, haja
movimento relativo entres as suas partes. Com efeito, pode, de um modo simples,
associar-se aos conceitos de estrutura, mecanismo ¢ maquina cada uma das trés
disciplinas da mecanica apresentadas anteriormente. Assim, estrutura estd para a
estatica, como a cinematica estd para um mecanismo ¢ a dindmica estd para uma
maquina. A figura 1.5 traduz e sintetiza, de forma gréfica, esta ideia.

Estatica

!

Estruturas

Cinematica
!

Mecanismos

Dinamica

!
Maquinas
Existéncia de forga Auséncia de forga
|:| Existéncia de movimento . Auséncia de movimento

Figura 1.5 — Disciplinas da mecdnica: estdtica, cinemdtica e dindmica.
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1.3. NOCOES BASICAS SOBRE MECANISMOS

Nos mecanismos, 0os componentes ou elementos susceptiveis de transmitir forca e
movimento sdo denominados ligagcdes ou barras. Para que o movimento possa ser
transmitido, finalidade bésica de um mecanismo, os elementos devem ser ligados
entre si. O conjunto das superficies que estabelece o contacto entre as diversas barras
de um mecanismo designa-se junta cinematica ou par cinematico. Os diferentes tipos
de componentes e de juntas cinematicas que constituem os mecanismos serdo objecto
de estudo mais detalhado nas sec¢des seguintes.

A titulo elucidativo, na figura 1.6 ilustra-se o mecanismo biela-manivela com
corredica, o qual é constituido por quatro elementos, o fixe'® (1), a manivela (2), a
biela (3) e a corrediga (4), e que estdo unidos por trés juntas de rotagao (Ri2, Ry3, Rsy)
e uma junta de translagdo (T)4).

Ry3 1 — Fixe 3 — Biela
2 — Manivela 4 — Corredica

1

Figura 1.6 — Mecanismo biela-manivela com corrediga.

As ligagdes ou barras podem ser binarias, terndrias, quaternarias, etc., consoante
possuam dois, trés ou quatro elementos de junta. A figura 1.7 ilustra alguns exemplos
assim como a respectiva representacao esquematica.

LIGAGOES
BINARIA TERNARIA QUATERNARIA
o o o

Figura 1.7 — Ligagdo bindria, terndria e quaternaria.

1 1 SR . \ , .
6 O fixe ou bloco, que é o corpo que esta rigidamente ligado a estrutura, é, em geral, referencidado
com o numero 1.
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Num mecanismo, o elemento que recebe o movimento que se pretende transmitir
ou transformar designa-se 6rgao motor. Ao elemento que recebe 0 movimento que se
pretende utilizar chama-se 6rgao movido ou seguidor. Num mecanismo, as barras
que rodam ou oscilam em torno de um eixo fixo denominam-se manivelas, e as
barras que fazem a ligagdo entre duas manivelas ou entre uma manivela e uma
corrediga chamam-se bielas. A barra que, num mecanismo, se considera fixa, isto ¢
rigidamente ligada a estrutura, denomina-se fixe ou bloco. A figura 1.8 ilustra dois
mecanismos de uso frequente em mecénica, 0 mecanismo de quatro barras ou
quadrilatero articulado e o mecanismo came-seguidor, nos quais se podem observar
os diferentes tipos de 6rgdos ou elementos.

Os mecanismos podem ser classificados como abertos ou fechados, consoante a
cadeia cinematica seja aberta ou fechada. Num mecanismo fechado, o movimento
dos seus elementos depende directamente do movimento de outros elementos. Ao
passo que num mecanismo aberto, o movimento dos seus elementos pode ndo ter
como consequéncia o movimento dos demais elementos. A figura 1.8a ilustra um
mecanismo fechado, o mecanismo de quatro barras, enquanto que a figura 1.8b
mostra um mecanismo do tipo aberto, 0 mecanismo came-seguidor.

/
3 1
4 3
2
i )
o N\
1
1
1 — Org&o imével: fixe
2 — Orgao motor: manivela 1 — Orgéo imével: fixe
3 — Orgao intermédio: biela 2 — Orgao motor: came
4 — Orgéo movido: manivela 3 — Orgao movido: seguidor

(a) (b)

Figura 1.8 — (a) Mecanismo de quatro barras, (b) Mecanismo came-seguidor.

Quando num mecanismo se liberta a barra inicialmente fixa e, por outro lado, se
fixa uma barra anteriormente livre, diz-se que o mecanismo foi invertido. A inversdo
de um mecanismo ndo altera o movimento relativo entre as barras, mas modifica o
movimento absoluto de cada uma das barras relativamente a um referencial fixo.
Assim, por exemplo, o mecanismo de quatro barras, pelo facto de ter quatro
elementos significa que ha trés inversdes possiveis, correspondentes a fixacdo das
barras 2, 3 e 4. A figura 1.9 mostra as inversdes do mecanismo de quatro barras.

Quando os diversos componentes de um mecanismo partem de uma posi¢ao,
descrevem um determinado movimento e retornam a posi¢do inicial para, deste
modo, recomecarem a mesma trajectéria, diz-se que o mecanismo completou um
ciclo, com a dura¢do de determinado periodo de tempo, tendo assumido fases, ou
seja, varias posigoes instantaneas relativas, durante o ciclo.
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Figura 1.9 — Inversdao do mecanismo de quatro barras: (a) Sistema de manivela
barra oscilante; (b) Sistema de dupla manivela; (c) Sistema de manivela barra
oscilante; (d) Sistema duplamente oscilante.
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1.4. TIPOS DE MOVIMENTOS

No atinente ao estudo dos mecanismos, torna-se importante e necessario distinguir
os diferentes tipos de movimento descritos pelos seus elementos constituintes. A
figura 1.10 resume os movimentos que podem existir num mecanismo.

[ Rotacao
Rectilinea
Plano ou Translagéo
bidimensional ¢
Curvilinea
Tipos de
movimento kGeraI ou misto
r
Esférico
Espacial ou
tridimensional o
\ Helicoidal
A

Figura 1.10 — Tipos de movimento que podem existir num mecanismo.

No movimento plano ou bidimensional, todos os pontos de um dado corpo em
movimento descrevem trajectérias no mesmo plano ou em planos paralelos, isto ¢, no
movimento plano, todos os pontos de um corpo ou mecanismo permanecem a uma
distancia constante relativamente a um plano de referéncia. A figura 1.8 ilustra dois
exemplos de mecanismos em que o movimento descrito pelos seus componentes €
plano. No movimento plano podem distinguir-se trés tipos de movimento, o
movimento de rotacdo, o movimento de translagdo e o movimento geral ou misto.
Por sua vez o movimento de translacdo pode ainda ser rectilineo ou curvilineo.

Figura 1.11 — Quadrilatero articulado.: movimento plano de rotagdo e oscilante.

O movimento ¢ rotagdo quando todos os pontos descrevem trajectdrias circulares
em torno de uma recta perpendicular ao plano de rotagdo, designada eixo de rotagdo.
No movimento de rotacdo, todos os pontos de um corpo permanecem a uma distancia
constante em relacdo ao eixo de rotacao. Quando a rotacdo ¢ alternada dentro de uma
certa amplitude limite, o movimento de rotacdo ¢ denominado oscilante. A figura
1.11 mostra o mecanismo de quatro barras em que a barra 2 descreve movimento de
rotagdo em torno de um eixo imaginario que passa pelo ponto A4, enquanto que a
barra 4 oscila em torno de D, entre as posigdes limite C’ ¢ C’’. Este mecanismo &,
por isso, chamado mecanismo de manivela e barra oscilante.
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Figura 1.12 — Mecanismo biela-manivela: movimento de translagdo rectilineo.

O movimento plano ¢ de translagdo quando todos os pontos descrevem
trajectorias paralelas de tal modo que as linhas que unem dois quaisquer pontos de
um corpo permanecem sempre paralelas relativamente a posi¢ao inicial. Quando os
pontos de uma barra descrevem trajectorias rectas e paralelas entre si, diz-se que o
movimento ¢ de translagdao rectilineco. O movimento de vaivém da corredica do
mecanismo biela-manivela da figura 1.12 ¢ um exemplo do movimento de translacao
rectilineo.

Figura 1.13 — Quadrilatero articulado: movimento de translagdo curvilineo.

No movimento de translacdo, quando os pontos de uma barra descrevem
trajectérias curvas e paralelas entre si, diz-se que o movimento realizado ¢ de
translacdo curvilineo. O movimento de barra 4 do quadrilatero articulado de figura
1.13 exemplifica este tipo de movimento, cujo raio de curvatura ¢ R.

Y P — AL A A
! Va Va
Movimento geral ou misto = translagao + rotagéo

Figura 1.14 — Movimento plano geral ou misto.

O movimento plano designa-se geral ou misto quando nele co-existem as
propriedades dos movimentos de rotagao e de translagdo. Nestes casos, 0 movimento
pode ser decomposto como a soma de uma rotagdo e uma translagao, traduzindo a lei
de Chasles. O movimento da biela, barra 3, do mecanismo biela-manivela da figura
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1.12 € um exemplo elucidativo do movimento geral ou misto. Um outro exemplo de
movimento plano misto € o que se representa na figura 1.14 que consiste numa barra
cujas extremidades 4 e B se deslocam, respectivamente, ao longo de uma guia
horizontal e vertical. O movimento da barra ¢ equivalente a soma de uma transla¢do
com o ponto A4, na direc¢ao horizontal e de uma rotagdo em torno de 4, ou ainda,
equivalente a soma de uma translacdo com o ponto B, na direcc¢do vertical e de uma
rotagdo em torno de B. A primeira situagdo esta representada na figura 1.14.

Quanto ao movimento espacial ou tridimensional, ha dois tipos bdésicos de
movimento a considerar, o movimento esférico e o movimento helicoidal. No
primeiro caso, cada ponto de uma barra que descreve movimento esférico mantém-se
a uma distancia constante de um ponto fixo, como ¢ o caso do movimento descrito
pela barra 3 do mecanismo representado na figura 1.15a. No movimento helicoidal,
os pontos de uma barra movem-se com rotagdo em torno de um eixo fixo e com
translacdo na direc¢do desse mesmo eixo, como se ilustra na figura 1.15b. O
movimento descrito por um ponto que pertence a uma porca, enquanto estd a ser
aparafusada num parafuso ou perno, ¢ um exemplo de movimento helicoidal.

(b)

Figura 1.15 — Movimento espacial ou tridimensional: (a) Movimento esférico,
(b) Movimento helicoidal.

O movimento, quer seja plano quer seja espacial, pode ser continuo, intermitente
ou alternativo de vaivém. O movimento ¢ continuo quando um ponto ou um corpo se
desloca indefinidamente no mesmo sentido. Um exemplo deste tipo de movimento €
o descrito pela manivela do mecanismo de quatro barras ilustrado na figura 1.13. O
movimento de um corpo designa-se intermitente quando ¢ interrompido e apresenta
periodos de repouso. No movimento de vaivém, os corpos descrevem movimento
num sentido e de seguida em sentido contrario. O movimento da corredica do
mecanismo biela-manivela ilustrado na figura 1.12 ¢ um exemplo claro de
movimento de vaivém. Quando o movimento de vaivém ¢ circular, designa-se
movimento oscilante, como ¢ exemplo o movimento oscilatério de um péndulo.

Nos mecanismos, a transmissao de movimento pode ser levada a cabo de duas
formas distintas, a saber: por contacto directo ou por ligacdo intermédia. Nas
transmissdes por contacto directo o movimento ¢ transmitido através do contacto
entre as superficies dos 6rgdos motor e movido. Neste grupo estdo incluidos, por
exemplo, os sistemas de transmissdo por engrenagens € os mecanismos do tipo
came-seguidor, como se mostra na figura 1.16. No segundo grupo estdo os sistemas
em que a transmissdao do movimento ¢ efectuada através de um corpo intermédio que
liga o0 6rgdo motor ao 6rgdo movido, como se ilustra na figura 1.17.
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)

(b)

Figura 1.16 — Transmissdo de movimento por contacto directo: (a) Sistema de engrenagens,
(b) Mecanismo came-seguidor.

Quando a transmissdao de movimento ¢ efectuada por ligacdo intermédia, esta
pode ser rigida, como no caso de um mecanismo de quatro barras, ou flexivel, como
sdo exemplo as correias e correntes. A figura 1.17 resume e ilustra os tipos de
transmissao de por ligacao intermédia.

el

(@) C

Figura 1.17 — Transmissdo de movimento por ligacdo intermédia: (a) Ligagdo rigida;
(b) Ligagao flexivel por correia; (c) Ligagdo flexivel por corrente.

CAPITULO I — INTRODUGAO 21



1.5. JUNTAS CINEMATICAS

Num mecanismo, para que o movimento seja transmitido, as barras devem estar
ligadas entre si por juntas ou pares cinematicos. As juntas impdem constrangimentos
ou restrigdes nos movimentos dos corpos. Cada tipo de junta tem as suas proprias
caracteristicas geométricas, as quais determinam o tipo de movimento existente entre
os corpos. Assim, no caso de duas barras unidas por uma junta de rota¢do apenas ¢
possivel que uma rode em relagdo a outra em torno de um eixo que passa pelo centro
da junta. O reconhecimento da geometria de contacto das superficies das juntas pode,
por vezes, ndo ser 6bvio. Por exemplo, uma junta de rotacdo pode incorporar
rolamentos de rolos ou agulhas e, deste modo, tornar dificil o reconhecimento das
superficies de contacto existentes. Contudo, se 0 movimento individual de cada um
dos rolos for desprezavel quando comparado com o movimento global produzido
num mecanismo, o0 movimento relativo permitido pela junta ¢ equivalente ao de uma
junta de rotacdo definida por uma veio e um casquilho, vulgo chumaceira. A
distingdo entre as varias juntas cinemdticas assenta principalmente no movimento
relativo permitido e ndo somente no tipo de superficies em causa. Por outro lado, as
juntas cinemadticas descritas ao longo deste trabalho sdo representadas por
abstracg0es matematicas cuja geometria ¢ ideal ou perfeita, isto €, as dimensodes, a
folga, a lubrificacdo, entre outros fendmenos, ndo sdo considerados na andlise dos
mecanismos.

(2) (b)

Figura 1.18 — (a) Junta cinematica superior; (b) Junta cinematica inferior.

As juntas cinematicas podem ser classificadas segundo varios critérios. De acordo
com Reuleaux'’, as juntas podem agrupar-se em duas grandes classes, a saber: a
juntas superiores € as juntas inferiores. Enquanto que nas juntas superiores o contacto
¢ pontual ou linear, como ilustra na figura 1.18a, nas juntas inferiores o contacto
entre os elementos ¢ uma superficie, como mostra a figura 1.18b. O critério usado
por Reuleaux baseia-se no tipo de contacto entre os elementos. Contudo, este critério
pode ser enganador quando se trata, por exemplo, de um rolamento de rolos ou
agulhas em que o mais importante ¢ o tipo de movimento relativo permitido, e ndo a
natureza do contacto entre os rolos ou as agulhas e as pistas. Pode dizer-se que, na
pratica, ndo existem juntas superiores em virtude das deformacdes que ocorrem na
zona de contacto sendo, deste modo, limitada a capacidade de carga deste tipo de
junta. Nas juntas superiores, as superficies que estdo em contacto sdo, geralmente,
sujeitas a tratamentos térmicos e de superficie com o intuito de aumentar a vida 1til
dos componentes. A figura 1.16 mostra dois mecanismos em que ¢ bem evidente a

1 o . . - . . L.

7O critério de Reuleaux tem como base a seguinte consideragdo, uma junta em cujo contacto ¢ linear
ou pontual ¢, do ponto de vista da sua obtengdo, mais nobre e complexa. Ao passo que, as juntas
inferiores sdo, pela mesma ordem de ideias, mais facies de obter, menos nobres e, por isso, inferiores.
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existéncia de juntas cinematicas superiores, nomeadamente um par de roda dentadas
e um mecanismo do tipo came-seguidor. As juntas cinematicas superiores sao, em
geral, mais dificeis de obter, mas sdo utilizadas sobretudo por serem o meio mais
simples de se obterem deslocamentos de natureza complexa. As juntas cinemadticas
inferiores t€ém como principais caracteristicas a elevada capacidade de carga ¢ a
facilidade de producao, como por exemplo, por maquinagem.

JUNTAS CINEMATICAS INFERIORES

Designacao Geometria Simbolo Graus de liberdade
Rotagao @ R 1
Translagao
ou T 1
prismatica /
Esférica
ou E 3
globular

Cilindrica C:j c 2
A,

A |
<+

Helicoidal
ou de H 1

parafuso \

Figura 1.19 — Juntas cinematicas inferiores.

Reuleaux distingue seis juntas cinematicas inferiores, nomeadamente:

- Junta de rotacdo (R) permite apenas o movimento relativo de rotagdo. Numa
junta de rotacdo existe somente um grau de liberdade;

- Junta de translacao (T) ou prismatica permite apenas o movimento relativo de
translacdo. A junta de transla¢do tem um s6 grau liberdade;

- Junta esférica (E) ou globular possibilita a rotagdo em torno dos trés eixos
coordenados. Numa junta esférica ha trés graus de liberdade;

- Junta cilindrica (C) permite dois movimentos independentes, isto €, rotacdo e
translacdo. Numa junta cilindrica ha dois graus de liberdade;

- Junta plana (P) permite trés movimentos independentes, duas translagcdes e uma
rotagdo. Uma junta plana possui trés graus de liberdade;
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- Junta helicoidal (H) ou de parafuso possibilita dois movimento, uma translagao e
uma rotagdo. Numa junta helicoidal ha apenas um grau de liberdade devido ao
escorregamento relativo entre as superficies em contacto.

A figura 1.19 ilustra e resume as diferentes juntas cinematicas inferiores bem
como as suas principais caracteristicas. As juntas cinematicas de rotagdo e de
translacdo sdo as mais correntemente utilizadas para ligar as barras dos mecanismos.

Outro critério de classificacdo das juntas cinemadticas ¢ que tem por base a sua
forma. Assim, se a forma dos elementos de uma junta € tal que, supondo um deles
fixo, as trajectérias de todos os pontos do componente a que o outro elemento
pertence sdo completamente determinadas, a junta diz-se fechada, como ¢ exemplo
uma qualquer junta de rotagdo do mecanismo de quatro barras. Se assim ndo for, a
junta diz-se aberta, como no caso de uma came ¢ um seguidor, sendo neste caso
necessario uma forga exterior para manter o contacto permanente entre os dois
elementos. A forca exterior pode ser a ac¢do da gravidade ou produzida por uma
mola ou actuador.

Um terceiro critério de classificacdo das juntas cinematicas € o que diz respeito ao
tipo de movimento permitido. Com efeito, no atinente ao movimento permitido, as
juntas podem ser rotdides, esféricas, deslizantes, etc. Uma junta diz-se rotdide
quando o movimento permitido ¢ de rotagdo ou oscilagdo num sé plano, sendo
habitualmente designadas articulagdes. Quando a rotacdo ou oscilagdo acontece em
qualquer plano, a junta diz-se esférica, vulgo rétula. Uma junta ¢ deslizante, ou
translacional, quando o movimento permitido ¢ de translacdo e em que o elemento
fixo se designa guia e o movel corrediga.

Os trés critérios de classificagdo e caracterizacdo das juntas cinemadticas,
anteriormente descritos e resumidos na figura 1.20, sdo critérios complementares no
que a caracterizacdo das juntas diz respeito.

_
/ Superior
Contacto <
Inferior
.
r
Aberta
Classificagao Forma A
das juntas Fechada

cinematicas
4 .
Rotoide

Esférica
Movimento

Deslizante

\ _Helicoidal

Figura 1.20 — Critérios de classificagdo das juntas cinematicas.

As juntas cinemadticas representam-se, usualmente, por uma letra maidscula, que
simboliza o tipo de movimento permitido, seguida pelos niimeros das barras que por
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elas sdo unidas. Assim, por exemplo, no mecanismo biela-manivela da figura 1.21,
R, representa uma junta cinematica de rotacdo ou rotodide que une as barras 1 e 2, e
T4 simboliza uma junta cinematica de translagdo ou deslizante que liga os corpos 4 e
1, isto ¢ a corredica e o fixo. Este mecanismo pode, portanto, ser caracterizado como
mecanismo do tipo RRRT.

Ras R;, — Rotoide inferior fechada

3 R,3 — Rotoide inferior fechada

R 2 Ra R;, — Rotoide inferior fechada
12

~ 4| T, T, — Translacional inferior fechada

Figura 1.21 — Caracterizagdo das juntas cinematicas do mecanismo biela-manivela.

Na figura 1.22 estdo representadas e caracterizadas algumas das juntas
cinematicas mais frequentemente utilizadas em construgdo mecanica.

|

|

|
-t

!

() (e) ®

a) Chumaceira radial de escorregamento de 360°: junta rotoide inferior fechada
b) Chumaceira radial de escorregamento < 180° : junta rotéide inferior aberta

d) Came radial e seguidor oscilante de prato: junta translacional superior aberta

(a)

(b)

(c) Chumaceira de rolamentos de esferas: junta rotoide inferior fechada

(d)

(e) Parafuso de transmiss&o de movimento: junta helicoidal inferior fechada
(

f) Transmissao de movimento por cilindro com émbolo: junta translacional inferior fechada

Figura 1.22 — Caracterizagdo de juntas cinematicas utilizadas em construgcdo mecanica.
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1.6. GRAUS DE LIBERDADE OU MOBILIDADE DE UM MECANISMO

O conhecimento do niimero de graus de liberdade ou mobilidade'™ de um
mecanismo ¢ uma propriedade importante na analise e sintese cinematica do sistema.
O numero de graus de liberdade pode definir-se como sendo o nimero de
movimentos de accionamento que um determinado mecanismo necessita para que a
localizagdo dos seus corpos seja completamente conhecida em relagdo a um
referencial predefinido, ou seja, ¢ o niumero de accionadores, como por exemplo
motores, necessario para produzir movimento num mecanismo. Por outras palavras,
o nimero de graus de liberdade ou mobilidade de um mecanismo ¢ o nimero minimo
de coordenadas, parametros ou varidveis de entrada e independentes que descrevem e
definem a configuragdo e o movimento de um mecanismo. Assim, quando a
configuragdo de um mecanismo fica completamente definida e caracterizada pelo
posicionamento de um dos seus corpos, diz-se que o mecanismo tem um grau de
liberdade. A maioria dos mecanismos de uso corrente tem apenas um grau de
liberdade, como sdo exemplo os mecanismos de quatro barras e biela-manivela
anteriormente apresentados. Os mecanismos do tipo came-seguidor ¢ os robos sdo
sistemas mecanicos que se caracterizagao por terem dois ou mais grau de liberdade.

Um corpo considerado livre no espaco tridimensional pode descrever seis
movimentos diferentes, isto ¢, movimento de translacdo e de rotagdo em relagdo a
cada um dos eixos coordenados, como ilustra a figura 1.23a. Cada uma destas
possibilidades denomina-se de grau de liberdade. Um corpo no espaco tridimensional
tem, portanto, seis graus de liberdade, ou seja, tem seis movimentos independentes.
Assim, dois corpos livres no espago tridimensional tém doze graus de liberdade.

z
A/.:A/ -— X
7
{5
. Y
Z T—>
X X

(@) (b)

Figura 1.23 — (a) Graus de liberdade de um corpo livre no espago tridimensional; (b) Graus
de liberdade de um corpo livre no espago bidimensional.

Um corpo que se desloque livremente no espago bidimensional possui apenas trés
possibilidades de movimento, translacio segundo os dois eixos coordenados
pertencentes ao plano e rotacdo em torno de um eixo perpendicular ao plano do

'8 Na literatura alemi faz-se a distingio entre movabilidade ¢ mobilidade de um mecanismo.
Movabilidade inclui todos os graus de liberdade do sistema como um todo ignorando as restrigdes
cinematicas que sdo impostas aos corpos, ao passo que mobilidade se refere apenas ao niimero de
movimentos independentes que existe no mecanismo.
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movimento, como mostra a figure 1.23b. Deste modo, um sistema formado por dois
corpos, ndo ligados, no plano possui seis graus de liberdade. No presente trabalho
apenas sao estudados os mecanismos de movimento plano, uma vez que constituem a
grande maioria dos casos tipicos utilizados em sistemas mecanicos.

E possivel, excepto para algumas situagdes que serdo discutidas mais tarde,
determinar o nimero de gruas de liberdade de um mecanismo a partir do numero de
corpos que o constitui, bem como do numero e tipo de junta cinematica que o
sistema contém. O numero de graus de liberdade de um sistema pode ser reduzido
pela introdug@o de constrangimentos ou restricdes cinematicas. Assim, por exemplo,
a figura 1.24 ilustra dois corpos rigidos unidos por uma junta cinematica de rotagdo
ou rotdide centrada em B. Dado que o ponto B pertence simultaneamente aos dois
corpos, o deslocamento absoluto de B quando considerado no corpo 1 ¢ o mesmo que
quando este mesmo ponto estd associado ao corpo 2. O posicionamento do ponto A
situado no corpo 1, pode ser expresso em fun¢do das coordenadas cartesianas (x.4,)4).
O posicionamento do ponto B, relativamente a 4, é funcdo da posi¢cdo angular do
corpo 1, 6, isto ¢, a posi¢do angular do segmento de recta AB cujo comprimento € /;.
Por seu lado, a posi¢do do ponto C do corpo 2 pode ser expressa em fungdo da
posi¢do angular do corpo 2, 6, angulo que define a orientacdo do segmento de recta
BC, que mede /,. Para caracterizar a posi¢do do ponto C sdo necessarias quatro
variaveis independentes, € que sdo x4, V4, 64 € 6. Assim, um sistema formado por
dois corpos ligados por uma junta de rotacdo tem, portanto, quatro graus de
liberdade. Por outras palavras, uma junta de rotagdo que une dois corpos rigidos no
plano, retira ao sistema dois dos seus graus de liberdade. As juntas cinematicas que
removem ou constrangem dois graus de liberdade denominam-se juntas primarias e
de que sdo exemplo as juntas de rotacao e de translagao.

c
Y 2

0,

»
=

X

Figura 1.24 — Junta cinematica de rota¢do ou rotoide retira dois graus de liberdade.

Se se considerar agora n corpos ligados entre si por j; juntas de rotagdo, o sistema
dai resultante tem trés graus de liberdade associados a cada um dos corpos, aos quais
sdo subtraidos dois graus de liberdade por cada junta rotoide existente, isto ¢, cada
corpo possui trés graus de liberdade e cada rotdide remove dois desses graus de
liberdade. Esta condi¢do matematica, que traduz o niimero total de graus de liberdade
(GDL) do sistema, pode ser expressa por,

GDL =3n-2], (1.1)

onde n representa o nimero de corpos e j; o nimero de juntas primarias, isto €, juntas
que retiram dois graus de liberdade ao sistema.
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Os mecanismos sao raramente utilizados sem que lhes seja adicionado outro tipo
de constrangimentos, sendo, em geral, um dos corpos fixo, como se mostra na figura
1.25. Um corpo fixo tem, por defini¢do mobilidade nula. Deste modo, observa-se que
num sistema formado por n corpos, sendo um deles fixo, e unidos por j; juntas de
rotagdo, o numero de graus de liberdade ¢ dado por,

GDL =3(n-1)-2j, (1.2)

em que as variaveis z € j; t€m o mesmo significado do da equacao (1.1).

6,

1

Figura 1.25 — Dois corpos unidos por uma junta de rotagdo em que um dos corpos ¢ fixo.

Dois corpos podem, ainda, ser constrangidos por juntas cinematicas secundarias,
as quais restringem apenas um dos movimentos relativos. Os corpos 1 e 2
representados na figura 1.26 ilustram este tipo de junta cinematica. O pino C do
corpo 2 pode mover-se ao longo da ranhura do corpo 1. Pode observar-se que o inico
movimento constrangido ao ponto C ¢ o movimento na direc¢do perpendicular a
ranhura do corpo 1.

e

Figura 1.26 — Dois corpos constrangidos por uma junta cinemadtica secundaria.

Com efeito, o nimero de graus de liberdade de um sistema formado por n corpos,
sendo um deles fixo, e unidos por juntas cinematicas pode ser calculado como,

GDL=3(n—-1)-2j - j, (1.3)

onde n representa o numero de corpos, j; € o numero de juntas primarias, i.e., retiram
dois graus de liberdade, e j, € o nimero de juntas secundarias, i.e., retiram apenas um
grau de liberdade. Pela anélise da expressdo (1.3), que traduz o critério de Griibler'’
ou de Kutzbach, pode concluir-se que o nimero de graus de liberdade depende do
numero de corpos ou barras e do tipo e do nimero de juntas cinematicas.

' Nao obstante o critério adoptar este nome, é reconhecido, inclusivé por Griibler, que Chebyshev e
Sylvester foram os pioneiros no estudo da mobilidade de sistemas mecanicos.
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A equacao (1.3) ¢ apenas valida para sistemas planos. Se se aplicar 0 mesmo
raciocinio para sistemas tridimensionais, o critério de Griibler € expresso por,

GDL=6(n—=1)=5j,=4/,=3j5=2j,—J;s (1.4)

onde n representa o nimero de corpos, ji representa o numero de juntas que retiram
k graus de liberdade e em que k£ = 1, 2, ..., 5. Note-se que um corpo no espago
tridimensional tem seis graus de liberdade e que uma junta rotagdo, junta do tipo j;
retira cinco graus de liberdade.

Ao aplicar-se o critério de Griibler dado pela equagdo (1.3), se o nimero de graus
de liberdade for nulo ou negativo, significa que ndo se trata de um mecanismo, pois
este tera sempre pelo menos um grau de liberdade, mas sim de uma estrutura,
respectivamente isostatica ou hiperstatica ou redundante. Neste ultimo caso, o
numero de graus de liberdade representa o grau de hiperstaticidade ou redundancia
da estrutura. Assim, podem resumir-se as seguintes situagdes resultantes da aplicagdo
do critério de Griibler aos sistemas mecanicos:

- Se GDL > 0: o sistema ¢ um mecanismo com GDL graus de liberdade;

- Se GDL = 0: o sistema é uma estrutura estaticamente determinada;

- Se GDL < 0: o sistema ¢ uma estrutura estaticamente indeterminada.

3
4 3
2 2
\04
1 1

n=4, j;=4, j,=0; GDL=1 n=4, j;=4, j,=0; GDL=1
(@) (b)
ﬁ/\ﬂ
1 1 1

n=3, j;=3, j,=0; GDL=0 n=4, j,=3, j,=1; GDL=2
(© (d)

3 7@9

n=3, j;=2, j,=1; GDL=1

(© ®

Figura 1.27 — Aplicagdes do critério da mobilidade de Griibler: (a) Mecanismo de quatro
barras; (b) Mecanismo biela-manivela; (c) Estrutura isostdtica,; (d) Mecanismo de quatro
barras com roda; (e) Estrutura hiperstatica; (f) Mecanismo came-seguidor.
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A figura 1.27 mostra alguns exemplos de aplicagdao do critério da mobilidade de
Griibler a sistemas mecanicos. Especial ateng¢do deve ser dada a junta cinematica que
liga a came e o seguidor no mecanismo ilustrado na figura 1.27f. Aqui, considera-se
que existe escorregamento e rolamento entre os componentes, sendo, por isso, a junta
cinematica considerada como uma junta secundaria. Mecanismos do tipo came-
seguidor e de rodas dentadas sdo exemplos que h4 rolamento e escorregamento entre
os corpos. Nas rodas de atrito existe, em geral, rolamento sem escorregamento.

Para mecanismos cuja cadeia cinematica ¢ fechada, ao niimero de graus de
liberdade corresponde igual numero de geradores de movimento. Contudo, em
sistemas abertos, a aplicagdo do critério de Griibler resulta, por vezes, em graus de
liberdade passivos ou redundantes, sendo necessario neste caso uma actuagdo
exterior, por exemplo, a forca da gravidade ou a forca de uma mola, para evitar a
separagdo dos elementos do mecanismo, como o caso dos mecanismos do tipo came-
seguidor.

O critério de Griibler pode, salvo algumas excepgdes, ser utilizado para
determinar o nimero de graus de liberdade dos mecanismos de uso corrente. Ha,
todavia, restrigdes na sua aplicacdo. Estas restricdes prendem-se com o facto de na
deducao do método, nada ser dito relativamente as dimensoes das barras, nem serem
tecidas consideracdes relativamente a outras caracteristicas geométricas dos sistemas
mecanicos, como, por exemplo, a existéncia de barras paralelas, barras de igual
comprimento, ou outras configuragdes geométricas particulares. Com efeito, quando
n barras estdo ligadas entre si por uma mesma junta cinematica, esta deve, para efeito
do célculo do nimero de graus de liberdade, ser apenas considerada n-1 vezes.
Assim, uma junta de rotacdo que une trés barras no mesmo lugar geométrico ¢é
contabilizada apenas duas vezes como junta primaria, como ¢ exemplo a junta que
une as barras 2, 3 e 5 no sistema representado na figura 1.27e.

No caso de um determinado sistema apresentar barras paralelas, o critério de
Griibler falha devido a existéncia de constrangimentos redundantes. Assim, para o
mecanismo de dupla manivela ilustrado na figura 1.28a, a aplicacdo directa do
critério resulta num sistema cuja mobilidade ¢ nula, mas, apesar disso, existe
movimento relativo entre as barras, pois trata-se, na verdade, de um mecanismo com
um grau de liberdade. Na figura 1.28b estd ilustrado o mecanismo cinematicamente
equivalente, o qual pela aplicacdo da equagao (1.3) resulta em um grau de liberdade.

f il g

Figura 1.28 — (a) Sistema de dupla manivela,; (b) Mecanismo cinematicamente equivalente.

a

O critério de Griibler ndo aplicavel quando uma das barras tem unicamente duas
juntas cinematicas deslizantes paralelas, pois ndo ¢ possivel impedi-la de se mover
independentemente do resto do mecanismo, como se ilustra na figura 1.29a. A
aplicacdo do critério da mobilidade também ndo ¢ valida para sistemas que t€ém
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somente uma junta rotdide e as restantes juntas sdao deslizantes, como
exemplificado na figura 1.29b.

@ (b)

Figura 1.29 — Exemplos em que ndo é aplicavel o critério de Griibler.

Apesar das restricdes na aplicagdo do critério da mobilidade, ele é, mesmo assim,
muito util e facil de usar na determinacdo dos graus de liberdade dos sistemas
mecanicos. Para evitar as limitacdes anteriormente referidas, seria necessario incluir
na equacao (1.3) outras varidveis que contemplassem outras condigdes geométricas
dos mecanismos, resultando numa expressdo de natureza substancialmente mais
complexa e, por conseguinte, menos interessante.
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Though I am not over anxious after fame, yet I am more
proud of the parallel motion than of any other mechanical
invention I have ever made.

James Watt
2. MECANISMOS ELEMENTARES

2.1. TIPOS DE TRANSFORMACAO DE MOVIMENTO NOS MECANISMOS

Um critério de classificagdo dos mecanismos ¢ que tem como base o tipo de
transformagao do movimento entre os orgaos motor ¢ movido. Os mecanismos
podem transformar movimento de rotacdo em rotacdo, rotagdo em translacdo e
translagao em translagao, como se ilustra e resume na figura 2.1.Nos mecanismos, as
principais fontes geradoras de movimento sdo os actuadores de rotagdo, e.g., motor
eléctricos, e os actuadores de translacao, e.g., cilindros pneumaticos.

ROTACAO — ROTAGAO

@ ()

ROTAGAO — TRANSLAGAO

TRANSLAGAO — TRANSLAGAO

1 S | /f
d [T] | .

Figura 2.1 — Tipos de transformagdo de movimento nos mecanismos.




2.2. MECANISMO DE QUATRO BARRAS OU QUADRILATERO ARTICULADO

2.2.1. Descricao do Mecanismo de Quatro Barras

O mecanismo de quatro barras ou quadrilatero articulado ¢, sem duvida, o mais
simples ¢ comum dos sistemas articulados. Os demais mecanismos podem ser
obtidos a partir do mecanismo de quatro barras. Esta caracteristica, aliada ao facto de
o mecanismo de quatro barras apresentar diferentes relagdes geométricas entre as
barras e, concomitantemente, diferentes relagdes entre o tipo de movimento de
entrada e de saida, justifica a sua popularidade. O mecanismo de quatro barras
encontra inumeras aplicagdes no ambito da mecanica, como por exemplo, em
mecanismos de accionamento de prensas, mecanismos de accionamento de sistemas
de projeccdo de filmes, mecanismos de retorno rapido, entre outros. A figura 2.2
ilustra dois sistemas mecanicos simples de uso frequente no quotidiano, em que esta
presente um mecanismo de quatro barras, nomeadamente um alicate e um patim.
Ainda na mesma figura estdo representados os esquemas cinematicos relativos aos
mecanismos de quatro barras associados a cada um dos sistemas mecanicos. Deve
referir-se que do ponto de vista da analise cinematica e dinamica de mecanismos, 0s
segmentos que unem as juntas cinematicas sdo a parte essencial dos mecanismos.

(@ (b)

Figura 2.2 — Exemplos de sistemas mecdnicos em que sdo utilizados
mecanismos de quatro barras: (a) Alicate; (b) Patim.

O quadrilatero articulado é constituido por quatro corpos ou barras, sendo um
fixo, um motor, um intermédio ¢ um movido. Os elementos motor ¢ movido
denominam-se manivelas ou barras oscilantes consoante descrevam movimento de
rota¢cao continuo ou movimento de rotagdo oscilante.

2.2.2. Regra de Grashof

Em geral, no estudo cinematico do mecanismo de quatro barras, e em particular
na sintese de mecanismos, ¢ importante saber se o 6rgdo motor pode rodar 360° em
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torno do eixo de rotacdo. Esta propriedade ¢ importante porque os mecanismos sao,
em geral, accionados por motores eléctricos de movimento continuo. Assim, os
mecanismos articulados em que o 6rgdo motor apenas oscila, dentro de uma
determinada amplitude, ndo sdo apropriados para empregarem motores que geram
movimento de rotacdo continuo. No caso do mecanismo de quatro barras hd uma
regra geral e simples de aplicar que permite verificar se o 6rgdo motor pode rodar
continuamente em torno do eixo de rotacdo, ou, pelo contrario, se apenas pode
oscilar numa determinada amplitude. Esta regra, dita regra de Grashof, pode
enunciar-se do seguinte modo, “para mecanismos de quatro barras que descrevem
movimento plano, se a soma dos comprimentos das barras mais curta e mais
comprida for inferior ou igual a soma dos comprimentos das duas restantes barras,
entdo a barra mais curta pode rodar continuamente em relagdo as outras barras”.
Matematicamente, o teorema de Grashof pode ser escrito da seguinte forma,

c+l<r+s (2.1)

em que ¢ ¢ comprimento da barra mais curta, / ¢ o comprimento da barra mais longa
e r e s sdo os comprimentos das barras intermédias.

Os mecanismos de quatro barras em que se verifica a condigdo expressa pela
equagao (2.1) chamam-se mecanismos de Grashof ou grashofianos. Caso contréario,
os quadrilateros articulados denominam-se mecanismos de nao-Grashof ou ndo
grashofianos. A figura 2.3 ilustra dois mecanismos de quatro barras, sendo um deles,
mecanismo de Grashof (figura 2.3a) e outro mecanismo de ndo-Grashof (figura
2.3b). No primeiro caso, a manivela 2 pode rodar continuamente em torno do eixo de
rotagdo que passa em A, ao passo que no segundo exemplo, as barras 2 e 4 apenas
oscilam dentro da amplitude representada na figura.

(b)

Figura 2.3 — (a) Mecanismo de Grashof; (b) Mecanismo de ndo-Grashof.

Deve referir-se que no critério de Grashof nada ¢ especificado quanto a sequéncia
como as barras estdo ligadas entre si, nem qual das barras ¢ considerada fixa. Assim,
nos mecanismos de Grashof em que a barra fixa ¢ adjacente a mais curta, o
mecanismo € denominado sistema de manivela e barra oscilante, como se mostra nas
figuras 2.4a e 2.4c. Quando a barra mais curta ¢ o fixe, as duas barras que lhe sdo
adjacentes podem rodar continuamente, como ¢ ilustrado na figura 2.4b. Este
mecanismo ¢ denominado sistema de dupla manivela, sendo, em geral, o 6rgdo motor
a barra mais curta de entre as barras adjacente ao fixe. Este tipo de mecanismo
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encontra grande numero de aplicacdes em mecanica corrente. Quando num
mecanismo de quatro barras se fixa a barra oposta a barra mais curta, embora a barra
mais curta descreva rotagdes de 360°, nenhuma das barras adjacentes pode rodar
continuamente, apenas podem oscilar, como ilustra a figura 2.4d. Este tipo de
quadrilatero articulado ¢ designado sistema de dupla barras oscilante.

Figura 2.4 — Mecanismos de quatro barras de Grashof e de ndo-Grashof: (a) Sistema de
manivela barra oscilante; (b) Sistema de dupla manivela; (c) Sistema de manivela barra
oscilante, (d) Sistema duplamente oscilante ou de dupla barra oscilante.

2.2.3. Angulo de Transmissio e Vantagem MecAnica

Sendo o quadrilatero articulado um dos mais simples e versateis mecanismos de
uso corrente em mecanica, justifica que algumas das suas caracteristicas especificas
sejam estudadas com algum detalhe. Assim, considere-se 0 mecanismo de quatro
barras ilustrado na figura 2.5, o qual de acordo com o critério de Grashof ¢ um
mecanismo do tipo dupla barra oscilante. Em geral, neste tipo de quadrilatero
articulado a barra 2 é o 6rgdo motor e a barra 4 o 6rgdo movido. Os comprimentos
das barras 1, 2, 3 e 4 sdo, respectivamente, 71, 12, 13 € ¥4, como ilustra a figura 2.5
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O angulo de transmissdo, y e vantagem mecanica, VM, sdo dois parametros
importantes no estudo de mecanismos de quatro barras. O angulo de transmissdo € o
angulo medido entre a barra intermédia e a barra movida, como ilustra a figura 2.5.

r4

Figura 2.5 — Angulo de transmissdo num mecanismo de quatro barras, y.

A expressdo que relaciona o angulo de transmissao com os comprimentos das
. . . 20
barras e a posi¢do angular da barra 2 pode obter-se aplicando a lei dos cosenos™ aos
triangulos ABD e BCD,

|BD|2 =1’ +r, —2nr, cost (2.2)
|BD|2 =1 +r] =2rr, cosy (2.3)

Igualando as equagdes (2.2) e (2.3) e resolvendo em ordem a variavel y resulta
que,

2 2 2 2
rAr =K =1 +2r1r20059J

Y= arcos( (2.4)

2nr,

Figura 2.6 — Angulo de transmissdo num mecanismo de quatro barras, y.

2 A lei dos cosenos pode traduzir-se do seguinte modo, em qualquer tridngulo o quadrado da medida
de um lado ¢ igual a diferenca entre a soma dos quadrados das medidas dos outros dois lados ¢ o
dobro do produto das medidas desses lados pelo coseno do angulo formado por estes lados.
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Da andlise da equacao (2.4) pode observar-se que o angulo de transmissdo ¢
apenas funcao da varidvel 6, que define a posi¢cdo angular da barra 2, uma vez que os
comprimentos das barras, r, 12, 73 € r4, sao valores conhecidos. Note-se que para
cada valor de 6, a fungdo arcocoseno tem duas solugdes para y. Ao primeiro valor de
y corresponde a configuracdo representada na figura 2.5. Ao passo que para o
segundo valor de y a posigdo relativa entre as barras 3 e 4 ¢ ilustrada na figura 2.6.
Assim, observa-se que para cada valor de 6, o mecanismo de quatro barras pode
assumir duas configuragdes distintas.

O angulo de transmissdo ¢ minimo quando a barra 2 estd na posi¢do AB’, ¢
maximo quando a barra 2 alcanga a posicdo AB’’, como se mostra na figura 2.7.
Quando se pretende que um quadrilatero articulado transmita uma dada forg¢a ou
momento, essa transmissao € tanto mais eficaz quanto mais proéximo de 90° for o
angulo de transmissdo durante o movimento. Assim, quando se projecta um
mecanismo de quatro barras, o angulo de transmissdo deve, em geral, estar
compreendido entre 90°+50°, isto €, 40° e 140°. Quando o angulo de transmissao esta
fora deste intervalo, o mecanismo tende a bloquear, por um lado, devido ao atrito
existente nas juntas cinematicas e, por outro, porque as barras, intermédia e movida,
tendem a ficar alinhadas uma com a outra. Dado que o angulo de transmissao ¢ facil
de obter, este parametro ¢ comummente aceite como medida do desempenho de um
mecanismo de quatro barras”'.

Figura 2.7 — Angulo de transmissdo minimo e maximo.

Num quadrilatero articulado, o racio entre a forca (ou momento) da saida e forca
(ou momento) de entrada define a vantagem mecanica do mecanismo, isto &,
VM=M4M,. A vantagem mecanica pode também ser definida como o inverso da
razdo entre a velocidade angular de entrada e a velocidade angular de saida, ou seja,
VM=w»/ ;.

Na figura 2.8 estdo representados os diagramas do corpo livre de cada uma das
barras que constituem o mecanismo de quatro barras. Sendo a barra 2 o 6rgao motor,
nela actua um momento motor M, ao passo que na barra 4, 6rgao movido, ¢ exercido
um momento resistente M,. Admitindo que a barra movida estd em equilibrio,
desprezando os efeitos devido a inércia do sistema, € nulo o somatdrio dos momentos

2! Para mecanismos do tipo came-seguidor ou de engrenagens, o valor do angulo de pressio é usado
como medida qualitativa do seu desempenho. Nestes casos o angulo de transmissdo € o angulo
medido entre a direc¢do da forca transmitida e a direc¢do da velocidade do ponto onde essa forca é
aplicada.
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que actuam na barra 4 em relagdo ao ponto D. Matematicamente, esta condigao de
equilibrio ¢ traduzida por,

M,—F,rseny=0 (2.5)

em que F34 representa a forca que a barra 3 exerce sobre a barra 4. Resolvendo a
equacdo (2.5) em ordem a F34 vem que,
M
Fy=—" (2.6)
r,seny

Da anélise da equagdo (2.6) observa-se que para um dado momento resistente, Ma,
a forca exercida ao longo da barra intermédia ¢ minima quando »=90° e cresce a
medida que o valor de ydecresce, tornando-se oo quando =0°.

Do mesmo modo, para a barra 2 pode escrever-se,

- M, + F,rssenf =0 (2.7)

Atendendo a que a magnitude da forca Fi, ¢ igual a da forga F34, a vantagem

mecanica do mecanismo de quatro barras pode ser expressa por,
M, o r,sen
M, o, nsenf

em que S ¢ o angulo medido entre as barras 2 e 3, como ilustra a figura 2.8.

I:43

Figura 2.8 — Diagramas do corpo livre das barras do quadrilatero articulado.

2.2.4. Fases de Ponto Morto e Ponto de Mudanca

No mecanismo de quatro barras, como em outros mecanismos, ¢ possivel que em
determinadas fases do movimento duas das suas barras fiquem alinhadas uma com a
outra. Quando assim acontece, ¢ se o Orgdo motor for uma terceira barra, o
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mecanismo fica numa fase de instabilidade ou singularidade denominada fase de
ponto morto?>. Na figura 2.9 estd representado um quadrilatero articulado de dupla
barra oscilante. Quando a barra 2 estd colinear com a barra 3, correspondendo a
configuracdo AB’C’D, e se na barra 4 for aplicado um momento, entdo a barra
intermédia 3 apenas induz trac¢do ou compressao na barra 2 sem que, contudo, esta
descreva qualquer movimento. Nestas circunstancias, 0 mecanismo estd numa fase
de instabilidade denominada fase de ponto morto. Porém, ainda para a mesma
configuracdo AB’C’D da figura 2.9, se a barra 2 for o 6rgdo motor, ndo hd qualquer
ocorréncia de fase de ponto morto.

Utilizando a equagdo (2.4) para a configuracdo 4B °C’D pode facilmente verificar-
se que o angulo de transmissdo ¢ nulo quando um mecanismo se encontra numa fase
de ponto morto. Assim, exceptuando os casos em que se pretende transmitir forgas
extremamente elevadas, como por exemplo, 0 mecanismo denominado de alavanca
articulada, as fases de ponto morto devem ser evitadas de modo a minimizar os
esfor¢os a que as barras e juntas cinematicas estdo sujeitas e assegurar que o
movimento seja eficazmente transmitido. No projecto de mecanismos, em que se
verifica a existéncia de fases de ponto morto, devem ser tomadas medidas no sentido
de ultrapassar estas fases de modo a evitar bloqueios durante o movimento.

Figura 2.9 — Fase de ponto morto num mecanismo de quatro barras.

Um outro tipo de singularidade ou instabilidade que pode ocorrer nos mecanismos
de quatro barras ¢ a que se refere as fases de ponto de mudanga. As fases de ponto de
mudanga acontecem quando todas as barras do mecanismo se encontram colineares.
O quadrilatero articulado utilizado nas rodas das locomotivas ¢ um exemplo bem
elucidativo de um mecanismo em que ocorrem fases de ponto de mudanga, como se
mostra na figura 2.10. Deve referir-se que neste mecanismo, denominado mecanismo
de paralelogramo, verifica-se a igualdade no critério de Grashof, isto ¢, a soma dos
comprimentos da barra mais curta e da barra mais comprida ¢ igual a soma dos
comprimentos das outras duas barras.

> Watt foi quem primeiramente utilizou a expressdo ponto morto para se referir as fases do
movimento da maquina a vapor em que uma for¢a aplicada no pistdo ndo originava qualquer
movimento na manivela.
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Figura 2.10 — Fase de ponto de mudan¢a num quadrilatero articulado.

Quando o mecanismo se move da configuragdo ABCD para AB’C’D, tal que todas
as barras se encontram colineares, o movimento € cinematicamente indeterminado.
Assim, se, por exemplo, a roda dianteira se mover de tal modo que o ponto C ocupa a
posi¢do C’’, a correspondente posi¢do do ponto B da roda traseira pode ser a
ilustrada na figura 2.11a, em que o mecanismo se mantém como paralelogramo, ou a
configuracdo representada na figura 2.11b, sendo este mecanismo vulgarmente
denominado de anti-paralelogramo ou contra-paralelogramo™.

C
-~
~~‘~~P
- c’
T
hel

(@) (b)

Figura 2.11 — (a) Paralelogramo, (b) Contra-paralelogramo.

Um modo de eliminar esta fase de ponto de mudanga consegue-se acoplando
volantes de inércia ou contrapesos. Esta solucdo ¢ apenas valida para velocidades
baixas devido aos desequilibrios dindmicos que os volantes produzem. Uma outra
solucao passa pelo acoplamento de uma segunda barra intermédia do outro lado da
locomotiva e desfasada de 90° da primeira, de modo a que as fases de ponto de
mudanga ndo ocorram em simultaneo, como se mostra na figura 2.12. A experiéncia
de projectistas e engenheiros diz que quando num mecanismo de accionamento de
locomotivas uma das barras intermédias parte, a outra barra intermédia tem de ser
desmontada antes que a locomotiva retome a marcha. Caso contrario podem ocorrer
fases de ponto de mudanca e, consequentemente, a propria barra ou um dos pinos
podem partir.

A ocorréncia de fases de ponto morto ndo deve ser confundida com as fases de
ponto de mudanca, embora seja possivel que as duas situagdes ocorram em
simultdneo. E importante notar uma diferenga fundamental entre estas duas fases de
instabilidade. A ocorréncia de pontos mortos depende da posicdo da barra motora e
do modo como a forga motriz ¢ aplicada. Um ponto de mudanga, por seu lado, é
originado pela configuragdo geométrica do mecanismo e ¢ independente de qual das
barras ¢ a fixa ou motora, uma vez que a cadeia cinematica ¢ a sempre mesma, isto &,
0 movimento relativa entre as barras ¢ 0 mesmo independentemente da barra fixa.

» Reuleaux foi quem primeiramente utilizou o nome mecanismo de contra-paralelogramo. Hé, ainda
autores que preferem a designagdo mecanismo de borboleta.
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Figura 2.12 — Quadrilatero articulado ou paralelogramo sem fase de ponto de mudanca.

A figura 2.13 mostra um outro mecanismo de quatro barras em que também
ocorrem fases de ponto de mudanga durante o movimento. Este mecanismo de quatro
barras ¢ do tipo dupla manivela e apresenta ainda outras caracteristicas especificas,
ou seja, nao tem fases de ponto morto, ambas as barras 2 e 4 sdo rotativas e qualquer
uma das barras 2 e 4 pode ser motora ou movida.

Figura 2.13 — Mecanismo de quatro barras de dupla manivela.

Este mecanismo de quatro barras verifica a igualdade no critério de Grashof. Uma
outra particularidade do mecanismo de quatro barras de dupla manivela prende-se
com o facto de que para uma entrada (6rgdo motor) a velocidade constante ndo
corresponder uma saida (6rgdo movido) a velocidade constante. No caso particular
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do mecanismo da figura 2.13, o comprimento das barras compridas ¢ igual a duas
vezes o comprimento das barras curtas. Nestas circunstancias, para cada rotagdo
completa da barra 4, a barra 2 descreve duas rotagdes completas. Por esta razdo, este
mecanismo ¢ conhecido como mecanismo duplicador de voltas’. Esta
particularidade pode ser facilmente demonstravel através da sequéncia de
movimentos representados na figura 2.14. Considerando que a posic¢do inicial do
mecanismo corresponde a configuragdo AB’C’D, na qual as barras 1 e 2 ¢ as barras 3
e 4 estdo sobrepostas duas a duas; quando a barra 4 roda 120° (120°=180°-60°), o
ponto B descreve uma semicircunferéncia de tal modo que a configuragdo do sistema
¢ dada por AB’’C’’D. De seguida a barra 4 roda um arco de 60° e o ponto B descreve
um movimento correspondente a uma semicircunferéncia, sendo a nova posicao do
sistema definida por AB’’’C’"’D, ficando as barras sobrepostas. Com efeito, apds
meia rotagdo da barra 4, a barra 2 descreve uma rotagdo completa. Assim,
continuando a rodar a barra 4 até esta alcancar a posi¢cdo inicial, facilmente se
observa que a barra 2 comega a descrever uma nova rotacdo completa. Em suma,
apos cada rotacdo completa da barra 4, a barra 2 descreve duas rotacdes.

Figura 2.14 — Mecanismo de quatro barras, duplicador de voltas.

2.2.5. Aplicacoes do Mecanismo de Quatro Barras

Até meados do século XX, os engenheiros, os arquitectos, os projectistas € os
desenhadores ndo dispunham das ferramentas actuais, nomeadamente as
informaticas, para auxilio na execu¢ao de desenhos e de projectos. Havia, por isso, a
necessidade de desenvolver dispositivos capazes de realizar tarefas especificas, tais
como a tracagem de elementos geométricos complexos, a execugdo sistematica de
copias de desenhos, bem como a ampliagdo e reducao de figuras e objectos.

* Reuleaux chama ao mecanismo duplicador de voltas mecanismo de Galloway. Por sua vez,
Sylvester designa-o de papagaio devido a propriedade intrinseca de duplicar rotagdes.
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A maquina universal de desenhar, ilustrada na figura 2.15, usa dois conjuntos de
quatro barras (quadrilateros articulados) €, ainda hoje, utilizada no tracado de linhas
rectas paralelas e perpendiculares, uma vez que os quadrilateros articulados sdo
constituidos por dois pares de barras paralelas duas a duas. Na figura 2.15 estdo
representadas duas posicdes distintas da maquina de desenhar, podendo, deste modo,
observar-se o seu funcionamento e o paralelismo entre as barras. O primeiro
quadrilatero ABCD esta fixo a base através das juntas de rotagdo situadas em 4 e D,
enquanto que o segundo quadrilatero EFGH, ligado ao primeiro através de um roda
auxiliar, permite que a extremidade, que contém as réguas de desenhar, se mova
horizontal e/ou verticalmente. As réguas estdo solidarias e perpendiculares entre si e
podem rodar em torno de P. Assim, utilizando réguas graduadas é possivel tracar e
medir distancias lineares e angulares.

Régua

Figura 2.15 — Maquina de desenhar.

O pantdgrafo® é um outro dispositivo mecanico em que se utiliza um mecanismo
de quatro barras. Este mecanismo, simples e engenhoso, foi inventado em 1603 pelo
jesuita Schreiner com o propésito de copiar’®, ampliar e reduzir figuras planas. De
facto, os pantdgrafos sdo particularmente tuteis quando se pretende reduzir ou ampliar
desenhos cujas linhas sdo irregulares, como acontece frequentemente em desenhos
topograficos. O pantdgrafo também se utiliza em ourivesarias como dispositivo
auxiliar na inscricdo de aliangas, anéis, medalhas entre outros objectos. O comando
de maquinas-ferramenta com leitura dptica, como, por exemplo, o corte de chapa,
pode ser feito com o recurso a um pantografo, sendo frequentemente usado um factor
de ampliagdo de 10:1, entre o desenho e a peca executada.

% Pantografo, pantos=tudo + graphein=escrever, ¢ uma palavra de origem grega que traduz a ideia de
escrever/copiar tudo.

% A titulo de curiosidade referia-se que uma das maiores fraudes da Histéria de Portugal foi levada a
cabo com o auxilio de um pantdgrafo. Decorria 0o ano de 1928 quando o vigaro Alves dos Reis
reproduziu mais de quinhentas mil notas de 500$00, cujo valor é aproximadamente 2,5€, iguais as que
circulavam, copiando as assinaturas do governador e vice-governador do Banco de Portugal, com
recurso a um pantografo.
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A figura 2.16 mostra uma configuracdo genérica de um pantografo em que a junta
de rotagio situada em P esta fixa e ¢ denominada polo. O pantografo®’ é constituido
por um conjunto de quatro barras que formam um paralelogramo. As barras estdo
ligadas entre si por juntas cinematicas de rotagdo nos pontos P, B, C e D. No ponto £
¢ colocado um estilete que permite seguir o desenho a reduzir, enquanto que no
ponto L existe um lapis com o qual ¢ tracado o desenho reduzido. Quando se
pretende fazer uma ampliagdo em vez de uma reducdo, invertem-se as posigdes do
estilete e do lapis. A posicdo relativa entre pontos C, D, E e L ¢ tal que os pontos P, L
e E se situam na mesma linha recta, como ilustra a figura 2.16.

Figura 2.16 — Representag¢do esquemdtica de um pantografo.

A demonstracdo do funcionamento do pantdgrafo pode ser levada a cabo
admitindo, por exemplo, que o ponto E se desloca até alcangar a posi¢ao E’,
passando o pantdgrafo a ocupar a posi¢ao representada a trago interrompido. Assim,
enquanto que o movimento do estilete descreve o segmento EE’, o correspondente
segmento descrito pelo lapis € LL’. Da observagdo da figura 2.16 pode concluir-se
que os triangulos PEB ¢ PCL sao semelhantes, e, deste modo, pode escrever-se que,

PE  BE
—=— (2.9)
PL  PC
Uma vez que os tridngulos PB’E’ e PC’L’ sdo também semelhantes resulta que,
PE' B'E’
= (2.10)
PL"  PC'

Como as barras sdo perfeitamente rigidas, € uma vez que as posicoes relativas das
juntas nao varia durante o movimento, sao validas as seguintes relagdes,

BE=B'E' 2.11)
PC = PC’ (2.12)

2 . s 4 . . . .
7 Note-se que o pantégrafo nio é, em rigor, um mecanismo de quatro barras mas sim de cinco barras.
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donde,
PE _ PE'
PL PL'

(2.13)

Pelo que LL" e EE’ sdo segmentos paralelos e obedecem a seguinte relagdo de
proporcionalidade,
EE' _PE _PE' _BE

L' PL PL' PC
Conclui-se, portanto, que os comprimentos tracados pelo lapis sdo proporcionais
aos tragados pelo estilete, sendo a razdo de proporcionalidade, isto ¢, a escala de
ampliagdo ou de reducdo, a relagdo entre os comprimentos BE e PC, ou seja, da
distancia entre a articulagdo C e o ponto P, uma vez que o comprimento BE nao
varia. Em geral, a barra CD do pantografo do tipo representado na figura 2.16 tem
duas corredicas nas extremidades que permitem deslocar as posi¢des das articulagdes
correspondentes. Normalmente, as barras do pantdgrafo t€ém uma graduacdo que
permite marcar directamente as escalas de reducdo ou de ampliacao pretendida.

(2.14)
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2.3. MECANISMO BIELA-MANIVELA COM CORREDICA

O mecanismo biela-manivela com corredi¢a ¢ um dos mecanismos mais utilizados
em mecanica devido a sua simplicidade e versatilidade. Este mecanismo pode ser
considerado como um caso particular do mecanismo de quatro barra em que a barra
movida tem comprimento infinito. Esta transformagdo geométrica estd representada
na figura 2.17. Na prética, a barra movida transforma-se numa corredica ou num
pistao, constrangida de forma a mover-se segundo uma linha recta, por meio de guias
ou de um cilindro. A barra 2, que descreve movimento de rotagdo, ¢ denominada
manivela, enquanto que a barra intermédia, barra 3, ¢ designada biela. No
mecanismo biela-manivela, a manivela descreve somente movimento de rotagdo, a
corrediga descreve apenas movimento de translacdo rectilinea e a biela tem um
movimento geral ou misto, i.e., co-existem as caracteristicas cinematicas associadas
aos movimentos de rotacdo e de translacao.

R — oo

(a) (b)

Figura 2.17 — (a) Quadrilatero articulado; (b) Mecanismo biela-manivela.

O mecanismo biela-manivela ¢ largamente utilizado em sistemas mecanicos para
transformar movimento de rotagdo em movimento de translacdo rectilinea, ou
vice-versa. Uma das suas principais aplicagdes ¢ em motores de combustao interna,
como se ilustra em esquema na figura 2.18. Nestes motores, a corrediga representa o
pistao sobre o qual os gases exercem pressdo, a qual ¢ transmitida a manivela por
intermédio da biela. Nos motores de combustdo interna, as fases de ponto morto,
correspondentes as posicoes extremas do pistdo, sdo superadas pela introdugao de um
volante de inércia no eixo da manivela.

Pistao

Manivela

Figura 2.18 — Mecanismo biela-manivela de um motor de combustdo interna.
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O mecanismo biela-manivela encontra ainda aplicagdo frequente em compressores
de ar, onde a manivela ¢ o 6rgdo motor que recebe o movimento de rotagcdo, por
exemplo, de um motor eléctrico, sendo transformado em movimento alternativo de
translacdo que comprime o ar. Deve notar-se que neste tipo de aplicacdo ndo existem
fases de ponto morto. Contudo, as fases de ponto de mudanga podem existir sempre
que a biela e manivela tenham o mesmo comprimento.

Uma vez que sdo quatro os corpos que compdem o mecanismo biela-manivela, ha
quatro possiveis inversdes do mecanismo, como ¢ ilustrado na figura 2.19. Na figura
2.19a esta representado o mecanismo biela-manivela basico que existe nos motores
de combustdo interna. O corpo 4, o pistdo, € o 6rgdo motor que ¢ accionado pela
expansao dos gases de combustdo, a barra 2 é o 6rgdo movido e o fixe € o bloco ou
cilindro. Tal como foi referido anteriormente, invertendo os papéis entre o 6rgado
motor ¢ movido, 0 mesmo mecanismo pode funcionar como compressor. Na figura
2.19b a manivela esta fixa, ao passo que a barra 1, anteriormente fixa, pode rodar.
Este tipo de mecanismo foi muito utilizado em motores de combustdo interna nos
primordios da industria aeroespacial, sendo conhecidos como motores rotativos
porque os cilindros rodam em relagdo a manivela que estd fixa. Uma outra inversao
do mecanismo biela-manivela ¢ a que mostra a figura 2.19¢, em que biela ¢ o corpo
fixo. Este tipo de inversdo teve aplicagdo como mecanismo de tracgdo nas
locomotivas a vapor sendo o corpo 2 a roda. A inversao representada na figura 2.19d,
em que a corredica é o 6rgdo fixo, corresponde ao mecanismo das bombas manuais
utilizadas para retirar 4gua de pogos.

3 3
~o 4 2§ > o4
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Figura 2.19 — Quatro possiveis inversoes do mecanismo biela-manivela.

No mecanismo biela-manivela ¢ comum relacionar a posi¢ao linear do pistdo com
a posi¢do angular da manivela. Assim, atendendo a geometria da figura 2.20, pode
escrever-se a seguinte expressao para a posicao do pistdo,

x,=AC=AD+ DC=rcosO+Icosgp (2.15)

em que 7 e / sdo, respectivamente, os comprimentos da manivela e da biela, sendo f¢e
@ as respectivas posigoes angulares.
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Figura 2.20 — Representagdo esquemdtica do mecanismo biela-manivela.

Na equagdo (2.15), a posi¢ao do pistdo depende de duas varidveis, e @, uma vez
que para um dado mecanismo os comprimentos das barras sdo conhecidos. Porém,
como o mecanismo biela-manivela tem apenas um grau de liberdade, uma das
variaveis pode ser expressa como funcdo da outra. Assim, e com o propodsito de
eliminar a variavel ¢, pode aplicar-se a lei dos senos® ao tridngulo ABC, resultando a
seguinte expressao,

r [

= (2.16)
senp  senf

Resolvendo a equagdo (2.16) em ordem ao seng e introduzindo o resultado na
equacdo fundamental da trigonometria, vem que,

2

cosQ = 1—];—2sen20 (2.17)

Substituindo a equagdo (2.17) em (2.15) obtém-se a expressdo que traduz a
posicao do pistdo em fun¢do da posicdo angular da manivela e dos comprimentos da

manivela e da biela,
2 2
x4=rcos6’+11/1—rsle—2n0 (2.18)

Nos mecanismos biela-manivela de uso corrente, o comprimento da biela, /, é
cerca de 3 a 4 vezes superior ao comprimento da manivela, 7, ou seja,

r 1
—=— 2.19
[ 4 ( )
entao,
|
—=— 2.20
I’ 16 (2.20)
€, consequentemente,
2 2
rsent o 1 (2.21)

2 . . A . .

¥ A lei dos senos diz que para qualquer tridngulo, o quociente entre o comprimento de cada lado e o
seno do angulo oposto a esse lado é uma constante igual a 2R, sendo R o raio da circunferéncia
circunscrita ao tridangulo.
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Contudo, da Analise Matematica sabe-se que qualquer expressao do tipo +1—¢
pode ser desenvolvida em uma série de poténcias do seguinte modo,

l—g=1-—-"1— (2.22)

Porém, para &= Y, o terceiro termo ¢é igual a Y5, pelo que este termo e os
seguintes podem ser desprezados, sendo aceitavel o erro associado a esta
simplificagdo. Com efeito, a equacgdo (2.18) pode ser simplificada e rescrita como,

2 2
X, =rcos€+l—M (2.23)
21
em que o primeiro termo corresponde ao comprimento AD, o segundo ¢ BC e o
terceiro ¢ aproximadamente a diferenca entre BC e BD. O curso total do pistdo, isto
¢, a distancia percorrido pelo pistdo durante uma rotagdo da manivela, ¢ igual ao
dobro do comprimento da manivela, ou seja, 2.

Uma aplicacdo em que o mecanismo biela-manivela intervém activamente ¢ no
mecanismo de alavanca articulada, como se ilustra na figura 2.21. Este mecanismo ¢
utilizado em situacdes em que € necessario superar uma elevada resisténcia a custa
de uma for¢a motriz reduzida, como por exemplo, em prensas mecanicas, maquinas
de rebitar, britadeiras, embraiagens, dispositivos de fixacdo de pecas a maquinar,
sistemas de fecho rapido, entre outros aplicagdes. A alavanca articulada ¢ usada, quer
em situagdes estaticas, quer em situagdes dinamicas.

120

-100

- 80

o|m

- 60

- 40

- 20

T T T
3 2 1 0

Angulo o []

Figura 2.21 — Alavanca articulada.

O funcionamento da alavanca articulada ¢ tal que a medida que o mecanismo
biela-manivela, constituido pelas barras 1, 4, 5 e 6, atinge a posi¢cdo em que a biela e
a manivela se encontram colineares, verifica-se uma rapida subida da relacdo entre a
forca util, F, e a forca de accionamento, P, como se mostra da figura 2.21. Admitindo
que as barras 4 e 5 t€m o mesmo comprimento, da anéalise geométrica da figura 2.21,
verifica-se que a relagdo entre a forga util e forca motriz ¢ dada por,
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ot (2.24)
2tga

sendo que, enquanto as barras 4 ¢ 5 tendem para a colinearidade, o angulo o diminui
e, consequentemente, F' tende para um valor infinito.

Uma outra variante do mecanismo biela-manivela ¢ a que esta representada na
figura 2.22, em que existe uma excentricidade entre o eixo de rotacdo da manivela e
a linha de ac¢do descrita pelo movimento do pistdo. Este mecanismo ¢ também
conhecido como mecanismo de manivela deslocada. Uma particularidade deste tipo
de mecanismo ¢ a diferenga de tempo entre os movimentos de avanco e de recuo,
sendo, por isso, usado como mecanismo de recuo rapido.

Figura 2.22 — Mecanismo biela-manivela com excentricidade.
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2.4, MECANISMO DE SCOTCH YOKE

O mecanismo de scotch yoke, também conhecido como mecanismo de culatra
escocesa ou jugo escocés, ¢ um caso particular do mecanismo biela-manivela em que
a biela tem comprimento infinito transformando-se numa corredica, tal como ¢
ilustrado na figura 2.23. O mecanismo de scotch yoke ¢, pois, constituido por quatros
barras, o fixe 1, a manivela 2 e as corredigas, 3 ¢ 4.

R — o0

Figura 2.23 — (a) Mecanismo de dupla corredi¢a; (b) Mecanismo de scotch yoke.

Em relacdo ao mecanismo de quatro barras representado na figura 2.23a, quando a
manivela roda em torno de A4, a corrediga 3 desliza dentro da guia, corpo 4, de modo
que o ponto B descreve uma trajectdria circular e mantém constante a distincia ao
ponto C que define o centro da curvatura da guia. Deste modo resulta que a segmento
de recta BC equivale a uma biela com o mesmo comprimento, e que a corredica 4
descreve exactamente 0 mesmo movimento caso fosse uma corredica do mecanismo
biela-manivela equivalente. No mecanismo de scotch yoke da figura 2.23b, a
corredica 3 tem comprimento infinito, sendo a guia perpendicular ao movimento
efectuado pela corredica 4.

A principal aplicacdo do mecanismo de scotch yoke ¢ em motores de bombas, em
que a compacidade, isto é, o reduzido atravancamento e, consequentemente, a
economia de espago, ¢ um factor importante. Contudo, o facto de a poténcia ser
transmitida por escorregamento, entre as corredicas 3 e 4, limita, de algum modo, a
sua aplicagdo a pequenos equipamentos em que as cargas em jogo sao relativamente
baixas. Este mecanismo ¢ também utilizado em sistemas vibratorios, em maquinas
laboratoriais, bem como geradores das fungdes trigonométricas seno e coseno. Alias,
uma das caracteristicas mais importantes do mecanismo de scotch yoke e a
capacidade de transformar um movimento rotativo a velocidade constante em
movimento alternativo de vaivém do tipo harménico simples™.

A figura 2.24 mostra um esquema de um mecanismo de scotch yoke em que ao
ponto A esta associado um sistema de eixos XY. Ainda na mesma figura constam as
designacdes das juntas cinematicas do mecanismo. Assim, atendendo a geometria da

2 s . . . .
? A titulo de curiosidade, refira-se que um outro exemplo de mecanismo que gera um movimento
harménio simples € o que resulta da associagdo de um excéntrico com um seguidor do tipo prato.
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figura, a expressdao que relaciona a posicao da corredica 4 com a velocidade de
rota¢do da manivela pode ser escrita como,

x, = ABcosO = rcost (2.25)
em que ¢ o comprimento da manivela e £¢ o angulo que esta faz com o eixo X.

A
Y

3
r Ros /° Tas

Figura 2.24 — Mecanismo de scotch yoke e respectivas juntas cinematicas.

Uma das inversdes do mecanismo de scotch yoke consiste em considerar fixo o
corpo 4 resultando dai um mecanismo de dupla corrediga, vulgarmente denominado
de compasso eliptico, como se ilustra na figura 2.25. Esta designa¢ao advém do facto
de a trajectdria descrita por um qualquer ponto situado na barra 2 ser eliptica, sendo,
por conseguinte, uma das principais aplicagdes deste mecanismo o auxilio do tragado
de elipses.

Trajectéria
eliptica

Figura 2.25 — Mecanismo de dupla corredi¢a ou compasso eliptico.

O funcionamento do compasso eliptico baseia-se no facto de o ponto P da barra 2
se mover ao longo de uma trajectoria eliptica cujos eixos sdo as trajectorias
rectilineas dos pontos 4 e B, sendo os semi-eixos maior € menor da elipse iguais a
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PA=a e PB=b, respectivamente. Assim, a expressao matematica que traduz a elipse
descrita pela trajectdria do ponto P pode ser escrita como,

xZ 2
S+ % =1 (2.26)
Da anélise geométrica da figura 2.25 observa-se que,
x_FPO (2.27)
a PA
Y_PR (2.28)
b PB

Por outro lado, da semelhanga entre os tridngulos POA e PRB pode escrever-se a
seguinte relagdo,

PR _ o4 (2.29)
PB  PA
Adicionando a ambos os membros da equagio (2.29) o factor *%,, vem que,
P_Q_i_ﬂ:P_Q_F% (230)
PA PB PA PA
Elevando ao quadrado os dois membros da equagado (2.30) resulta em,
2 2 2 2
PQ2 +PR2+2PQE=PQ2 +QA2+2PQ% (2.31)
P4~ PB PA PB PA~ PA PA PA
ou seja,
PQ* PR® PQ*+0Q04> _PQO(QA PR
O (PR _PO 04 ,POLO4_ PR (2.32)
PA*  PB PA PA\ PA PB
Aplicando o teorema de Pitagoras ao triangulo POA vem que,
PO’ + QA = PA® (2.33)
Donde a equagdo (2.32) pode ser simplificada e reescrita como,
POQ* PR’
= 4 =1 2.34
P4>  PB’ 239

que ¢ a equagdo da elipse que tem como centro a origem O dos eixos coordenados, e
que traduz a trajectéria do ponto P.

Uma outra inversdo do mecanismo de scotch yoke ¢ que consiste em considerar
fixa a manivela 2, resultando no mecanismo chamado junta de Oldham, como se
ilustra na figura 2.26. A principal caracteristica deste mecanismo ¢ a de transmitir
movimento de rotagdo entre dois veios que sdo paralelos ndo coaxiais com um racio
unitario entre as velocidades angulares de entrada e de saida. A ndo coaxialidade ¢
representada por e na figura 2.26. Embora pareca um mecanismo de movimento
tridimensional, a junta de Oldham €, na verdade, um mecanismo de movimento plano
uma vez que todos os seus pontos se movimentam em planos paralelos entre si e
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perpendiculares ao eixo de rotagdo. Neste mecanismo, o corpo central 4 tem
movimento de escorregamento relativamente aos corpos 1 e 3. Este sistema ¢, do
ponto de vista cinemadtico, equivalente ao compasso eliptico, sendo possivel
estabelecer um paralelismo funcional entre o eixo e a ranhura do corpo 3 e,
respectivamente, o ponto 4 ¢ a corrediga a que este pertence. O corpo 1 corresponde
a ranhura cruciforme onde as corredicas se movimentam, como mostra a figura 2.25.

Figura 2.26 — Junta de Oldham.

Uma tltima inversdo do mecanismo de scotch yoke pode obter-se fixando a
corredica 3 resultando um mecanismo semelhante ao da figura 2.23a. Esta inversao
ndo tem qualquer aplicagdo pratica, embora apresente alguns aspectos interessantes
do ponto de vista tedrico, como por exemplo, o facto de uma das juntas de rotagdo
ser passiva podendo, ser considerada como soldada tornando-se num mecanismo de
trés barras que tende a bloquear facilmente devido ao excessivo nimero de
constrangimentos.
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2.5. MECANISMOS DE RETORNO RAPIDO

2.5.1. Generalidades

Os mecanismos sdo utilizados em muitas aplicagdes industriais para realizarem
operagdes repetitivas, tais como, movimentar pecas ao longo de uma linha de
montagem, apertar pegas enquanto estas sdo maquinadas, soldadas, etc. Fresadoras,
limadores sao exemplos de maquinas-ferramenta projectadas de tal modo que a
ferramenta depois ter efectuado o curso de corte retorna a posi¢ao inicial com uma
velocidade superior a do avanco, aumentando, assim, a eficiéncia e a capacidade
produtiva da méquina. E neste contexto que surgem os mecanismos de retorno
rapido. Estes mecanismos sdo vulgarmente utilizados em maquinas-ferramenta e
outros dispositivos em que se pretende realizar um movimento de trabalho ou avango
mais lento num sentido, € um movimento de retorno ao ponto de partida mais rapido,
utilizando motores rotativos de velocidade angular constante. Os mecanismos de
retorno rapido sdo compostos por combinagdes de mecanismos elementares como o
quadrilatero articulado e o mecanismo biela-manivela com corredica. De seguida sdo
apresentados alguns exemplos de mecanismos de retorno rapido.

2.5.2. Mecanismo de Avan¢o

A figura 2.27 ilustra o mecanismo de avanco bem como as posi¢odes
correspondentes aos extremos das fases de avanco e recuo. O mecanismo de avango
pode ser considerado como uma derivagcdo do mecanismo de quatro barras de dupla
manivela em que a barra 2 ¢ 6rgdo motor que roda com velocidade angular constante.

r==gi
Ja-oFq--

Figura 2.27 — Mecanismo de avanco.

De entre os mecanismos de retorno rapido, o mecanismo de avango € o Unico em
que ndo existem juntas cinemadticas de translacdo ou deslizantes entre as barras que
constituem o mecanismo base. No mecanismo de avango a velocidade de translagao
da corrediga 6 ¢ aproximadamente constante na maior parte da extensdo do percurso
de avango, dai a designagdo de mecanismo de avango.

Nos mecanismos de retorno rapido a principal caracteristica ¢ designada razao de
tempo (RT) que traduz a relagdo entre o tempo de avanco e o tempo de recuo. No
projecto de mecanismos de retorno rapido deve ter-se em consideracdo que esta
relacdo seja, tanto quanto possivel, maior que a unidade. Assim, um mecanismo ¢&,
por defini¢cdo, mecanismo de retorno rapido se e so se a razdo de tempo for maior que
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a unidade. Nos mecanismos de retorno rapido, o sentido de rotagdo do 6rgao motor
ndo ¢ arbitrario. Alids quando num mecanismo de retorno rapido se inverte o sentido
de rotacdo do motor, a razdo de tempo torna-se menor que a unidade e, por isso, 0
mecanismo deixa de ser de retorno rapido.

Assim, considerando um accionamento a velocidade angular constante, a razao de
tempo pode ser expressa pelo quociente entre o valor do angulo de avango ou de
trabalho, a, e o valor do angulo de recuo ou retorno, S, ou seja,

rRT=2 (2.35)

B

Deve notar-se que a razdo de tempo nos mecanismos de retorno rapido nao
depende do trabalho a realizar nem da velocidade de rotacdo do 6rgao motor. A razao
de tempo ¢ uma propriedade cinematica intrinseca de um dado mecanismo, sendo
determinada a partir da configuracdo geométrica do mecanismo.

2.5.3. Mecanismo de Whitworth

O mecanismo de Whitworth deriva da inversdo do mecanismo biela-manivela
quando se considera fixa a manivela, como se mostra na figura 2.28. Neste
mecanismo, tanto a barra 2, como a barra 4 descrevem movimento de rotacdo
continua, sendo, por isso, consideradas manivelas. O movimento da corrediga 3 ¢
condicionado pelo movimento giratdrio da manivela 4, razdo pela qual o mecanismo
de Whitworth ¢ também conhecido como mecanismo de corredica giratoria. Este
mecanismo ¢ frequentemente utilizado em maquinas-ferramenta, ¢ em particular em
maquinas aplicadas a industria téxtil.

Figura 2.28 — Mecanismo de Whitworth.

2.5.4. Mecanismo de Manivela Deslocada

Este mecanismo ¢ igualmente baseado no mecanismo biela-manivela, em que a
configuragdao do sistema se obtém por deslocagdo do eixo da manivela para fora da
linha de deslizamento, como se ilustra na figura 2.29. Este mecanismo ¢ também
conhecido como mecanismo biela-manivela com excentricidade, representada por e
na figura. Com este mecanismo conseguem-se baixas razdes de tempo, dai que a sua
utilizac¢ao se imponha, sobretudo, pela simplicidade e reduzido atravancamento.
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Figura 2.29 — Mecanismo de manivela deslocada.

2.5.5. Mecanismo do Limador

O mecanismo do limador, como o ilustrado na figura 2.30, ndo ¢ mais do que uma
variante do mecanismo de Whitworth, em que o movimento de rotacdo da manivela
2 ¢ convertido em translagdo rectilinea na corredica 6. A semelhanga dos demais
mecanismos apresentados nesta sec¢dao, no mecanismo do limador o movimento de
retorno rapido ¢ conseguido uma vez que o pino B da manivela 3 se move ao longo
do arco « durante o curso de avango ou corte, ao passo que durante o recuo ou
retorno, o pino descreve um arco menor, f.

--=
g '_I_——O—E]—
) -

1

Figura 2.30 — Mecanismo do limador.
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A figura 2.31 mostra um esquema simplificado do mecanismo do limador relativo
a uma posicao genérica. Da andlise geométrica da figura pode escrever-se,

toy=—" (2.36)
a+b
ou ainda
toy = —h (2.37)
r,+b

em que 7, e r, sdo, respectivamente, as componentes horizontal e vertical da
dimensdo » que caracteriza o comprimento da manivela 2. Estas duas componentes
podem ser calculadas como funcdo do angulo de rotagdo da manivela, &, que € o
orgao motor do mecanismo, isto &,

r,=rcosf (2.38)
r, = rsend (2.39)
Substituindo as equagdes (2.38) e (2.39) na equagao (2.37) resulta,
rcost
t = 2.40
&7 rsend + b ( )

Igualando as equagdes (2.36) e (2.40) e resolvendo em ordem a variavel x, que
representa a trajectoria rectilinea descrita pela corrediga, obtém-se,

0
w100 p (2.41)
rsenf + b
A equacdo (2.41) traduz a posi¢do da corrediga em funcdo da posi¢cdo angular do
orgdo motor e das caracteristicas dimensionais do mecanismo do limador.

Figura 2.31 — Posi¢do genérica do mecanismo do limador.
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2.6. MECANISMOS GERADORES DE TRAJECTORIAS RECTILINEAS

2.6.1. Generalidades

Os mecanismos geradores de trajectdrias rectilineas, também conhecidos como
mecanismos geradores de rectas, sdo mecanismos em que um ou mais pontos
descrevem movimento alternativo ao longo de uma trajectoria rectilinea. Esta
trajectdria, que pode ser aproximada ou exacta, € obtida apenas pela combinagdo de
barras e juntas cinematicas de rotagdo, excluindo-se, portanto, as juntas cinematicas
de translagdo. Deste modo, sdo eliminados os problemas associados ao atrito e ao
desgaste inerentes ao funcionamento das juntas cinemdticas de translagdo do tipo
guia-corrediga, como por exemplo, a que existe no mecanismo biela-manivela.

A origem dos primeiros mecanismos geradores de trajectorias rectilineas remonta
aos finais do século XVIII. Nesta época, o desenvolvimento cientifico e tecnoldgico
era bastante incipiente e, por isso, a obten¢do de superficies planas com qualidade,
quer ao nivel dimensional, quer ao nivel do acabamento superficial, era bastante
dificil, se ndo mesmo impossivel, de obter. E por esta razio que o nimero de
mecanismos que incluem juntas de translagdo rectilinea, desenhados antes da
revolugdo industrial, ¢ bastante reduzido. E neste contexto, e nesta época, que foi
dada especial énfase ao projecto e concep¢do de mecanismos capazes de gerar
trajectorias rectilineas apenas pela associagdo de barras e juntas de rotagdo. Os
mecanismos geradores de trajectorias rectilineas encontram aplicagdo, por exemplo,
em maquinas a vapor, maquinas-ferramenta, suspensdes de automovel, entre outras.
Alguns dos mecanismos que pertencem a esta classe apenas possibilitam que o
movimento seja rectilineo somente em parte da trajectoria, limitando, deste modo, o
curso util. Os mecanismos de Watt e de Chebyshev sdo dois exemplos de
mecanismos em que pontos especificos descrevem trajectorias aproximadamente
rectilineas. Estes mecanismos sdo de uso mais frequente e, em geral, sdo projectados
de tal forma que o ponto médio e os extremos da trajectoria rectilinea pretendida se
sittam numa linha recta e que se minimiza o desvio dos restantes pontos da
trajectoria relativamente a linha recta que se pretende. O mecanismo de Peaucellier é
um dos mais populares mecanismos geradores de trajectorias rectilineas em que o
movimento descrito por um dos seus pontos ¢ exactamente rectilineo.

De seguida sdo apresentados alguns dos principais mecanismos geradores de
trajectorias rectilineas disponiveis na literatura temdatica. Estes mecanismos adoptam,
quase sempre, os nomes dos autores que os projectaram e desenvolveram.

2.6.2. Mecanismo de Watt

O mecanismo de Watt ou contra-paralelogramo articulado ¢, provavelmente, o
mais conhecido dos mecanismos capazes de gerar trajectorias rectilineas. Este
mecanismo, ilustrado na figura 2.32, foi concebido por James Watt em 1784 para
servir de guia do pistdo da maquina a vapor’’, cujo curso era aproximadamente 1,2m.

' A maquina a vapor de Watt foi inventada em 1765, patenteada em 1769 e construida em larga
escala em 1774. A Franga, em 1778, foi o primeiro pais, que ndao o Reino Unido, a ter uma maquina a
vapor de Watt. Apesar das grandes restrigdes inglesas em relacdo a exportagdo da maquinas e
ferramentas, especialmente as da industria téxtil do algoddo e do linho, até ao ano de 1825 era ja mais
de 110 o nimero de maquinas a vapor existentes nos diversos paises em vias de industrializagdo. A
primeira maquina a vapor existente em Portugal remonta ao ano de 1803.
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Refira-se que o aparecimento das juntas de translacdo, suficientemente capazes de
operar com cursos longos, s6 se verificou no ano 1817. O mecanismo de Watt ¢
utilizado para transformar movimento rectilineo alternativo em movimento circular
ou de rotacao.

(a) (b)
Figura 2.32 — (a) Mecanismo de Watt; (b) Maquina a vapor.

A figura 2.33 ilustra uma suspensdo de um automovel em que ¢ usado um
mecanismo de Watt para guiar o eixo de rotacdo que esta ligado por intermédio de
uma mola helicoidal. Esta aplicagdo do mecanismo de Watt ¢ caracterizada por um
excelente desempenho dado que envolve um curso relativamente pequeno.

Figura 2.33 — Suspensdo de um automovel guiada por um mecanismo de Watt.

O mecanismo de Watt é constituido por quatro barras articuladas, uma fixa, duas
manivelas e uma biela. A figura 2.34 mostra um caso particular do mecanismo de
Watt em que as manivelas 2 ¢ 4 sdo paralelas entre si e perpendiculares a biela 3.
Trata-se, pois, de uma caso particular do mecanismo de Watt, uma vez que no caso
mais geral nada ¢ dito quanto a posi¢ao relativa das barras. No caso do mecanismo
representado na figura 2.34, as manivelas 2 e 4 podem oscilar livremente em torno
das juntas de rotacdo localizadas em A e D, respectivamente. A biela estabelece a
ligagdo entre as duas manivelas através das juntas de rotagdo situadas em B e C. O
movimento do ponto P, situado no centro geométrico da biela, descreve uma
trajectoria aproximadamente rectilinea quando as manivelas 2 e 4 oscilam. Assim,
quando a manivela 2 roda no sentido directo, o ponto B move-se para a esquerda
segundo uma trajectdria circular, enquanto que o ponto C da manivela 4 se desloca
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para a direita, também segundo uma trajectoria circular. O movimento da biela ¢ o
que decorre pelo facto de estar constrangida pelas juntas cinematicas de rotagdo B e
C, donde resulta que o ponto P descreve uma trajectéria em forma de oito, cujo trogo
s-s’ € aproximadamente rectilineo. A maximizacao desta trajectoria rectilinea obtém-
se quando, na configuracdo inicial representada na figura 2.34, as manivelas sdo
paralelas entre si e perpendiculares a biela, ndo devendo a amplitude do movimento
angular das manivelas exceder os 20°. Indicagdes complementares de projecto
sugerem as seguintes relagdes geométricas,

AB=CD>3s (2.42)
e que
BC>4s (2.43)

em que s representa a trajectoria rectilinea.

Trajectodria do ponto P

Figura 2.34 — Mecanismo de Watt, caso particular em que AB=CD, AB//CD e AB_LBC.

A figura geométrica descrita pelo ponto P denomina-se lemniscata® de Bernoulli,
razao pela qual o mecanismo de Watt ¢ também conhecido como mecanismo de
lemniscata. Lemniscata ¢ uma figura geométrica que € representada por uma equagao
polinomial de sexta ordem, a qual pode ser facilmente deduzida. Na figura 2.35 esta
representada a configuragdo mais genérica do mecanismo de Watt em que o ponto P
da bicla descreve uma lemniscata hiperbolica’. Ainda na figura 2.35 estd
representado um sistema de coordenadas cartesianas cuja origem ¢ coincidente com o

3! Lemniscata ¢ curva geométrica de forma semelhante a de um oito em que ¢ constante o produto das
distancias entre dois dos seus pontos fixos. Em 1694 foi concebida pela primeira vez a lemniscata de
Bernoulli. Catorze anos antes, no ano de 1680, Cassini ja tinha descrito, de modo genérico, uma
familia de curvas planas, conhecidas actualmente como ovais de Cassini. Mas, muito embora a
lemniscata seja um caso particular de uma oval de Cassini, na época de Bernoulli ndo havia ainda
consciéncia desse facto. S6 mais tarde quando as propriedades daquelas curvas foram sendo
conhecidas e as suas caracteristicas mais diversificadas, tal facto se tornou claro. Este tipo de curva
geométrica é utilizado em engenharia civil, nomeadamente no tracado de curvas de transi¢do entre
alinhamentos rectos e curvos de modo a assegurar variagdes continuas da aceleracdo centrifuga e
melhorar a dptica dos tragados.

32 Lemniscata hiperbolica ¢ uma curva inversa da uma hipérbole.

62 CINEMATICA DE MECANISMOS



centro geométrico da lemniscata. Na presente situacdo admite-se que as barras 2 ¢ 4
tém o mesmo comprimento a, € que o comprimento da barra 3 € b. A distancia entre

as juntas cinematicas de rotagdo 4 e D ¢ igual a c.

Lemniscata de Bernoulli

Figura 2.35 — Configuragdo genérica do mecanismo de Watt.

Atendendo a geometria da figura 2.35, as coordenadas cartesianas dos pontos B e

C podem ser escritas como,
Xy =Xp—2cosl
Yy =Yp—2send
Xe=Xp+2cost
Ve =Yp+Lsenl
Pelo aplicagdo do teorema de Pitagoras pode escrever-se,
(xz +5) +y;=a’
(x =)} +yl=a
Substituindo as equagdes (2.44)-(2.47) em (2.48) e (2.49) vem que,
(xp—Lcosh+£) + (v, —Lsend) =a’
(xp+2cos — <) + (v, +Lsend)’ =a’
As equagdes (2.50) e (2.51) podem ser reescritas como,
X5+ Y+ % + % —a’ —bx, cosO — by ,send) — 2 cos 0 + cx,,

2 2
Xp+ Yo+ +< —a’ +bx, cos 0 + by,send — % cos 0 — cx,

(2.44)
(2.45)
(2.46)
(2.47)

(2.48)
(2.49)

(2.50)
(2.51)

(2.52)

(2.53)
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ou ainda,

2

XAy —a? =% cosh (2.54)
bx, cos 0+ by,senl = cx, (2.55)

Da equacao (2.54) pode escrever-se que,

2 2 b2 2 2
(9=2(xp+yp+7+‘7—a )

- (2.56)

cos

Substituindo a equagdo (2.56) em (2.55) e resolvendo em ordem ao sené vem que,

2 2
xp = X200+ yp+ + 5 —a’)

senf = (2.57)

by,

Aplicando a lei fundamental da trigonometria as equagoes (2.56) e (2.57), e apos
tratamento matematico, resulta na seguinte expressdao que traduz a equagdo de uma
lemniscata de Bernoulli simétrica, equagao (2.58).

4y + i+t v =’ + xi[c? =20 + v+ B+ S —a?)]=b Pyl (2.58)

2.6.3. Mecanismo de Scott Russel

O mecanismo de Scott Russel® esti esquematicamente ilustrado na figura 2.36,
em que o 6rgao motor ¢ a manivela 2 que oscila um angulo 26 em torno do eixo que
passa em A solidario com o fixe. A manivela esta ligada ao ponto de tracagem P,
ponto médio da biela, por intermédio de uma junta de rotacdo. Neste mecanismo sao
iguais os comprimentos 48, BC e BP.

A

1
Figura 2.36 — Mecanismo de Scott Russel.

3 Nio é unanime a atribui¢do da invengdo deste mecanismo a Scott Russel, ha alias diversas
referéncias bibliograficas que atribuem a Oliver Evans e também a William Freemantle a descoberta
deste mecanismo.

64 CINEMATICA DE MECANISMOS



Admitindo que o ponto C se move ao longo do eixo X, entdo, o ponto P
desloca-se segundo o eixo Y, isto €, perpendicular a trajectoria do ponto C. Assim,
com o mecanismo de Scott Russel consegue transformar-se um movimento rectilineo
em um outro movimento rectilineo na direc¢do perpendicular a direc¢do do primeiro.
Na verdade, a trajectéria do ponto P ¢ aproximadamente rectilinea uma vez que o
ponto C oscila em torno de D. O movimento do ponto P ¢ tanto mais rectilineo
quanto maior for o comprimento da barra 4 e menor for o angulo & descrito pela
manivela 2.

No mecanismo de Scott Russel verifica-se a seguinte relagdo geométrica,

AB’ = BC- BP (2.59)

Variantes deste mecanismo sdo aqueles em que BP ¢ maior que AB e aqueles em
que BC ¢ meio proporcional a 4B e BP, isto €, em que “%;.=%%;,. Deste modo,
consegue-se uma boa aproximagao a rectilinearidade.

O mecanismo de Scott Russel foi usado por Oliver Evans na maquina a vapor que
inventou, razdo pela qual este mecanismo ¢ também conhecido como mecanismo de
Evans. William Hedley utilizou o mecanismo de Scott Russel como sistema de
accionamento das rodas de locomotivas, em que a sua disposi¢ao em funcionamento
se assemelhava a locomog¢ao dos gafanhotos, por isso, 0 mecanismo de Scott Russel
¢ também designado mecanismo de gafanhoto.

2.6.4. Mecanismo de Roberts

O mecanismo de Roberts, ilustrado na figura 2.37 consiste num quadrilatero
articulado duplamente oscilante, em que as manivelas 4B ¢ CD tém o mesmo
comprimento e a barra BC mede metade da dimensao AD.

Figura 2.37 — Mecanismo de Roberts.

Este mecanismo fica completo com uma extensdo da barra 3 na sua perpendicular
e com um comprimento tal que o ponto P fique sobre o ponto médio de 4D, quando
BC se encontrar paralela a 4D. O movimento de rotagdo das manivelas 2 e 4 ¢
limitado, para um e outro lado, a colinearidade entre BC ¢ AD. O ponto P passa pelo
ponto médio de 4D, posi¢ao representada na figura 2.37, e, préximo dos extremos do
percurso, passa por 4 e D, segundo uma trajectoria aproximadamente rectilinea.
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No mecanismo de Roberts verificam-se as seguintes relagdoes geométricas,
AB=BC=BP=CP (2.60)

Deste modo, o tridngulo BCP ¢ isoOsceles.

Do ponto de visto do projecto, o comprimento de 4B e de CD deve ser pelo
menos igual a 60% de 4D, e quanto maior for esta relagdo mais rectilinea e proxima
de AD ¢ a trajectodria do descrita pelo ponto P.

2.6.5. Mecanismo de Chebyshev

O mecanismo de Chebyshev, ilustrado na figura 2.38, é também um quadrilatero
articulado duplamente oscilante, em que o ponto médio P da barra 3 descreve uma
trajectoria aproximadamente rectilinea num percurso relativamente longo. Este
mecanismo ¢ frequentemente usado como guia linear.

1 1

Figura 2.38 — Mecanismo de Chebyshev.

No mecanismo de Chebyshev observam-se as seguintes relagdes geométricas,

AD=4 2.61)
BC=2 (2.62)
AB=5 (2.63)
CD=5 (2.64)

Do funcionamento do mecanismo de Chebyshev tem-se que, por um lado, na
posi¢do em que B esta em B’, na perpendicular a 4D que passa por D, os pontos C e
P estardo em C’ e P’, respectivamente, € sobre a mesmo linha. Por outro, quando na
posi¢do em que B esta em B’’, similarmente, os pontos C ¢ P estio em C"’ e P,
sobre a linha perpendicular a 4D que passa por 4. Assim, o ponto P encontra-se, em
trés posicdes distintas, sobre o segmento de recta P’'P’’ paralelo a 4D, seguindo uma
trajectoria aproximadamente rectilinea.
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2.6.6. Mecanismo de Peaucellier

O mecanismo de Peaucellier’ foi inventado em 1864 e consiste em oito barras e
seis juntas cinematicas de rotagdo, quatro das quais sdo ligacdes ternarias, como
ilustra a figura 2.39. Este mecanismo funciona com um inversor, isto €, transforma
um movimento de rotagdo em um movimento de translacdo rectilinea. Peaucellier
chamou a este mecanismo compasso composto.

Figura 2.39 — Mecanismo de Peaucellier.

O mecanismo de Peaucellier ¢ de entre os mecanismos geradores de trajectorias
rectilineas apresentadas neste trabalho o unico em que o ponto de tracagem descreve
uma trajectoria exactamente rectilinea®”. Este mecanismo tem aplicagdo pratica em
sistemas de controlo, registadores, aparelhos de leitura e seguimento, entre outros.

No mecanismo de Peaucellier verificam-se as seguintes relagcdes geométricas,

AB=BD (2.65)
AC = AE (2.66)
CD = DE = CP = EP (2.67)

O mecanismo de Peaucellier obtém-se acoplando dois rombéides™ semelhantes.
Considerando a circunferéncia de centro em B e raio AB=BD, a poténcia de A
relativamente a essa circunferéncia € expressa por,

AD- AP = AC* — CP? (2.68)

3 Charles Nicolas Peaucellier foi um oficial de engenharia da armada francesa. A sua descoberta nio
foi inicialmente dado o seu real valor, tendo caido quase no esquecimento, até ter sido redescoberto
por um estudante russo Lippman Lipkin, que recebeu um prémio chorudo do Governo Russo pela sua
suposta originalidade. Entretanto, o mérito de Peaucellier foi finalmente reconhecido, tendo sido
galardoado com o prémio “Prix Montyon” de Grande Mecanico do Instituto de Franca. Pelo exposto,
este mecanismo ¢ também conhecido como mecanismo de Peaucellier-Lipkin.

3 Hart também desenvolveu um mecanismo capaz de gerar um movimento exactamente rectilineo em
toda a sua trajectoria.

36 Romboide é um quadrilatero com dois pares de lados consecutivos iguais, que passam por cada um
dos extremos de uma das diagonais. Rombo ¢ um romboide em que os quatro lados sdo iguais.
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Assim, quando D descreve uma circunferéncia que passa por 4, P descreve uma
recta inversa dessa circunferéncia no inversor de polo 4 e poténcia AC*~CP?. Esta
recta € perpendicular a recta que passa por 4 e B.

A figura 2.40 ilustra uma outra configuracdo do mecanismo de Peaucellier, em
que o ponto D descreve uma circunferéncia. Note-se ainda que as linhas PM ¢ P’M’
sao perpendiculares a MM’. O angulo ADR, sendo o angulo numa semicircunferéncia
¢ um angulo recto, pelo que os triangulos ADR e AMP sao semelhantes, donde se
deduz que,

AD/ AR= AM / AP (2.69)
ou ainda,
AD- AP = AM - AR (2.70)

qualquer que seja a posi¢ao de D sobre a circunferéncia. Como as dimensdes AM e
AR sdo constantes, quando D se move na circunferéncia, P desloca-se de tal forma
que A4, D e P estao sempre alinhados, e AD-AP ¢ sempre constante, portanto o ponto
P descreve a linha recta PM perpendicular a linha recta 4B.

Figura 2.40 — Configuracdo genérica do mecanismo de Peaucellier.

Do mesmo modo, se se considerar o ponto P’ do lado oposto, como AD-AP’ ¢
constante, P’ descreve uma trajectoria rectilinea P’M".

Na figura 2.41 esta representada uma configuragdo particular do mecanismo de
Peaucellier, em que se evidencia a simetria do mecanismo, sendo os pontos 4, D e P
colineares. Considere-se o segmento imaginario CN perpendicular a DP. Pela
aplicacdo do teorema de Pitdgoras vem que,

AC* = AN* + CN? (2.71)
CP* =CN’ + NP’ (2.72)
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Rearranjando as equacgdes (2.71) e (2.72), pode escrever-se que,
AC? —CP?> = AN* — NP? (2.73)

e como AN’ -NP” ¢ igual a (AN-NP)(AN+NP), a equacdo (2.73) pode reescrever-se
como,

AC* —CP* = AD- AP (2.74)

que ¢ exactamente igual a equagao (2.68).

Assim, como AC e CD sdo constantes, AD-AP ¢ sempre constante, quer D e P
estejam perto ou longe de 4. Como o ponto 4 ¢ solidario com o fixe e o ponto D ¢
desenhado de modo a descrever uma circunferéncia de centro em B, assim o ponto P
retne as condi¢cdes geométricas necessarias para se deslocar segundo uma trajectoria
rectilinea. A distancia da trajectéria rectilinea aos pontos 4 e B depende de AC*—CP?
que pode ser fixada de forma arbitréaria.

Figura 2.41 — Configuragdo particular do mecanismo de Peaucellier.
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2.7. MECANISMOS DE MOVIMENTO INTERMITENTE

2.7.1. Generalidades

Os mecanismos de movimento intermitente sdo mecanismos que proporcionam
um movimento unidireccional e alternado com o tempo ao 6rgao movido, a custa de
um movimento continuo de rotagdo do 6rgdo motor. Um movimento intermitente ¢
caracterizado por uma sucessdo de periodos de avanco e de repouso ou
estacionamento do 6rgdo movido. Nos mecanismos de movimento intermitente o
orgao movido desloca-se sempre no mesmo sentido. Estes mecanismos diferem dos
do tipo came-seguidor na medida em que nestes Ultimos o seguidor descreve
movimento alternado num e noutro sentido. Os mecanismos de movimento
intermitente sdo de primordial importdncia em mecanica quando se pretende
converter um movimento continuo, em geral de rotagdo, num movimento
intermitente. Exemplos tipicos sdo os mecanismos de comando de operagdes e de
alimentacdo de pecas em maquinas-ferramenta e em relojoaria, entre outros.

2.7.2. Mecanismo de Genebra ou Cruz de Malta

O mecanismo de Genebra®’, roda de Genebra ou cruz de Malta é o mais popular
dos mecanismos de movimento intermitente. Este mecanismo assemelha-se a um
sistema do tipo came-seguidor, no qual o movimento continuo de rotacdo da
manivela proporciona um movimento intermitente da roda, sendo usado em sistemas
de baixa e alta velocidade. O mecanismo de Genebra foi originalmente muito
empregue em relogios para evitar que fosse dada corda em excesso. Actualmente, ¢
usado em sistemas mecanicos automaticos, tais como, em mecanismos de projec¢ao
para possibilitar o movimento intermitente ao avanco das peliculas dos filmes.

i

|
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|
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i

i

1o C
I

e

Figura 2.42 — Mecanismo de Genebra ou cruz de Malta.

37 0 nome mecanismo de Genebra deve-se ao facto de este tipo de mecanismo ser muito usado nos
relogios, no tempo em que os movimentos mecanicos eram dominantes e a Suiga era o centro mundial
da indtstria relojoeira.
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A figura 2.42 representa um mecanismo de Genebra de seis ranhuras, o qual ¢
constituido por quatro corpos, a saber: o fixe (1), a manivela (2), o pino (3) e a roda
(4). A manivela, que ¢ o 6rgdo motor e roda, em geral, com velocidade angular
constante, dispde de um pino que engrena nas ranhuras de roda. Durante uma rotagdo
completa da manivela, a roda descreve um movimento circular equivalente a uma
fraccdo de uma rotagdo, cuja amplitude depende do niimero de ranhuras. O dngulo S
representa metade do angulo descrito pela roda durante o periodo de actuagdo do
pino. Deve notar-se que as linhas de centros das ranhuras e da manivela sdo
perpendiculares nos instantes de engrenamento e desengrenamento, deste modo
minimizam-se os choques

A manivela dispde ainda de um ressalto, ou chapa travadora, destinado a reter a
roda quando esta ndo se encontra actuada pelo pino. A parte convexa do ressalto
ajusta-se a parte concava da roda, enquanto que a interrupgdo do ressalto permite a
passagem correcta da ranhura durante o percurso comandado pela actuagao do pino.

O mecanismo de Genebra ¢ caracterizado pelo raio da manivela, r,, o raio da roda,
r4, € 0 numero de ranhuras. O nimero minimo de ranhuras ¢ de trés, sendo que a
maior parte dos mecanismos de Genebra usa entre quatro e doze ranhuras.

O angulo f, que ¢ metade do angulo medido entre duas ranhuras adjacentes, pode
Ser exXpresso por,

L= 360 (2.75)
2n

em que #n ¢ nimero de ranhuras. A distancia entre eixos pode ser calculado como,

r

c=

(2.76)

B senfs

Figura 2.43 — Fase de engrenamento no mecanismo de Genebra.

Depois do pino entrar na ranhura e conduzir a roda, a andlise do mecanismo de
Genebra ¢ equivalente a analise do mecanismo biela-manivela, como se ilustra na
figura 4.43. A relagdo entre os angulos & e 6, que representam os angulos de
rotagdo da manivela e da roda, respectivamente, pode ser escrita como,

sen0),

=——— (2.77)
(c/r)—cos0,

1g0,

Derivando a equagdo (2.77) obtém-se a velocidade angular da roda,

o —o (c/r)cosl, —1 (2.78)
! 21+(C/I"2)2—2(C/7"2)COS(92 '
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O valor méximo da velocidade angular da roda verifica-se quando o angulo da
manivela € nulo. Assim, substituindo 6=0 na equagdo (2.78) vem que,

b

W, = w,

(2.79)

c—r

A aceleragdo angular da roda obtém-se derivando a equacdo (2.78) em ordem ao
tempo, resultando,

(c/r)send,[1—(c/1,)’]

o, =, 2.80
v [1+(c/r)" =2(c/r)cos0,T (2-80)
A aceleragdo atinge o valor méximo quando,
2 2
0, = arcosyt Ix(e/r) +2—M (2.81)

4(c/r) 4(c/r)

o que ocorre quando o pino avanca cerca de 30% para dentro da ranhura.

Diversos sdao os métodos utilizados para reduzir a aceleragdo da roda com o
intuito de minimizar as forgas inerciais e, consequentemente, reduzir o desgaste nas
ranhuras. Um dos métodos é baseado na utilizagdo de ranhuras em forma de curva,
reduzindo, assim, a aceleracdo, porém aumenta a desaceleragdo e, por conseguinte, o
desgaste no outro lado da ranhura.

A figura 2.44 mostra o mecanismo de Genebra inverso, o qual ¢ caracterizado
pelo facto de a manivela e a roda descrever um movimento de rotagdo no mesmo
sentido. Este mecanismo necessita de menor atravancamento do que o mecanismo de
Genebra apresentado na figura 2.42. A chapa travadora, ndo ilustrada na figura, actua
do modo similar ao demonstrado anteriormente.

©

Figura 2.44 — Mecanismo de Genebra inverso.

Existe uma outra variante do mecanismo de Genebra que tem como saida um
movimento de translacdo linear, ilustrado na figura 2.45. Este mecanismo ¢
semelhante ao mecanismo de scotch yoke, a diferenca reside no facto de o
mecanismo de Genebra ser um mecanismo aberto. Esta variante ¢ usada no
accionamento de correias transportadoras intermitentes, em que as ranhuras fazem
parte das proprias correias, € o accionamento ¢ feito por um motor de rotacao.

72 CINEMATICA DE MECANISMOS



Figura 2.45 — Mecanismo de Genebra linear.

2.7.3. Mecanismo de Catraca ou Trinquete

O mecanismo de catraca ou trinquete pertence a classe de mecanismos que
possibilitam que o 6érgdo movido se movimente num sentido e bloqueie no outro. A
figura 2.46 ilustra um exemplo simples deste tipo de mecanismo.

Figura 2.46 — Mecanismo de catraca ou trinquete.

Neste mecanismo, a alavanca 2 ¢ o 06rgdo motor que estd dotado de um
movimento oscilatério, o qual ¢ transmitido a roda dentada 4 através do trinquete 3.
Esta transmissdo acontece apenas num dos sentidos da oscilagdo. O retorno da roda 4
¢ evitado através de um segundo trinquete 5. Em funcionamento, a linha de ac¢ao do
trinquete motor 3 sobre o dente actuado, referenciado por PN, deveré passar entre os
centros A4 e B, de forma a manter as superficies em contacto. Por sua vez, a linha de
accao do trinquete 5 sobre o respectivo dente, devera passar entre os centros 4 e C.

Este mecanismo encontra aplicagdo em sistemas de corda de reldgios, em freios
manuais, em dispositivos mecanicos de contagem, tais como nos sistemas de acesso
a recintos desportivos, metropolitanos, entre outros.
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2.7.4. Mecanismo de Engrenamento Intermitente

O mecanismo de engrenamento intermitente ¢ constituido por um par de rodas
dentadas desenhadas de tal modo que o movimento de rotagdo continuo da roda
motora induz um movimento de rotacdo intermitente na roda movida. Este tipo de
mecanismo ¢ utilizado em situacdes em que as cargas envolvidas sdo baixas ou
moderadas, tais como em dispositivos mecanicos de contagem, em sistemas de
projeccdo de peliculas de filmes, alimentadores mecanicos, entre outras aplicagoes.

Figura 2.47 — Mecanismo de engrenamento intermitente.

A figura 2.47 mostra uma das configuragdes mais simples do mecanismo de
engrenamento intermitente, em que o 6rgao movido 3 tem o mesmo tipo de dente que
se encontra nas rodas dentadas usadas para movimento continuo. A roda motora 2
tem apenas um dente que engrena na roda movida, provocando nesta um movimento
de rotagdo intermitente. A travagem ou bloqueio da roda 3, durante o periodo de nado
actuacdo do dente da roda motora, ¢ conseguido através do desenho de um tragado
concavo na crista dos seus dentes, adaptando-se a superficie lateral da roda motora.

Os dentes das rodas podem ser de tal modo desenhados que proporcionem
deferentes relagdes entre os movimentos de entrada e de saida. Assim, por exemplo,
a roda motora pode ter um ou mais dentes e os periodos estacionarios da roda movida
podem ser uniformes ou variar consideravelmente.

2.7.5. Mecanismo de Escape

Um mecanismo de escape ¢ um sistema no qual uma roda move barras distintas,
denominadas linguetas, unidas a uma armagao que tem um movimento alternativo de
rota¢do ou de translagdo. A disposi¢do das linguetas ¢ tal que, quando um dente da
roda escapa de uma das linguetas, um outro dente contacta a lingueta.

Um dos mais simples mecanismos de escape € o que estd representado na figura
2.48, em que a roda motora 2 ¢ dotada de trés dentes e a armacgao 3, que tem duas
linguetas, desliza sobre uma guia linear de translacao.

No instante representado na figura 2.48, e para o sentido de rotacdo indicado, o
dente 4 termina o contacto com a superficie esquerda da lingueta superior, enquanto
que o dente B inicia o contacto com a superficie direita da lingueta inferior. Como
consequéncia, a armacao termina a sua translagdo para a esquerda, iniciando, assim,
0 movimento inverso. Deve referir-se que o mecanismo de escape linear € reversivel,
isto €, a armagdo pode ser o 6rgdo motor e a roda o 6rgao movido.
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Figura 2.48 — Mecanismo de escape linear.

Um outro mecanismo de escape ¢ a roda de balango que se encontra representada
na figura 2.49. Este mecanismo encontra aplicagdo em relojoaria.

A roda de balango esta ligada a um péndulo de periodo fixo ndo ilustrado na
figura. Este ¢ vulgarmente denominado cabelo nos sistemas mecanicos de menor
dimensdo. A roda de escape €, em geral, movida por uma mola de tor¢ao e possui um
movimento intermitente comandado pela alavanca ou ancora.

Para cada oscilacdo completa da roda de balanco, a ancora permite o avango de
um dente da roda de escape. Simultaneamente, o movimento da roda de escape
promove o retorno da ancora a sua posicao anterior, transmitindo energia a roda de
balancgo para iniciar um novo ciclo.

Roda de
/ balango

‘l Pino-batente
/ Alavanca

ou ancora

Lingueta

Figura 2.49 — Roda de balanco.
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Numa andlise mais detalhada do funcionamento deste mecanismo pode
considerar-se, como ponto de partida, a posi¢do em que a ancora se encontra
encostada ao pino-batente localizado no lado esquerdo. Nesta posi¢cdo, o dente A da
roda de escape actua contra a lingueta da esquerda, enquanto que a roda de balango,
rodando no sentido anti-horario por ac¢do da energia acumulada no péndulo, leva a
que o rubi mova a ancora no sentido horario. O movimento da ancora levara a
lingueta a soltar o dente 4, empurrando a lingueta para cima e, a partir deste instante,
a ancora fara movimentar o rubi, transmitindo energia ao péndulo ligado a roda de
balango. Apos um certo angulo de rotacdo da roda de escape, o dente B sera
bloqueado pela lingueta direita que, entretanto baixou devido a rotagdo da ancora. O
movimento desta ¢ restringido pelo pino-batente da direita, enquanto que a roda de
balango inverte o sentido de rotagdo, por ac¢do do péndulo que havia acumulado
energia suficiente para o efeito. Uma vez que o rubi contacta com a superficie
esquerda do garfo no topo da ancora, esta inicia 0 movimento de rota¢cdo no sentido
anti-horario, destravando o dente B da roda de escape. Apds um certo angulo de
rotagdo da roda de escape, a lingueta esquerda da ancora bloqueia um novo dente,
reiniciando-se o processo.
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The motions of men must be such as to suggest their
dignity or their baseness.

Leonardo da Vinci

3. POSICAO E DESLOCAMENTO

3.1. DEFINICAO

A posicao refere-se ao local adquirido por um corpo, ou um ponto material, apos
este ter efectuado um dado deslocamento. O deslocamento, por sua vez, diz respeito
a trajectoria®® continua descrita por um corpo em movimento relativamente a um
referencial. No caso de movimentos planos, a posi¢do de um ponto de um corpo ¢
definida pelas suas coordenadas cartesianas, ao passo que o deslocamento ¢ definido
por uma expressdo que ¢ fun¢do do tempo. A figura 3.1 mostra a posicdo e o
deslocamento de um ponto de um corpo, em que as coordenadas x” e ) representam
a posi¢ao do ponto P para o instante ¢;, enquanto que a func¢do d(z) representa o
deslocamento ou trajectéria do ponto P ao longo do tempo.

xP X

Figura 3.1 — Posi¢do e deslocamento de um ponto.

* A trajectoria pode definir-se como sendo a linha descrita por qualquer ponto de um corpo em
movimento.



3.2. DESLOCAMENTO ABSOLUTO

O deslocamento absoluto de um ponto P pode ser definido pela variagdo do vector
posi¢do R, para R, , como se ilustra na figura 3.2.

Y

X

Figura 3.2 — Deslocamento absoluto de um ponto.

Em notagao vectorial o deslocamento do ponto P pode ser expresso por,
R, =R, +AR, (3.1)
ou seja,
AR, =R, -R, (3.2)

Na figura 3.3 estdo representadas duas posi¢cdes de um corpo rigido definido pela
barra que une os pontos P e Q. O deslocamento entre estas duas posi¢cdes pode ser
considerado como a translagdo de cada um dos pontos P e O ou como a translagao de
um dos pontos, P ou Q, e a rotacdo € do conjunto, mas nunca dos trés pardmetros em
simultaneo, uma vez que, para um corpo rigido, estas variaveis sdo dependentes.
Com efeito, em notacdo vectorial tem-se que,

AR, =R, —-R, (translagdo) (3.3)
AR, =R, —-R, (translag¢do) (3.4)
AG=0,-0, (rotacdo) 3.5)
v A Q,
92 Q1

P,
P o

1

X

Figura 3.3 — Deslocamento absoluto de um corpo rigido.
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3.3. DESLOCAMENTO RELATIVO

A figura 3.4 mostra a posicio relativa® entre os pontos 4 ¢ B, a qual, em termos
matematicos, pode escrita como,

R, =R, +Ry, (3.6)

ou seja,
R, =R;-R, (3.7)

X

Figura 3.4 — Posigdo relativa entre dois pontos.

Quando dois pontos 4 ¢ B pertencentes a um corpo rigido descrevem movimento
de translacdo AR, e ARjp, respectivamente, entdo ¢ nula a variagdo da posicao do
ponto B relativamente ao ponto 4. Esta situagdo deve-se ao facto de ambos os pontos
pertencerem ao mesmo corpo rigido. A figura 3.5 ilustra o deslocamento relativo de
translacdo entre dois pontos de um mesmo corpo rigido.

Figura 3.5 — Deslocamento relativo de translagdo entre dois pontos que pertencem ao
mesmo corpo rigido.

Pelo que acima foi exposto observa-se que,

AR, = AR, (3.8)

e também que,
RBI/A = R32/A (3.9)

3% Ry, deve ler-se como sendo a posigdo do ponto B em relagio ao ponto A.

CAPITULO 3 — POSICAO E DESLOCAMENTO 79



entao,
AR,, =0 (3.10)
A equacdo (3.10) diz que ¢ nula a variacdo da posicao do ponto B relativamente
ao ponto 4, o que ¢ de esperar que acontega, uma vez que ambos os pontos fazem

parte do mesmo corpo rigido. Deve notar-se que, contudo, no caso mais geral, ¢
valida a seguinte relagdo geométrica,

AR, =AR, +AR,, (3.11)

embora, na situagdo representada na figura 3.5 o termo AR, seja nulo.

A
Y B1:u AR,
B,
Ry s
R
AA,

X

Figura 3.6 — Deslocamento relativo de rotagdo entre dois pontos que pertencem ao mesmo
corpo rigido.

A figura 3.6. mostra o caso em que o ponto B descreve movimento de rotacdo em
relacdo ao ponto 4. A semelhanga da situacdo anterior, ambos os pontos pertencem
ao mesmo corpo rigido. Neste caso, verifica-se que,

RBI/A = RBZ/A (3.12)
e ainda que,
AR, = RBZ/A - RB,/A =ARy, (3.13)
Nesta situagdo, observa-se também que,
AR, =AR ,+AR,, (3.14)
em que € nulo o termo AR .
v A B3‘
ARBZ,B3 =ARy),
AR
A" B,
AR
VAR, . =AR,
A1 B1

X

Figura 3.7 — Deslocamento relativo de translag¢do e de rotacdo entre dois pontos que
pertencem ao mesmo corpo rigido.
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Na figura 3.7 representam-se as translagdes 4,24, ¢ B> B, seguidas de uma
rotacdo B, B;. Neste caso, coexistem os movimentos de translacdo e de rotagdo,
verificando-se que,

AR, =AR, +AR,, (3.15)

em que AR, e AR, , representam, respectivamente, as componentes de translagdo e
de rotacao.
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3.4. METODOS DE ANALISE DE POSICAO E DESLOCAMENTO

Sdo trés as principais metodologias que permitem analisar e estudar a posi¢ao e o
deslocamento nos mecanismos, a saber: os métodos analiticos, os métodos graficos e
os métodos computacionais.

Os métodos analiticos baseiam-se, essencialmente, na deducdo de expressoes
analiticas que traduzem a posicdo e configuracdo geométrica dos mecanismos. Para
geometrias simples, ¢ uma vez estabelecidas as equagdes dos deslocamentos dos
Varios corpos que constituem os mecanismos, ¢ exequivel a andlise para um numero
elevado de posigdes intercalares, através da utilizagdo de programas informaticos de
calculo automatico, obtendo-se, deste modo, uma aproximagdo ao funcionamento do
mecanismo em estudo. A utilizacdo dos métodos analiticos torna-se imprescindivel
quando a analise de um mecanismo exige o estudo de varias fases do seu movimento.
Estes métodos, para além de serem mais precisos e exactos que os métodos graficos,
apresentam ainda outra vantagem que se prende com o facto de que, uma vez
conhecidas as expressdes para a posicdo de um determinado elemento de um
mecanismo, ser possivel estudar a influéncia dos varios parametros no movimento
global produzido, tais como, as dimensdes das barras e o tipo accionamento. Este
procedimento ¢ particularmente relevante e util na sintese de mecanismos. Os
principais inconvenientes dos métodos analiticos tém a ver com a dificil detec¢ao de
eventuais erros e impossibilidade de visualizacao dos resultados obtidos em termos
do movimento global do mecanismo.

Os métodos graficos baseiam-se na interpretacdo geométrica do mecanismo em
analise e na sua posterior resolugdo grafica. Estes métodos, sdo bastante expeditos e
suficientemente rigorosos para a maioria das aplicagdes correntes, mas apresentam
como inconveniente o facto de serem validos apenas e exclusivamente para a posi¢ao
em que sdo tragados. Os métodos graficos sao usados com alguma frequéncia uma
vez que possibilitam a observar a visualizagdo do movimento do mecanismo em
estudo. Estes métodos foram, primeiramente, utilizados na andlise estatica de
sistemas mecanicos e, posteriormente, na cinematica de mecanismos. De facto, os
primeiros estudos de mecanismos baseavam-se neste métodos e utilizavam as
técnicas e equipamentos tradicionais, o que tornava os resultados algo imprecisos.
Porém, o desenvolvimento de sistemas de desenho assistido por computador trouxe,
ndo s6 um aumento no rigor do tragado, como também uma maior economia de
tempo. Deve referir-se que uma das grandes vantagens dos sistemas de desenho
assistido por computador consiste no facto de ndo necessitarem de um factor de
escala, uma vez que o limite fisico da area de desenho €, teoricamente, infinito. Por
outro lado, com a utilizacdo destes sistemas auxiliares de desenho minimizam-se os
erros de execucao e de leitura na analise grafica. Com efeito, a grande utilidade dos
métodos graficos resume-se ao estudo de casos particulares, sendo, no entanto assaz
trabalhosos € morosos na analise de mecanismos. Uma outra desvantagem da andlise
grafica prende-se com a falta de exactiddo. Por esta razdo, neste trabalho, da-se
particular aten¢ao aos métodos analiticos, ndo deixando, todavia, de apresentar os
métodos graficos sempre que se entender oportuno e pertinente.

A andlise cinematica de mecanismos pode ainda ser levada a cabo com o auxilio
de programas computacionais especialmente desenvolvidos para este propodsito, os
quais se baseiam em solugdes obtidas por aproximagdes sucessivas. Uma vez que
estas solucdes resultam da aplicagdo de métodos numéricos, os resultados obtidos
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sdao sempre aproximados, € cujo grau de aproximagao e exactidao depende de varios
factores, tais como o método de integragﬁo40, o intervalo de integragdo, entre outros.
Intervalos de integracdo pequenos originam maior exactiddo nos resultados, no
entanto, prejudicam o tempo de processamento.

Identificagao do
mecanismo

7 Construgéo grafica | _ .
y do mecanismo .

’, AY

/ Definicdo das \
' propriedades \

Y \

Analise do
mecanismo

1
1
1
!
1
! Programa
 computacional y
|
1
1
1
\
\

Visualizagdo dos
resultados

Teste/aferiagdo
dos resultados

Fim da analise

Figura 3.8 — Fluxograma basico que evidencia os varios passos a seguir nos diversos
programas computacionais dedicados a analise de mecanismos.

Nos ultimos anos, as aplicacdes informaticas especificamente dedicadas ao estudo
cinematico e dindmico de mecanismos sao uma realidade no panorama industrial
mundial, com especial destaque nos sectores da metalomecénica e da robdtica. Estes
programas permitem ao projectista simular (desenhar, avaliar e visualizar) o
movimento de um dado mecanismo, sem necessidade de recorrer a construgao de um
protétipo fisico. De facto, sdo inimeras as vantagens inerentes a utilizagdo destes
programas, das quais se destacam a criagdo de modelos virtuais, a possibilidade de
observar a funcionalidade e operabilidade dos componentes, a flexibilidade e

4 . o ~ ’ . . S ’
% Os métodos numéricos de uso corrente sio: 0 método de Euler mais simples e rapido e o método de
Kutta-Merson mais exacto ¢ mais lento.
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facilidade de processamento de informagdo, a economia de materiais, de tempo e,
consequentemente, de dinheiro, e o facil conhecimento dos esforcos envolvidos no
movimento dos mecanismos tendo em vista o posterior dimensionamento de seus
componentes.

Os passos a seguir na analise de mecanismos nao diferem muito de programa para
programa. Assim, desde a constru¢do do modelo virtual até a visualizacdo do
movimento do mecanismo, podem resumir-se as seguintes etapas,

- Definir a geometria de cada um dos elementos que compdem o mecanismo;

- Caracterizar o tipo de ligacdo entre os varios elementos;

- Introduzir as caracteristicas fisicas dos componentes;

- Especificar os actuadores e o tipo de gerador de movimento;

- Analisar o mecanismo (cinematica e/ou dindmica);

- Visualizar o movimento global do mecanismo.

A figura 3.8 apresenta os passos anteriormente apresentados sob a forma de um
fluxograma. Obviamente que cada programa computacional dedicado a andlise de
mecanismos contém as suas particularidades e especificidades que os caracterizam e
diferenciam.
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3.5. METODOS ANALITICOS

3.5.1. Método Algébrico

O método algébrico consiste, essencialmente, na deducdo de expressdes analiticas
que traduzem a posi¢dao de um determinado corpo ou ponto de um corpo, em fungao
da configuracdo geométrica do mecanismo e do tipo de accionamento.

Considere-se 0 mecanismo biela-manivela representado na figura 3.9, em relagao
ao qual se pretende deduzir uma equagdo que expresse, em cada instante, a posi¢ao
do pistdo ou corredica, ou seja, a posi¢do do ponto C. O ponto C representa o centro
de massa ou centro de gravidade do pistdo. No presente estudo, considera-se que a
manivela ¢ o érgdo motor e roda em torno do ponto 4 com velocidade constante, ou
seja, h=ant. Os comprimentos das barras 1, 2, e 3 sdo representados por 7, 1, € 73,
respectivamente. Note-se que 7, € variavel com o tempo, enquanto que 7, € 73 sdo
constantes. As posi¢des angulares das barras 1, 2 e 3 sdo, respectivamente, &), & e
65, em que, no presente caso, ¢ ¢ nulo, ao passo que 6 e & variam com o tempo.

A

U

ry

»|
=1
Figura 3.9 — Representagdo esquemdtica do mecanismo biela-manivela.

Atendendo a geometria da figura 3.9 pode escrever-se a seguinte expressao para a
posi¢ao do ponto C,

r,=AC=A4AD+DC (3.16)
ou ainda,
1, = ry,cos0, + r,cos0, (3.17)

Uma vez que o mecanismo biela-manivela tem apenas um grau de liberdade, as
variaveis 6 e 65 ndo sdo independentes, pelo que uma delas deve ser expressa em
funcdo da outra. Com efeito, ainda da figura 3.9 observa-se que,

BD = r,senf, = r,sen0, (3.18)

A equagdo (3.18) nao ¢ mais do que a lei dos senos aplicada ao tridngulo ABC, a
qual pode ser reescrita como,

sen0, = r—zsenﬁz (3.19)

s
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Substituindo a equacao (3.19) na lei fundamental da trigonometria vem que,

2

cosO, = 1—}’—2256112492 (3.20)

&

Entdo, introduzindo, agora, a equagdo (3.20) em (3.17) obtém-se uma expressao
que traduz a posicdo do ponto C em funcdo da posi¢do angular da manivela e dos
comprimentos da manivela e da biela,

2
n =r,cos0, +1, {1 —%senzﬁ2 (3.21)
73

Porém, como é=wmxt, a equagdo (3.21) pode ser reescrita como,

1 = 1,c08,t + A1 — 1) sen’ wt (3.22)

Com efeito, a equagdo (3.22) permite calcular, em cada instante, a posi¢ao do
pistdo em funcdo das caracteristicas geométricas do mecanismo biela-manivela.
Deste modo, as caracteristicas cinematicas da velocidade e aceleracdo do pistdao
podem facilmente ser obtidas por derivacdes sucessivas da equagdo (3.22) em ordem
ao tempo.

No sentido de simplificar a obtencdo destas derivadas pode efectuar-se uma
simplificacdo matemadtica conducente a uma solu¢do mais simples, perceptivel e
ainda com suficiente exactiddo. Com efeito, nos mecanismos biela-manivela de uso
corrente, o comprimento da biela ¢, em geral, cerca de trés a quatro vezes superior ao
da manivela, ou seja,

n_l (3.23)
r, 4
€, consequentemente,
1y sen’m,t < 1 (3.24)

r 16

Por outro lado, da analise matemadtica sabe-se que qualquer expressao do tipo
v1—¢&, pode ser desenvolvida numa série de poténcias do seguinte modo,

\/1—5:1—2—‘9——... (3.25)

Porém, para ¢=),, o terceiro termo € igual a Y5, pelo que este termo e os
seguintes podem ser desprezados, sendo usualmente aceitavel o erro associado a esta

simplificagdo. Com efeito, a equacao (3.22) pode ser substituida por,

2 2
r, sen”w,t

1, =1,COSt + 1y — (3.26)

&

O primeiro termo do segundo membro da equagdo (3.26) € AD, o segundo termo ¢
BC e o terceiro termo €, aproximadamente, a diferenca entre BC e DB, como se pode
observar na figura 3.9.
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3.5.2. Método da Notacao Complexa

Este método consiste na substitui¢do da cada corpo do mecanismo em andlise por
um vector posicdo equivalente, adicionando-os depois ao longo de uma cadeia
cinematica fechada. A equacdo ou equagdes dai resultantes sdo, entdo, escritas em
notagdo complexa. O estudo €, portanto, feito no espago complexo. Na figura 3.10, o
vector R representa um numero complexo, o qual pode ser expresso por,

R=r"+ir’ (3.27)

em que » e 7’ representam, respectivamente, a parte real e a parte imaginaria. A
quantidade i representa a unidade imaginaria tal que i =~+/—1.

[ >

X
Figura 3.10 — Espaco complexo.
O modulo ou valor absoluto do vector R ¢ dado por,

r=~Ar) +) (3.28)

O vector R pode ser escrito em notagdo complexa e coordenadas polares como,

R =rcosf + irsent (3.29)
ou ainda,
R = r(cosO + isend) = re” (3.30)
Das séries numéricas de MacLaurin sabe-se que,
2 -n3 4 N5 6 -n7
ot —14ig- 0100107 010 (3.31)
2030 4 51 6 7
2 4 6
cosd = —0—+9——0—+... (3.32)
20 4 o
.n3 . N5 .n7
isen@zi@—ﬁ+i—i+... (3.33)
35

Observe-se que a primeira série € igual a soma das segunda e terceira séries.

A figura 3.11 ilustra o mecanismo biela-manivela em que as respectivas barras
estdo representadas por vectores posi¢ao equivalentes, os quais formam uma cadeia
cinematica fechada. Assim, somando estes vectores pode ser escrita a seguinte
equagado vectorial,

R,+R,-R, =0 (3.34)
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Figura 3.11 — Representagdo vectorial do mecanismo biela-manivela.
Em notagdo complexa a equagdo (3.34) pode ser reescrita como,
re” +re” —re” =0 (3.35)

em que, na presente situacao r,, 3, 6 € 6 sdo parametros conhecidos a partida.
Pelas séries de MacLaurin, pode escrever-se,

1, (cosl, +isenl,) + r;(cosO, + isend,) —r,(cost, +isend,) =0 (3.36)
Separando, agora, as partes real e imagindria tem-se, respectivamente,

r,cos0, + r,cos0, —r,cost, =0 (3.37)

r,sent, + rysenl, — r,sent, =0 (3.38)

Como cos@=1 e sen6=0, resolvendo em simultaneo as equacdes (3.37) e (3.38)
em ordem a & e | obtém-se,

0, = arcsen[— MJ (3.39)
£
v, =r1,c080, + 1, cos{arcsen(— MH (3.40)
£
Por outro lado, como,

2 2

arcsen[— MJ = arcos\/l - [— L}Z(%J (3.41)
£ £

entdo, a equagdo (3.40) pode ser reescrita da seguinte forma,

1, =1,c080, + /1y — 15 sen’0), (3.42)

A equacgdo (3.42) é, como seria de esperar, exactamente igual a equagdo (3.21)
obtida pelo método algébrico, evidenciando, deste modo, a importancia e utilidade da
notacao complexa.

3.5.3. Método da Notacao Matricial

Neste método, tal como no método da notagdo complexa, cada um dos elementos
que constitui mecanismo em analise ¢ substituido por um vector posicao equivalente
de modo a obter-se uma cadeia cinematica fechada. A semelhanca das anteriores,
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nesta seccao pretende-se obter expressdoes que traduzam a posicdo do pistdo do
mecanismo biela-manivela ilustrado na figura 3.12.

A

Y

Figura 3.12 — Representagdo vectorial do mecanismo biela-manivela.

Uma vez estabelecida a cadeia cinematica do mecanismo biecla-manivela, os
vectores por ela formados devem ser projectados nas direccdes X e Y, obtendo-se,
respectivamente, as seguintes expressoes,

r,cos0, + r,cos0, —r, =0 (3.43)
r,sen, —r;senf; =0 (3.44)

Na presente situacdo, admite-se que o 6rgao motor ¢ a manivela, sendo por isso,
conhecido o valor de 6. Como os comprimentos das barras sdo também conhecidos
a priori, as incognitas das equagdes (3.43) e (3.44) sdo & e r;. Assim, resolvendo
simultaneamente as equacdes (3.43) e (3.44) vem que,

0, = arcsen nsent, (3.45)
&
r,sen0,
r, =1, co0s0, + 1, cos| arcsen| ———= (3.46)

s

Deve notar-se que as equacoes (3.45) e (3.46), sdo iguais as obtidas anteriormente
pelos métodos algébrico e da notagdo complexa.

No presente exemplo, ndo € possivel, nem necessario, escrever as equagdes (3.43)
e (3.44) na forma matricial. No entanto, caso tal fosse possivel, em termos gerais, a
forma matricial pode ser escrita do seguinte modo,

Ax=c (3.47)

Em que, a matriz A contém os coeficientes do sistema, ¢ contém os termos
independentes e x representa o vector que contém as incognitas. A equagdo (3.47)
representa um sistema de equagdes lineares, cuja solu¢do pode obter-se recorrendo,
por exemplo, & regra de Cramer*'. Assim, um sistema de equagdes de dimensdo dois
pode ser escrito como,

*! Para matrizes com menos de quatro equagdes é conveniente utilizar a regra de Cramer. Porém, para
matrizes de dimensao superior, esta regra torna-se lenta na resolugdo de sistemas, pelo que se deve
usar outro método, como, por exemplo, o método de eliminacdo de Gauss.
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a a X C
e
ay Ay ||X G

cuja solucdo ¢ dada por,

= clazzl_)czalz (3.49)
X, = % (3.50)

em que o determinante D ¢ calculado como,
D =a,a,, —aya,, (3.51)

O método na notacdo matricial € particularmente 1til no célculo das velocidades e
aceleragdes, uma vez que a matriz dos coeficientes ¢ igual para os dois calculos.

3.5.4. Método da Decomposicao do Movimento

No espago bidimensional, um corpo pode descrever trés tipos de movimento, a
saber: movimento de translagdo, movimento de rotagdo e movimento geral ou misto.

O movimento ¢ de translacdo quando todos os pontos de um corpo descrevem
trajectorias paralelas de tal modo que as linhas que unem dois quaisquer pontos do
corpo permanecem sempre paralelas em relagcdo as posi¢des iniciais. A figura 3.13a
ilustra 0 movimento plano de translagao curvilinea.

O movimento ¢ de rotacdo em torno de eixo quando todos os pontos descrevem
trajectorias circulares em torno de uma recta designada eixo de rotagdao. Na figura
3.13b mostra-se 0 movimento de rotacao.

(a) (b)
Figura 3.13 — (a) Movimento de translacdo; (b) Movimento de rotagdo.

O movimento ¢ denominado geral ou misto quando existem em simultdneo as
propriedades associadas aos movimentos de translacdo e de rotagdo. O movimento
plano geral de um corpo pode sempre ser considerado como a combinagdo de um
movimento de translagdo com um movimento de rota¢do. Esta decomposi¢do do
movimento geral traduz a lei de Chasles.

A figura 3.14 ilustra um exemplo de um corpo que descreve um movimento geral,
o qual consiste numa barra cujos extremos se deslocam ao longo de uma guia
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horizontal e outra vertical. Este movimento geral pode ser decomposto e substituido
pela soma de uma translacdo na direc¢@o horizontal e de uma rotacdo em torno de 4,
como ilustra a figura 3.14. Em alternativa, o0 movimento geral pode ser substituido
pela soma de uma translagcdo na direccao vertical e de uma rotagdo em torno do eixo
que passo pelo ponto B.

B; B B

N

VB+
!

__________ —_ _\)A_> A A
! Va Va
Movimento geral ou misto = translagao + rotagédo

Figura 3.14 — Exemplo do movimento plano geral ou misto.

A maior parte dos mecanismos que se podem encontrar consta ndo de um, mas
sim de varios elementos em movimento. Quando tais eclementos se encontram
articulados, isto ¢, constrangidos por juntas cinemadticas, o estudo pode ser feito a
cada corpo separadamente sem, contudo, esquecer que oS pontos comuns a Varios
elementos devem ter as mesmas caracteristicas cinematicas.

No caso particular do mecanismo biela-manivela, podem ser observados os trés
tipos de movimento plano anteriormente apresentados. Assim, a manivela descreve
um movimento de rotagdo, o pistao efectua um movimento de translacao rectilinea e
a biela descreve movimento geral ou misto. Este movimento, pode ser facilmente
estudado se for decomposto como a soma de uma translagao e uma rotagao.

Deve referir-se que o método da decomposi¢do do movimento € particularmente
util e interessante no estudo cinematico de mecanismos planos, especialmente no que
diz respeito ao calculo das velocidades e das aceleragdes.
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3.6. METODOS GRAFICOS

Os métodos graficos consistem na representagdo geométrica do mecanismo em
analise na posi¢do, ou posi¢des, de maior interesse para o seu estudo cinematico. A
aplicacdo mais corrente e pratica dos métodos graficos ¢ na determinagdo das
velocidades e aceleragdes utilizando, nomeadamente, os métodos que se baseiam na
construcao grafica dos poligonos de velocidades e aceleragdes. Estes dois métodos
tém como base a resolugdo grafica de equagdes vectoriais.

Em seguida ¢ apresentada, a titulo de exemplo, uma aplicacdo pratica do célculo
grafico na analise da posi¢ao do mecanismo biela-manivela ilustrado na figura 3.15a.
O problema relativo a analise de posi¢do consiste na determinacao dos valores de
todas as variaveis que caracterizam a configuracdo geométrica do mecanismo, sendo
conhecidos os comprimentos das barras e os valores das variaveis independentes, as
quais sdo escolhidas para representar os graus de liberdade do mecanismo. No
presente caso, admite-se que a corredica ¢ o érgao motor, sendo, por isso, conhecida
a partida a posi¢ao do ponto C, R;. A questdo que se coloca ¢ a de saber qual o valor
dos angulos & e 6, isto €, quais as direcgdes da manivela e da biela, representadas
pelos vectores Ry, R3, R’; e R’;. Assim, a equacdo vectorial que representa este caso
pode ser escrita como,

%A% Vo vo

R, =R,+R 3.52
1 2T Ry

Esta equagdo vectorial tem duas solucdes, que estdo representadas graficamente
na figura 3.15b, e em relacdo as quais correspondem diferentes configuragdes do
mecanismo, isto €, ha duas maneiras possiveis de associar a manivela e a biela para
uma mesma posic¢ao do pistdo ou ponto C, sendo ambas validas.

(@) (b)

Figura 3.15 — Andlise grafica do mecanismo biela-manivela.
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3.7. ANALISE DE POSICAO DE MECANISMOS ELEMENTARES

3.7.1. Mecanismo de Quatro Barras

A figura 3.16 ilustra um mecanismo de quatro barras em relacdo ao qual se
pretende efectuar a analise de posi¢ao dos seus elementos. Ainda na mesma figura
estdo representados os vectores que formam a cadeia cinematica equivalente.

Figura 3.16 — Mecanismo de quatro barras.

A cadeia cinematica relativa ao mecanismo de quatro barras pode ser expressa
pela seguinte equagao vectorial,

R, +R,+R,+R, =0 (3.53)

ou ainda em notacdo complexa,

i0,

i0,
ne’ +re

0,

+re” +r,e™ =0 (3.54)

Utilizando a férmula de Euler e separando as partes real e imaginaria, a equagao
(3.54) pode ser reescrita da seguinte forma,

rcos0, + ry,cos0, + r,cos0, + r,cos0, =0 (3.55)
r,senl, + r,senl, + r,sent; + r,send, =0 (3.56)

Na andlise de posi¢do do mecanismo de quatro barras representado na figura 3.16,
os comprimentos das barras 7y, 7, 3 € r4 sdo conhecidos, consistindo o problema em
determinar os valores dos angulos & e 6, sendo dado o valor de & relativo a posi¢do
angular da manivela que ¢ considerada como sendo o elemento motor. Este caso
corresponde a solu¢do de equacdes vectoriais em que as direcgdes de dois vectores
diferentes sdo desconhecidas, a que correspondem duas solugdes distintas e que estdo
ilustradas na figura 3.17.

Em alternativa a resolugdo grafica apresentada, podem usar-se as equagdes (3.55)
e (3.56), as quais constituem um sistema de duas equacdes a duas incognitas, & e 6;.
Este sistema ¢, contudo, transcendente nao havendo, por isso, solugdo analitica, pelo
que ¢ necessario recorrer a métodos numeéricos iterativos para obter as solucdes, ou
solucdes suficientemente proximas.
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(@) (b)

Figura 3.17 — Andlise grdfica do mecanismo de quatro barras.

Em seguida ¢ apresentada uma metodologia alternativa que conduz a obtencao
dos valores de & e 6. Assim, considere-se, por simplicidade e comodidade, a
existéncia de um vector auxiliar, Ry, que representa a diagonal principal do
mecanismo de quatro barras, o qual une o ponto D ao ponto B, como ilustra a figura
3.16. Este vector auxiliar pode ser expresso por,

R, =R, +R, (3.57)
ou, na forma polar complexa,
e’ =re” +re™ (3.58)
ou ainda,
r,cos0, = r,cos0, + r,cos0, (3.59)
r,senl, = r,send, + r,sen0, (3.60)

Atendendo a que 6,=180°, as equagdes (3.59) e (3.60) podem ser simplificadas da
seguinte forma,

r,co0s0, = —r, + r,cos0, (3.61)
r,senl, = r,sent, (3.62)

Elevando ao quadrado ambas equacdes (3.61) e (3.62) e somando-as, membro a
membro, resulta que,

r; =1 +15 —2nrcos0, (3.63)

Por outro lado, da equagdo (3.62) vem directamente que,

0, = arcsen[i sen@zJ (3.64)

Ta

Deve referir-se que as equagdes (3.63) e (3.64) traduzem, respectivamente, a
aplicacao das leis dos cosenos e dos senos ao tridngulo ABD.
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O vector R; pode também ser expresso como,
R, =R, +R, (3.65)
ou seja,
e’ =re” +re (3.66)
Dividindo a equagéo (3.66) por ¢ vem que,

V) =gy e (3.67)

rd
Separando as partes real e imaginaria e rearranjando os termos resulta em,
r,cos(0, —6,) =r,cos(0, —0,)—r, (3.68)
r,sen(0, — 60,) =r,sen(0, - 0,) (3.69)
Elevando ao quadrado ambas a equagdes e adicionando o resultado vem que,
vl =1l +r —2nr,cos(6, - 6,) (3.70)

Resolvendo a equacao (3.70) em ordem a & resulta,

2 2 2
6, =0, F arcos IR (3.71)
Tals
Procedendo de modo analogo, o valor do angulo &, ¢ dado por,
2 2 2
0, =0, +arcos 71 N3 3.72
4 d

rr,

Com efeito, as equagdes (3.71) e (3.72) permitem calcular as posi¢des angulares
das barras 3 e 4 do mecanismo de quatro barras.

3.7.2. Mecanismo de Corredica

Na figura 3.18a esta representado um mecanismo de quatro barras em que existe
uma corredica entre as barras 3 e 4. Este mecanismo ¢, por isso, chamado mecanismo
de corredica. Na verdade trata-se de um mecanismo do tipo biela-manivela em que
manivela esta fixa, ao passo que a barra anteriormente fixa pode rodar. Este tipo de
mecanismo foi muito utilizado em motores de combustdo interna nos primordios da
industria aeroespacial, sendo conhecidos como motores rotativos porque os cilindros
rodam em relacdo a manivela que estd fixa. Este mecanismo ¢ também um
mecanismo de retorno rapido.

A figura 3.18b ilustra o sistema equivalente ao mecanismo de corredica em que
cada barra foi substituida pelo respectivo vector posicao.

Da analise geométrica da figura 3.18b pode escrever-se a seguinte equacio
vectorial,

R, +R,-R, =0 (3.73)
ou ainda,

re” +re” —re’ =0 (3.74)
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(a) (b)

Figura 3.18 — (a) Mecanismo de corredica; (b) Representagdo vectorial equivalente.

Utilizando a formula de Euler e separando as partes real e imaginaria vem que,
rcost, + r,cos0, —r,cos0, =0 (3.75)
rsend, + r,sent, —r,send, =0 (3.76)

Admitindo que a barra 2 ¢ o 6érgao motor, o valor de & ¢, por isso, conhecido a
partida. Uma vez que os comprimentos das barras 1 e 2 sdo também conhecidos, as
incognitas das equagdes (3.75) e (3.76) sdo r4 € 6.

Assim, o valor de € pode facilmente ser obtido dividindo a equagdo (3.76) pela
equacado (3.75), resultando em,

r.sent, + r,sen0,

0, =arctg (3.77)

r,cosf, + r,cos0,

Como, na presente situacdo o valor de &, ¢ igual a 180°, a equagdo (3.77) pode ser
simplificada do seguinte modo,

r,sen0,

0, =arctg (3.78)

r,cos0, — 1,
Substituindo, agora, o valor de 63 dado pela equacao (3.78) na equacdo (3.75), e

resolvendo esta em ordem a 4 vem que,

r,send, —r,

r,sent, ]

r,cos0, —r,

(3.79)

7, =

cos[arctg

3.7.3. Mecanismo Biela-Manivela com Excentricidade

A figura 3.19 ilustra um mecanismo do tipo biela-manivela, no qual existe uma
excentricidade entre o eixo de rotagdo da manivela e o eixo que define a direc¢cdo de
translacdo da corredica. Ainda na mesma figura, as barras estdo substituidas pelos
respectivos vectores posicdo equivalentes formando uma cadeia cinematica fechada.
Uma particularidade deste mecanismo ¢ a diferenga de tempo entre os movimentos
de avanco e de recuo, sendo, por isso, usado como mecanismo de retorno rapido.
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2Ll

Figura 3.19 — Mecanismo biela-manivela com excentricidade.

Analisando a geometria da figura 3.19 ¢ valida a seguinte equagao vectorial,
R,+R,-R,-R; =0 (3.80)
ou, na forma polar complexa,

0,

i0 17 i0
re” +re’t —ne” —ne™ =0 (3.81)

Utilizando a equacdo de Euler e separando as partes real e imaginaria, a equacao
(3.81) resulta em,

rcost, + r,cos0, — r,cos0, — r,cost; =0 (3.82)
rsend, +r,senl, — r,send, —r,senf, =0 (3.83)
Atendendo a que £,=270° e £,=0°, das equacgdes (3.82) e (3.83) vem que,
r, —ry,cos0, —r,cos0, =0 (3.84)
—r —r,senl, —r,sent; =0 (3.85)

Por outro lado, como a manivela é o elemento motor, o valor de & ¢ conhecido a
priori, pelo que as equagdes (3.84) e (3.85) devem ser resolvidas em ordem as
incognitas 6; e r4, ou seja,

0, = arcsen[— wj (3.86)
&
¥ + r,sent,
r, = ry,cos0, + rycos| arcsen| ——————= (3.87)
3

3.7.4. Mecanismo Biela-Manivela Invertido

A figura 3.20 mostra um mecanismo do tipo biela-manivela invertido. Este tipo de
inversdo do mecanismo biela-manivela ¢ utilizado em bombas manuais usadas para
retirar 4gua de pocos. No sentido de definir uma cadeia cinemadtica fechada,
consideram-se os vectores R;, Ry, R; e Ry, tal como se ilustra na figura 3.20, em que
R; tem a mesma direc¢do da velocidade da corredica e R4 € perpendicular a esta
direc¢do. Assim, pode escrever-se que,

R,-R -R,-R,=0 (3.88)
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ou na forma polar complexa,
re” —re” —re” —re” =0 (3.89)
e em que,

(3.90)

Figura 3.20 — Mecanismo biela-manivela invertido.

Utilizando a equagao de Euler separando as partes real e imaginaria, da equagao
(3.89) resulta que,

r,cos0, —r,cos0, —r,cos0, —r,cos0, =0 (3.91)
r,sent), — r,senl, — r,sent, —r,send, =0 (3.92)

Na andlise de posi¢do deste mecanismo, as equagdes (3.90)-(3.92) devem ser
verificadas em cada instante. Neste caso, o vector R; permanece constante, quer em
modulo, quer em direc¢do, os vectores R, e R4 sdo constantes em mddulo e o vector
R; varia, tanto em modulo, como em direc¢dao. Pode, portanto, observar-se que os
valores de 7y, 2, 14, 6) € 64 sdo conhecidos a partida.

Com efeito, se 0 mecanismo for accionado pela manivela, isto €, € ¢ dado, entdo
as equacodes (3.90)-(3.92) devem ser resolvidas para & e r3. Por outro lado, quando
65 for conhecido, entdo as equagdes referidas devem ser resolvidas para & e r; em
funcdo de 6. Finalmente, se r; for dado, as equagdes (3.90)-(3.92) tém de ser
resolvidas com o intuito de calcular 6 e 6. Na figura 3.21 estdo representadas as
possiveis solu¢des quando &; e r3 sdo dados.

Com efeito, admitindo que a manivela ¢ o 6rgao motor, ou seja, & ¢ dado, entao
substituindo a equacdo (3.90) nas equagdes (3.91) e (3.92) e isolando os termos que
contém & no segundo membro vem que,

r,cos0, — r,cosO, = r,cosl, —r,sen, (3.93)
r,senl, —r,sen, = r,sent; —r,cos0, (3.94)

Elevando ambas as equagdes ao quadrado, somando-as e resolvendo em ordem a
r3 resulta que,

= \/ 1+ =1 = 2nr,(cos,cosO, + senf,send,) (3.95)
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Deve notar-se que, caso o argumento da raiz quadrada seja negativo, r3 tem
solugdo complexa, o que significa que para o valor de & especificado ndo ¢ possivel
associar as barras com os comprimentos dados.

Substituindo, agora, os valores de cosé; e sené; na equacao (3.93) pelas relagdes
trigonométricas de semi-angulos, vem que,

a(l+1)—r,(1-£)-r,(2t)=0 (3.96)
em que,
a = r,cos0, — r,cos, (3.97)
e’
t= tg% (3.98)

Rearranjando a equagdo (3.96) obtém-se,
(@a+r)t* =2rt+(a—r)=0 (3.99)

Resolvendo esta equagdo em ordem a ¢ vem que,

[2 2, 2
(PPN T (3.100)

a+r

onde f=+1. Para determinar o valor correcto do parametro f, deve, em cada instante,
ser calculado & usando a seguinte expressao,

0, =2arctg(t) (3.101)

De seguida deve substituir-se o valor de & na equagdo (3.94), em que o valor
correcto de & corresponde ao valor que verifica a igualdade de equacao (3.94).

(2)

Figura 3.21 — (a) Duas possiveis solugoes para a associa¢do das barras sendo conhecido o
valor de 6;; (b) Duas possiveis solugoes para a associagdo das barras sendo dado rs.
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Take to kinematics. It will repay you. It is more fecund
than geometry, it adds a fourth dimension to space.

Chebyshev to Sylvester

4. VELOCIDADE

4.1. DEFINICAO

Em mecéanica, a velocidade mede a rapidez com que um corpo muda de posi¢ao
ao longo do tempo. A velocidade pode ser estudada sob o ponto de vista vectorial
(direcgdo, sentido e mddulo) ou escalar. A velocidade média pode definir-se como
sendo a razdo entre um deslocamento e o intervalo de tempo necessario para efectuar
esse deslocamento. Quando o intervalo de tempo tende para zero, a velocidade
designa-se velocidade instantanea.

X

Figura 4.1 — Trajectoria de um ponto.

A figura 4.1 ilustra a trajectéria descrita por um ponto P, em que P, ¢ P»
representam duas posi¢cdes do mesmo. Assim, o deslocamento relativo entre estas
duas posi¢des pode ser expresso por,

AR,=R, -R, (4.1)

onde R, ¢ R, sdo os vectores que definem a localizagdo do ponto P no inicio e

fim do intervalo de tempo considerado. Assim, a velocidade média do ponto P,
durante o intervalo de tempo A¢, ¢ dada por,
AR
widia = (4.2)
At
A velocidade instantanea, ou simplesmente velocidade, ¢ o limite da razdo dada
pela equacgdo (4.2), isto é,

V = lim ARz 4.3)
A—0 At
ou seja,
V= R, (4.4)



ou ainda,
V=R, (4.5)

Deve notar-se que, como AR, € um vector, entdo o célculo do limite ou derivada

tem duas componentes, uma relacionada com o médulo e outra com a direccao.
Se um vector posi¢ao de um ponto for expresso em coordenadas cartesianas,

R, =rxi+ryj+rzf( (4.6)
entdo, a velocidade instantanea pode, facilmente, ser calculada como,
R, =i+~ j+k (4.7)

Na figura 4.2 esta representado um corpo rigido que descreve um movimento de
rotagdo em torno do eixo OA, ou seja, todos os pontos do corpo, tal como o ponto P,
descrevem trajectdrias circulares em torno de OA. A velocidade angular do corpo ¢
representada pelo vector m, cuja direc¢do ¢ a mesma do eixo O4 e o sentido ¢ dado
pela regra da mao direita. Designando o deslocamento angular de qualquer linha
normal ao eixo de rotacdo por Af, e o correspondente intervalo por Az, entdo, a
velocidade angular pode ser escrita como,

o= [lim & (4.8)
At—0 At
ou seja,
do
oW=— 4.9
7 (4.9)
ou ainda,
=0 (4.10)
A
Y rsend
®
P
r”_ \ A
R
\Y
0 :
(0] X g

Figura 4.2 — Movimento de rotagdo.

Admitindo que o eixo de rotagdo ¢ fixo, entdo o vector R define a posicdo de um
ponto P solidario com o corpo. Considerando o vector que resulta do produto externo
xR, cujo mddulo é wrsendem que O representa o angulo formado pelos vectores ®
e R, e cuja direccdo ¢ tangente a trajectéria em P, entdo, a velocidade do ponto P
pode ser calculada como,
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V=0oxR (4.11)

A equacao (4.11) representa, portanto, a velocidade linear de um ponto que
pertence a um corpo rigido que roda em torno de um eixo fixo.
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4.2. MOVIMENTO CURVILINEO

Nos mecanismos de uso corrente, os pontos dos corpos estdo, de uma forma geral,
constrangidos de tal modo que descrevem movimentos conhecidos, tal como por
exemplo, o movimento de rotacdo e 0 movimento de translacdo rectilinea.

B

Figura 4.3 — Mecanismo biela-manivela.

Na figura 4.3 os pontos do corpo 2 descrevem trajectérias circulares, ao passo que
os pontos de corpo 4 descrevem trajectorias rectilineas. No entanto, os pontos que
pertencem ao corpo 3 descrevem um movimento curvilineo geral, o qual apresenta as
propriedades dos movimentos de rotagdo e de translagao.

Figura 4.4 — Movimento curvilineo.

Na figura 4.4 representa-se um ponto P que descreve uma trajectdria curvilinea. O
deslocamento descrito por este ponto, ao longo da trajectoria P;—=> P, é dado por AS.
Simultaneamente, o vector posigdo ¢ alterado de R para R+AR e descreve também
um movimento de rotagdo cuja amplitude ¢ igual a A@. Por isso, o deslocamento total
efectuado pelo ponto P ¢ igual a soma do deslocamento na direc¢do radial com o
deslocamento na direc¢do tangencial, ou seja,

AS =i+ rA G (4.12)

A

em que » ¢ o médulo do vector R e r e t representam os vectores unitarios das

direcgdes radial e tangencial. O vector t obtém-se rodando o vector ¥ de um angulo
igual a 90° no sentido directo. O vector r ¢é o vector unitario na direcgdo radial, isto

104 CINEMATICA DE MECANISMOS



¢, representa a direc¢do na qual o ponto P se deslocaria caso o vector R variasse ¢ ¢

permanecesse constante, a0 passo que o vector t ¢ o vector unitario na direcgdo
tangencial, isto €, representa a direc¢do na qual o ponto P se deslocaria caso &
variasse ¢ R permanecesse constante.

A velocidade linear do ponto P ¢ dada pela variagdo instantdnea da posi¢cdo em
relacdo ao tempo,

V= lim 25 - Zim(inﬁfj (4.13)
At—0 Al‘ At—0 Al‘ A[
ou seja,
vy, 9% (4.14)
dt dt

ou ainda,

LS (4.15)
dt

emque w=60=149,.
Usando o produto vectorial, a equacao (4.15) pode ser reescrita como,
dr .
V=—r+moxR (4.16)
dt
O movimento curvilineo pode ainda ser estudado de uma outra forma que se
apresenta de seguida. A figura 4.5 ilustra um ponto em trajectéria curvilinea. Ainda
na mesma figura estdo representados os vectores unitirios associados aos eixos
coordenados X e Y, bem como os vectores unitarios relativos as direcgdes radial e
tangencial do movimento do ponto P.

y \
Y
v
Vt
R X5 V.
N 0
t : .
i X

Figura 4.5 — Movimento curvilineo geral.

O vector posi¢ao do ponto P ¢ dado por,

R =rf (4.17)
A velocidade do ponto P obtém-se derivando a equagao (4.17), isto &,
dR
= 4.18
% (4.18)
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ou seja,

V=£f'+r£ (4.19)
dt dt
Por outro lado, da andlise da figura 4.5 vem que,
i =icos6+ jsen@ (4.20)
t=—isend+ jcos&’ (4.21)
Entao,
ar = —isen Qﬁ + jcos&’d—e (4.22)
dt dt dt
ou seja,
dr : 2 do
— =\|—isenf+ jcosO 4.23
dr ( ! )E (4.23)
ou ainda,
ar_;d0 (4.24)
dt dt
Assim, substituindo a equacao (4.24) na equagao (4.19) resulta que,
v, 4% (4.25)
dt dt
ou ainda,
L (4.26)
dt

Esta equagdo ¢ igual a equagdo (4.15), em que os dois termos do segundo membro
representam, respectivamente, as componentes radial e tangencial da velocidade do
ponto P, como se ilustra na figura 4.5.
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4.3. VELOCIDADE DE UM PONTO NUM SISTEMA MOVEL

Ao analisar os movimentos dos varios elementos que constituem os mecanismos,
¢, muitas vezes, necessario e conveniente descrever o movimento de um ponto que se
move relativamente a um sistema de referéncia mével. Na figura 4.6, o movimento
do ponto P em relagdo ao sistema de coordenadas xyz é conhecido. Este sistema de
coordenadas move-se relativamente ao sistema de coordenadas fixo XYZ.

z

Figura 4.6 — Movimento de um ponto num sistema referencial movel.

A posicao do ponto P em relacao ao sistema de coordenadas XYZ ¢ dado por,
R,=R,+R (4.27)

em que Ry representa o vector posi¢do da origem do sistema de coordenadas mével e
R ¢ o vector posi¢dao do ponto P em relagdo a este sistema de coordenadas.
Em coordenadas cartesianas o vector R ¢é escrito como,

R=r+ ryj +r°k (4.28)

em que 7, ¥ e ¥ sdo os modulos das componentes do vector R nas direc¢des x, y € z,

A

respectivamente, i, ] e k sdo os vectores unitarios correspondentes as mesmas
direcgdes. Deve referir-se que estes vectores variam durante o movimento associado
ao sistema de referéncia moével.

A velocidade absoluta do ponto P, isto ¢, a velocidade expressa em relagdo ao
sistema de coordenadas fixo XYZ, pode obter-se derivando em ordem ao tempo a
equacdo (4.27), resultando em,

V,=R,=R,+R (4.29)
Por outro lado, derivando a equacao (4.28) em ordem ao tempo vem que,

A

R=Fi+~j+/k+r'i+rj+rk (4.30)
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em que os trés primeiros termos do segundo membro representam a velocidade do
ponto P em relacdo ao sistema de coordenadas modvel xyz, a qual pode ser, por
conveniéncia, escrita como,

V=Fi+7j+7k (4.31)

Considerem-se os trés ultimos termos do lado direito da equagdo (4.30). Assim, a
velocidade do ponto que representa o terminus de um vector R, que passa por um
ponto fixo e roda em torno deste ponto com uma velocidade w, ¢ dada por,

V=0oxR (4.32)

Por outro lado, as derivadas dos vectores unitarios podem ser expressas por,

i—axi (4.33)
j=ox] (4.34)
k = oxk (4.35)

em que o representa a velocidade angular do sistema de coordenadas moével xyz em
relacdo ao sistema de coordenadas fixo XYZ.
Utilizando as equacdes (4.33), (4.34) e (4.35), pode escrever-se que,
rxi+ryj+rzﬁ:rx(wxi)+ ry(wxj)+ rz(mxﬁ) (4.36)
ou seja,
rxi+ryj'+rzl; :u)x(rxi+ryj+r2f() (4.37)
ou ainda, usando a relagdo dada pela equagao (4.28),
r"i—i—ryji-i-rzl; =oxR (4.38)

Deve notar-se que a equagao (4.38) representa a velocidade linear de um ponto
que roda em torno de eixo fixo. Com efeito, pelo que acaba de ser exposto, a equagao
(4.30) pode ser reescrita da seguinte forma,

R=V+oxR (4.39)

e, consequentemente, a velocidade do ponto P dada pela equagdo (4.29) pode ser
expressa do seguinte modo,

V,=V,+V+oxR (4.40)
em que,
V,=R, (4.41)

e onde Vp ¢ a velocidade do ponto P expressa no sistema de coordenadas fixo XYZ,
Vo representa a velocidade linear da origem do sistema de coordenadas movel xyz
em relacdo ao sistema de coordenadas fixo XYZ, V ¢ a velocidade do ponto P em
relagdo ao sistema de coordenadas moével xyz, @ representa a velocidade angular do
sistema movel relativamente ao sistema fixo e R representa a distancia da origem do
sistema de coordenadas xyz ao ponto P.
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Uma aplicagdo do que acaba de ser exposto pode ser vista ao estudar o movimento
do mecanismo ilustrado na figura 4.7, em que a barra 2 roda com uma velocidade
angular constante @,. A velocidade do ponto B é, por isso, conhecida, a questao que
se coloca ¢ a de saber qual a velocidade do ponto C. O sistema de coordenadas fixo
XY tem a origem em A, ao passo que o sistema de coordenadas mével xy tem origem
em B. Assim, a equacao da velocidade do ponto C pode ser escrita como,

V.=V, +V+oxR (4.42)

em que V¢ € perpendicular a CD e cujo mddulo € desconhecido, Vg € perpendicular a
AB e tem modulo igual a @A4B, V ¢ um vector nulo porque o ponto C ¢ fixo em
relagdo ao sistema de coordenadas movel e xR ¢é perpendicular a BC e em que
a=a3 ¢ 0 modulo de R ¢ igual a BC. A direc¢do do vector @xR pode obter-se pela
aplicac¢ao da regra da mao direita.

A

Figura 4.7 — Aplica¢do do movimento de um ponto num sistema referencial movel.
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4.4. VELOCIDADE DE UM CORPO RiGIDO

A figura 4.8 representa um corpo rigido animado de um movimento geral, cuja
componente de rotagdo € caracterizada pela velocidade angular @ e a componente de
translagao associada, por exemplo ao ponto A4, ¢ definida pela velocidade linear V4.

Figura 4.8 — Corpo rigido animado de um movimento geral ou misto.

A posicdo do ponto B pertencente ao corpo € definida por,
R,=R,+R,, (4.43)
e a velocidade do mesmo ponto B ¢ dada por,
V,=V,+V,, (4.44)

em que V, ¢ a velocidade do ponto 4 que ¢ conhecida a partida, Vg4 € a velocidade
de B em relagdo a 4, i.e., representa a velocidade de B num sistema de coordenadas
que tem 4 como origem, ou seja,

V., =0oxR, (4.45)

Substituindo a equagdo (4.45) em (4.44) vem que,
V,=V,+oxR,, =V, +V,, (4.46)

Comparando a equacdo (4.46) com a equacdo (4.42) verifica-se que a primeira ¢
um caso particular da segunda, em que o ponto em estudo tem velocidade nula em
relacdo ao sistema movel, dado que pertence ao mesmo corpo rigido.

Da anélise da equagdo (4.46) pode também concluir-se que a velocidade relativa
de dois pontos quaisquer que pertengam ao mesmo corpo rigido ¢ dada pela diferenca
das velocidades absolutas dos mesmos, ou seja,

V., =V;-V, (4.47)

Uma aplicagdo simples e concreta do que acaba de ser exposto ¢ apresentada de
seguida. A figura 4.9 mostra um mecanismo biela-manivela, em que a velocidade do
ponto B ¢ conhecida a partida e se pretende calcular a velocidade do ponto C. Como
os pontos B e C pertencem ao mesmo corpo rigido, pode escrever-se que,

Vo=V, +V., (4.48)
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Figura 4.9 — Mecanismo biela-manivela.
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4.5. METODOS ANALITICOS

4.5.1. Método Algébrico

Considere-se 0 mecanismo biela-manivela representado na figura 4.10, em relacdo
ao qual se pretende deduzir uma expressao que permita calcular, em cada instante, a
velocidade da corredica, ou seja, a velocidade do ponto C.

A

Fe—mmmm e — -

< :I
Figura 4.10 — Representagdo esquematica do mecanismo biela-manivela.

No presente estudo, considera-se que a manivela ¢ o 6rgao motor, a qual roda em
torno de 4 com uma velocidade angular constante, isto ¢, h=ant. Da analise de
posicdo do mecanismo biela-manivela pode obter-se a seguinte expressdo para a

posicao do ponto C,
1 = 1,coS8@,t +A[1; — 1) sen’ wyt (4.49)

ou, de uma forma simplificada, isto ¢, quando r,/r;<1/4,

2 2
r, sen”@,t

1 =1,COSt + 1y — (4.50)

&

As equagoes (4.49) e (4.50) permitem calcular a posi¢cdo da corredica em fung¢do
do tempo e das caracteristicas geométricas do mecanismo biela-manivela. Assim, por
simples derivagdo destas equagdes em ordem ao tempo, ¢ possivel determinar uma
expressao que traduz a velocidade do ponto C, resultando, respectivamente,

r,senm,tcos w,t

V=R =y senayt + ——— (4.51)
\/73 — 7, sen”w,t
: r.
v =1 =—m,h (sena)zt + 2—2sen2a)ztj (4.52)
£

Deve notar-se que @pr, representa a componente tangencial da velocidade do
ponto B. De um modo anélogo, a aceleracdo da corrediga, isto €, do ponto C, podera
ser facilmente calculada por derivagdo das equagdes (4.51) e (4.52).
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4.5.2. Método da Notagdo Complexa

A figura 4.11 ilustra o mecanismo biela-manivela, em que as respectivas barras
foram substituidas por vectores posi¢do equivalentes, formando, assim, uma cadeia
cinematica fechada. Utilizando a notagdo complexa, a equacdo que traduz a cadeia
cinematica constituida pelos vectores R, R, e R; é dada por,

i0 i6 i
ne’ +re” —rne” =0 (4.53)

Figura 4.11 — Representagdo vectorial do mecanismo biela-manivela.

Derivando a equacao (4.53) em ordem ao tempo obtém-se a expressao da
velocidade da corredica, ou seja,
drz i0, 92 i0,

.d dr,
—2e" fpi—2e" +—
dt dt dt

do;

0 . an
e +ri—e” ——Le”

dt dt

Atendendo a que 72, 73 € &) sdo constantes, as respectivas derivadas sdo nulas, por
outro lado, como,

de, .,
RN =0 (4.54

do,
—2 = 4.55
" ) (4.55)
do,
— = 4.56
0 ; (4.56)
dr;
— =y 4.57
i (4.57)
entdo, a equagdo (4.54) pode ser simplificada e reescrita como,
l'lfza)ze’y2 + l’7f3a)3e”93 - vle’ﬂ1 =0 (4.58)

Utilizando, agora, a formula de Euler, vem que,
ir,w,(cos 0, +isen6,)+ ir,w,(cos 0, + isen@, ) — v,(cos 6, +isen6,)=0  (4.59)

Analisando a equagdo (4.59) observa-se que as incognitas sdo @s € v;. Assim,

atendendo a que 6,=0, separando as partes real e imaginaria e resolvendo o sistema
dai resultante em ordem as incognitas, obtém-se,

0, = - r,@,cos 0, (4.60)
r,c080,
v, = 1,0, (sen 0, - cos@ztg@) (4.61)
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O valor de & pode calcular-se utilizando a seguinte expressao, a qual se obtém da
analise de posi¢do do mesmo mecanismo,

6, = arcsen[—Mj (4.62)

£

Deve salientar-se que este método, para além da expressao da velocidade da
corredica, permite também obter uma expressdo para a velocidade angular da biela.

4.5.3. Método da Notacao Matricial

O mecanismo biela-manivela, ilustrado na figura 4.12, ¢ utilizado para demonstrar
a aplicacdo do método da notacdo matricial no calculo das velocidades. Na figura
4.12 as barras que constituem o mecanismo biela-manivela foram substituidas por
vectores posi¢ao, os quais formam uma cadeia cinematica fechada.

A

Y

Figura 4.12 — Representagdo vectorial do mecanismo biela-manivela.

Da analise de posicdo do mecanismo biela-manivela, verifica-se que projectando
os vectores R, R, e R; segundo as direc¢des X e Y, obtém-se, respectivamente,

r,cos0, + r,cos0, —r, =0 (4.63)
r,senl, —r,senf, =0 (4.64)
Derivando estas duas expressoes em ordem ao tempo resulta em,

- rz@.zsen@2 - 1393sen03 -7 =0 (4.65)
r,0,c0s0, —r,0,cos0, =0 (4.66)

Atendendo a que 0, = w,, 6, = w, e 7, = v,, estas equagdes sdo reescritas como,
— r,w,senl, — r,w,sentd; —v, =0 (4.67)
rw,cos0, — rw,cos6, =0 (4.68)

em que s € v; sdo as incognitas. Reescrevendo, as equacdes (4.67) e (4.68) na forma

matricial resulta em,
—nsent; —1||wy| |rnwsend, (4.69)
reosd, 0 ||v | |rnocosd, '

114 CINEMATICA DE MECANISMOS



A equacdo (4.69) representa um sistema de equagdes lineares do tipo Ax=c, o qual
pode ser resolvido, por exemplo, usando a regra de Cramer. Assim, por exemplo, um
sistema de equagdes lineares de dimensdo dois pode ser escrito como,

ay Ay (X2 )
cuja solucdo ¢ dada pela regra de Cramer ¢ a seguinte,

_ G4y —Gay

X = T (471)
a,,C, — ay,C
X, = % (4.72)
em que o determinante D ¢ calculado como,
D =aya,, - a,a, (4.73)

Com efeito, aplicando a regra de Cramer ao sistema representado pela equacao
(4.69) vem que,
_ 1,0,c0506,

w,=———"—"= (4.74)
r,cos 0,

b == rza)zsen(ﬁ2 + 6?3) (4.75)
cos 0,

em que & ¢ dado pela seguinte equacdo, a qual pode ser obtida pela analise de
posicdo do mecanismo biela-manivela,

0, = arcsen(—MJ (4.76)

n

Deve referir-se que, a semelhanga do método da notagdo complexa, o método da
notagdo matricial, para além da expressdo da velocidade linear da corrediga, permite
também obter uma expressao para a velocidade angular da biela.

4.5.4. Método da Decomposicio do Movimento

Um movimento denomina-se geral quando nele coexistem as caracteristicas dos
movimentos de translagdo e de rotagdo. O movimento geral, que traduz a lei de
Chasles, pode sempre ser decomposto na soma de um movimento de translagdo com
um movimento de rotagdo. Este método de andlise €, por conseguinte, denominado
método da decomposicao do movimento, o qual ¢ de seguida utilizado no estudo do
movimento do mecanismo biela-manivela como exemplo de aplicagdo, de modo a
calcular-se a velocidade da corrediga, ou seja, do ponto C.

Na figura 4.13 estd representado o mecanismo biela-manivela no qual a manivela
descreve um movimento de rotacao, a corredica efectua um movimento de translagao
rectilinea e a biela descreve um movimento geral. Na presente situacdo, considera-se
que a manivela ¢ o 6rgdo motor, e que roda com uma velocidade angular constante
igual a @».
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Assim, para o mecanismo representado na figura 4.13 sabe-se que a velocidade do
ponto B ¢ perpendicular a direc¢do 4B e que a velocidade do ponto C ¢ horizontal.
Os sentidos dos vectores Vi e V¢ estdo representados na mesma figura. Como a
manivela roda com velocidade angular constante, entdo o mddulo da velocidade do
ponto B ¢ dado por,

vy =,AB 4.77)

A _Vc N\, C >

< O >

e X
1

Figura 4.13 — Mecanismo biela-manivela em que estdo representadas as velocidades dos
pontos B e C.

Atendendo a geometria da figura 4.13, e aplicando a lei dos senos ao triangulo
ABC pode calcular-se o angulo que a biela faz com a direc¢@o horizontal, ou seja,

ABsen0, j

C (4.78)

0, = arcsen(

Uma vez que a biela descreve um movimento geral, este movimento pode ser
decomposto numa translacdo com o ponto B e numa rotacdo em torno do eixo que
passa no mesmo ponto B, como se representa na figura 4.14. Atendendo a que o
ponto B pertence simultaneamente a biela e a manivela, a sua velocidade ¢ a mesma
quer se considere o ponto pertencente a um ou outro corpo. O mesmo acontece ao
ponto C, no entanto, agora, em relacdo a biela e a corredica.

Movimento geral ou misto = translagao + rotagcdo

Figura 4.14 — Decomposi¢do do movimento geral ou misto da biela, como sendo a soma de
uma translacdo e de uma rotagado.
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A velocidade da corrediga, ou do ponto C, pode ser escrita vectorialmente como,
V.=V, +V,, (4.79)
em que o modulo de V5 € dado por,
Ve = @3BC (4.80)

Projectando, agora, a equagdo (4.79) nas direcgdes X e Y obtém-se um sistema de
duas equagdes a duas incognitas, ou seja,

— V. = —Vvysen8, — w,BCsen0, (4.81)
0=v,cos0, — w,BCcosb, (4.82)

Resolvendo este sistema em ordem a @s € v¢ vem que,

o, = 8080 (4.83)
BCcos0,
Ve =vgsenb, + ,BCsen0, (4.84)

Atendendo a que vg=anAB, =mt, AB=r,, BC=r; ¢ que & ¢ dado pela equagdo
(4.78), apos algum tratamento matematico, a equacdo (4.84) pode ser reescrita da
seguinte forma,

7,Senm,tcos w,t

Vo = —,1,| Senm,t + (4.85)

2 2 2
\/13 — 1y sen”w,t

Esta equagdo ¢, como seria de esperar, exactamente igual a expressao obtida pelo
método algébrico.

4.5.5. Método das Projeccoes das Velocidades

Um método simples e pratico que permite determinar velocidades de corpos em
movimento plano ¢ o que se baseia no teorema das projec¢des das velocidades,
segundo o qual “sdo iguais as projec¢oes das velocidades de dois quaisquer pontos
de um corpo rigido sobre a recta por eles definida”. Caso isto ndo sucedesse, o corpo
deformar-se-ia e deixaria de ser rigido, o que ¢ uma premissa deste teorema.

No mecanismo biela-manivela representado na figura 4.15, a manivela tem um
comprimento igual a r, e roda com uma velocidade angular constante igual a @,. A
biela tem comprimento r3;, sendo as posi¢des angulares da manivela e da biela
representadas por 6 e 6, respectivamente. Ainda na figura 4.15 estdo ilustrados os
vectores velocidade dos pontos B e C, cujas direcgdes e sentidos sdo conhecidos. O
angulo formando pela direccao do vector da velocidade Vg e pela direcgdo da biela é
representado por . Com efeito, da analise do mecanismo observa-se que o ponto B
tem uma velocidade cujo moédulo ¢é igual a apry, sendo a direccdo deste vector
velocidade perpendicular ao segmento AB, ao passo que o ponto C tem velocidade
cujo médulo € desconhecido e o suporte € o segmento de recta AC. Assim, de acordo
com o teorema das projecgdes das velocidades, pode escrever-se que,

Vzcosa = v.cos 0, (4.86)
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Atendendo a que,
a=90-(6,+6,) (4.87)
entdo a equacdo (4.86) pode reescrever-se como,

cos[90— (6, + 6,)]
coso,

Ve = 0,1, (4.88)

. 42
ouseja -,

V. = o1, (send, + cos 6,tg,) (4.89)

7777
1

Figura 4.15 — Mecanismo biela-manivela em que estdo representadas as velocidades dos
pontos B e C.

Deve, agora, eliminar-se a variavel 65 da equagao (4.89), pelo que aplicando a lei
dos senos ao tridngulo ABC resulta que,

sent, = 2 sen o, (4.90)
3
e, como,
190, = Se”‘932 (4.91)
1—sen”0,

entdo, apds tratamento matematico, e substituindo o valor de & por wst, a expressao
que permite calcular a velocidade linear da corredica ¢ dada por,

7,8enw,tcos w,t

Vo = —,1,| Sena,t + (4.92)

2 2 2
\/r3 —r, sen”w,t

Note-se que, a equagdo (4.92) ¢, tal como seria de esperar, exactamente igual a
expressao obtida pelos métodos apresentados anteriormente.

2 Deve relembrar-se que cos(90-y)=seny e que sen(B+p)=senfcosg+cosfsene.
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4.6. METODOS GRAFICOS

4.6.1. Método do Poligono de Velocidades

O método do poligono de velocidades baseia-se na constru¢do e resolugdo grafica
de equagdes vectoriais. Este método, aqui, ¢ aplicado ao mecanismo biela-manivela a
titulo demonstrativo. Assim, considere-se o mecanismo representado na figura 4.16,
em que a manivela ¢ 6rgdo motor que roda com uma velocidade angular constante
igual a @,. Utilizando o método do poligono de velocidades pretende-se determinar a
velocidade linear da corrediga, isto ¢, a velocidade do ponto C.

Ve

1 1

Figura 4.16 — Mecanismo biela-manivela em que estdo representadas as velocidades dos
pontos B e C.

Por defini¢do de velocidade relativa entre dois pontos que pertencem a um mesmo
corpo rigido sabe-se que para os pontos B e C ¢ valida a seguinte relacao,

Vo=V, +V_, (4.93)

em que se conhece o mddulo e a direccdo do vector V3, isto €, o mddulo ¢ igual a
anAB e direccdo ¢ perpendicular ao segmento 4B, como se ilustra na figura 4.16.
Sabe-se ainda que a direc¢ao do vector V¢ € perpendicular ao segmento BC.

Deste modo, ¢ possivel tragar, a uma escala adequada, o poligono de velocidades
dado pela equagdo (4.93). Assim, tomando uma escala adequada e a partir da escolha
de um ponto Oy como sendo a origem das velocidades, representa-se o vector Vs,
cuja direc¢do é, como se sabe, perpendicular ao segmento AB ¢ o sentido é o
correspondente ao sentido de rotacdo da manivela. Respeitando, na sua colocacdo em
relacdo a Vjp, as regras da adigdo e subtrac¢do de vectores, ¢ seguindo a equagdo
(4.93), ¢ possivel completar graficamente o poligono de velocidades.

1
LAB BC

AC Oy

Ve

Figura 4.17 — Construgdo grdfica do poligono de velocidades.
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Na figura 4.17 mostra-se o resultado final da constru¢do grafica do poligono de
velocidades, onde, para além da velocidade da corredi¢a, V¢, ¢ também possivel
calcular o valor da velocidade relativa V3, medindo directamente sobre o desenho e
afectando as medidas pelo factor de escala.

4.6.2. Método da Imagem de Velocidades

Em mecanismos que contém elementos ou corpos cuja configuragdo geométrica ¢
algo complexa, torna-se 1util a obtengdo de uma imagem de velocidades do proprio
elemento sempre que seja necessario conhecer a velocidade em determinados pontos.
A titulo de demonstracdo, na figura 4.18a encontra-se esquematizado um sistema
mecanico constituido por dois corpos em que o corpo 2 tem forma triangular e esta
animado de um movimento de rotagdo em torno do ponto 4, com uma velocidade
angular igual a @;.

B

'sic

Figura 4.18 — Determinagdo da imagem de velocidades de um corpo.

Considerando as dimensdes dos lados do tridngulo ABC representadas pelos
vectores Rp, Re e Ry, entdo as respectivas velocidades sdo dadas por,

Vv, = 0,7, 4.94

5 = Oyl (4.94)
c hTe

Veie = Oyl (4.96)

Atendendo a que as dimensdes s, rc € rpc sdo conhecidas, torna-se possivel
construir a imagem de velocidades a uma dada escala, obtendo-se, deste modo, uma
réplica exacta do elemento rodada 90° e cujos lados representam a velocidade de
cada ponto considerado, como esta ilustrado na figura 4.18b. Assim, a partir desta
imagem de velocidades ¢ possivel determinar a velocidade de qualquer outro ponto
pertencente ao elemento considerado, desde que seja conhecida a sua localizagdo
geométrica, bastando, para o efeito, tragar o respectivo vector com origem em Oy ¢
extremo na imagem desse mesmo ponto.

Para um mecanismo articulado, este método pode ser aplicado sucessivamente aos
varios elementos que o constituem, como se mostra na figura 4.19 para o mecanismo
do tipo biela-manivela com corrediga.
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1

Figura 4.19 — Determinagdo da imagem de velocidades para o mecanismo biela-manivela.

4.6.3. Método dos Centros Instantaneos de Rotacao

Utilizando o conceito de centro instantdneo de rotacdo ¢ possivel efectuar a
analise de velocidades, uma vez que, por defini¢do, conhecida a velocidade do ponto
de corpo relativamente ao seu centro instantaneo de rotacdo, entdo essa velocidade ¢
exactamente a mesma para o ponto de outro corpo cujo centro instantaneo de rotagao
¢ comum.

Na figura 4.20 esta representado o mecanismo biela-manivela, em relagao ao qual
se conhece a localizagdo dos seus seis centros instantdneos de rotagdo. Na presente
situagcdo, admite-se que a manivela, sendo o 6rgao motor, roda com uma velocidade
angular constante igual a @, pelo que a velocidade linear do centro O»; € facilmente
calculavel. Pretende-se, pois, utilizando o conceito de centro instantdneo de rotagdo
determinar a velocidade linear da corrediga.

1
i i
1014 >0 014 —00

| L
i ')

i 7013
'\&\024 - !
[N e |
AN L i
. . ;
i '~923 - i
i oy i
i i
- s
: Vo, Ogy!

Oz ®, - 4

1 1

Figura 4.20 — Mecanismo biela-manivela e respectivos centros instantaneos de rotagdo.

Observando a figura 4.20, verifica-se que o centro O»3 ¢ um ponto que pertence a
manivela e o centro Os4 € um ponto que pertence a corrediga. Os corpos 2 € 4 tém em
comum o centro Oy, 0 qual pode ser considerado, virtualmente, como sendo um
ponto comum a ambos 0s corpos € que, por isso, apresenta a mesma velocidade, quer
se considere como fazendo parte de um ou outro corpo. Por outro lado, sabe-se que
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todos os pontos que pertencem a manivela, ou a ela virtualmente ligados, rodam em
torno do eixo que passa pelo centro Oj,. Assim, pode escrever-se a seguinte relagao,

Vo, = 0,0,,0,, (4.97)
e que,
Vo, = 0,0,,0,, (4.98)
Combinando as equagdes (4.97) e (4.98) vem que,
90x

V, =V
on Ox3
0,,0,;

(4.99)

O centro O)4 esta situado no infinito e sobre uma recta perpendicular a direcgdo
descrita pela trajectoria da corredica. Por outro lado, como a velocidade do centro
034 € a mesma que a do centro O,4, uma vez ambos os centros rodam em torno de um
eixo situado no infinito (centro O,4), significa que os vectores velocidade dos centros
014 € O34 t€ém a mesma amplitude, a mesma direc¢do e o mesmo sentido. Na figura
4.21 pode observar-se a construcao grafica relativa a determinagdo da velocidade da
corrediga utilizando os centros instantaneos de rotagao.

Ainda utilizando o conceito de centro instantdneo de rotagcdo, ha um procedimento
alternativo que permite obter a velocidade da corredica. Assim, a velocidade do
centro O3 € dada por,

Vo,, = 0,0,,0,; = 0,0,,0,, (4.100)
Por outro lado, a velocidade do centro O34 € calculada como,
Vo, = @,0,;,0;, (4.101)

Da equagdo (4.100) obtém-se o valor velocidade angular @3, o qual substituido na
equagao (4.101) permite calcular a velocidade linear da corredica. Refira-se que a
distancia O;3034 pode obter-se da analise geométrica do mecanismo biela-manivela.

V024

1
e \1024 ;v024

4 > V034 =V 024

Figura 4.21 — Determinagdo gradfica da velocidade da corredica utilizando os centros
instantdaneos de rotacdo.

4.6.4. Método da Diferenciacao Grafica

O método diferenciacdo grafica ¢ particularmente util quando o grafico de
deslocamentos ¢ obtido por meios analdgicos (e.g., obtidos através de registadores
x-t, osciloscopios, etc.) ou quando a expressao algébrica do deslocamento ¢ algo
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complexa e, por conseguinte, de derivagdo laboriosa e dificil. Este método apresenta,
no entanto, como principal limitacdo o facto de ser apenas sensivel a mudanca de
magnitude da grandeza em analise, seja de deslocamento linear ou angular, seja de
velocidade ou aceleragdo. Nesta seccdo ¢ apresentado o procedimento que permite
determinar a velocidade da corredica do mecanismo biela-manivela para varias fases
do seu funcionamento, recorrendo ao método da diferenciacao grafica.

A
X

20 C — T =)

16 - / AX
12 1

B At
8.

1%
0 T .
0 2 4 6 8 10 t

4 (a)
X
N
2 4 6 8 10 t
2]
-3 (b)

Figura 4.22 — Diferenciagdo grdfica de uma fungdo: (a) Fung¢do, (b) Derivada.

De seguida, ¢ apresentado o processo de diferenciagdo grafica de uma funcdo que
pode ser escrita como,

x=£() (4.102)

Assim, escolha-se, arbitrariamente, um ponto situado sobre a curva, por exemplo
0 ponto 4, e trace-se a tangente BC. Por defini¢do de derivada sabe-se que,

dx

— = lim — (4.103)
dt A0 At
e, aproximadamente, a derivada no ponto A4 ¢ igual a,
P (4.104)
dt BD

O processo de diferenciacdo grafica passa, pois, pela tracagem de segmentos de
recta tangentes a curva em vdarios dos seus pontos, para o efeito devem ser
construidos triangulos, preferencialmente de abcissas, BD, iguais. Seguidamente
torna-se possivel construir um diagrama de derivadas, utilizando o mesmo eixo das
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abcissas, ¢, € para cada ponto considerado, registando em ordenadas a altura CD do
respectivo tridngulo, como se ilustra na figura 4.22. A distancia PO ¢ chamada
distancia polar e ¢ representada por 2 com unidades em segundos, para o grafico de
velocidades. O ponto 4, medido a partir do eixo das abcissas, representa, portanto, a
velocidade do ponto 4. E conveniente que a escala de tempo nos dois graficos seja a
mesma. A escala da derivada ¢ determinada por,

.X
R P (4.105)
em que 4 ¢ o dobro do intervalo de tempo utilizado e igual a BD.

A precisdo obtida quando se utiliza o0 método da diferenciagdo grafica sera tanto
maior, quanto menor for o intervalo Az seleccionado. Por outro lado, a qualidade e o
rigor do tracado das tangentes pode também ter alguma influéncia nos resultados
obtidos.

Aplicando o método da diferenciagdo grafica ao mecanismo biela-manivela do
qual se conhece a curva do deslocamento da corredica, obtém-se o grafico de
velocidades ilustrado na figura 4.23.

A
Xy

3-Iy

X4

Figura 4.23 — Aplica¢do do método da diferenciacdo grdfica a curva de deslocamento da
corredica do mecanismo biela-manivela.
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4.7. ANALISE DE VELOCIDADES DE MECANISMOS ELEMENTARES

4.7.1. Mecanismo de Quatro Barras

Na figura 4.24 estd representado um mecanismo de quatro barras em relagiao ao
qual se pretende efectuar a analise de velocidades de alguns dos seus elementos.
Ainda na mesma figura estdo representados os vectores posi¢do que formam a cadeia
cinematica fechada equivalente. No presente exemplo considera-se que a manivela é
0 o0rgdo motor, sendo, por isso, conhecido o valor de @;.

Figura 4.24 — Mecanismo de quatro barras.

Utilizando a notagdo complexa, a equacdo que representa a cadeia cinematica
formada pelos vectores R;, R;, R3 e R4 ¢ dada por,
+re” +re™ =0 (4.106)

i0, i0,

rne’ +re

Atendendo a que ry, 2, 73, 4 € 6 ndo variam com o tempo, derivando a equacao
(4.106) em ordem ao tempo tem-se que,

rzid—eze"gZ + %id—@ei% + i’4id—6“e"9“ =0 (4.107)
dt dt dt

Por outro, sabe-se que,

do,
o 4.108
i ( )
do,

4% _ 4.109
L ( )
do,

P 4.110
s ( )

Assim, utilizando as equagoes (4.108) a (4.110) conjuntamente com a formula de
Euler, a equagdo (4.107) pode ser reescrita como,

niw,(cos, +isen,) + rjiw,(cosO, +isen,) + rjiw,(cosd, +isend,) =0 (4.111)
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Separando, agora, as partes real e imaginaria, vem que,
- nw,senb, —r,w,sent, —r,w,send, =0 (4.112)
r,@,cos 6, + r,w,cos 0, + r,w,cos0, =0 (4.113)

As equagdes (4.112) e (4.113) formam um sistema de duas equagdo a duas
incognitas, @; e a4, do qual resulta que,

_ no, sen(6,—0,)
r sen(d,-6,)

(4.114)

3

_ no, sen(0, - 0,)
Y sen(6,-6,)

(4.115)

Deve referir-se que os valores dos angulos & e €, podem ser obtidos da analise de
posicdo do mecanismo de quatro barras, donde resulta que,

2 2 2
0,=0, Farcos 5 (4.116)
21,1,
2 2 2
6, =0, +arcos i T R (4.117)
v,
em que 6, e ry sdo dados por,
0, = arcsen(r—zsenﬁzj (4.118)
Ta
1l =1’ +1) = 2nrcos0, (4.119)

Utilizando os centros instantaneos de rotacdo ¢ também possivel e facil efectuar o
calculo de velocidades. A figura 4.25 mostra a aplicagdo deste método ao mecanismo
de quatro barras em que a manivela 2 € o 6rgdo motor, sendo, por isso, conhecido o
valor de @,. As dimensdes das barras 1, 2, 3 e 4 sdo também conhecidas a partida.
Assim, para a posi¢ao ilustrada na figura 4.25 pretende-se calcular, graficamente, as
velocidades de vérios pontos de mecanismo.

Apo6s determinar a localizagdo dos centros instantaneos de rotagdo, conhecendo o
valor de @, e r,, pode calcular-se a velocidade linear do centro O3, como se ilustra
na figura 4.25a e 4.25b. Esta velocidade ¢ expressa por,

Vo, = @y, (4.120)

Assim, uma vez conhecido o vector VON , € uma vez que O4 pertence também a

barra 2, rodando este vector em torno do centro O, até que O3 se situe na linha de
centros formada por O, O;2 ¢ Oj4, obtém-se a nova posicdo para o vector
velocidade, V', . Por semelhanga de tridngulos pode facilmente determinar-se o

vector V,, , como se ilustra na figura 4.25b.

Por outro lado, como a velocidade do centro O,4 ¢ a velocidade de um ponto que
pertence a barra 2 ¢ a0 mesmo tempo a barra 4, entdo o vector velocidade V,, pode
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ser utilizado para determinar a velocidade de outros pontos que pertengam a barra 4,
como por exemplo o ponto P e o centro Os4. Neste caso, os triangulos semelhantes
tém o centro O;4 como vértice comum, sendo V'034 e V', os respectivos vectores

que devem ser rodados até se obterem V,, e Vp, como se ilustra na figura 4.25c.

Finalmente, para se determinar a velocidade Vy, uma vez que o ponto Q pertence
simultaneamente a barra 3 e a barra 2, ¢ que a barra 1 ¢ a referéncia fixa, entdo o
vector VO% deve ser rodado em torno de O;3 sobre a linha dos centros O3, O1z, €

O3, determinando-se, assim, o vector V', o qual rodado da origem ao vector V.

Adicionalmente, pode ser confirmada a velocidade do centro Oss, ja que este
pertence simultaneamente as barras 3 e 4, como se mostra na figura 4.25d.

(c) (d)

Figura 4.25 — Determinagdo grdfica de velocidades utilizando o conceito de centro
instantdneo de rotacado.

Deve ainda referir-se que uma relagdo valida para qualquer mecanismo de quatro
barras, conhecida como teorema da razdo de velocidades angulares, postula que, “a
razao de velocidades angulares entre dois elementos, relativamente a um terceiro, é
inversamente proporcional ao comprimento dos segmentos formados na linha de
centros pela intersec¢do do centro instantaneo de rota¢do”, € que para 0 mecanismo
da figura 4.25 se pode escrever como,
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@y _ 0,0,,

(4.121)
o, 0,0,

Pode também provar-se que esta razdo ¢ positiva quando o centro instantaneo
comum se encontra para la dos dois centros fixos, como no presente exemplo, e €
negativa quando o centro instantaneo de rotagdo comum se encontra entre os dois
centros fixos.

4.7.2. Mecanismo de Corredica

A figura 4.26 ilustra o mecanismo de corredica e os respectivos vectores posi¢ao
equivalentes. Sabendo que a barra 2 € o 6rgdo motor, i.e., o valor de @, ¢ conhecido,
pretende-se determinar, utilizando o método da notagdo complexa, as componentes
de translacdo e de rotagao da velocidade da corredica.

(b)

Figura 4.26 — (a) Mecanismo de corredica; (b) Representacdo vectorial equivalente.

Assim, com base na notagdo complexa, a cadeia cinematica fechada constituida
pelos vectores R;, R; e R4 pode ser escrita como,

I/ieiel + rzeiez _ V4€i94 =0 (4122)

Atendendo a que os parametros 7, r, € &) ndo variam com o tempo, da derivagdo
da equagdo (4.122) em ordem ao tempo resulta que,

i 9% o s o, 4% o, (4.123)
dt dt dt
Por outro lado, como,

do,

—2 = 4.124
il ( )
dr, .

24y 4.125
prall ( )

do,

—=w 4.126
L ( )
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entdo, a equagao (4.123) pode ser reescrita como,
riwe” —i,e™ —rioe” =0 (4.127)

Aplicando a formula de Euler a equagdo (4.127) e separando as partes real e
imaginaria, vem que,

- rw,senb, —r,cos0, + r,w,send, =0 (4.128)
rw,cos 6, —r,senb, —r,w,cos0, =0 (4.129)

As equacgdes (4.128) e (4.129) formam um sistema de duas equagdes a duas
incognitas, 7, € @, cujas solugdes sdo dadas por,

7, =r,w,sen(6, —0,) (4.130)
o, =222 cos(6, - 6,) (4.131)
r

em que & ¢ conhecido a partida, uma vez que a barra 2 ¢ o 6érgao motor, ¢ & ¢ dado
pela seguinte equacao obtida na andlise de posi¢ao,

r,sent,

0, =arctg (4.132)

r,cos0, —r,

4.7.3. Mecanismo Biela-Manivela com Excentricidade

Na figura 4.27 esta representado o mecanismo biela-manivela com excentricidade
entre o eixo de rotacdo da manivela e o eixo que define a direc¢do de translagcdo da
corrediga. A manivela € o 6rgdo motor, a qual roda com velocidade angular constante
igual a @, e pretende-se conhecer o valor da velocidade linear da corredica.

Figura 4.27 — Mecanismo biela-manivela com excentricidade.

Aplicando o método algébrico ao mecanismo ilustrado na figura 4.27, obtém-se a
seguinte expressao para a posi¢ao da corrediga,

X, =1,C08W,t + \/r32 - (rzsena)zt + e)2 (4.133)

em que 7, 3 € e sao caracteristicas geométricas do mecanismo, @, ¢ a velocidade
angular da manivela e ¢ ¢ a varidvel tempo.
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Assim, derivando a equacdo (4.133) em ordem ao tempo, € apOs tratamento
matematico, obtém-se uma expressdo que permite calcular a velocidade linear da
corredi¢a em cada instante, a qual é expressa como,

2
,1, COSm,tsenm,t

V, = —0,1,Sen,t — (4.134)

\/r32 - (rzsena)zt + 6)2

4.7.4. Mecanismo Biela-Manivela Invertido

A figura 4.28 ilustra um mecanismo biela-manivela invertido, em que as barras
foram substituidas por vectores posicao equivalentes, os quais constituem uma cadeia
cinematica fechada. Admite-se que, na presente situacdo a manivela ¢ o drgado motor
e roda com uma velocidade angular constante igual a @;.

Figura 4.28 — Mecanismo biela-manivela invertido.

Da analise geométrica do mecanismo ilustrado na figura 4.28, e utilizando a
notagdo complexa, pode escrever-se que,

i0, i0, i0; 0,
e —re” —re” —re” =0 (4.135)

Por outro lado, da analise de posicao sao validas as seguintes relagoes,

r = \/ 1+ =1 —2nr,(cos,cosd, + senf send,) (4.136)
a = r,cos, —r,cos0, (4.137)
6,=6,-90 (4.138)
n [2_ 2 42
0, = arctg PN ma (4.139)
a+r

onde f=+1.

Atendendo a que 7, r4 € 6 sdo constantes, derivando em ordem ao tempo a
equagao (4.135) vem que,

. 0, - ify . 6 . 0, _
niwm,e”? —re” —riwe™ —rioe”™ =0 (4.140)

Aplicando a férmula de Euler, separando as partes real e imaginaria e resolvendo
as equacdes dai resultantes obtém-se o seguinte sistema de equacdes,
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{cos@3 —nsent, —r,send, H 7y } B {— r,@,sen 6’2} (4.141)

senl, rcosO, +rcosl, ||l r,@,cos 0,

Este sistema pode ser resolvido, utilizando, por exemplo, a regra de Cramer
anteriormente apresentada, em ordem as velocidades 7, e @s. Os restantes

parametros da equacao (4.141) sdao previamente conhecidos ou calculados usando as
equacgdes (4.136)-(4.139).
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Inventing is mixing brains and materials. The more
brains you use, the less materials you need.

Charles Kettering
5. ACELERACAO

5.1. DEFINICAO

A aceleragdo mede a rapidez com que um corpo varia a sua velocidade. Como a
propria velocidade ¢ uma rapidez, poder-se-a4 entender a aceleragdo como sendo a
velocidade da velocidade. Acelerar ou desacelerar™ um corpo é, pois, variar a sua
velocidade num intervalo de tempo. A aceleragdo ¢ uma grandeza vectorial que tem a
mesma direc¢do do vector velocidade. No caso em que o ¢ movimento acelerado, os
vectores aceleragdo e velocidade tém o mesmo sentido. Ao passo que, no movimento
desacelerado ou retardado, os sentidos destes vectores sdo contrarios.

A aceleragdo média pode ser definida como sendo a razdo entre a diferenca de
velocidade e o intervalo de tempo necessario para que essa diferenca de velocidade
aconteca. Quando este intervalo de tempo tende para zero, a aceleragdo denomina-se
aceleracao instantanea.

Um valor de uso corrente para a aceleragdo ¢ o da aceleracao da gravidade, o qual
para o nivel do mar e 45° de latitude ¢, aproximadamente, igual a 9,81 m/s.

Na mecanica classica ou newtoniana, a aceleragdo esta relacionada com a forga e
a massa pela segunda lei de Newton, ou seja,

F =ma (5.1)
em que F representa a forca, m € a massa e a representa a aceleragao.

A
v P
1

AR, \ p,

R,

2

Figura 5.1 — Trajectoria de um ponto.

A figura 5.1 ilustra a trajectoria de um ponto P, em que P; e P, representam duas
posi¢des do mesmo. Atendendo a que a velocidade média do ponto P ¢ dada por,

AR
média — - (52)
At
entdo, a correspondente aceleragdo linear média pode ser escrita como,
A\
Amédia = —méda (53)
At

4 ~ , ~ . . .« o~ .
? Desaceleracio é a aceleragdo que provoca a diminuigdo do valor absoluto da velocidade.



Do mesmo modo, como a velocidade instantdnea ¢ dada pelo limite ou derivada
da seguinte razao,

AR .
V =lim P:&:RP (5.4)
At—0 At dt
entdo, a aceleragdo linear instantanea, ou simplesmente aceleragao linear, ¢ dada por,
A=limA—V=ﬂ=V=RP (5.5)
At—0 At dt

De forma analoga ao movimento linear, para o movimento angular ou de rotacao
existe a aceleracdo angular, «, a qual ¢ definida como,
Ao do

o= lim—

= _H=06 5.6
At—0 At dt ( )

em que @ ¢ a velocidade angular associada ao movimento de rotacdo e & ¢ a posi¢do
angular.
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5.2. MOVIMENTO CURVILINEO

A figura 5.2 mostra um ponto que descreve uma trajectoria curvilinea. Na mesma
figura estio representados os vectores unitarios associados aos eixos coordenados X e
Y, bem como os vectores unitarios relativos as direc¢des radial e tangencial da
trajectoria efectuada pelo ponto P.

A

Y
t
-~
r
j >
i X

Figura 5.2 — Movimento curvilineo.

O vector associado ao deslocamento descrito pelo ponto P ao longo da trajectoria
P1— P, ¢ representada por AS e pode ser escrita como,

AS =1t + rA Gk (5.7)

sendo r o médulo de R e r e t sdo os versores das direc¢des radial e tangencial.
A velocidade do ponto P ¢ dada pela variagdo instantanea da posi¢cdo em relacao
ao tempo, isto &,

V =it + rot (5.8)
onde,
dr
F=— 5.9
7 (5.9)
do
w=— 5.10
% (5.10)
i =icosO + jsend (5.11)
t= —isen@+jc0s9 (5.12)

Por definicao, a aceleragao do ponto P ¢ dada pela derivada da velocidade em
ordem ao tempo, ou seja,

A=V (5.13)

Assim, substituindo as equacdes (5.8)-(5.12) na equacdo (5.13), apds tratamento
matematico, resulta que,
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A=V =(i-ro’ f+(iw+rok (5.14)
em que,
('
ar’
_do _d0
=—= 2
dr  dt

sendo os demais parametros j& definidos anteriormente.
Da anélise da equagdo (5.14) facilmente se observa que a aceleragdo de um ponto
que descreve uma trajectoria curvilinea ¢ constituida por duas componentes, uma de

(5.15)

(5.16)

magnitude (f - ra)z) na direcgdo e outra de magnitude (27@ +r@) na direcgio t.
Utilizando o produto vectorial, a equagdo (5.14) pode ser reescrita como,

A=it+ox(0xR)+27ot +axR (5.17)

em que « representa a aceleragao angular do ponto P.

Quando a origem do sistema de coordenadas coincide com o centro de curvatura,
entdo os vectores 7 e 7 sdao nulos. Com esta premissa, a equacao da velocidade do
ponto P ¢ simplificada como,

V = rot (5.18)
em que o modulo desta velocidade ¢ dado por,
v=ar (5.19)
Do mesmo modo, a equagdo da aceleragdo (5.14) ¢ simplificada e escrita como,
A=0)><(0)><R)+(1><R (5.20)

O termo ® x ((o X R) designa-se aceleragdo centripeta e representa a componente
da aceleracdo na direc¢do radial ou normal, e cuja sentido aponta para o centro da
curvatura. O termo o xR ¢ denominado aceleracdo tangencial e, tal como o nome
sugere, representa a componente da aceleragcdo que € tangencial a trajectoria no ponto
P. Com efeito, a equacdo (5.20) pode ser reescrita da seguinte forma,

A=A"+ A (5.21)

em que,
A"=ox(®xR) (5.22)
A'=axR (5.23)

Os modulos das componentes normal e tangencial da aceleragao sao dados por,

2

a" =o' = av =" (5.24)
r

a =ar 5.25
(5.25)

A figura 5.3 mostra as componentes instantdneas de aceleragdo do ponto P, bem
como a sua velocidade, quando o centro de rotagdo coincide com a origem do
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sistema de coordenadas. Deve referir-se que a componente normal da aceleragdo, A",
estd dirigida para o centro da curvatura, sendo responsavel pela manutencdo da
trajectoria. Ao passo que a componente tangencial, A’, é tangente a trajectoria e é
responsavel pela variacdo da velocidade. O vector A representa a aceleragao total do
ponto P no instante considerado e ¢ igual a soma vectorial das componentes normal e

tangencial.

\

Centro de curvatura

Figura 5.3 — Componentes normal e tangencial da aceleragado.

At
A \{ "
P Trajectoria
< do ponto P
o
(0]
™ »

As equagoes (5.18)-(5.25) sdo particularmente tuteis no célculo das magnitudes
dos vectores velocidade e aceleracdo de pontos que descrevam trajectorias circulares.
Esta situagcdo ocorre com frequéncia no estudo de mecanismos em que o centro de

curvatura € coincidente com a origem do sistema de coordenadas.
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5.3. ACELERACAO DE UM PONTO NUM SISTEMA MOVEL

A figura 5.4 ilustra o movimento de um ponto relativamente a um sistema de
coordenadas movel. O sistema de coordenadas XYZ ¢ fixo, ao passo que o sistema de
coordenadas xyz ¢ mével.

>
o
x

z

Figura 5.4 — Movimento de um ponto num sistema referencial movel.

Da analise da figura 5.4, observa-se que a posi¢ao do ponto P em relagdo ao
sistema de coordenadas XYZ pode ser escrito como,

R,=R, +R (5.26)

em que Ry representa o vector posi¢ao da origem do sistema de coordenadas movel e
R ¢ o vector posicao do ponto P em relacdo a este sistema de coordenadas.
Em coordenadas cartesianas o vector R ¢é escrito como,

R=r+ ryj +r°k (5.27)

em que 7, 7 e ¥ s3o os modulos das componentes do vector R nas direcgdes x, y € z,

A

respectivamente, € i, j e k sdo os vectores unitdrios correspondentes as mesmas

direccoes. Deve referir-se que estes vectores variam durante o movimento associado
ao sistema de referéncia movel.

A velocidade absoluta do ponto P, isto €, a velocidade expressa em relacao ao
sistema de coordenadas fixo XYZ, pode obter-se derivando em ordem ao tempo a
equagao (5.26), resultando em,

V,=R,=R,+R (5.28)

Por outro lado, derivando a equagdo (5.27) em ordem ao tempo vem que,
R=/i+Mj+rk+ri+rj+rk (5.29)
em que os trés primeiros termos do segundo membro representam a velocidade do
ponto P em relagdo ao sistema de coordenadas movel xyz, a qual, por conveniéncia,
pode ser escrita como,
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V =i+~ j+ik (5.30)

Considerem-se, agora, os trés ultimos termos do lado direito da equagdo (5.29).
Assim, a velocidade do ponto que representa o terminus de um vector R, que passa
por um ponto fixo e roda em torno deste ponto com uma velocidade @, ¢ dada por,

V=oxR (5.31)
Por outro lado, as derivadas dos vectores unitarios podem ser expressas por,
i—oxi (5.32)
i=oxj (5.33)
k=oxk (5.34)

em que o representa a velocidade angular do sistema de coordenadas moével xyz em
relacdo ao sistema de coordenadas fixo XYZ.
Utilizando as equacgdes (5.32), (5.33) e (5.34), pode escrever-se que,

r"i + ryj + erA( = r"((o X i)+ ry(co X j)+ rz((o X ﬁ) (5.35)
ou seja,
rxi+ryfi+rzl;(=mx(rxi+ryj+rzﬁ) (5.36)
ou ainda, usando a relagcdo dada pela equagao (5.27),
rxi+ryj+rzli=wa (5.37)

Deve notar-se que a equacdo (5.37) representa a velocidade linear de um ponto
que roda em torno de eixo fixo. Com efeito, pelo que acaba de ser exposto, a equagao
(5.29) pode ser reescrita da seguinte forma,

R=V+oxR (5.38)
assim, a velocidade do ponto P dada pela equagdo (5.28) ¢ escrita como,
V,=V,+V+oxR (5.39)
em que,
V,=R, (5.40)

Na equacio (5.39) Vp representa a velocidade do ponto P expressa no sistema de
coordenadas fixo XYZ, V € a velocidade linear da origem do sistema de coordenadas
movel xyz em relagdo ao sistema de coordenadas fixo XYZ, V ¢ a velocidade do
ponto P em relacdo ao sistema de coordenadas movel xyz, @ representa a velocidade
angular do sistema movel relativamente ao sistema fixo e R representa a distancia da
origem do sistema de coordenadas xyz ao ponto P.

A aceleragdo do ponto P pode ser obtida por derivacdo da equagdo (5.39) em
ordem ao tempo, resultando em,

A,=V,=V,+V+@xR+wexR (5.41)
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O termo V pode obter-se por derivagdo da equacio (5.30), ou seja,
V =i+ j+ PR+ A+ P+ K (5.42)

em que os trés primeiros termos do segundo membro representam a aceleracdo do
ponto P em relagdo ao sistema de coordenadas moével xyz, a qual, por conveniéncia,
pode ser escrita da seguinte forma,

A =i+ ]+ik (5.43)

Considerando, agora, os trés ultimos termos do lado direito da equacdo (5.42),
atendendo as relagdes dadas pelas equagdes (5.32)-(5.34), pode escrever-se que,

P+ i+ ik = o xi) P (ox )+ i oxk) (5.44)
ou seja,
P ik = ox (P4 G+ k) (5.45)
ou ainda,
i+ Pj+ k= oxV (5.46)
Utilizando as equacdes (5.43) e (5.46), a equacao (5.42) pode ser reescrita como,
V=A+oxV (5.47)
O ultimo termo da equacao (5.41) obtém-se recorrendo a equacao (5.38), ou seja,
me:wa+mx(me) (5.48)
Assim, substituindo as equagdes (5.47) e (5.48) na equagdo (5.41) resulta que,
A, =A,+A+20xV+oOxR+ox(0xR) (5.49)
em que,
A, =V, (5.50)

O significado fisico dos termos que surgem na equagao (5.49) ¢ o seguinte,
A, - Aceleragdo do ponto P em relagdo ao sistema de coordenadas XYZ;

A, - Aceleracdo da origem do sistema de coordenadas moével xyz em relagdo ao

sistema de coordenadas fixo XYZ;
A - Aceleragdo do ponto P relativamente ao sistema de coordenadas movel xyz;
20 xV - Aceleragdo de Coriolis que mede o efeito combinado de P em relagdo
ao sistema de coordenadas movel e da rotagdo deste mesmo sistema;
o - Velocidade angular do sistema de coordenadas xyz em relacdo ao sistema de
coordenadas fixo XYZ;
V - Velocidade do ponto P no sistema de coordenadas movel xyz;
R - Vector posi¢ao do ponto P no sistema de coordenadas movel xyz;
® x R - Efeito da velocidade angular devida a rotacdo do sistema moével xyz;
ox(@xR) - Efeito da aceleragio angular devida a rotagdo do sistema de

coordenadas xyz. Esta aceleragdo denomina-se centripeta.
Os dois tltimos termos representam a aceleragdo de transporte do sistema movel.
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Uma aplicagdo do que acaba de ser exposto pode ser vista ao estudar o movimento
do mecanismo ilustrado na figura 5.5, em que a barra 2 roda com uma velocidade
angular constante @,. A velocidade do ponto B ¢, por isso, conhecida, a questao que
se coloca ¢ a de saber qual a velocidade do ponto C. O sistema de coordenadas fixo
XY tem a origem em A, ao passo que o sistema de coordenadas mével xy tem origem
em B. Assim, a equacao da velocidade do ponto C pode ser escrita como,

V.=V, +V+oxR (5.51)

em que V¢ € perpendicular a CD e cujo mddulo € desconhecido, Vg € perpendicular a
AB e tem modulo igual a @4B, V ¢ um vector nulo porque o ponto C ¢ fixo em
relagdo ao sistema de coordenadas movel e xR ¢ perpendicular a BC e em que
a=a3 ¢ 0 modulo de R ¢ igual a BC. A direc¢do do vector @xR pode obter-se pela
aplicacao da regra da mao direita.

A

Figura 5.5 — Aplica¢do do movimento de um ponto num sistema referencial movel.

Efectuando, agora, o calculo das aceleragdes tem-se que,

A=A, +A+20xV+OxR+0x(0xR) (5.52)

em que, a componente normal da aceleragdo de C, A/, tem modulo igual a @;CD,
sendo a sua direccdo a mesma que a da barra 4 e o sentido de C para D, a
componente tangencial da aceleragdo de C, A, é perpendicular a barra CD sendo
desconhecido o seu modulo. A aceleragdo do ponto B tem apenas componente
normal, uma vez que a manivela 2 roda com velocidade angular constante, sendo o
modulo igual a w? 4B, a direcgdo é a mesma que a da manivela e o sentido € o de B
para 4. O vector A ¢ um vector nulo porque o ponto C ¢ fixo no sistema de
coordenadas mével xy. Pela mesma razdo € nula a parcela 20 xV . O vector @ xR
actua perpendicularmente a barra 3, sendo desconhecido o seu mddulo. Por seu lado,
o vector ®x(®xR) tem médulo igual a @?BC, em que a direc¢do ¢ a mesma da

barra 3 e o sentido ¢ o de C para B.

Deve notar-se que a direc¢do do vector @ x R pode ser determinado sabendo que
a direc¢do do vector ® ¢ perpendicular ao plano xy. Assim, ao efectuar o produto
vectorial de ® por R, resulta um vector que pertence ao plano xy e ¢ perpendicular
ao vector R.
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5.4. ACELERACAO DE UM CORPO RiIiGIDO

A figura 5.6 mostra um corpo rigido animado de um movimento geral, em que a
aceleragdo do ponto B ¢ conhecida. Assim, a aceleragcdo do ponto 4 do mesmo corpo
rigido ¢ dada pela seguinte relacdo matematica,

A=A, +A,, (5.53)

em que A, representa a acelera¢ao do ponto 4 em relagdo ao ponto B.

Figura 5.6 — Corpo rigido animado de um movimento geral.

Na figura 5.7a esta representado um corpo rigido em que se consideram dois dos
seus pontos, 4 e B. Assim, quando o corpo ¢ sujeito a um determinado movimento, a
distancia 4B mantém-se constante, o que faz com que o movimento do ponto 4 seja
de rotagdo em torno de B, independentemente do tipo de movimento do ponto B. Por
outro lado, como a trajectoria do ponto A4 relativamente ao ponto B ¢ circular, entdo o
vector aceleragdo A4 pode ser representado pelas componentes normal e tangencial,

A’ e A’ ;. as quais sdo perpendiculares entre si, como se ilustra na figura 5.7a.

Independentemente do movimento do ponto B, o movimento angular do corpo em
relagdo ao ponto B ¢ o mesmo que o do corpo relativamente a um corpo fixo, porque
o ponto B ndo descreve movimento de rotagdo. Assim, para a trajectoria circular de 4
relativamente a B, a velocidade angular associada a curvatura de raio AB ¢ a mesma
que a velocidade angular do corpo. O mesmo sucede com a aceleragdo angular.

Trajectoria do ponto A Trajectoria do ponto B
em relagéo ao ponto B em relagéo ao ponto A

Figura 5.7 — Movimento relativo de dois pontos de um corpo rigido.

142 CINEMATICA DE MECANISMOS



Os modulos das aceleragdes relativas normal e tangencial do ponto 4 em relagao
ao ponto B podem ser calculadas como,

al, =" AB (5.54)
a', =aAB (5.55)

A figura 5.7b representa as componentes da aceleragdo do ponto B em relacdo ao
ponto 4, em que as magnitudes e sentidos de w ¢ « sdo os mesmos da figura 5.7a.
Ainda na figura 5.7b estd ilustrada a trajectoria do ponto B relativamente ao ponto A.
Nestas circunstancias, deve notar-se que,

A’;/A = _AZ/B (5.56)
AjB’/A = _AtA/B (5.57)

em que o sinal menos significa que os vectores t€m sentidos opostos.

No caso em que, por exemplo, o ponto 4 tem uma dada aceleracdo, tal como
ilustrado na figura 5.8, considerando o ponto 4 como sendo o centro da curvatura do
movimento do ponto B, entdo,

AB = AA + AB/A = AA + AZ/A + AjB/A (5.58)

Figura 5.8 — Poligono de aceleragoes de dois pontos de um mesmo corpo.

Pelo que acaba de ser exposto, dois conceitos importantes devem estar presentes.
Em primeiro lugar, verifica-se que a componente normal da aceleragdo de um ponto,
relativamente a outro ponto pertencente ao mesmo corpo rigido, ¢ funcdo da
velocidade angular do corpo e da distancia entre os dois pontos considerados, sendo
a direccao a da linha de unido dos dois pontos e o sentido apontando para o ponto de
referéncia. Em segundo lugar, observa-se que a componente tangencial da aceleragao
de um ponto, em relacdo a outro ponto pertencente ao mesmo corpo rigido, ¢ fungdo
da aceleragdo angular do corpo e da distancia entre os dois pontos, tendo direc¢do
perpendicular a linha de unido dos pontos € o mesmo sentido da aceleracao angular.
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5.5. METODOS ANALITICOS

5.5.1. Método Algébrico

A figura 5.9 mostra o mecanismo biela-manivela, em relagdo ao qual se pretende
deduzir uma equagao matematica que permita calcular em cada instante a aceleragao
da corrediga, isto €, a aceleragdo do ponto C. Na presente situacdo, considera-se que
0 mecanismo ¢ accionado pela manivela, a qual roda com uma velocidade angular
constante igual a @». Admite-se, ainda, que os comprimentos da manivela e da biela
sdo conhecidos a partida, sendo representados por 7, e r3, respectivamente.

A

@

Fe—mmmm e — -

Figura 5.9 — Representacdo esquemdtica do mecanismo biela-manivela.

Assim, da andlise de posi¢ao do mecanismo biela-manivela da figura 5.9 sabe-se a
expressdo que traduz, em cada instante, a posicao da corredica ¢ dada por,

1 = 1,cosm,t + A1 — 1) sen’ wyt (5.59)

ou, de forma simplificada, isto ¢, quando r,/r;<1/4,

2 2
r, sen”w,t

(5.60)

n=rcoswt+r,—
£
Analisando as equagdes (5.59) e (5.60), observa-se que a posicao da corredica
depende directamente da variavel tempo, bem como das propriedades geométricas do
mecanismo. Por isso, derivando uma e outra vez, em ordem ao tempo, estas duas
equacdes obtém-se as expressdes que permitem calcular a aceleragdo da corredica,
isto €,

2.2 2 2 2 4 2 2
5, (cos w,t — sen a)zt) _ 1, Sen” w,Icos” !

2
a, = —;1,CoSW,t — — . 5 . % (5.61)
\/”3 — 1, sen”wyt (1’3 — 715 5en a)zt)
.
a, =—w;r, (cosa)zt + —zcos2a)2tj (5.62)
£

A titulo de curiosidade deve referir-se que o termo .7, representa a aceleragio
centripeta.
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5.5.2. Método da Notagdo Complexa

Na figura 5.10 estd representado esquematicamente o mecanismo biela-manivela,
em que as barras foram substituidas por vectores posicao equivalentes. Estes vectores
constituem uma cadeia cinematica fechada. Assim, utilizando a nota¢do complexa
em coordenadas polares, a equacdo que traduz a cadeia cinematica constituida pelos
vectores R;, R, e R3 pode ser escrita como,

re” +re” —re” =0 (5.63)

Figura 5.10 — Representagdo vectorial do mecanismo biela-manivela.

Tal como anteriormente, neste mecanismo o 6rgdo motor ¢ a manivela que roda
com velocidade angular constante, ou seja, b=ant. Com efeito, pretende-se também
calcular a aceleracdo da corredica pelo que a equagdo (5.63) deve ser derivada duas
vezes. Atendendo a que r;, 73 € 6; sdo constantes, as respectivas derivadas sdo nulas,
pelo que derivando a equagdo (5.63) em ordem ao tempo resulta que,

. 6, | - 6, 0, _
irme” +irme” —ve” =0 (5.64)

Derivando agora a equagao (5.64) obtém-se,

ir, (%e’ﬁz + wyi 46, g, } + ir{%elp} + i e j e =0 (5.65)
dt dt dt dt dt
em que,
do,
=0 5.66
0 (5.66)
dow,
=a 5.67
d .67
dv,
v, _ 5.68
a (-68)

Entdo, a equagdo (5.65) pode ser simplificada e reescrita como,
2 2 f . 0y | 2. 2 if; 0, _
inwe™ +inae” +i'rwe” —ae” =0 (5.69)

As incdgnitas de equacdo (5.69) sdo o3 e aj, pelo que, utilizando a formula de
Euler, separando as partes real e imaginaria e resolvendo o sistema dai resultante
vem que,
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2 2
rw;send, + r.w;seno
a, =22 2373 3 (5.70)

1,080,

a, =—w;r, (cos 0, + sen6,tg 0, ) — i, (cos 0, + sen 493tg193) (5.71)

onde a; e a; sdo, respectivamente, a aceleragdo angular da biela e a aceleragdo linear
da corrediga. Os valores de &5 e de w; necessarios para o calculo destas aceleracdes
obtém-se da anélise de posi¢do e velocidade, respectivamente, ou seja,

6, = arcsen(— Mj (5.72)
£

o, =~ 12226059, (5.73)
1,08 0,

5.5.3. Método da Notacao Matricial

O mecanismo biela-manivela representado na figura 5.11 ¢ utilizado para
demonstrar a aplicacdo do método da notagdo matricial no calculo da aceleragdo. Na
figura 5.11, tal como anteriormente, as barras que constituem o mecanismo foram
substituidas por vectores posi¢ao, os quais formam uma cadeia cinematica fechada.

A
Y

Figura 5.11 — Representagdo vectorial do mecanismo biela-manivela.

Da anélise da configuracdo geométrica da figura 5.11, projectando os vectores Ry,
R; e Rj3 nas direc¢des X e Y vem, respectivamente, que,

r,cos0, + r,cos0, —1r, =0 (5.74)
r,sent), — rysenf; =0 (5.75)
Derivando estas duas expressdes em ordem ao tempo obtém-se,
—r,w,senl, —r,o,send, —v, =0 (5.76)
ry,@,c080, —r,w,cos0, =0 (5.77)

As equagoes (5.76) e (5.77) pode ser reescritas na forma matricial como,

—nsent; —1||wy| |nwsend, (5.78)
reosd, 0 ||v | |rnocosd, '
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Derivando, agora, as equacoes (5.76) e (5.77) obtém-se, respectivamente,
— 1,050, — rasend, — r,w;cosl; —v, =0 (5.79)
— r,@;sen), — r,a,cos0, — r,wisend; =0 (5.80)

Estas duas equacdes formam um sistema de duas equagdes a duas incognitas, a; €
a1, o qual em notagdo matricial pode ser escrita como,

2 2
—nsend, —1||a, _ o, cos0, + r,w;cosl, (5.81)
r,cos6 0]la r,w;send, + r,wisend '
3 3 1 252 2 3%73 3
Aplicando, por exemplo, a regra de Cramer a este sistema resulta que,
2 2
r,@; send, + r,w; seno.
_ 1272 2 3%73 3
a, = 9 (5.82)
r,cos 0,
g = _lssen o, (rza)zzsenH2 + r,wisend, )+ r,cos 0, (rza)zzcosé’2 + lga)fcos@) (5.83)
= :

r,cos 0,

em que o3 € a; sdo, respectivamente, a aceleragdo angular da biela e a aceleragdo
linear da corredi¢a. Os valores de € e @; necessarios para o calculo destas duas
aceleragdes obtém-se, respectivamente, da analise de posic¢ao e de velocidade,

6, = arcsen _nsent, (5.84)
3

_ r,@,cos 0, (5.85)
1,080,

Deve notar-se que, quando se utiliza o0 método da notacdo matricial no célculo das
velocidades e das aceleragdes, a matriz dos coeficientes ¢ igual em ambos os casos.
Esta particularidade ¢ bastante util e interessante quando se pretende escrever um
programa computacional para o efeito, uma vez que se pode aumentar a eficiéncia
computacional na medida em que, para cada instante, ¢ necessario apenas calcular
uma unica vez a matriz dos coeficientes.

5.5.4. Método da Decomposicio do Movimento

O método da decomposi¢do do movimento, tal como o nome sugere, baseia-se na
propriedade que qualquer movimento geral pode ser considerado como a soma de um
movimento de translacdo e um movimento de rotagdo. Esta propriedade ¢ conhecida
como lei de Chasles. Este método de analise do movimento ¢ particularmente til e
interessante no estudo dos movimentos dos mecanismos de uso corrente. O método
da decomposi¢dao do movimento ¢ aplicado ao mecanismo biela-manivela como
exemplo de demonstracdo no calculo de aceleragdes.

A figura 5.12 representa um mecanismo biela-manivela em relacdo ao qual se
pretende determinar a aceleracdo da corredica. Neste mecanismo, a manivela, sendo
0 0rgao motor, roda com um velocidade angular constante igual a @, a corredica
realiza um movimento de translacdo rectilinea e a biela descreve um movimento
geral ou misto.

CAPITULO 5 — ACELERACAO 147



Y“ B
Ag
2 3
©;
0 0 4
_____ A N A C _

< O >

7777 X

1 1

Figura 5.12 — Mecanismo biela-manivela em que estdo representadas as aceleragoes dos
pontos B e C.

Assim, para o mecanismo representado na figura 5.12 sabe-se que ¢ nula a
componente tangencial da aceleracdo do ponto B, em virtude de se ter considerado
que a manivela roda com velocidade angular constante. A componente normal da
aceleragdo do ponto B esta representada na figura 5.13 e pode ser calculada como,

(5.86)

Figura 5.13 — Componente normal da aceleragdo do ponto B que pertence a manivela.

Dado que a biela descreve um movimento geral, este pode ser decomposto numa
translacdo com o ponto B e numa rotacdo em torno do eixo que passa no mesmo
ponto B, como se ilustra na figura 5.14. Atendendo a que o ponto B ¢ um ponto
comum a manivela e a biela, a sua aceleragdo ¢ a mesma quando se considera como
pertencente a um ou outro corpo. O mesmo sucede com o ponto C, mas agora em
relacdo a biela e a corrediga.

translagao + rotagéo

Movimento geral ou misto

Figura 5.14 — Decomposi¢do do movimento da biela como sendo a soma de uma transla¢do
e de uma rotacdo.
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Assim, a equacao grafica da figura 5.14 pode, vectorialmente, ser escrita como,
A=A, +A, (5.87)

Projectando esta equacdo segundo as direcgdes X e Y obtém-se o seguinte sistema
de equagoes,

—a, =—aycos6, — a;,cosb, + agzsend, (5.88)
0=—aysen®, + a;zsend; + agcoso, (5.89)
em que,
ay = wsr, (5.90)
ay, = @, (5.91)
agp = A1, (5.92)

O valor do angulo 6 ¢ conhecido a partida, uma vez que é=am»t, sendo o angulo
6 calculado pela analise geométrica do mecanismo, pelo que aplicando a lei dos
senos ao triangulo ABC obtém-se a seguinte relacao,

ABsen0, j (5.93)

0, = arcsen(
BC

Com efeito, observa-se que as equagdes (5.88) e (5.89) constituem um sistema de
duas equagdes a duas incognitas, a3 € ac, pelo que da sua resolucdo vem que,
_ w;r,sen, — wir,send,

oy = 5.94
} 1,08 0, (5:94)

sen0,

a. = wir, (cos 0, - ]+ wir, (cos 0, + senb,1g0,) (5.95)

1,080,
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5.6. METODOS GRAFICOS

5.6.1. Método do Poligono de Aceleracoes

O método do poligono de aceleragdes, tal como o método do poligono de
velocidades, baseia-se na construcao e resolugdo grafica de equagdes vectoriais. Este
método € aplicado ao mecanismo biela-manivela a titulo de demonstracdo. Assim,
considere-se 0 mecanismo biela-manivela ilustrado na figura 5.15, em que o 6rgdo
motor ¢ a manivela, a qual roda com velocidade angular constante @,. A semelhanga
dos casos anteriores, pretende-se determinar a aceleracdo linear da corrediga, ou seja
a aceleragdo linear do ponto C.

A
v B
Ag
2 3
[O))
0 0 4
_____ A N A C _

< O >

7777 X
1

Figura 5.15 — Mecanismo biela-manivela em que estdo representadas as aceleragoes dos
pontos B e C.

Por defini¢do de aceleracdo relativa entre dois pontos que pertencem a um mesmo
corpo rigido, sabe-se que para os pontos B e C ¢ valida a seguinte relacao,

A=A, +A, (5.96)
Substituindo nesta equagdo as componentes normais € tangenciais vem que,
AL+AL=AL+ A +Al, + A, (5.97)

onde a; =0 porque a trajectoria da corrediga ¢ de translag@o rectilinea e a, =0 uma
vez que a manivela roda com velocidade angular constante. Sabe-se ainda que,

ay = wsr, (5.98)
ay, = @i, (5.99)
Agp = QT (5.100)

Assim, ¢ possivel tracar, a uma escala conveniente, o poligono de aceleragdes
dado pela equacao (5.97). Tomando, entdo, uma escala adequada, e a partir da
definicdo do ponto O, como sendo a origem das aceleragdes, representa-se o vector

A’;, cuja direccdo ¢ a mesma da manivela e o sentido ¢ o da apontar de B para 4.

Respeitando, na sua colocag@o em relagdo a A, as regras da adi¢@o e subtrac¢do de

vectores, e seguindo a equacao (5.97), € possivel construir o poligono de aceleragdes
ilustrado na figura 5.16. Medindo directamente sobre o poligono de aceleragdes,
afectando a medida pelo factor de escala, € possivel determinar a aceleracao linear da
corrediga, bem como as componentes da aceleragdo do ponto C em relagdo a B.
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Figura 5.16 — Construgdo grdfica do poligono de aceleragées.

5.6.2. Método da Imagem de Aceleracoes

O método da imagem de aceleragdes utiliza os mesmos principios que o método
da imagem de velocidades, isto ¢, ¢ possivel obter uma imagem da aceleragcdo de um
corpo quando este tem uma configuracdo geométrica complexa, como por exemplo,
forma triangular.

Antes de aplicar o método da imagem de aceleragdes convém relembrar que, do
modulo da adicao de vectores tem-se que,

ay, =\(al, ] +(al, ) (5.101)

€ como,
ay, =w,,AB (5.102)
a., =a,,AB (5.103)

entdo, da equacdo (5.101) vem que,

a,, = AB\w', +a’, (5.104)

Da analise da equacao (5.104) pode concluir-se que, como @y € Qyp Sao
constantes, entdo a aceleracdo de cada ponto relativamente a outro, num corpo rigido,
é proporcional & distancia entre eles. E também possivel demonstrar que a orientagio
da imagem de aceleragdes, de cada corpo, depende da aceleracdo angular desse
mesmo corpo.

Deve notar-se que se a aceleracdo angular for nula, a imagem de aceleracdes
encontrar-se-a rodada de 180° em relacdo a posi¢do do respectivo corpo, no sentido
da velocidade de rotag@o. Por outro lado, existindo uma componente de aceleragdo
angular, a imagem encontrar-se-a rodada de um valor de [180-tg(c/@")] em relagio a
posi¢do desse corpo, no sentido da aceleragcdo angular.

A titulo de demonstracdo, o método da imagem de aceleracdes ¢ aplicado ao
mecanismo biela-manivela ilustrado na figura 5.17a, em que os corpos 2 e 3 tém
formas triangulares. Considerando a inexisténcia de aceleragdo angular do corpo 2
(=0), a correspondente imagem de aceleragdes encontra-se representada na figura
5.17b. Deve notar-se que a imagem de aceleragdes do corpo 2, que ndo tem
aceleragdo angular, apresenta uma rotacao de 180°. Por seu turno, o corpo 3, animado
de uma aceleragdo angular no sentido directo, a sua imagem aparece com uma
rotacdo menor que 180°.
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(b)

Figura 5.17 — (a) Mecanismo biela-manivela; (b) Imagem de aceleragoes.

5.6.3. Método dos Centros Instantaneos de Aceleraciao

Da mesma forma que num mecanismo podem ser localizados centros instantaneos
de rotagdo ou de velocidade, isto €, os pontos para os quais a velocidade relativa ¢
nula, ¢ também possivel localizar os centros instantaneos de aceleragdo (CI4) ou
centros de aceleracao. Embora a sua utilizacdo pratica na analise de mecanismos seja
bastante reduzida, ¢ importante abordar, ainda que de forma simples, este conceito.

Com efeito, centro instantaneo de aceleragdao pode definir-se como sendo o local
instantdneo de dois pontos coincidentes e pertencentes a corpos rigidos diferentes,
para os quais a aceleragdo absoluta é igual. Quando um dos corpos esté fixo e outro
descreve um movimento plano, o centro instantdneo de rotacdo € o ponto do corpo
que se move, para o qual a aceleragdo absoluta, para o instante considerado, ¢ nula.

Na figura 5.18 esta representado um corpo rigido, em que o ponto B ¢ o centro
instantaneo de aceleracdo, para o qual a aceleragdao absoluta € nula e cuja localizagcdo
¢ desconhecida. Considerando que o ponto A4 tem aceleragdo absoluta A, e que we o
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representam, respectivamente, a velocidade e a aceleragdao angulares do corpo, entdo,
a diferenca de aceleracdes entre os pontos 4 e B ¢ dada por,

A,=A,—-o’R,, +axR,, =0 (5.105)
Resolvendo a equagdo (5.105) em ordem a A4, vem que,
A, =w'r, by, —ar, (KXT,,) (5.106)

Atendendo a que os vectores r,, ¢ kxr,, sdo perpendiculares, os dois termos do

segundo membro da equacdo (5.106) representam as componentes rectangulares do
vector A4, como se ilustra na figura 5.18.

Figura 5.18 — Centro instantdaneo de aceleragdo.

Da observagao da figura 5.18, a direc¢dao e a magnitude do vector Rg4 podem ser
calculadas de acordo com as seguintes expressoes,

y= arctgi2 (5.107)
)
a, a,cosy
Py = = (5.108)
. \/a)4+0c2 o’

em que a4 € o moédulo da aceleracdo A .

Da analise da equacdo (5.108) pode concluir-se que a distdncia de um qualquer
ponto de um corpo rigido ao centro instantaneo de aceleracao pode ser calculada se a
magnitude da aceleracdo desse ponto for conhecida.

A localizagdo dos centros instantineos de aceleragdo ¢ uma tarefa bastante
trabalhosa, especialmente em mecanismos que apresentem topologias complexas.
H4, no entanto, métodos graficos que permitem, de forma simples e expedita,
determinar a localizacdo dos centros instantdneos de aceleragdo, entre os quais se
destaca o método das quatro™ circunferéncias. Este método, ¢ particularmente util
quando se conhecem duas aceleragdes absolutas de dois pontos do mesmo corpo,
como ¢ caso dos pontos 4 ¢ B da figura 5.19 que pertencem a mesma barra. Assim, o
procedimento grafico conducente a localizacdo do centro instantaneo de aceleragdo
pode ser resumido nos seguintes passos,

44 . . , o
Refira-se, a titulo de curiosidade que, apesar do nome adoptado, neste método apenas sdo usadas
duas circunferéncias.
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- Prolongar os vectores das aceleragoes A4 € Ap, até que estes se intersectem no
ponto /;

- Desenhar a circunferéncia que passa pelos pontos 4, B e I,

- Desenhar a circunferéncia que passa pelos pontos definidos pelos terminus dos
vectores A4 e Ap e pelo ponto /;

- Intersectar as duas circunferéncias anteriormente desenhadas, resultando dai o
centro instantaneo de aceleragdo (CIA4).

e

CIA

A

Figura 5.19 — Localizagdo do centro instantineo de aceleragdo utilizando o método das
quatro circunferéncias.

5.6.4. Método da Diferenciacdo Grafica

Os principios aplicados no método da diferenciagdo grafica com o proposito de
efectuar o calculo de aceleracdes sdo os mesmos ja enunciados aquando da andlise de
velocidades, pelo que nesta seccdo apenas se apresentam os resultados graficos das
aceleragdes da corredica do mecanismo biela-manivela, em que o diagrama de
deslocamento da corredica ¢ conhecido. Assim, por sucessivas diferenciagdes
gréaficas obtém-se as curvas de velocidade e de aceleracdo, como ilustra a figura 5.20.

Xy A
c N1
alf
3 R\ t
X4
B >
t
1
A » A
X4
/ \ t

Figura 5.20 — Aplicagdo do método da diferenciagdo grdfica ao mecanismo biela-manivela.
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5.7. ANALISE DE ACELERACAO DE MECANISMOS ELEMENTARES

5.7.1. Mecanismo de Quatro Barras

A figura 5.21 mostra o mecanismo de quatro barras em que o 6rgdo motor ¢ a
manivela, a qual roda com velocidade angular constante igual a @,. Ainda na figura
5.21 estdo ilustrados os vectores posi¢do correspondentes a cada um das barras que
constituem o mecanismo.

Figura 5.21 — Mecanismo de quatro barras.

Com base na notagdo complexa polar, a equagdo que traduz a cadeia cinematica
formada pelos vectores R;, Ry, R3 e Ry € escrita como,

o +re” +re” =0 (5.109)

i0,

rne’ +re

Derivando duas vezes esta equacdo em ordem ao tempo obtém-se as expressoes
que permitem calcular as aceleragdes das barras deste quadrilatero articulado. Assim,
da primeira derivada da equagao (5.109) vem que,

. e ., .0,
niw,e”? +riwe™” +rioe”™ =0 (5.110)

Deve referir-se que 7y, 2, 13, 74 € 6 s3o parametros que ndo variam com o tempo.
Utilizando a féormula de Euler na equagdo (5.110), separando as partes real e
imaginaria e resolvendo o sistema resultante, em ordem a @s e @y, obtém-se,
ro, sen(6, —06,)

w, = 5.111
Ton sen(6,-6,) G

o, = 1o, sen(6, —0,) (5.112)
r, sen(6,-6,)

Derivando, agora, a equagao (5.110) em ordem ao tempo vem que,

2 i,

.2 . i0y
Rl w,e +r3za3e

.2 2 i, . i0 2 2 0, _
+ri‘w;e” +rjioe™ +riwe™ =0 (5.113)

As incognitas desta equacdo sdo a3 € au, pelo que aplicando a férmula de Euler,
separando as partes real e imaginaria e resolvendo o sistema dai resultante resulta,
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Y= rw;cos(6, — 6,)+ nw;cos(6, - 6,)+ o, (5.114)
3 7f3sen(04 - (93)

o - rw;cos(6, — 6,)+ r,w;cos(6, - 6,)+ r,w; (5.115)
4 r4sen(04 - (93)

Atendendo a que a manivela 2 roda com velocidade angular constante, entdo o
valor do angulo & ¢ dado por,

0, = w,t (5.116)

Por seu lado, os valores dos angulos & e 6; podem ser obtidos da andlise de
posicdo do mecanismo de quatro barras, donde resulta que,

2 2 2
93:9d¢arcosrd 5 Th (5.117)
Tals
2 2 2
94:0diarcosrd ATk (5.118)
rr,
em que 6, e ry sdo dados por,
0, = arcsen(r—zsenﬁzj (5.119)
Ta
1l =1’ +1) = 2nrcos0, (5.120)

5.7.2. Mecanismo de Corredica

Na figura 5.22a est4 representado pelas suas barras o mecanismo de corrediga,
enquanto na figura 5.22b estdo apresentados os correspondentes vectores posi¢ao, os
quais constituem uma cadeia cinematica fechada. Neste mecanismo considera-se que
o 6rgdo motor ¢ a manivela 2, a qual roda com velocidade angular constante ;.

Nesta seccao, usando o método da notacdo complexa, ¢ apresentada a analise de
aceleracdes linear e angular da manivela 4.

(b)

Figura 5.22 — (a) Mecanismo de corredica; (b) Representagdo vectorial equivalente.
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Assim, com base na notagdo complexa, a cadeia cinematica fechada formada
pelos vectores Rj, R, e R4 pode ser escrita como,

ne” +re” —re’ =0 (5.121)
Derivando em ordem ao tempo esta equagdo vem que,
rioe” e’ —riw,e™ =0 (5.122)
2 2 4 4" =74 - :

Aplicando, agora, a formula de Euler a equacdo (5.122), separando as partes real e
imagindria e resolvendo em ordem a 7, e @4 vem que,

7, = ro,sen(6, —0,) (5.123)
o, =2 cos(0, - 0,) (5.124)
7y

Derivando, agora, a equagao (5.122) em ordem ao tempo obtém-se,
2 2 6 RN (0] .. i6 . . i . i0, 2 2 i,
ni‘wye”? —ire™ —rioe™ -rioe” -riae” —ri‘we”™ =0 (5.125)

As incognitas desta equacdo sdo 7, € au, pelo que ao aplicar a formula de Euler,
separando as partes real e imaginaria, vem que,

2 . . 2
—rw;cosB, —i,cosO, + 2r,w,senb, + r,a,senb, + r,w,cos6, =0  (5.126)
2 . . 2
—rw;send, —iisenl, — 2r,w,cos 0, —r,a,cos0, + r,w;send, =0  (5.127)

As equagdes (5.126) e (5.127) constituem um sistema de duas equagdes a duas
incognitas, cujas solugdes sao,

¥, = r,; — rywicos(6, - 6,) (5.128)
o, = rwisen(6, —0,)— 270, (5.129)

74

em que 6 ¢ conhecido a partida, uma vez que a barra 2 ¢ o 6rgdo motor, sendo &
dado pela seguinte equagao obtida da analise de posicao,

r,sen0,

0, =arctg (5.130)

r,cos0, — 1,
Por seu lado os valores relativos as velocidades 7, e @ podem ser calculados
utilizando as equagdes (5.123) e (5.124), respectivamente.

5.7.3. Mecanismo Biela-Manivela com Excentricidade

A figura 5.23 mostra o mecanismo biela-manivela com excentricidade entre o
eixo de rotacdo da manivela e a linha recta que define a direccdo de translacdo da
corrediga. A manivela € o 6rgdo motor, a qual roda com velocidade angular constante
igual a @,. Aplicando o método algébrico ao mecanismo ilustrado na figura 5.23,
obtém-se a seguinte expressao para a posicao da corredica,

X, = rzcosa)zt+\/1f32 —(rzsena)zt+e)2 (5.131)
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em que 7, 3 € e sao caracteristicas geométricas do mecanismo, @, ¢ a velocidade
angular da manivela e ¢ ¢ a varidvel tempo.

Assim, derivando duas vezes a equacdo (5.131) em ordem ao tempo, € apods
tratamento matematico, obtém-se uma expressao que permite calcular a aceleragao
linear da corredica em cada instante, a qual ¢ expressa como,

;) (cosza)zt - senza)zt) w1, sen’ m,tcos’ m,t

3
2

(5.132)

a, = —a)zzrzsena)zt -
\/ g ( 4 )2 . ’
r, —\nsenw,t +e 7, —(rzsena)zt+ e)

Figura 5.23 — Mecanismo biela-manivela com excentricidade.

5.7.4. Mecanismo Biela-Manivela Invertido

A figura 5.24 ilustra um mecanismo biela-manivela invertido, em que as barras
foram substituidas por vectores posi¢ao equivalentes, os quais constituem uma cadeia
cinematica fechada. Admite-se que, na presente situagdo a manivela é o 6rgdo motor
e roda com uma velocidade angular constante igual a @,.

Figura 5.24 — Mecanismo biela-manivela invertido.

Da andlise geométrica do mecanismo ilustrado na figura 5.24, e utilizando a
notagdo complexa polar, pode escrever-se que,

i0, i0), i0, 0, _
rne —ne" —re” —re” =0 (5.133)

Por outro lado, da andlise de posicao sdo validas as seguintes relacdes,

= \/ 1+ =1 = 2nr,(cos,cosO, + senf,send,) (5.134)
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a = r,cos, — r,cos0, (5.135)

0, =0, -90 (5.136)
[2 2, 2
0, = arcig) P :*H“ 5 (5.137)
3

onde f==*1.

Atendendo a que 7, 74 € 6, sdo constantes, derivando em ordem ao tempo a
equagdo (5.133), vem que,

P T A NS
nim,e™? —re” —rnioe” —rioe” =0 (5.138)

Aplicando a féormula de Euler na equacdo (5.138), separando as partes real e
imagindria e rearranjando as equagdes dai resultantes obtém-se o seguinte sistema de

equagoes,
{cos 0, —rnsent,—r,send, H 7y } _ {— r,sen (92} (5.139)

sen@; rcosO, +rcosl, ||l r,@,cos 0,

Este sistema pode ser resolvido, utilizando, por exemplo, a regra de Cramer
anteriormente apresentada, em ordem as velocidades 7, e ;. Os restantes
parametros da equacdo (5.139) sdo previamente conhecidos ou calculados usando as
equacdes (5.134)-(5.137).

Procedendo de modulo analogo para o céalculo das aceleragdes, isto €, derivando
em ordem ao tempo a equacao (5.138), a apos tratamento matematico obtém-se que,

{cos 0, —nsenb,—rsenb, H 7 } B
sen@, rcos, +rcosl, || a,

(5.140)
{— 1,@;c0s 0, + 1,w;cos 0, + 27,w,sen 6, + wacos@}

2 2 . 2
—rw;send, + r,w;sent, — 2r,w,cos 6, + r,w;sen0,

O sistema dado pela equagdo (5.140) deve ser resolvido em ordem as incognitas
7, € a3, em que os restantes pardmetros envolvidos sdo conhecidos pela analise de

posicado e velocidade anteriormente apresentada.

Deve salientar-se que as matrizes dos coeficientes das equacdes (5.139) e (5.140)
sdo iguais. Este facto ¢ bastante util e interessante quando se pretende escrever um
programa computacional para o efeito, uma vez que se pode aumentar a eficiéncia
computacional na medida em que, para cada instante, ¢ necessario apenas calcular
uma Unica vez a matriz dos coeficientes.
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The next best thing to knowing something
is knowing where to find it.

Samuel Johnson
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1t is the glory of geometry that from so few principles,
fetched from without, it is able to accomplish so much.

Isaac Newton
ANEXO A - VECTORES

A.1. GENERALIDADES

Em mecéanica ha dois tipos de grandezas, a saber, as escalares e as vectoriais.

As primeiras sdo caracterizadas por uma quantidade numérica, que representa a
magnitude ou modulo da grandeza, seguida de uma unidade adequada. Exemplos de
grandezas escalares s3o a massa de um corpo, o tempo, a temperatura, entre outras.

As grandezas fisicas cuja completa especificacao exige, para além de um valor
numérico, o conhecimento de uma direc¢ao e sentido de actuacdo denominam-se
grandezas vectoriais. Assim, por exemplo, o deslocamento de um corpo sé fica
completamente especificado pela caracterizagdo da distancia percorrida e pela
direccdo e sentido associados a trajectoria. As grandezas vectoriais devem ser
estudadas com base na algebra vectorial, como, por exemplo, a resultante de dois
vectores pode ser obtida pela regra do paralelogramo de vectores.

A caracterizagdo geométrica do movimento e das forcas transmitidas nos sistemas
mecanicos constitui o cerne da analise cinematica e dindmica. Com efeito, a analise
vectorial pode ser aplicada, quer no estudo de deslocamentos, velocidades e
aceleragdes, quer no estudo de forcas e momentos transmitidos pelos elementos que
constituem os sistemas mecanicos.

A representacdo vectorial forma a base matematica do estudo cinematico e
dindmico de mecanismos, bem como de outras areas da mecanica. De facto, a analise
vectorial permite obter, de forma simples e conveniente, expressdes matematicas que
de outro modo seria dificil, se ndo mesmo impossivel, de traduzir em linguagem
cientifica.



A.2. TIPOS DE COORDENADAS

Os tipos de coordenadas mais frequentemente utilizados na algebra vectorial
aplicada ao estudo cinematico e dindmico de mecanismos articulados sdo as
coordenadas cartesianas e as coordenadas polares, como ilustra, esquematicamente, a
figura A.1. As coordenadas cartesianas, também denominadas rectangulares, de um
ponto sio as componentes x* e ) da posi¢io desse ponto, ao passo que em
coordenadas polares o mesmo ponto ¢ localizado pela distancia r e pelo angulo 6.

A A
Y Y
P P
Pl .?
| :
0
XX X

(a) (b)
Figura A.1 — Tipos de coordenadas: (a) Cartesianas, (b) Polares.
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A.3. NOTACAO VECTORIAL

Convencionalmente, os vectores sdo representados por setas que unem o0s seus
pontos inicial e final. Na figura A.2 esta representado o vector a que comega no
ponto 4 e termina no ponto B, cuja magnitude ¢ igual a a.

B

QY

A

Figura A.2 — Representagdo convencional de um vector.

Por simplicidade e comodidade, no presente trabalho, os vectores sao
representados por uma letra maiuscula em negrit045, R, em vez da representacao
convencional, 7, como se ilustra na figura A.3. O médulo ou magnitude de um

vector, que ¢ uma grandeza escalar, ¢ representado por uma letra mintscula, » = |R| .

O vector unitario, ou versor, na direc¢do do vector R é representado por r = %.

R
7
Figura A.3 — Representa¢do de um vector e respectivo vector unitdario.

Em suma, no presente trabalho a notacdo adoptada para a representacdo vectorial
encontra-se resumida na figura A.4.

NOTAGAO VECTORIAL
TIPO DE LETRA SIGNIFICADO EXEMPLO
Vector (magnitude, direccéo e sentido) R
Maiuscula
Componente vectorial numa dada direcgao RX
Magnitude de um vector (grandeza escalar) r
Mindscula Magnitude de um vector numa dada direcgcéo r
Vector unitario numa dada direcgéo (versor) r

Figura A.4 — Notagdo vectorial adoptada no presente trabalho.

4 .. ~ ~ .

> A distingdo entre a representacio de um ponto e de um vector reside no facto de que, apesar de em
ambos 0s casos se usar letras maitisculas, os pontos serem representados em italico, por exemplo, o
ponto P, enquanto que os vectores serem representados em negrito, por exemplo, o vector R.
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Com efeito, um vector pode ser representado e descrito de diferentes modos.
Assim, o vector representado na figura A.5 pode ser escrito como,

R=R"+R’ (coordenadas cartesianas) (A.1)
R=rZ60 (coordenadas polares) (A.2)
R=r'i+r" i (coordenadas cartesianas) (A.3)
R=7r"+ir" (coordenadas cartesianas e notagdo complexa) (A.4)
R =re¢” (coordenadas polares e notagdo complexa) (A.5)

onde 7 nas equagoes (A.4) e (A.5) representa a unidade complexa, em que i =+/—1, ¢

e” = cos O+ isend , que representa a equagio de Euler.
Deve notar-se ainda que da analise geométrica da figura A.5 tem-se que,

r* =rcost (A.6)

r’ =rsenf (A.7)
r=A0) + () (A.8)
0= arctg:—i (A.9)

A

i

Rx X

Figura A.5 — O vector R localiza a posi¢do do ponto P no sistema de coordenadas XY.
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A.4. COMPONENTES DE UM VECTOR

E oportuno recordar alguns conceitos elementares no ambito da analise vectorial.
Com efeito, vectores que actuam no mesmo plano sdo denominados vectores
complanares. Vectores colineares t€ém a mesma direccdo e a mesma linha de acg¢ao.
Vectores iguais t€m o mesmo modulo, a mesma direc¢do e o mesmo sentido. Vector
nulo ou zero tem modulo zero e, por isso, a sua direccdo ndo ¢ especificada. A
multiplicagdo de um vector por um escalar ¢ definida como sendo um vector com a
mesma direc¢do e modulo igual ao produto da magnitude do vector pelo escalar. Um
vector negativo consegue-se por simples multiplicagdo por -1, invertendo-se, por
1ss0, o seu sentido.

Na figura A.6 esta representado um vector R que une a origem do sistema de
eixos coordenados ao ponto P. As componentes vectoriais de R ao longo dos eixos
sdo R', R e R’ respectivamente. Ainda na figura A.6 estdo representados os

vectores unitdrios dos eixos X, Ye Z, ou seja, i, j e k, respectivamente.

Figura A.6 — Componentes de um vector ao longo dos eixos coordenados.

As grandezas escalares ', ' ¢ 1 representam, respectivamente, o médulo dos
vectores R*, R” e R, pelo que se podem escrever as seguintes relagdes,

R* = r'i (A.10)
R =] (A.11)
R® =r°k (A.12)

Quando dois vectores sdo iguais, entdo sdo também iguais as suas componentes.
Assim, se os vectores A e B forem iguais, tal que,

A=a‘i+a’j+a’k (A.13)
B=0b'i+b"j+bk (A.14)
entdo, sabe-se que,
a*=b" (A.15)
a’=b" (A.16)
a’=b’ (A.17)
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A.5. ALGEBRA VECTORIAL

A.5.1. Adicao e Subtracc¢ao

A adicdo de vectores envolve simplesmente a soma individual de cada uma das
componentes nas direc¢des X, Y e Z. Assim, considerando o vector C como sendo a
adicdo dos vectores A e B, isto ¢, C=A+B, tem-se que,

C=(a" +b)i+(a’ +b")j+(a’ +b)k (A.18)

em que os vectores A, B e C estdo representados pelas suas coordenadas cartesianas.

Graficamente, a adicdo de vectores pode representar-se como na figura A.7, em
que o vector C ¢ igual a soma dos vectores A e B. Ainda na figura A.7 observa-se
que a adicdo de vectores goza da propriedade comutativa, isto ¢, o resultado ¢ o
mesmo independentemente da ordem pela qual os vectores sdo adicionados.

B

Figura A.7 — Propriedade comutativa da adicdo de vectores.

A figura A.8 ilustra também a adi¢do grafica de dois vectores, a qual ¢ usada
como base para se obter uma expressdo matematica que permite calcular o médulo
da soma de dois vectores.

Figura A.8 — Adi¢do grdfica de dois vectores.

Da observagao da figura A.8 pode escrever-se que,

PS* = PR*> + RS? (A.19)
PR =PQO+ QR (A.20)
PR=a+bcosy (A.21)

RS = bseny (A.22)

onde a e b representam os mddulos dos vectores A e B, respectivamente.
Assim, das equacdes (A.19)-(A.22), o modulo do vector C pode ser expresso por,

c= \/a2 +b° +2abcosy (A.23)
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A direcgao do vector C pode facilmente ser conhecida se o valor do angulo « for
calculado, pelo que aplicando a lei dos senos ao tridngulo POS vem que,

a b c

= = (A.24)
senfp  sena  sen(180—7y)

Considerando, agora, os vectores A, B e C e ainda o escalar s, verificam-se as
seguintes propriedades em relagdo a algebra vectorial,

A+B=B+A (propriedade comutativa da adi¢do) (A.25)
A+(B+C)=(A+B)+C (propriedade associativa da adi¢do) (A.26)
SA =As (propriedade comutativa da multiplica¢do) (A.27)
s(A+B)=sA+sB (propriedade distributiva da multiplica¢do) (A.28)

A subtraccdo de dois vectores ¢ em tudo semelhante a adi¢cdo de vectores
anteriormente apresentada. Assim, considerando o vector C como sendo a subtrac¢ao
dos vectores A e B, isto é, C=A-B ou C=A+(-B), tem-se que,

C=(a" -b")i+(a’ =b")j+(a’ —b )k (A.29)
Graficamente, a subtraccdo de vectores ¢ obtida somando-se o primeiro vector
com o0 negativo ou oposto do segundo, como ilustra a figura A.9.

-B

A C=A-B

B
\ A
Figura A.9 — Subtracgdo de dois vectores.

Deve notar-se que a subtrac¢do de vectores ndo goza da propriedade comutativa,
como se demonstra graficamente na figura A.10.

Soo 72

Figura A.10 — Propriedade ndo comutativa da subtracgdo de vectores.

A.5.2. Produto Externo ou Vectorial

O produto externo ou vectorial de dois vectores A e B ¢ definido como sendo um
vector perpendicular ao plano definido por A e B. O produto vectorial ¢ representado
por AxB ou AAB. O sentido do vector resultante do produto vectorial ¢ o
correspondente ao sentido do avango de um parafuso de rosca direita que roda de A
para B. Um parafuso de rosca direita avanga na direc¢do de um polegar quando se
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coloca a mao direita na forma indicada na figura A.11, isto ¢, com os dedos a apontar
no sentido de rotagdo. Deve notar-se que a maior parte dos parafusos sdo de rosca
direita. Por outro lado, da defini¢do de produto vectorial decorre que,

AxB=-BxA (A.30)

uma vez que o sentido de rotagdo do parafuso ¢ invertido quando a ordem dos dois
vectores ¢ alterada, pelo que o produto vectorial ¢ anticomutativo.

A
AxB

L s

A

BxA
y

Figura A.11 — Representagdo do produto externo ou vectorial de dois vectores.

Uma outra regra simples, que permite saber o sentido do produto vectorial AxB, ¢
a bem conhecida regra da mao direita, a qual pode ser resumida do seguinte modo, ao
colocar o dedo polegar, o dedo indicador € o dedo médio da mao direita na posi¢ao
ilustrada na figura A.12, se o indicador e o dedo médio apontarem nos sentidos de A
e B, respectivamente, entdo o polegar indica o sentido de AxB.

A

Figura A.12 — Regra da mdo direita usada no produto vectorial de dois vectores.

A magnitude ou médulo do produto vectorial C=AxB pode ser calculada por,
¢ = absent (A.31)

em que a ¢ b representam os mddulos dos vectores A e B, respectivamente, e 6
define o angulo formado pelos dois vectores considerados.
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Deve notar-se que ¢ nulo o produto vectorial de dois vectores paralelos, uma vez
que ¢ nulo o angulo por eles formado e, consequentemente, ¢ também nulo o seno
desse angulo. Com efeito, pode concluir-se que a condigdo necessaria e suficiente
para garantir o paralelismo entre dois vectores ¢ dada pelo seu produto vectorial, ou
seja,

AxB=0 (A.32)

Deve ainda observar-se que o produto vectorial dos vectores unitarios associados
aos eixos coordenados X, Y e Z apresenta os seguintes resultados,

ixi=0 (A.33)
jxj=0 (A.34)
kxk=0 (A.35)
ixj=k (A.36)
jxi=-k (A.37)
jxk=i (A.38)
kxj=—i (A.39)
Kxi=j (A.40)
ixk=—j (A.41)

Quando os vectores sdo expressos pelas suas componentes cartesianas,
A=a'i+a’j+a’k (A.42)
B=5b'i+b"j+b’k (A.43)
entdo, o produto vectorial de A por B ¢ dado por,
AxB=(a’b* — a*b)i+ (a°b* — a*b*)j+ (a'b’ —a’b )k (A.44)

A equagdo (A.44) pode ser escrita na forma mais compacta de um determinante da
seguinte matriz,

i j Kk
AxB=|a" a’ a° (A.45)
b* b" b*

A.5.3. Produto Interno ou Escalar

O produto interno ou escalar de dois vectores A ¢ B ¢ definido como sendo um
escalar resultante do produto dos seus moddulos pelo coseno do angulo por eles
formado. O produto escalar ¢ representado por A-B. Matematicamente, o produto
escalar € escrito como,

A-B=abcost (A.46)
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em que a ¢ b representam os mddulos dos vectores A e B, respectivamente, e 6
define o angulo formado pelos dois vectores considerados.

Deve notar-se que ¢ nulo o produto escalar de dois vectores perpendiculares, uma
vez que ¢ igual a 90° o angulo por eles formado e, consequentemente, ¢ nulo o
coseno deste angulo. Com efeito, pode concluir-se que a condigdo necessaria e
suficiente para garantir a perpendicularidade entre dois vectores ¢ dada por um
produto interno, isto €,

A-B=0 (A.47)

Deve ainda observar-se que o produto escalar dos vectores unitarios associados
aos eixos coordenados X, Y e Z apresenta os seguintes resultados,

ifi=1 (A.48)
jrji=1 (A.49)
k-k=1 (A.50)
i-j=0 (A.51)
j k=0 (A.52)
k-i=0 (A.53)
Quando 0s vectores sao EXPressos pelas suas componentes cartesianas,
A=d'i+a’j+a’k (A.54)
B=5b'i+b"j+ bk (A.55)

entdo, o produto escalar de A por B ¢ dado por,
A-B=a'b"+a’b’ +a’b’ (A.56)
O produto escalar de um vector por ele proprio, isto €, A-A, ¢ dado por,
A-A=a’ (A.57)

Algumas considera¢des adicionais em relacdo ao produto escalar de vectores
devem ainda ser tidas em linha de conta. Em primeiro lugar deve referir-se que o
produto escalar goza da propriedade comutativa, isto &,

A-B=B-A (A.58)
A propriedade distributiva ¢ também aplicavel ao produto escalar de vectores,
A-B+C)=A-B+A-C (A.59)

Deve notar-se ainda a equivaléncia entre os produtos escalares e vectoriais de
varios vectores, tal como exemplifica a equacgdo (A.60).

a a a
A-BxC)=B-(CxA)=C-(AxB)=[b" b" b* (A.60)
ct &
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A.5.4. Multiplicacio e Divisao

Nesta sec¢do sdo apenas apresentados os casos da multiplicagdo e divisdo de dois
vectores, usando para o efeito a notagdo complexa. Assim, considerando os vectores
A e B expressos em notacdo complexa, a multiplicacdo destes dois vectores pode ser
expressa como,

A xB =ae” xbe” = ab[cos(0,+0,)+isen(®, +0,)] (A.61)

De modo andlogo, a divisdo de dois vectores A e B expressos em notagdo
complexa pode ser calculada como,

A/B=ae’ /be” =(a/b)[cos(0,—0,)+isen(®,—0,)] (A.62)

A.5.5. Rotacao de Eixos no Plano

A rotacdo dos eixos coordenados com o intuito de definir novos sistemas de eixos
¢ uma necessidade frequente na analise de mecanismos. A figura A.13 ilustra um
vector R cuja notagdo em coordenadas polares, relativamente ao sistema de eixos X7,
pode ser escrita como,

R=rZ0 (A.63)

e relativamente ao sistema de eixos XY’ rodado de um angulo y em relacdo ao
sistema de eixos original, é expresso por,

R=rZ(0-y) (A.64)

Deve notar-se que esta técnica pode ser particularmente util e interessante no caso
de se pretender determinar a magnitude das componentes coordenadas de um vector,
sendo conhecida a sua direc¢do, pois desde que se proceda a uma rotacdo de valor
igual a @, entdo, ap0s a rotacdo vem que,

R|=r (A.65)
ou seja,
=7 (A.66)
=0 (A.67)
A
Y
v
<
R
0
y »
=

Figura A.13 — Rotagdo de um vector.

ANEXO A — VECTORES 177



A.5.6. Diferenciacio Vectorial

Se o vector A variar em modulo e em direc¢do ao longo do tempo, entdo a
derivada de A em ordem ao tempo ¢ dada por,
dA A(t+At)— A(2)

= lim
dt At—0 At

(A.68)

onde Af representa o incremento de tempo.

Considerando que os vectores A, B e C e o escalar s sdo fungdes que variam com
o tempo, entdo, quando incluidos em expressdes vectoriais, a sua diferenciacdo
obedece as seguintes regras,

dA dB
—A B)=—+— A.69
( ) TR (A.69)
—(AxB) A % @+d—xB (A.70)
dt dt
—(A B)=A- ﬁ aA. B (A.71)
dt dt
dA ds
—(sA)=s—+—A A.72
( )= St (A.72)

d dC dB dA
—[Ax(BxC)]=Ax(Bx—)+Ax(—xC)+—x(BxC AT3
A (BXO]=AxBx— )+ Ax( oxC)+—x(BxC) - (A73)

Atendendo a que AxB=-BxA, entdo a ordem pela qual os vectores surgem no
produto vectorial ndo pode ser alterada na diferenciacdo de vectores quando envolve
produtos vectoriais. A derivada dos vectores unitdrios relativos a um sistema de
coordenadas fixo € nula, em virtude de, nem o modulo, nem a direc¢do variarem ao
longo do tempo. Contudo, a derivada dos vectores unitarios associados a um sistema
de coordenadas mdvel ndo € nula. Quando os vectores sdo expressos em termos das
suas componentes cartesianas, a derivada em ordem ao tempo ¢ obtida pela derivagao
parcial de cada uma das suas componentes.

Considerando A um vector que varia com o tempo tal que,

A= f(t) (A.74)
entdo a derivada®® de A em ordem ao tempo pode ser representada por,
dA d
—=— A A.75
o D= (A.75)
De modo anélogo, a segunda derivada do vector A € representada por,
d dA
2= = A.76
A dt[dtf()] (A.76)

% A notagdo X, abreviatura de dx/dt, foi original e primeiramente empregue por Newton para o
quociente de duas quaisquer derivadas. Actualmente, significa sempre a derivagdo da variavel x em
ordem ao tempo e nunca em relagdo a uma outra variavel qualquer.
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A.6. RESOLUCAO DE EQUACOES VECTORIAIS

A.6.1. Equacoes Vectoriais

Considerando os vectores A, B, C e D dados pelas suas componentes cartesianas,
entdo a equagao vectorial,

D=A+B+C (A.77)

pode ser escrita como,

A

di+d j+dk=(a"+b + )i+ (a’ +b" +c)j+ (@ +b +c )k (AT8)
a qual, por sua vez, origina o seguinte sistema de equagdes escalares,
d'=a"+b" +c"
d’=a"+b" +c’ (A.79)
d=a +b +c

O sistema dado pela equacao (A.79) ¢ passivel de ser resolvido para um qualquer
conjunto de trés incognitas, entre os modulos e as direcgdes dos vectores envolvidos.
Por exemplo, a equacdo (A.79) pode ser resolvida para determinar &', & ¢ d" se as
componentes dos restantes vectores forem conhecidas. Deve notar-se que para outras
combinagdes, o sistema de equagdes que se obtém ¢ altamente nao linear, sendo, por
1SS0, necessario recorrer aos métodos numéricos iterativos.

No espaco bidimensional, como ¢ evidente, a resolucdo de equagdes vectoriais
apenas pode ser levada a cabo para duas incognitas, duas magnitudes, duas direcgdes
ou a combinac¢do de uma magnitude com uma direcgao.

E conveniente, por vezes, indicar se as variaveis sdo conhecidas (v) ou ndo (o),
utilizando para o efeito o respectivo simbolo superior a linha em cada vector, como
por exemplo, na seguinte equacao,

ov v vo

C=A+B (A.80)
em que o primeiro simbolo se refere a magnitude e o segundo a direccao.
Na resolu¢dao da equagdo vectorial C=A+B, quatro diferentes situagcdes podem
ocorrer, a saber:
- A magnitude e a direc¢do do mesmo vector sdo desconhecidas, e.g., ce ¢;
- As magnitudes de dois vectores diferentes sao desconhecidas, e.g., a € b;

- A magnitude de um vector e a direc¢@o de outro sdo desconhecidas, e.g.,ae b;
- As direcgdes de dois vectores diferentes sdo desconhecidas, e.g., a € b.

A.6.2. Solucao Grafica

Um das metodologias utilizadas na resolu¢do de equagdes vectoriais baseia-se na
construgdo ou solugdo grafica. De seguida, sdo apresentadas as solucdes graficas
relativas a cada uma das situagdes descritas na sec¢ao anterior.

No caso em que a magnitude e a direccdo do mesmo vector sdo desconhecidas, a
equacdo vectorial (A.80) pode ser facil resolvida recorrendo aos conceitos de adigdo
e subtraccao dos restantes vectores, cujas caracteristicas sao a priori conhecidas. Este
assunto foi abordado na sec¢do A.5.1., e resume-se na figura A.14.
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C=A-B

Figura A.14 — Adi¢do e subtrac¢do de vectores.

Na situacdo em que as magnitudes de dois vectores diferentes sdo desconhecidas,
a equacao vectorial pode ser escrita como,

v ov ov

C=A+B (A.81)

Os passos concernentes a resolucao grafica da equagao (A.81) estdo ilustrados na
figura A.15 e podem resumir-se do seguinte modo,
- Escolher um sistema de coordenadas;
- Definir uma escala de desenho;
- Desenhar o vector C;
- Construir um segmento de recta a partir da origem do vector C e paralelo a
direc¢ao do vector A;
- Construir outro segmento de recta a partir do fim do vector C e paralelo a
direcgdo do vector B;
- Intersectar os dois segmentos de recta anteriormente desenhados, resultando dai
as magnitudes dos vectores A ¢ B.
Deve notar-se que a equacdo (A.81) tem solucdo unica, exceptuando o caso em
que os vectores A e B sdo colineares. Quando os vectores A e B sdo paralelos, as
suas magnitudes sdo infinitas.

haN
b

Figura A.15 — Solugdo grafica de equagoes vectoriais em que as magnitudes de dois
vectores diferentes sdo desconhecidas.

Na situagdo em que a magnitude de um vector e a direc¢do de outro sdo as
incognitas, a equagao vectorial ¢ escrita como,

v ov Vo

C=A+B (A.82)
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A solucao grafica da equacao (A.82), ilustrada na figura A.16, ¢ resumida nos
passos que em seguida sdo apresentados,

- Escolher um sistema de coordenadas;

- Definir uma escala de desenho;

- Desenhar o vector C;

- Construir um segmento de recta a partir da origem do vector C e paralelo a
direccdo do vector A;

- Ajustar o compasso a magnitude do vector B e desenhar, com centro no fim do
vector C, um arco de circunferéncia;

- Intersectar o segmento de recta com o arco de circunferéncia anteriormente

desenhados, donde resultam duas solug¢des possiveis, a saber, (a, 6) e (a’,f) ).

-“3Y
R

Figura A.16 — Solugdo grdfica de equagoes vectoriais em que a magnitude de um vector e a
direcc¢do de outro sdo desconhecidas.

Finalmente, no caso em que as direc¢cdes de dois vectores diferentes sdo
desconhecidas, a equagao vectorial ¢ dada por,
W v v
C=A+B (A.83)
Os passos correspondentes a solugdo grafica da equagao (A.83) estdo ilustrados na
figura A.17 e podem ser resumidos do seguinte modo,
- Escolher um sistema de coordenadas;
- Definir uma escala de desenho;
- Desenhar o vector C;
- Construir um arco de circunferéncia de raio a e centrado na origem do vector C;
- Construir outro arco de circunferéncia de raio b e centrado no fim do vector C;
- Intersectar os dois arcos de circunferéncia anteriormente desenhados, resultando

duas solugdes distintas, a saber, (a,b) e (a’,b’).
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Figura A.17 — Solugdo grdfica de equagoes vectoriais em que as direcgoes de dois vectores
diferentes sdo desconhecidas.

A.6.3. Solucdo Analitica

Nesta sec¢do ¢ apresentada a resolugdo analitica de equagdes vectoriais utilizando
a notagdo complexa. Com efeito, em notagcdo complexa a equagdo vectorial C=A+B
pode ser escrita do seguinte modo,

Ye = ge + be'r (A.84)

De seguida, sdo apresentadas e discutidas as solu¢des analiticas correspondentes
as quatro situagdes abordadas na seccdo anterior. Assim, para o caso em que a
magnitude e a direc¢do do mesmo vector sdo desconhecidas, como, por exemplo, ¢ €
6c, com base na equagdo de Euler para a trigonometria, a equagdo (A.84) pode ser
reescrita do seguinte modo,

ce

c(cosO. +isenl.)=a(cosO , +isenl )+ b(cos O, + isenl,) (A.85)

Separando as partes real e imaginaria vem que,

ccosO.=acos0,+bcosl, (A.86)
csenl. = asen0 , + bsen0, (A.87)

Elevando ao quadrado as equacdes (A.86) e (A.87), igualando o resultado,
eliminando a variavel &, e resolvendo em ordem a c resulta em,

¢ =1a* +b* +2abcos(6, -6, (A.88)
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O valor do angulo - pode ser obtido dividindo a equagdo (A.87) pela equacao
(A.86), e eliminando a varidvel ¢, vem que,

asen0 , + bsen0,

0. = arctg (A.89)

acos,+bcosl,

No caso em que as duas incognitas da equacgdo vectorial sdo as magnitudes de A e
B, deve comegar-se por dividir a equagio (A.84) por ¢”*, resultando em,

ce%c70) = q 4 pe' ¥ 04 (A.90)

Deve notar-se que a divisao de equagdes polares complexas pelo vector unitario
¢’ tem o efeito de rodar os eixos real e imaginario de um angulo &, tal que o eixo
real fica alinhado com o vector A, como se demonstra na figura A.18.

A (6c=0,)
Eixo imaginario
0. Eixo imaginérioV
\ c
> A
Eixo real
C o,
A B (05-0,)
y
B :GB
v v Eixo real

(@ (b)

Figura A.18 — Rotagdo de eixos resultante da divisdo de uma equagdo polar complexa por
e (a) Eixos originais; (b) Eixos rodados.

Separando as partes real e imaginaria da equagdo (A.90) vem que,

ccos(0.—0,)=a+bcos(0,-0)) (A.91)
csen(0.—0,)=bsen(0,—-0,) (A.92)
Da equacao (A.92) obtém-se a magnitude do vector B,
b= CM (A.93)
sen(0,—0,)

O valor da magnitude do vector A pode ser determinado de forma idéntica, isto &,

dividindo a equagdo (A.84) por ¢, significando, por isso, alinhar o eixo real com o
vector B e, consequentemente, vem que,
sen(0.—0y)

a=c——== (A.94)
sen(0,—0y)
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Na situagdo em que as incognitas sao a magnitude do vector A e a direc¢ao do
vector B, deve comegar-se por alinhar o eixo real com o vector A, e separando as
partes real e imaginaria resultam novamente as equagoes (A.91) e (A.92), obtendo-se
as seguintes solugdes para s e a,

csen(0.—0,)
b

a=ccos(0.—0,)—bcos(0,—-0,) (A.96)

0, =0,+ arcsen (A.95)

Atendendo a que a fungdo arcoseno tem solucdo dupla, na presente situagdo
resultam duas solucdes distintas, ou seja, (a,6s) € (a’,65’).

Finalmente, no caso em que as incognitas sdo as direccdes dos vectores A ¢ B,
isto é, 8, e G, deve alinhar-se o eixo real com o vector C,

c=ae% 7" 4 pe'?s =0 (A.97)

Separando as partes real e imaginaria e rearranjando os termos resulta em,
acos(0,—06.)=c—bcos(0,—0,) (A.98)
asen(0,—0.)=—bsen(0, —0,) (A.99)

Elevando ao quadrado ambas as equagdes e adicionando o resultado, vem que,
a’=c*+b*—2bccos(6,—-0,) (A.100)

Esta equacao traduz a lei dos cosenos para um triangulo, a qual ¢ resolvida para 6
originando,
2 2 2
+ —_
0,=0.+ arccoscb—a (A.101)
2bc
De modo andlogo, mudando ¢ para o primeiro membro da equagdo (A.98) antes
de elevar ao quadrado e de adicionar, resultando em,
2 2 2
+a —-b
0,=0.% arccos =L "2 (A.102)
2ac
Os sinais mais-ou-menos nas equacdes (A.101) e (A.102) resultam do facto da
fungdo arcocoseno ter solug¢dao dupla e, por conseguinte, €, ¢ 6 t€ém também duas
solucdes distintas, a saber (84,6s) € (04°,65).

A.6.4. Soluciao de Chace

A resolucdo de equacdes vectoriais utilizando os métodos graficos e analiticos,
embora sejam metodologias simples, sdo de dificil utilizacdo, bastante laboriosa e de
limitada aplicacdo e generalizacdo a pratica da cinematica de mecanismos. A
utilizacdo de dalgebra vectorial ¢, sem duvida, uma alternativa extremamente
interessante para este tipo de problemas. Chace’ foi pioneiro na utiliza¢io da analise
vectorial para obter solugdes explicitas de equagdes vectoriais. Nesta sec¢do sao

4 e , . ..
7 Chace, um dos gurus na analise e sintese de mecanismos, desenvolveu a sua actividade docente e de
investigagdo na Universidade de Michigan.
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apresentadas as solugdes de Chace para equagdes vectoriais relativas aos quatro
casos descritos anteriormente. Assim, no caso em que a magnitude e a direc¢do do
mesmo vector sdo as incognitas, a equagdo vectorial pode ser escrita como,

C=A+B (A.103)
A solugado ¢ trivial e ¢ dada por,
C=(a" +b")i+(a’ +b")j (A.104)

No caso em que as magnitudes de dois vectores diferentes sdo desconhecidas, a
equacdo vectorial ¢ escrita como,

v ov ov

C=A+B (A.105)
ou ainda,
c¢ = ai+ bb (A.106)

A solucdo de Chace para este caso baseia-se na eliminagdo de uma das incognitas
através do produto interno da equagdo (A.106) por um vector adequadamente

escolhido. Com efeito, por exemplo, o vector B pode ser eliminado se o vector b xk
for escolhido para efectuar o produto interno, resultando da equagao (A.106),

cé-(bxKk)=aa-(bxk)+bb-(bxk) (A.107)

Como os vectores bxk ¢ b sdo perpendiculares, da equagdo (A.107) vem que,

_cc-(bxk) (A.108)
a-(bxk)
De modo anélogo, a solu¢ao para a magnitude do vector B ¢ dada por,
p= o @xk) (A.109)
b-(axk)

Na situag@o em que as incognitas sdo a magnitude de um vector e a direccdo de
outro, a equacao vectorial pode ser escrita como,

%% ov vo

C=A+B (A.110)
ou ainda
cé = ai+ bb (A.111)

Para este caso, Chace sugere comecar pela elimina¢do da magnitude do vector A,

para tal deve escolher-se o vector axk para efectuar o produto interno com a
equacdo (A.111), resultando em,

cé-(axK)=bb-(axk) (A.112)
Por defini¢do, o produto interno de dois vectores, R e S, ¢ dado por,
RS =rscost (A.113)
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entdo, o segundo membro da equacao (A.112) pode ser reescrito como,
bb-(axk)=b|axk|cosd (A.114)
Por outro lado, como |a x k |=1, a equacao (A.114) resulta em,
bb - (axK) = beosd (A.115)
em que frepresenta o angulo formado pelos vectores B e ax K,e, por conseguinte,
cosf =b-(axk) (A.116)

Como os vectores a ¢ axk sdo perpendiculares entre si, pode definir-se um
sistema de coordenadas UV, em que os respectivos vectores unitarios sdo dados por,

x k (A.117)
-4 (A.118)

O

u=

<>

Neste novo sistema de coordenadas, o vector unitario b pode ser escrito como,
b = cos0(a xK) + senfa (A.119)
Por outro lado, substituindo a equacdo (A.116) em (A.112) vem que,

cé-(axK)

cosf = 5 (A.120)
Pela lei fundamental da trigonometria tem-se que,
sen9=i%\/b2 —[cé-(axK)] (A.121)

Substituindo as equagdes (A.120) e (A.121) na equacdo (A.119), e multiplicando
ambos os membros por b, resulta que,

bb =[cé- (Ax K)J(AxK) */b> —[cé- (AxK)4 (A.122)

O vector A pode obter-se directamente da equagdo (A.111), fazendo a subtracgio
de vectores. Em alternativa, pode substituir-se a equagdo (A.122) em (A.111)
resultando em,

ad = cé—[cé- (AxK)](AxK) £+/b> —[c¢- (AxK)['4 (A.123)

Com referéncia a figura A.19, os dois primeiros termos do segundo membro da

equacdo (A.123) podem ser simplificados. Ainda na mesma figura, a direc¢do ax k
esta rodada 90° no sentido horario relativamente a direcgdo a. Assim, a magnitude

cé-(axk) ¢ dada pela projeccio de C na direc¢do axk. Por isso, quando
[cé-(axKk)](axK) é subtraida ao vector C, o resultado ¢ a magnitude cc-a na

direc¢do a. Pelo que se acaba de expor, a equacdo (A.123) pode ser simplificada e
escrita como,

ad=[cé-aT b’ —[cé- (AxK)] Ja (A.124)
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Figura A.19 — Sistema de coordenadas auxiliar usado na resolu¢do de equagoes vectoriais.

Finalmente, no caso em que duas direc¢des de dois vectores diferentes sdo
desconhecidas, a respectiva equagao vectorial pode ser escrita como,

%A% Vo vo

C=A+B (A.125)
ou ainda,
c¢ = aa+ bb (A.126)

A solugdo para este caso estd ilustrada na figura A.20, onde a vector C e as
magnitudes a e b sdo conhecidos. Assim, a solucdo deste problema consiste em
determinar os pontos de interseccdo dos dois arcos de circunferéncia de raios a e b.
Deve comegar-se por definir um sistema de coordenadas UV, cujas direc¢des dos
eixos sdo dados por,

u=¢xk (A.127)
v=¢ (A.128)

Se as coordenadas de um dos pontos de intersec¢do dos arcos de circunferéncia,
no sistema de coordenadas UV, forem s e ¢, entdo,

aa=sa+tv (A.129)
bb = —si + (¢ — 1)V (A.130)

Por um lado, a equagdo da circunferéncia de raio a ¢ dada por,
sS+tt=a’ (A.131)

Por outro lado, a circunferéncia de raio b tem a equacao,
sS4+ (t—-c) =b (A.132)
ou

S+t =2ct+c’ =b (A.133)
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Substituindo a equacao (A.133) em (A.131) e resolvendo em ordem a ¢ vem que,

_ a’ —b* +c*
2c

t (A.134)

Por outro lado, substituindo a equacdo (A.134) em (A.131) e resolvendo em

ordem a s resulta em,
a’—b*+¢? ’
s=%|a* - — (A.135)
c

O ultimo passo a dar no sentido de encontrar a solugdo para a e b consiste em
substituir as equagdes (A.134) e (A.135) em (A.129) e (A.130), e substituindo
também os valores de u e v de acordo com as suas defini¢des, resultando em,

2 2 2\? 2 2 2
iJ_[% ek ST e
C C
2 2 2\?2 2 2 2
bb=¢\/a2—(az$ (éxk)+b;—+cé (A.137)
C C

Figura A.20 — Sistema de eixos auxiliar usado na resolugdo de equagoes vectoriais em que
duas direcgoes de dois vectores diferentes sdo desconhecidas.

188 CINEMATICA DE MECANISMOS



1 really hate this damned machine; I wish that they would sell it.
1t never does quite what I want but only what I tell it.

In Fortune Database, Berkeley Unix
ANEXO B — CENTROS INSTANTANEOS DE ROTACAO

B.1. DEFINICAO

Quando um corpo roda no espacgo tridimensional em relagdo a outro corpo pode
considerar-se a existéncia de um eixo comum de rotagdo, cuja posicao relativamente
aos dois corpos pode ou ndo variar de instante para instante. A estes eixos da-se o
nome de eixos instantaneos de rotagdo. Em movimentos planos, os eixos instantaneos
de rotacdo sdo sempre perpendiculares ao plano do movimento e intersectam os
corpos num ponto que se denomina centro instantineo de rotacio™ (CIR).

Com efeito, centro instantaneo de rotagdo pode ser definido como sendo o local
instantaneo de um par de pontos coincidentes e pertencentes a corpos diferentes,
para os quais a velocidade absoluta é igual. De outro modo, o conceito de centro
instantaneo de rotagdo pode ser enunciado como sendo o local de um par de pontos
coincidentes de dois corpos diferentes, para os quais a velocidade aparente de um
dos pontos é nula quando o observador se situa no outro corpo, ou seja, é nula a
velocidade relativa dos dois pontos. Como consequéncia, no instante considerado,
existe apenas movimento puro de rota¢do entre os dois corpos em torno do centro
instantaneo de rotagao.

Em suma, um centro instantaneo de rotacdo ¢ um ponto comum a dois corpos, ¢
um ponto para o qual ndo existe velocidade relativa, e é um ponto de um corpo em
relagdo ao qual o corpo roda relativamente a outro corpo. Assim, por exemplo, dois
corpos constrangidos por uma junta cinematica de rotagdo tém um centro instantaneo
de rotag¢do que coincide com o centro geométrico da junta, como se ilustra na figura
B.1. O centro instantdneo de rotacdo O3 (leia-se centro o-dois-trés) ¢ o ponto
comum aos corpos 2 e 3, e €, no instante considerado, o ponto do corpo 2 em relagdo
ao qual o corpo 3 roda. As designagdes O,3 € O3, sdo equivalentes, isto é, referem-se
a0 mesmo centro instantaneo de rotacao.

Figura B.1 — Exemplo de um centro instantaneo de rotagdo: junta de rotagdo.

4 . A - . . .
¥ Durley chama aos centros instantineos de rotagdo centros virtuais ou centroides. Outros autores
usam ainda as designagdes centros instantaneos de velocidade, polos ou simplesmente centros.



B.2. PROPRIEDADES DOS CENTROS INSTANTANEOS DE ROTACAO

Sabe-se que a velocidade de um ponto de um corpo rigido® relativamente a outro
ponto do mesmo corpo tem a direc¢do perpendicular ao segmento de recta que une os
dois pontos considerados. Este teorema pode ser demonstrado recorrendo ao método
de redugdo ao absurdo, i.e., provando que a velocidade relativa de dois pontos de um
corpo rigido ndo pode ter componente segundo a direc¢cdo do segmento que os une.

VAB

@ (b) (c)

Figura B.2 — A direc¢do da velocidade relativa entre dois pontos de um corpo rigido é
sempre perpendicular ao segmento que os une.

Na figura B.2a esta representado um corpo rigido no qual se consideram os pontos
A e B. Admitindo que a velocidade de 4 em relagdo a B, ou seja, V43, € tal como se
ilustra na figura B.2b. Assim, esta velocidade pode ser decomposta em duas
direcgdes perpendiculares entre si, sendo uma delas a direccdo do segmento de recta
que une os pontos 4 e B. Todavia, como esta tltima componente ndo ¢ nula significa
que os pontos 4 e B se estdo a aproximar (ou a afastar), o que € contrario ao conceito
de corpo rigido. Com efeito, a velocidade relativa entre 4 ¢ B ndo pode ter
componente segundo a direc¢cdo do segmento que une estes dois pontos, mas sim, e
apenas, segunda a sua perpendicular, como se ilustra na figura B.2c.

Considerando, agora, os corpos 1 e 2 representados na figura B.3, em que o corpo
2 esta fixo e o corpo 1 se move no plano em relagdo ao corpo 2. Os pontos 4 ¢ B,
pertencentes ao corpo 1, tém velocidades V4 e Vjp, respectivamente. Considerando
ainda as rectas op e gr, que passam pela origem dos vectores das velocidades V4 e
V3, e sdo perpendiculares as respectivas linhas de ac¢do, entdo todos os pontos
pertencentes a op, em relacdo ao corpo 2, tém velocidades cujos vectores sdo
perpendiculares a op. O mesmo acontece ao ponto / de intersec¢ao das duas rectas.

Do mesmo modo, todos os pontos pertencentes a recta gr tém velocidades cujos
vectores sao perpendiculares a gr. O mesmo sucedendo ao ponto /. Contudo, como as
velocidades dos pontos 4 e B sdo absolutas, uma vez que o corpo 2 esta fixo, o ponto
I teria velocidade segundo duas direcg¢des distintas, o que ¢ de todo impossivel
atendendo ao conceito de corpo rigido. Conclui-se, portanto, que a velocidade do
ponto / tem de ser nula, ou seja, ¢ o ponto do corpo 2 em torno do qual o corpo 1
roda. Este ponto ¢, por defini¢do, o centro instantaneo de rotagdo dos dois corpos.

4 . , . . L, . A .

? Deve referir-se que num corpo rigido ou inelastico as distdncias entre os seus pontos permanecem
constantes quando sujeito a ac¢do de uma acgao exterior. Um corpo rigido conserva, portanto, a forma
e a dimensdo durante 0 movimento.
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Figura B.3 — Centro instantdneo de rotagdo de dois corpos rigidos em movimento relativo.

A andlise ¢ em tudo semelhante no caso de nenhum dos corpos ser fixo. Nesta
situacdo, no entanto, o centro instantdneo de rotacdo seria o ponto em torno do qual
ambos 0s corpos nao teriam movimento relativo.

Com efeito, de acordo com o que acaba de ser exposto podem tirar-se as seguintes
conclusdes relativamente aos centros instantaneos de rotagao:

- Centro instantaneo de rotagdo ¢ um ponto de um corpo em torno do qual roda

outro corpo;

- Um centro instantdneo de rotagdo tem a mesma velocidade, quer se considere

como pertencente a um ou outro corpo;

- O conhecimento da localizag¢do do centro instantaneo de rotagdo permite calcular

imediatamente a velocidade de qualquer ponto do corpo;

- Inversamente, conhecidas as velocidades de dois quaisquer pontos de um corpo,

a localizacdo do centro instantdneo de rota¢do ¢ determinada pela interseccao
das rectas normais aos vectores velocidade desses mesmos pontos e que passam
pela origem dos vectores.

(a) (b)

Figura B.4 — Localizag¢do do centro instantdneo de rotagdo de um corpo em movimento,
sendo conhecidas as velocidades de dois dos seus pontos.
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Quando as velocidades de dois pontos de um corpo rigido sdo conhecidas, entdo a
localizagdo do centro instantaneo de rotacdo obtém-se pela intersec¢do das rectas
tiradas perpendicularmente a cada um dos vectores, como se ilustra na figura B.4.

Quando as velocidades tém a mesma direcgdo, isto €, os vectores V4 ¢ Vjp sao
paralelos, a localizagdo do centro instantaneo de rotagdo depende do modulo das
velocidades. Assim, se as velocidades forem diferentes em moédulo, o centro
instantaneo de rotagdo situa-se na intersec¢do da normal comum desenhada a partir
dos dois vectores velocidade, com a recta que passa pelos terminus dos vectores
velocidade, como se ilustra na figura B.5.

(a) (b)

Figura B.5 — Localiza¢do do centro instantdneo de rotag¢do de um corpo em movimento,
sendo paralelas as direc¢oes das velocidades de dois dos seus pontos.

Quando as velocidades tém a mesma direc¢ao e o mesmo modulo, a localizacao
do centro instantaneo de rotacdo estd situada no infinito, significando que o corpo
ndo descreve um movimento de rotacdo, mas sim um movimento de translacdo,
como o que se representa na figura B.6.

(a) (b)

Figura B.6 — Localiza¢do do centro instantdneo de rotag¢do de um corpo em movimento,
sendo as velocidades de dois dos seus pontos iguais em modulo e direcgdo.
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B.3. MOVIMENTO PURO DE ROTACAO

Pelo que foi apresentado anteriormente, pode observar-se que utilizando o
conceito de centro instantaneos de rotagdo, qualquer movimento geral ou misto pode
ser considerado como sendo um movimento puro de rotacdo em cada instante, dai se
torna evidente a importancia dos centros instantaneos de rotagdo. A possibilidade de
descrever um qualquer movimento como sendo um movimento puro de rotagdo
simplifica sobremaneira a analise cinematica de mecanismos, quer os mais simples,
quer os mais complexos. Com efeito, a chave do sucesso na utilizagdo do conceito de
centro instantdneo de rota¢do na cinematica de mecanismos passa, em primeiro lugar,
pela sua localizagdo e, posteriormente, pelo correcto calculo de velocidades.

Linha de
proporcionalidade

(a) (b)

Figura B.7 — Velocidades de pontos que pertencem a um corpo em movimento de rotagdo.

Com o intuito de compreender aprofundadamente o conceito de centro instantaneo
de rotacdo, ¢ necessario, em primeiro lugar, considerar alguns principios bésicos
associados a0 movimento puro de rotacao. Assim, para um corpo rigido em rotagao,
a velocidade de um qualquer dos seus pontos ¢ tangente a trajectoria descrita por esse
ponto e tem o mesmo sentido que o sentido de rotacao do corpo. Considerando, por
exemplo, o ponto B do corpo ilustrado na figura B.7a, se o ponto 4 for o eixo de
rotacao do corpo, sabe-se que a velocidade do ponto B ¢ dada por,

v, = wAB (B.1)

em que @ ¢ a velocidade angular do corpo e 4B ¢ o raio de rotacdo do ponto B.
Entdo, a velocidade angular do corpo pode ser expressa como,

Vg
w=— B.2
5 (B.2)
De modo anélogo, a velocidade do ponto C do mesmo corpo ¢ dada por,
Ve =wAC (B.3)
e, consequentemente,
Ve
w=—= B.4
4 (B.4)
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Das equagoes (B.2) e (B.4) vem que,

Vs = Ve (B.5)
AB AC

ou ainda,
Vs _ AB (B.6)
ve AC

o que significa que vz € proporcional a v, tal como AB ¢ proporcional a AC.

As velocidades Vg e V¢ estdo representadas graficamente na figura B.7b, em que
se pode observar a sua proporcionalidade em relagdo ao centro de rotagdo, pela
rotagdo de Vp em torno de 4 até que o ponto B alcance a posicdo B’ na linha radial
AC. A linha de proporcionalidade pode ser construida a partir de 4 e passando nos
terminus dos vectores V¢ e Vg, como se ilustra na figura B.7b. Da semelhanca entre
os tridngulos ACC’ e AB’B’’ observam-se as seguintes relagcdes geométricas,

B'B" _AB' B.7)
CC'  AC '
vy _ AB (B.8)
ve AC
Vs _ AB (B.9)
ve AC

Pelo que acaba de ser exposto, podem ser tiradas as seguintes ilagoes:

- A velocidade linear de um ponto de um corpo em rotagcdo ¢ sempre tangente a
sua trajectoria e perpendicular a linha radial que une esse ponto ao centro de
rotacgao;

- A direcgdo da velocidade ¢ sempre a mesma da direc¢do de rotagdo do corpo;

- O moddulo da velocidade ¢ sempre proporcional a distancia do ponto considerado
ao centro de rotacao.
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B.4. ROLAMENTO PURO

Um outro caso importante de movimento plano ¢ o movimento de uma roda ou
disco que rola sem escorregar sobre uma superficie plana. Neste caso, coexistem as
propriedades associadas ao movimento de rotagdo e de translagdo, tratando-se, por
isso, de um movimento geral ou misto. A figura B.8 ilustra a decomposicdo deste
movimento geral como sendo a soma dos movimentos de rotagdo e de translagdo.

c. Ve c Vo c Ver Vo

Vs
R CG/;’Q p} Vo
Ve
"VDr
Vb
VAr <
Y4
movimento de rotagdo +  movimento de translagdo = movimento geral ou misto

Figura B.8 — Roda em rolamento puro: velocidades rotacionais (r) e tanslacionais (t).

Quando uma roda ou um disco rola sem escorregar, verifica-se que no ponto de
contacto com a superficie ndo existe movimento relativo. Este ponto ¢, portanto, um
centro instantaneo de rota¢do. Da analise da figura B.8, pode observar-se que:

- E nula a velocidade do ponto 4 (CIR);

- A direcc¢ao da velocidade de qualquer ponto da roda ¢ sempre perpendicular ao

segmento de recta que o une ao ponto A4;

- A magnitude da velocidade de qualquer ponto é proporcional a distancia deste

ao ponto A4;

ANEXO B — CENTROS INSTANTANEOS DE ROTACAO 195



B.5. T1POS DE CENTROS INSTANTANEOS DE ROTACAO

Os centros instantaneos de rotacdo podem ser fixos, permanentes ou imaginarios.

Os centros instantaneos de rotacdo fixos, também denominados centros do tipo 1,
sdo, em geral, eixos de rotacdo nos mecanismos, isto €, sdo pontos estacionarios num
corpo fixo em relagdo ao qual roda outro corpo. Os centros instantaneos de rotagdo
O12 e O14 do mecanismo biela-manivela representado na figura B.9 sdo exemplos
evidentes de centros instantaneos de rotagao fixos.

Os centros instantdneos de rotacdo permanentes sdo pontos comuns a dois corpos
cuja velocidade ¢ a mesma, quer se considerem pertencentes a um ou outro corpo, tal
como nas juntas cinemadticas de rotacao. O vocabulo permanente implica que a
posicdo relativa entre os corpos ¢ sempre a mesma, independentemente da
configuragdo geométrica do mecanismo. Os centros instantdneos de rotacdo
permanentes sdo vulgarmente designados centros do tipo 2. Os centros O»3 € O34 do
mecanismo biela-manivela da figura B.9 sdo centros instantaneos de rotagao do tipo
2 ou permanentes.

Os centros instantaneos de rotagdo imaginarios, também chamados centros do tipo
3, s@o pontos que, num dado instante, apresentam as mesmas caracteristicas dos
centros do tipo 1 ou do tipo 2. Estes pontos podem pertencer aos corpos de um dado
mecanismo, ou estar situados fora dos corpos. Os centros O3 € 0,4 do mecanismo
biela-manivela da figura B.9 exemplificam centros instantaneos de rotacao do tipo 3
ou imagindrios. O centro O,4, por exemplo, tem a mesma velocidade que o centro
O34, € representa o ponto do corpo 2 em relagdo ao qual o corpo 4 roda, no instante
considerado.

0O,, - CIR do tipo 1
0O,, - CIR do tipo 1

0,3 — CIR do tipo 2
O34 — CIR do tipo 2

0,3 — CIR do tipo 3
0O,, — CIR do tipo 3

Figura B.9 — Centros instantdneos de rotagdo do mecanismo biela-manivela.

Os centros instantaneos de rotagao do tipo 1 e 2 podem facilmente ser localizados
por simples inspecc¢do ou observacao directa do mecanismo em analise, ao passo que
a localizagdo dos centros do tipo 3 exige métodos de analise adicionais.

Deve referir-se que o centro instantdneo de rotacdo Oj4 ¢ indeterminado, o que
significa que, na verdade, o corpo 4 ndo roda em relagdo ao corpo 1, mas descreve
um movimento de translagdo rectilinea. Este tipo de movimento ¢, de facto, um
movimento de rotacdo em torno de um eixo localizado no infinito. Os centros
instantaneos de rotagdo situados no infinito podem ser representado por uma linha
recta perpendicular a trajectdria rectilinea descrita, como ilustra a figura B.9.
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B.6. CALCULO DO NUMERO DE CENTROS INSTANTANEOS DE ROTACAO

Num mecanismo constituido por n corpos, hd n—1 centros instantdneos de rotagao
em relacdo a um determinado corpo. Para os n corpos ha, por conseguinte, um total
de n(n—1) centros instantdneos de rotagdo. Contudo, como para o mesmo centro ha
duas designagdes distintas, isto é, O; é equivalente Oy, entdo, o nimero total de
centros instantaneos de rotacdo num dado mecanismo formado por #n corpos pode ser
calculado como sendo o nimero de combinagdes binarias que se podem estabelecer
entre os seus corpos. Com efeito, o nimero de centros instantdneos de rotagdo que
existe num mecanismo ¢ dado pela seguinte expressao,

n(n—1)

NC1R=C2n= 5

(B.10)
em que n ¢ nimero de corpos do mecanismo em analise.

Da andlise da equagdo (B.10) facilmente se observa que o numero de centros
instantaneos de rotacdo aumenta rapidamente com o nimero de corpos, como se
mostra na figura B.10.

30
Numero de Ndmero de 25
corpos CIR’s
» 20 H
14
o
4 6 8 151
2 10
5 10
5
6 15
0 T T T T T
7 21 3 4 5 6 7 8 9
N° de corpos

Figura B.10 — Variagdo do numero de centros instantaneos de rotagdo com o numero de
corpos de um mecanismo.
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B.7. LOCALIZACAO DOS CENTROS INSTANTANEOS DE ROTACAO

B.7.1. Simples Inspeccio

Um dos métodos utilizados na determinagao do local dos centros instantaneos de
rotacdo baseia-se na observagdao do mecanismo em analise. Assim, na figura B.11
estdo representados alguns casos evidentes, em que a localizacdo dos centros
instantaneos de rotacao ¢ feita por simples inspec¢ao ou observagao directa.

Ozs

(@ (b)
: 012 — OO

-
A Z/

7
/I(
1 ]

C)

Figura B.11 — Exemplos em que a localizagcdo dos centros instantdneos de rotagdo se faz por
simples inspec¢do ou observagdo directa.

B.7.2. Teorema dos Trés Centros ou de Aronhold-Kennedy

O teorema dos trés centros ou de Aronhold-Kennedy™ estabelece que, “guando
trés corpos tém movimento relativo entre si, existem trés centros instantineos de
rotagdo situados sobre a mesma linha recta”. Este teorema pode ser demonstrado
recorrendo a reducao ao absurdo.

Considere-se o sistema ilustrado na figura B.12, em que a forma geométrica dos
corpos 2 e 3 ¢ arbitraria. Da aplicacdo da equagao (B.10) observa-se que no sistema
existem trés centros instantdneos de rotacdo. Por simples observagdo directa podem
localizar-se os centros O;; ¢ O;3. Pelo teorema acima enunciado, sabe-se que o
terceiro centro, O3, se situa na linha recta que une os centros O;; € O;3. Admitindo
que isto ndo ¢ verdade, e considerando que o ponto de contacto, P, entre os corpos 2
e 3 ¢ o centro Oy, entdo Vp, e Vp3 s@o as velocidades do ponto P quando
considerado como pertencente aos corpos 2 e 3, respectivamente. Assim, facilmente

>0 teorema dos trés centros ou teorema do Aronhold-Kennedy, foi primeiramente desenvolvido por
Aronhold em 1872 e, posteriormente, por Kennedy em 1886. Os trabalhos de Aronhold e de Kennedy
foram realizados de forma independente. Na literatura alema é comum encontrar-se a referéncia a este
teorema, como o teorema de Aronhold, ao passo que, na literatura anglo-saxdnica encontra-se a
referéncia ao teorema de Kennedy.
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se observa que estes dois vectores velocidade tém direcgoes diferentes, facto que ¢
inconsistente com a definicao de centro instantaneo de rotagdo. Esta contradi¢cdo para
as velocidades Vp, e Vp; verifica-se para todo e qualquer ponto escolhido, a menos
que este se situe na linha recta definida pelos centros O, € O;3.

Figura B.12 — Teorema dos trés centros ou de Aronhold-Kennedy.

B.7.3. Teorema de Normal Comum

O teorema da normal comum enuncia-se do seguinte modo, “o centro instantaneo
de rotagdo de dois corpos em contacto directo segundo um ponto, situa-se na normal
comum aos dois corpos no ponto de contacto”. Combinando este teorema com o
anteriormente enunciado, torna-se possivel localizar o centro instantdneo de rotagao
0,3 em falta no sistema apresentado na sec¢ao anterior. Na figura B.13, esta ilustrado
0 mesmo sistema, em que esta ja estd incluida a localizacao do centro O»s.

Direcgéo tangente no
ponto de contacto

Figura B.13 — Aplicagdo do teorema da normal comum e do teorema dos trés centros.

B.7.4. Métodos Expeditos

A determinacao do numero de centros instantdneos de rotagdo, bem como a sua
localizagdo baseia-se nos conceitos apresentados nas secg¢des anteriores. Ha, contudo,
outros métodos, simples e expeditos, que permitem localizar os centros instantaneos
de rotagdo, os quais sdo apresentados na presente sec¢do. Com efeito, considere-se o
mecanismo representado na figura B.14, ao qual aplicando a equagdo (B.10) resulta
que o numero de centros instantaneos de rotagdo ¢ igual a seis, e que sdo Oi,, O3,
O14, 023, 024 € O34.
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Observando este mecanismo de quatro barras, ¢ possivel, por simples inspecc¢ao
directa, localizar os centros Oz, Oz, O34 € Ois, ja representados na figura B.14,
faltando, assim, determinar a localizagao dos centros O;3 € Oys.

Figura B.14 — Mecanismo de quatro barras: localiza¢do dos centros instantaneos de
rotagdo por simples inspecgdo directa.

Agrupando as barras 1, 2 e 3, e as barras 1, 3 e 4, tem-se, respectivamente, 0s
seguintes conjuntos de centros Ojz, O3 € Oy3, € O13, O34 € O14. Pelo teorema dos trés
centros ou de Aronhold-Kennedy, sabe-se que os centros O, O € O;3 estdo
situados na mesma linha recta. O mesmo acontece aos centros O3, Os4 € O14. Assim,
observa-se que o centro O;3, centro comum aos dois conjuntos de centros acima
definidos, se situa no ponto de intersec¢do das rectas definidas pelos centros 01,0»3 €
03404, como se ilustra na figura B.15.

Figura B.15 — Mecanismo de quatro barras: localiza¢do dos centros instantaneos de
rotag¢do aplicando o teorema dos trés centros ou de Aronhold-Kennedy.

Analogamente, agrupando as barras 2, 3 e 4, e as barras 1, 2 e 4, observa-se a
existéncia dos seguintes conjuntos de centros instantaneos de rotacao O3, O34 € Oay,
e O, Oy € Oy4, respectivamente. Do mesmo modo que anteriormente, o centro Op4
fica situado no ponto de interseccdo das rectas definidas pelos pontos 03034 €
012014, como se ilustra na figura B.15.

Um processo alternativo, simples e expedito que permite determinar a localizagao
dos centros instantaneos de rotacdo ¢ o que em seguida se expde. Em primeiro lugar
representam-se os niumeros correspondentes a cada uma das barras que constituem o
mecanismo em analise. A disposi¢do dos nimeros deve ser em forma de poligono,
como ilustra a figura B.16a. De seguida, representam-se os centros cuja localizagdo ¢
conhecida por simples inspecc¢ao, unindo os numeros correspondentes as respectivas
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barras com um segmento de recta continuo, como mostra a figura B.16b. Para o
mecanismo de quatro barras os centros instantdneos de rota¢do conhecidos, por
simples inspecgdo, sdo os centros O, Oz, O3 ¢ O14. Deve observar-se que os
segmentos que ainda ndo estdo representados sdo os segmentos comuns a dois
triangulos, representados a trago interrompido. Da figura B.16¢ verifica-se que o
segmento relativo ao centro O3 € o lado comum aos triangulos 123 e 134, pelo que o
centro O;3 se pode obter pela interseccdo das rectas 0,03 ¢ 014034. De modo

analogo, verifica-se que o centro Oy se obtém pela intersec¢do das rectas 01,014 €
023034.
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Figura B.16 — Representagdo de um método expedito que permite determinar a localiza¢do
dos centros instantdneos de rotagdo em mecanismos articulados.

Considerando, agora, o mecanismo came-seguidor da figura B.17, verifica-se que
este mecanismo tem trés centros instantaneos de rotagao, a saber, O;,, O3 € O3. Por
simples inspecg¢do directa, facilmente se observa que o centro O, se situa no centro
de rotagdo da came. E também evidente que, descrevendo o seguidor movimento de
translagdo rectilinea, o centro instantaneo de rotagdo O3 se situa a uma distancia
infinita segunda a perpendicular a direccdo o movimento. Pelo teorema dos trés
centros sabe-se que o centro instantdneo de rotagdo O,3 esta situado na linha recta
que une os centros O € Oi3, € pelo teorema da normal comum, o centro O,3 esta
localizado na normal tirada no ponto de contacto. Neste caso a normal é representada
por uma linha vertical, cuja interseccdo com a linha recta horizontal determina a
localizag¢ao do centro instantaneo de rotagdo Oss.

Direccéo tangente no
ponto de contacto

Figura B.17 — Mecanismo came-seguidor: localizagdo dos centros instantdneos de rotagdo
por simples inspec¢do directa e pelo teorema dos trés centros ou de Aronhold-Kennedy
combinado com o teorema da normal comum.
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B.8. CENTROS INSTANTANEOS DE ACELERACAO

Da mesma forma que num mecanismo podem ser localizados centros instantaneos
de rotacdo ou de velocidade, isto €, os pontos para os quais a velocidade relativa ¢é
nula, ¢ também possivel localizar os centros instantaneos de aceleragdo (CI4) ou
centros de aceleragdo. Embora a sua utilizagdo pratica na analise de mecanismos seja
bastante reduzida, ¢ importante abordar, ainda que de forma simples, este conceito.

Com efeito, centro instantaneo de aceleracdo pode definir-se como sendo o local
instantdneo de dois pontos coincidentes e pertencentes a corpos rigidos diferentes,
para os quais a aceleragdo absoluta é igual. Quando um dos corpos esta fixo e outro
descreve um movimento plano, o centro instantaneo de rotacao ¢ o ponto do corpo
que se move, para o qual a aceleragdo absoluta, para o instante considerado, ¢ nula.

Na figura B.18 esta representado um corpo rigido, em que o ponto B € o centro
instantaneo de aceleracdo, para o qual a aceleragdo absoluta ¢ nula e cuja localizagdo
¢ desconhecida. Considerando que o ponto 4 tem aceleragdo absoluta A4 e que we «
representam, respectivamente, a velocidade e a aceleracdo angulares do corpo, entdo,
a diferenca de aceleracdes entre os pontos 4 ¢ B ¢ dada por,

A,=A,-0o'R,, +axR,, =0 (B.11)
Resolvendo a equagdo (B.11) em ordem a A4, vem que,
A= werAfBA — Oy (l; XTy,) (B.12)

Atendendo a que os vectores r,, ¢ kxr,, sdo perpendiculares, os dois termos do

segundo membro da equacdo (B.12) representam as componentes rectangulares do
vector A4, como se ilustra na figura B.18.

Figura B.18 — Centro instantdneo de aceleragdo.

Da observacao da figura B.18, a direccdo e a magnitude do vector Rp, podem ser
calculadas de acordo com as seguintes expressoes,

y= arctgi2 (B.13)
)
a, a,cosy
Tgy = = (B.14)
# \/@4 +a o’

em que a4 ¢ o mdédulo da aceleracdo Ay.
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Da andlise da equagdo (B.14) pode concluir-se que a distancia de um qualquer
ponto de um corpo rigido ao centro instantaneo de aceleracdo pode ser calculada se a
magnitude da aceleracdo desse ponto for conhecida.

A localizagdao dos centros instantineos de aceleragdo ¢ uma tarefa bastante
trabalhosa, especialmente em mecanismos que apresentam topologias complexas.
Ha, contudo, métodos graficos que permitem, de forma simples e expedita,
determinar a localizacdo dos centros instantaneos de aceleragdo, entre os quais se
destaca o método das quatro’' circunferéncias. Este método, é particularmente util
quando se conhecem duas aceleragdes absolutas de dois pontos do mesmo corpo,
como ¢ caso dos pontos 4 e B da figura B.19 que pertencem a mesma barra. Assim, o
procedimento grafico conducente a localizagdo do centro instantdneo de aceleragao
pode ser resumido nos seguintes passos,

- Prolongar os vectores das aceleragdes A, e Ap, até que estes se intersectem no

ponto /;

- Desenhar a circunferéncia que passa pelos pontos 4, B e I,

- Desenhar a circunferéncia que passa pelos pontos definidos pelos terminus dos

vectores A4 e Ap e pelo ponto /;

- Intersectar as duas circunferéncias anteriormente desenhadas, resultando dai o

centro instantaneo de aceleragdo (CI4).

|
=

CIA

A

Figura B.19 — Localizagdo do centro instantaneo de aceleragdo utilizando o método das
quatro circunferéncias.

1 ; - . N
°! Refira-se, a titulo de curiosidade que, apesar do nome adoptado, neste método apenas sdo usadas
duas circunferéncias.
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In language, clarity is everything.

Confucius

ANEXO C — GLOSSARIO DE TERMOS

Aceleracao

Analise cinematica
Angulo de
transmissao
Articulacio

Biela

Binario de forcas

Bloco

Came

Centro de gravidade
ou de massa

Centro instantaneo de
aceleracao

Centro instantaneo de
rotacao

Choque
Ciclo

Ciéncia

Taxa de variag¢do da velocidade por unidade de tempo.

Determinagdo das caracteristicas geométricas, posi¢ao,
velocidade e aceleracdo, de um dado movimento.

Angulo medido entre a barra intermédia e a barra movida.

Junta ou par cinematico que permite aos 6rgaos rodar ou
oscilar num tnico plano.

Orgao mecanico que estabelece a ligacao entre duas
manivelas ou entre uma manivela e uma corrediga.

Sistema formado por duas for¢as de mddulo igual que
actuam em linhas de ac¢do paralelas mas em sentidos
opostos.

Elemento que num mecanismo se considera fixo.

Orgao mecanico cuja finalidade ¢ transmitir, por contacto
directo, um determinado movimento a outro 6rgao,
denominado elemento movido ou seguidor.

Ponto de um corpo através do qual actua a forga resultante
devido a ac¢ao de um campo gravitico. Se este for
uniforme, o centro de gravidade coincide com o centro de
massa.

Ponto de uma sec¢ao de um corpo, animado de um
movimento que ndo seja de translagdo, que, num dado
instante, tem aceleracao nula.

Ponto de uma secc¢ao de um corpo que, num dado instante,
tem velocidade nula.

Variacdo da aceleracdo com o tempo.

Repeticdo das caracteristicas de um movimento em
intervalos de tempo sucessivos.

Conjunto de conhecimentos exactos, universais €
verificéveis, expressos por meio de leis, que o Homem tem
sobre si proprio, sobre a natureza, a sociedade, o
pensamento, etc. Sistema ou conjunto de conhecimentos
relativos a um assunto ou objecto determinado, em



Cinematica

Conexao

Constrangimento

Corpo rigido ou
inelastico

Deslocamento

Diagrama do corpo
livre

Dimensionamento

Dinamica

Elemento motor

Elemento movido

Estatica

Estrutura

Excéntrico

Fase

Fixe

especial, os obtidos mediante a observacao, a experiéncia
dos factos e um método proprio; dominio do saber.

Disciplina da mecéanica em que se estuda o movimento,
independentemente das causas que o provocam.

Conjunto de superficies que estabelece o contacto entre os
elementos de um mecanismo.

Ligagdo entre corpos que tem por objectivo reduzir ou
restringir o namero de graus de liberdade.

Corpo em que as distancias entre as suas particulas
permanecem constantes quando sujeito a ac¢do de uma
forca exterior. Um corpo rigido conserva, portanto, a
forma e a dimensao durante o0 movimento.

Trajectdria continua descrita por um ponto em movimento
relativamente a um referencial.

Esquema do corpo, isolado do sistema (estrutura,
mecanismo, maquina), sobre o qual se representam as
accdes que nele actuam.

Estabelecimento das dimensdes caracteristicas dos
elementos que constituem os sistemas mecanicos, de modo
a que estes possam resistir satisfatoriamente durante toda a
sua vida aos esfor¢os aplicados.

Disciplina da mecéanica em que se estudam as leis dos
movimentos dos corpos sujeitos a ac¢ao de forgas e
momentos.

Componente que, num mecanismo, recebe 0 movimento
que se pretende transmitir ou transformar.

Componente que, num mecanismo, segue o movimento de
elemento motor.

Disciplina da mecanica em que se estudam as leis de
composi¢ao das forgas e as condi¢des de equilibrio dos
corpos materiais sujeitos a ac¢do de esforcos.

Conjunto de corpos rigidos capazes de suportar esforgos
sem que haja movimento relativo entre as suas partes.

Orgao mecanico, de forma circular, que roda em torno de
um eixo paralelo ao eixo que passa pelo centro de
gravidade.

Posigdo instantdnea de um mecanismo.

Ver bloco.
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Forca

Forca aplicada

Forca de ligacao

Graus de liberdade

Impulso

Inércia

Inversao de um
mecanismo

Junta cinematica

Junta primaria

Junta secundaria

Ligacao

Ligacao binaria

Ligacao ternaria
Manivela

Maquina

Massa

Mecanica

Mecanica classica

Mecéanica de Newton

Grandeza fisica que da a medida quantitativa da interacgao
mecanica dos corpos.

Forca de natureza fisica que ndo depende da geometria do
sistema e pode ser determinada experimentalmente.

Forca de natureza geométrica que resulta de restri¢des ao
movimento dos varios corpos que constituem o sistema.

Numero de movimento independentes. Numero de
variaveis ou coordenadas necessario para caracterizar ou
descrever a configuracdo de um mecanismo.

Ver choque.

Propriedade que os corpos materiais possuem e que se
caracteriza pelo facto de estes se oporem a variagdo do
estado de movimento, sob a ac¢do de forcas que lhes sdo
aplicadas.

Situagdo que ocorre quando, num mecanismo, se liberta a
barra fixa e se fixa uma barra anteriormente livre.

Conjunto de superficies que ligam os corpos entre si.

Junta cinematica que retira ou constrange dois graus de
liberdade.

Junta cinematica que retira ou constrange apenas um grau
de liberdade.

Componente, elemento ou barra que num mecanismo ¢
susceptivel de transmitir for¢a e movimento.

Ligagdo que possui apenas dois elementos de par
cinematico.

Ligagdo que possui trés elementos de par cinematico.
Elemento que roda ou oscila em torno de um eixo fixo.

Sistema mecanico cujo objectivo ¢ transmitir ou
transformar movimento, forca e produzir trabalho 1til.

Quantidade de matéria que existe num dado corpo.

Ciéncia em que se estuda as leis do movimento dos corpos,
quer do ponto de vista da sua descricdo geométrica, quer
da sua causa e leis.

Parte da Fisica em que se estuda o aspecto experimental e
as leis teoricas fundamentais dessa ciéncia.

Ver mecanica classica.
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Mecanica quantica

Mecanismo

Mecanismos
equivalentes

Mobilidade

Momento de uma
forca

Movimento

Movimento
bidimensional

Movimento continuo

Movimento espacial

Movimento
intermitente

Movimento plano

Movimento
tridimensional

Par cinematico

Par deslizante

Par inferior
Par primario
Par secundario

Par superior

Periodo

Peso

Teoria fundamental dos fendmenos fisicos em escala
microscopica, tais como os movimentos dos electrdes.

Colecgao de corpos, sendo um deles fixo, ligados entre si
de modo a transmitir ou transformar movimento.

Dois mecanismos designam-se equivalentes quando sao
cinematicamente equivalentes.

Ver graus de liberdade.

Grandeza que mede o efeito rotativo da for¢a em torno de
um €ixo.

Variacao temporal da posi¢ao relativa dos corpos no
espago.

Ver movimento plano.

Movimento que um ponto ou corpo descreve
indefinidamente no mesmo sentido.

Movimento durante os qual os corpos descrevem
trajectorias no espago tridimensional.

Movimento que um ponto ou corpo descreve e que ¢
interrompido por periodos de repouso.

Movimento durante o qual os pontos de um corpo rigido se
deslocam paralelamente a um plano.

Ver movimento espacial.

Ver junta cinematica.

Par cinematico em que o movimento relativo dos corpos ¢
de translacdo, o 6rgdo fixo designa-se guia ¢ 0 movido
corredica.

Par cinematico em que o contacto ¢ uma superficie.
Ver junta primaria.
Ver junta secundaria.

Par cinematico em que o contacto ¢ uma linha ou um
ponto.

Intervalo de tempo necessario para completar um ciclo.

Intensidade da for¢a que um corpo em repouso, situado
num campo gravitico, exerce sobre o apoio que o impede
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Ponto de interesse

Ponto material

Ponto morto

Posicao

Restri¢coes cinematicos

Rotacio

Rotoide

Rotula

Seguidor

Sintese cinematica

Sistema material

Sistema mecanico

Tecnologia

Trajectoria

Translacio

de cair no sentido de actuagdao do campo gravitico.

Ponto de um corpo cujas caracteristicas do movimento sao
de particular interesse.

Ponto geométrico a que se associa um nimero chamada
massa.

Posi¢do em que o 6rgao motor e o 6rgao movido se
encontram alinhados ficando o sistema numa fase de
instabilidade na medida em que, a partir desta posicao, o
orgdo movido poderd rodar em sentidos diferentes.

Local adquirido por corpo apds ter efectuado um
deslocamento.

Limitag¢des ou constrangimentos nos movimentos de um
COrpo ou mecanismo impostas por juntas cinematicas ou
condigoes de fronteira.

Movimento no qual cada ponto de um corpo rigido
permanece a uma distancia constante de um eixo normal
ao plano do movimento.

Ver articulagao.

Junta ou par cinematico esférico em que os 6rgaos podem
rodar ou oscilar no espago tridimensional.

Ver elemento movido.

Determinac¢do da geometria que um determinado
mecanismo deve ter para ser capaz de produzir um
movimento com caracteristicas cinematicas previamente
especificadas.

Conjunto de pontos materiais.

Arranjo de corpos no qual a posi¢do ou o movimento de
cada corpo depende da posi¢do € do movimento dos
demais corpos.

Conjunto de conhecimentos cientificos, dos processos e
dos métodos usados na produgao, distribui¢ao e utilizagao
de bens e servicos. Grupo de processos, métodos e
instrumentos usados numa arte, numa técnica ou oficio.

Ver deslocamento.

Movimento durante o qual qualquer segmento de recta que
une dois pontos de um corpo rigido se desloca mantendo-
se paralelo a si mesmo.
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Velocidade Taxa de variag¢do da posi¢do com o tempo.

Versor Vector unitario numa dada direcgao.
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