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Resumo 

O presente trabalho efetuado, procurou abordar o problema estrutural de um componente 

industrial no domínio da viscoelasticidade, recorrendo para tal ao software de simulação dos elementos 

finitos, Abaqus CAE.  

Neste âmbito, é realizada uma comparação com a análise estática do modelo numérico de 

modo a prever as tensões e deformações a longo prazo que não estavam previstas na fase de projeto. 

Inicialmente, a abordagem do problema da viscoelasticidade, procedeu-se com o estudo de 

modelos de aproximação ao comportamento viscoelástico desde os modelos mais elementares aos mais 

complexos, mencionando os principais atributos e limitações.  

Posteriormente, foram expostos métodos e técnicas de aproximação que visam ajustar dados 

experimentais provenientes de ensaios dinâmicos e estáticos, caracterizando o material no regime 

viscoelástico. Esta aproximação dos dados experimentais procurou obter parâmetros de uma função 

específica designada como função exponencial em série de Prony que descreve o comportamento do 

material em função do tempo ou frequência. 

Numa vertente mais prática do estudo da viscoelasticidade, foi analisado um caso de estudo 

industrial convencional denominado como ensaio de relaxação de tensões, que valida a caracterização 

do material no domínio da viscoelasticidade. A reprodução deste ensaio no Abaqus permitiu atestar a 

existência de relaxações de tensões no corpo de prova, bem como os períodos de recuperação do 

material e as componentes da deformação existentes (elástica e viscosa). 

Nos resultados obtidos na simulação do domínio da viscoelasticidade para o caso industrial, 

verificou-se que existem deformações em determinadas zonas que não estavam inicialmente 

contabilizadas no domínio estático e que estas só se verificam para períodos de tempo longos. Confirma-

se ainda que após o tempo de aplicação da carga, o material recupera instantaneamente uma grande 

parte da deformação fruto da sua componente elástica e e uma parte da deformação viscoelástica do 
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sistema onde esta depende do tempo. São também observados períodos de relaxação de tensões do 

material. 
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Abstract 

The present work looked to approach the structural problem of an industrial component in the 

viscoelasticity domain, using the simulation software for finite elements, Abaqus CAE.  

In this context, is made a comparison with the static analyses of the numerical model in a way 

to predict the tensions and deformations in the long term that were not foreseen at the project stage.  

Initially, the approach to the viscoelasticity problem was made with the study of the 

approximation models to the viscoelastic behavior, from the more basic models to the more complex 

ones, mentioning the major attributes and limitations.  

Afterwards were explored methods and techniques of approximation that look to adjust 

experimental data from dynamic and static trials, characterizing the material in the viscoelastic domain. 

This approximation to the experimental data was pursued to obtain the parameters of a specific function 

designated as exponential function in Prony's series which describes the material behavior in function of 

time or frequency.  

In a more practical side of the study of viscoelasticity, an industrial conventional case study 

known as tension relaxation trial was analyzed, validating the characterization of the material in the 

viscoelasticity domain. The reproduction of this trial in the Abaqus software allowed to attest the existence 

of tension relaxation on the body of proof, as well as the periods of material recuperation and the 

components of the existing deformation (elastic and viscous). 

Within the results obtained through the simulation of the viscoelasticity domain for the 

industrial case, it was verified that deformations in certain zones that were not originally accounted for 

in the static domain do exist and that these were only verified to long periods of time. Furthermore it 

was confirmed that after the charge application time the material instantaneously recovers a big part of 

the deformation, due to its elastic component and a part of the viscoelastic system deformation where 

this one depends of time. Periods of relaxation of tensions are also observed.
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𝑔𝑟(𝑡)- Módulo Normalizado 

𝑔̅𝑖
𝑃- Parâmetro da Série 

𝐻(𝜏)- Função espectral de Relaxação 

𝐽(𝑡)- Módulo de Fluência ao Corte 

𝐾(𝑡)- Módulo de Compressibilidade 

𝐾𝑟(𝑡)- Módulo de Relaxação Compressibilidade 

𝐿(𝜏)- Função espectral de Fluência 

𝜒2- Erro Quadrático 

𝑤- Frequência Angular 

𝛤(𝑛)- Função Gama 

h- Horas 

mm- Milímetros 

𝑁- Número de termos de uma série 

PA- Poliamida 

s- Segundos 

t- Tempo 

𝑖- Unidade Imaginária 

MPa- Unidade Pascal em MegaPascal 
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N- Unidades Newton   

Pa- Unidades Pascal 
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Na tentativa de obter propriedades que caracterizam os materiais viscoelásticos no domínio 

da simulação computacional pelo método dos elementos finitos, foram definidas diversas metodologias 

que visam obter os parâmetros que definem o comportamento viscoelástico. Partindo de uma 

formulação matemática melhorada que tem como base os modelos constitutivos dos materiais 

viscoelásticos é possível determinar os parâmetros de interesse dessa formulação de modo a que 

quando implementados no simulador, permitam descrever de um modo específico o comportamento 

da peça termoplástica quando solicitado por exemplo a uma carga multiaxial a longo prazo ou mesmo 

um carregamento cíclico com uma determinada frequência.  

Ter em consideração a viscoelasticidade de um polímero na simulação de uma peça 

termoplástica, é extremamente importante pois, na fase de projeto o fator tempo muitas vezes não é 

contabilizado isto por culpa de se assumir apenas as propriedades elásticas e plásticas do material, 

levando a peça assumir um comportamento exclusivamente elástico no estado presente, o que não é 

verdade principalmente para períodos de serviço muito longos e bastante exigentes. 

1.1 Enquadramento 

A generalidade dos polímeros termoplásticos ou termoplásticos reforçados, estes evidenciam 

um comportamento viscoelástico significativo que origina comportamentos em serviço que 

normalmente não são validados e verificados na fase de projeto. De facto, na maioria dos casos são 

ainda utilizadas aproximações elástico-plásticas ao projeto com termoplásticos, não sendo a forma mais 

eficiente de analisar o comportamento em serviço das aplicações mais exigentes. De facto, é possível 

com uma abordagem baseada no domínio da viscoelasticidade prever com maior fiabilidade o 

comportamento a longo prazo de peças termoplásticas e avaliar com maior profundidade casos de 

carregamento cíclicos mesmo multi-axiais. Na generalidade dos códigos de elementos finitos entre 

outras ferramentas de análise avançada estão implementados modelos constitutivos viscoelásticos, no 

entanto por dificuldade de obtenção de propriedades viscoelásticas ou por aproximação ao problema, 

não é habitual vermos análise com essa característica. Neste contexto, as análises no domínio da 

viscoelasticidade podem ser divididas em duas tipologias: 
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i. Modelos no domínio do tempo: descrevendo um comportamento dependente da taxa 

de deformação que implica que o material tem comportamento dissipativo. Normalmente é 

combinado com efeitos de grandes deformações e os seus parâmetros podem ser obtidos por 

ensaios de relaxação ou fluência. 

ii. Modelos no domínio da frequência: descrevendo um comportamento dependente da 

frequência em oscilações harmónica em regime estacionário de pequena amplitude, da mesma 

forma que o modelo anterior o material tem comportamento dissipativo, mas a introdução 

desse efeito tem que ser realizada no domínio da frequência. Pode ser combinado com efeitos 

de grandes deformações, no entanto a sua aplicação é normalmente focada em casos de 

análise em regime estacionário. Os seus parâmetros podem ser obtidos por ensaios de 

relaxação ou fluência. 

 

1.2 Objetivos e Planeamento 

1. Caracterização e validação no domínio da viscoelasticidade de um polímero termoplástico no 

Abaqus CAE, fruto do desenvolvimento de casos simplificados; 

2. Análise viscoelástica de um modelo numérico industrial disponibilizado pelo Pólo de Inovação 

em Engenharia de Polímeros; 

3. Análise comparativa entre o modelo numérico industrial analisado no domínio da 

viscoelasticidade e o modelo numérico no domínio estático. 

1.3 Organização da Dissertação  

A dissertação encontra-se dividida em três fases: estado da arte, análise e validação do caso 

de estudo simplificado e análise do caso industrial. Após a análise do caso industrial são retiradas as 

devidas conclusões e mencionados trabalhos futuros. 
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2.1 Viscoelasticidade  

O fenómeno da viscoelasticidade de um material procura encontrar uma combinação de 

propriedades que influenciam diretamente o comportamento de uma peça quando submetida a uma 

determinada carga.  

As condições para aplicar a carga são cruciais de modo a obter o respetivo feedback do 

material, demonstrando assim as características viscoelásticas que predominam nele, sendo o tempo 

uma das condições fulcrais, daí que tenha sido usado na maioria dos ensaios propostos [1]. Do mesmo 

modo, a temperatura imposta ao material é também uma condição importante e que influência o tempo 

de resposta deste. Estas duas variáveis, são facilmente relacionadas e ilustradas pelo Princípio de 

Sobreposição Temperatura-Tempo, permitindo definir as diferentes regiões do comportamento 

viscoelástico [2]. 

A dependência do tempo e da temperatura faz com que, por exemplo para períodos de 

deformação extremamente lentos a tensão de um sólido viscoelástico varie para um determinado valor 

finito, e no caso de um fluido viscoelástico este tenderá para zero [3]. Tal fenómeno acontece por culpa 

dos rearranjos moleculares das cadeias poliméricas, ou seja, quando uma carga é imposta num 

sistema já por si estável, as cadeias vão deslizar umas sobre as outras durante o período de tempo de 

aplicação da carga de modo a ocuparem estados de menor energia, procurando desta forma tornar o 

sistema novamente estável. Este é o motivo pelo qual o módulo em função do tempo tende a estabilizar 

para um determinado valor. Contrariamente, quando se efetuam deformações rápidas, as cadeias que 

constituem o polímero não têm tempo de se reorganizar, levando a que os fenómenos de 

viscoelasticidade não se verifiquem, acabando por apenas determinar a zona elástica e a zona plástica, 

dando-se consequentemente a fratura do material [4]. 
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O historial de cargas de um polímero também tem que ser considerado, uma vez que os 

materiais viscoelásticos possuem uma espécie de memória, que faz com que todas as contribuições 

de carregamentos passados sejam arrastadas para o presente por forma a serem contabilizados. Esta 

formulação foi proposta por Boltzman em 1876 e designa-se por princípio de Superposição de Boltzman 

[5].  

No decorrer do estudo do fenómeno da viscoelasticidade, é necessário atender à variação no 

comportamento do material numa determinada escala de tempo, para tal foram implementados 

determinados ensaios, ensaios estes que estão divididos em dois estilos: ensaios de carácter dinâmico 

e ensaios de carácter estático (transientes) [6]. Convém salientar que os ensaios de carácter transiente 

possuem certas lacunas para determinadas escalas de tempo, no entanto tais lacunas podem ser 

preenchidas pelos ensaios dinâmicos [2]. 

Quanto aos ensaios estáticos, este subdividem-se em: ensaios de relaxação de tensões e os 

ensaios de fluência, onde em cada um são implementadas determinadas condições por forma a obter 

variações referentes ao módulo de elasticidade e à deformação do material. 

Relativamente aos ensaios dinâmicos são normalmente efetuados através de ensaios de DMA 

(Dynamic mechanical analysis), onde o material é sujeito a uma determinada gama de frequências 

podendo ainda quantificar e avaliar outros comportamentos que não são percetíveis nos ensaios 

estáticos [2]. 

 

2.1.1 Ensaios estáticos 

Ensaio de Relaxação de Tensões 
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O ensaio de relaxação de tensões consiste no decaimento gradual da tensão quando o 

material está sujeito a uma deformação e temperatura constantes, conforme é visível na figura 1 [3]. 

 𝐸𝑟(𝑡) =
𝜎(𝑡)

𝜀0
 (1) 

 

 𝐺𝑟(𝑡) =
𝜎𝑠ℎ(𝑡)

𝛾0
 (2) 

 

Figura 1: Ensaio de Relaxação de tensões e recuperação (a tracejado) [7]. 

 

A deformação constante é a condição para ocorrer relaxação de tensões no material 

viscoelástico, daí que a razão entre a tensão e a deformação, (1 e 2), num ensaio uniaxial designa-se 

pelo módulo de relaxação. O comportamento designado por relaxação de tensões de um polímero é 

extremamente dependente da temperatura especialmente na região vítrea [8]. Na região de transição 

da curva mestra (curva que é designada em toda a literatura como gráfico superposição temperatura-

tempo) [1] a tensão em função do logaritmo do tempo é quase uma linha reta com um declive negativo, 

este comportamento é descrito pelas fórmulas referidas acima [1]. 
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Na figura 1, o primeiro gráfico mostra que a tensão 𝜎0 é máxima para o instante 𝜏0, sendo 

que diminuiu progressivamente à medida que o tempo avança e estabiliza para uma tensão 𝜎∞. 

Para um sólido viscoelástico linear submetido a uma deformação constante 𝜀0, a tensão 

inicial irá ser proporcional à deformação aplicada e decresce com o tempo a uma taxa caracterizada 

por tempo de relaxação [6]. No tracejado da figura 1 é visível que quando a deformação constante é 

retirada, existe uma recuperação da tensão que vai tender para um determinado valor.  

Os testes de relaxação também podem ocorrer em ensaios de corte [9] e em ensaios de 

compressão [10], sendo que a denotação dos módulos de relaxação de cada um é designada por 

módulo de corte 𝐺𝑟(𝑡) e módulo de compressibilidade, 𝐾𝑟(𝑡) ambos nas unidade de Pa (𝑁/𝑚2). 

A descrição dos ensaios de relaxação na grande maioria dos livros é descrita como um teste 

de relaxação ideal [6], ou seja é aplicada uma deformação instantânea num tempo inicial. Na verdade, 

não é possível impor uma deformação constante sem ocorrer efeitos dinâmicos provenientes do 

estiramento instantâneo [11]. Em termos mais realísticos é assumida uma pequena rampa no tempo 

inicial (figura 2) até estabilizar na deformação pretendida. Este pequeno erro no entanto é desprezável 

na maioria dos casos [11]. 

 

 

Figura 2:Teste de Relaxação de tensões Realístico [11]. 
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Ensaio de Fluência 

O teste de fluência consiste na medição progressiva da deformação do material a partir de 

uma tensão constante [3].  

 

 𝐽(𝑡) =
𝛾(𝑡)

𝜎𝑠ℎ,0
 

 

(3) 

 𝐷(𝑡) =
𝜀(𝑡) 

𝜎0
 

 

(4) 

 

Figura 3: Ensaio de fluência e recuperação (a tracejado) [7]. 

 

A fluência é uma função da tensão e do tempo. Para pequenas tensões a deformação é linear, 

isto significa que a deformação aumenta linearmente com a tensão aplicada. Já para tensões elevadas 

e prolongadas o comportamento à fluência torna-se não linear [12]. 

A razão entre a deformação 𝜀(𝑡) e a tensão 𝜎0 designa-se por módulo de fluência (3 e 4).  
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Os ensaios de fluência também podem ser executados em ensaios de corte 𝐽(𝑡) e ensaios 

de compressão 𝐾(𝑡). O gráfico de fluência típico de um material viscoelástico é descrito inicialmente 

por duas fases distintas. Primeiramente quando é aplicada uma tensão instantânea no material, este 

responde do mesmo modo com uma deformação (figura 3). No entanto o termo 𝜎0 é descrito por 

diversos autores [11] como sendo instantâneo, de modo a clarificar o comportamento  viscoelástico do 

material para uma tensão inicialmente imposta, mas fisicamente não é possível aplicar carregamentos 

de um modo instantâneo nos testes de fluência [3]. Ou seja, é necessário um período de tempo curto 

(figura 4), para a tensão estabilizar no valor pretendido 𝜎0 [11]. O tempo que demora até atingir 𝜎0 

tem que ser curto o suficiente de modo a que este tempo seja desprezável, no entanto, se for demasiado 

curto o ensaio sofrerá efeitos dinâmicos no material (cargas súbitas) [6].  

 

 

 

Figura 4: Ensaio de fluência realístico (adaptado [11]). 

 

Este tempo será definido posteriormente como sendo uma “rampa” (figura 4 – lado 

esquerdo) que vai ser essencial nas condições iniciais de simulação [11]. Após o instante inicial 𝜏0, a 

deformação do material aumenta de uma forma não linear à medida que o tempo avança acabando 
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depois por  obter uma linearidade evidenciada (figura 4 – lado direito). A forma não linear designa-se 

por fluência primária, e é um dos três estados evidenciados nos testes de fluência [13].   

No caso de haver uma recuperação (𝜏1 a tracejado no gráfico da figura 3) no aliviar da carga, 

o material responde instantaneamente recuperando uma parte da deformação, sendo que depois 

ocorre uma recuperação lenta com o avançar do tempo podendo mesmo recupera-la na totalidade. O 

valor da deformação recuperada é influenciado pelo valor de aplicação da carga, tempo de duração da 

carga e tempo de recuperação que o material dispõe [13]. Convém salientar ainda que as propriedades 

viscoelásticas do material para ensaios de fluência são extremamente dependentes da temperatura, ou 

seja, para temperaturas na região vítrea a fluência ocorre em longos períodos de tempo. Com o 

aumento da temperatura, a taxa de fluência aumenta [12].  

 

Relação entre E(t), G(t) e K(t) 

As propriedades mecânicas dos polímeros geralmente, são definidas por quatro parâmetros 

elásticos que constituem o material, sendo que, três desses parâmetros são os módulos já abordados 

anteriormente para os diferentes tipos de cargas e um parâmetro designado por coeficiente de Poisson 

do material. Estes quatro parâmetros estão teoricamente inter-relacionados, ou seja, se dois deles são 

conhecidos através de determinados ensaios os restantes também podem ser calculados [12]. 

A abordagem para este tipo de relações, (5),(6),(7), entre o módulo de elasticidade 𝐸(𝑡), 

módulo de corte 𝐺(𝑡) e módulo de compressibilidade 𝐾(𝑡), merece especial atenção principalmente 

na definição do coeficiente de Poisson.   

 

 𝐸(𝑡) = 2[1 + 𝜈]𝐺(𝑡) 

 

(5) 
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 𝐾(𝑡) =
𝐸

3(1 − 2𝜈)
 (6) 

   

 𝐺(𝑡) =
𝐸(𝑡)

2(1 + 𝜈)
 

 

(7) 

Para os materiais viscoelásticos o coeficiente de Poisson pode ser definido de diversas 

formas, entre as quais, e em via a simplificar o processo de análise, o coeficiente assume-se como 

uma constante [3]. Isto implica que o sólido viscoelástico seja considerado como um material 

isotrópico, ou seja, as propriedades mecânicas do elemento são independentes da direção da carga 

imposta e o comportamento é predominantemente elástico. Na literatura, de um modo mais 

problemático, o coeficiente de Poisson admite uma dependência em ordem ao tempo para materiais 

viscoelásticos, o que, todavia não será tido em linha de conta na presente dissertação [3]. Contudo, e 

apesar das limitações que acarreta, é importante saber em que condições é possível assumir o 

coeficiente de Poisson como uma constante ao longo do tempo num material viscoelástico [14]. 

Segundo as conclusões obtidas por Hilton (2001), uma forma de assumir o coeficiente de 

Poisson como um parâmetro independente do tempo é assumir uma análise “quasi-static”, onde o 

material é homogéneo e incompressível num ambiente isotérmico,todavia este procedimento encontra-

se ainda limitado a materiais com coeficientes de Poisson de 0,5 [14]. 

 

2.1.2 Ensaios mecânicos dinâmicos 

Os ensaios mecânicos dinâmicos são bastante utilizados na caracterização da 

viscoelasticidade que predomina num polímero.  
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A determinação da variação do módulo de elasticidade em ordem ao tempo-temperatura 

(curva mestra [1]), é um processo que requer bastante tempo, no entanto, quando ocorre na região de 

transição vítrea é praticamente impossível determinar as suas variações, uma vez que o tempo 

necessário para detetar esta transição é muito curto. Daí que se recorra com regularidade a ensaios 

dinâmicos em função da frequência [12]. Uma das grandes vantagens destes ensaios prende-se com 

a resposta viscoelástica, que é sondada diretamente para diferentes escalas de tempo (𝑡 =
1

𝑤
) de 

interesse, variando simplesmente a frequência angular (w) [15], o que torna os ensaios muito menos 

morosos para a obtenção da curva mestra. Outra vantagem destes ensaios assenta na decomposição 

do material que é constituído pelo termo elástico e pelo termo viscoso, podendo cada um ser 

determinado [12]. 

O ensaio consiste na aplicação de uma solicitação sobre uma amostra com uma determinada 

frequência que é mantida a uma temperatura [8]. A solicitação imposta é vista como uma tensão 𝜎 

(10) e a resposta da amostra é vista como uma deformação 𝜀 (8) (figura 5). Ambas são representadas 

sinusoidalmente ou em notação complexa 𝜎∗(11) e 𝜀∗(9) [12].  

 

 𝜀 = 𝜀0 sin(𝑤𝑡 − 𝛿) 

 

(8) 

   

 𝜀∗ =  𝜀0 exp (𝑖𝑤𝑡 − 𝛿) (9) 

 

   

 𝜎 = 𝜎0 sin(𝑤𝑡) (10) 
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 𝜎∗ =  𝜎0 exp (𝑖𝑤𝑡) (11) 

   

   

 

 

 

Uma das principais caraterísticas dos materiais viscoelásticos assenta no facto do material 

fornecer, quando é submetido a uma solicitação dinâmica, o desfasamento entre a tensão e a 

deformação. Este desfasamento é definido por um angulo δ , designado por ângulo de perda ou ângulo 

de desfasamento [12], e depende de material para material, pois para determinados modelos 

reológicos como o sólido puramente elástico, a tensão encontra-se em fase com a deformação sendo 

esse desfasamento nulo. O contrário acontece com um líquido newtoniano, onde existe um 

desfasamento δ =
𝜋

2
 rad [8].  

Estes dois modelos serão expostos de um modo explícito mais à frente, sendo que no caso 

da viscoelasticidade, e uma vez que os dois modelos predominam o  desfasamento encontra-se 0 <

δ <
𝜋

2
 [8]. 

Figura 5:Tensão e deformação na forma sinusoidal e o respetivo ângulo de desfasamento [12]. 
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Para obter o termo viscoso e o termo elástico do material desenvolve-se a seguinte equação, 

(12):  

 

𝜎

= 𝜎0 [sin(𝑤𝑡) cos 𝛿 + cos(𝑤𝑡) sin 𝛿] = 𝜀0[𝐸′ sin(𝑤𝑡) + 𝐸′′cos(𝑤𝑡)]  
(12) 

  

Onde, 

 𝐸′(𝑤) ≡
𝜎0

𝜀0
cos 𝛿        (13) 

   

 𝐸′′(𝑤) ≡
𝜎0

𝜀0
sin 𝛿 (14) 

   

O termo 𝐸′(𝑤) (13) é o módulo de armazenamento ou componente elástica do material, e 

𝐸′′(𝑤) (14) corresponde ao módulo dissipativo do material ou componente viscosa nas unidades N/m.  

No desenvolvimento do termo tensão, assumiu-se que a tensão está adiantada relativamente 

à deformação (15): 

 

 𝜎 = 𝜎0 sin(𝑤𝑡 + 𝛿)      (15) 

   

    𝜀 = 𝜀0 sin(𝑤𝑡) (16) 
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De um modo mais simplificado, a notação complexa dos termos é adotada no geral por todos 

os físicos [12] e sabendo que o módulo de elasticidade complexo é a razão entre a tensão complexa e 

a deformação complexa tem-se a equação, (17): 

 

 𝐸∗ =
𝜎∗

𝜀∗
=

𝜎0

𝜀0
exp(𝑖𝛿) =

𝜎0

𝜀0
(cos 𝛿 + 𝑖 sin 𝛿) = 𝐸′ + 𝑖𝐸′′ 

 

(17) 

A razão entre o módulo dissipativo e o módulo de armazenamento designa-se por fator 

dissipativo ou amortecimento, (18). [6] 

 

 tan 𝛿 =
𝐸′′

𝐸′
 (18) 

A formulação imposta para os ensaios dinâmicos normais ao plano, também pode ser 

aplicada para ensaios dinâmicos de corte [12] sendo que os termos a adotar são ligeiramente diferentes 

mas com significados semelhantes (𝐺′, 𝐺′′, 𝜎𝑠ℎ,0, 𝛾0).     

 

2.2 Modelos Reológicos Fundamentais 

Partindo da teoria fenomenológica da viscoelasticidade linear, é possível justificar o 

comportamento de um polímero na altura do relaxamento, quando sujeito a uma determinada carga. 

Para tal, é desejada uma representação simples de determinados modelos mecânicos análogos, que 

se aproximam relativamente ao comportamento evidenciado [2]. Esta representação foca-se na 

combinação de dois modelos reológicos fundamentais no ramo da viscoelasticidade linear. Modelos 

esses que são designados de uma forma grosseira em toda a literatura científica, como molas e 



   

 

 

 

Tiago Fernando Morais Fernandes  19 

  

Análise Viscoelástica em Projeto com Polímeros Termoplásticos  

 

amortecedores [2, 11, 16]. Sendo que em cada uma destas designações estão associadas 

determinadas características mecânicas, como por exemplo o armazenamento de energia potencial 

(molas) e o tempo de resposta a determinadas solicitações mecânicas (amortecedores) [17], ou seja 

em termos gerais, as molas são representadas pela sua elasticidade e os amortecedores pela sua 

viscosidade [17].  

 

2.2.1 Modelo Elástico linear 

O modelo elástico linear é definido pela lei de Hooke´s na medida em que a tensão é 

diretamente proporcional à deformação [8]. Esta componente quando sujeita a uma tensão, responde 

imediatamente com uma deformação [12] (Figura 6), sendo que quando é retirada a tensão do material 

a deformação é recuperada na totalidade (Figura 7 b)). O mesmo sucede no  caso de um ensaio 

dinâmico (domínio da frequência) em que a tensão está em fase com a deformação [12]. Assim pode-

se concluir que a resposta mecânica de um componente puramente elástico, quando submetido a uma 

tensão ou solicitação, é independente do tempo [17]. Definindo o módulo de elasticidade “E” como 

uma constante de proporcionalidade obtém-se a seguinte relação, (19): 

 

 𝜎(𝑡) = 𝐸𝜀(𝑡) ⇔
𝜎(𝑡)

𝜀(𝑡)
= 𝐸 (19) 

 



   

 

 

 

Tiago Fernando Morais Fernandes  20 

  

Análise Viscoelástica em Projeto com Polímeros Termoplásticos  

 

 

 

 

 

 

Figura 7: Resposta de um elástico a) deformação constante; b) tensão constante [8]. 

   

2.2.2 Modelo Viscoso 

O modelo puramente viscoso é representado como um amortecedor (figura 8), e quando 

sujeito a uma tensão responde com uma deformação que aumenta linearmente com o tempo em que 

a tensão é aplicada (Figura 9 b)), sendo que esta deformação nunca mais é recuperada [18]. Deste 

modo, a tensão é diretamente proporcional à taxa de deformação [18]. O fenómeno aqui expresso 

também se pode designar por fluído com comportamento Newtoniano.  

Numa breve comparação, a fórmula que descreve este fenómeno (20) é em tudo semelhante 

ao modelo puramente elástico (19) no entanto são necessárias modificações como: substituição do 

Figura 6:Modelo de Hooke na forma de uma mola [8]. 
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módulo de elasticidade pela constante da viscosidade do material e introdução de uma variação na 

deformação em ordem ao tempo [7]. Ou seja, a resposta deste modelo tem dependência do tempo.  

Convém ainda enunciar que nos ensaios mecânicos dinâmicos (domínio da frequência) a 

tensão aplicada na amostra está exatamente a 90°graus fora de fase relativamente à deformação, isto 

significa que quando é atingido o máximo de tensão ocorre o início da deformação do material [12]. 

A formulação matemática que descreve o modelo viscoso é a seguinte (20): 

 

 𝜎(𝑡) = 𝜂.
𝑑

𝑑𝑡
𝜀(𝑡) 

 

(20) 

Integrando a equação (20) em ordem a 𝑡, num intervalo entre 𝑡0 𝑒 𝑡1 obtém-se o 

comportamento viscoso de um fluído, quando aplicada uma tensão σ  (21), gerando uma deformação 

num  intervalo de tempo ∆𝑡 = 𝑡1 − 𝑡0 (Figura-9 a)) 

 

 
𝜎 = 𝜂. ∫ 𝜀(𝑡)

𝑡

𝑡0

𝑑𝑡 ⇔ 𝜎 = 𝜂. 𝜀0 (𝑡1 − 𝑡0) (21) 

   

Claro que na Figura-9 a) é necessária uma tensão de igual intensidade, mas de sentido oposto 

(−𝜎) de modo a recuperar a deformação inicial, pois caso contrário a deformação continuaria até um 

período 𝑡∞.  
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2.3 Modelos de comportamento viscoelástico  

Os modelos de comportamento viscoelástico mais simples regem-se na combinação dos 

modelos reológicos elementares, designados anteriormente por molas e amortecedores, onde estes 

são colocados em série ou em paralelo [8].  

O primeiro modelo de arranjo é conhecido como modelo de Maxwell sendo depois 

desenvolvido o modelo de Kelvin-Voigt [19]. Ambos os modelos têm o objetivo de descrever e “imitar” 

o comportamento viscoelástico do material [12], sendo amplamente utilizados em estudos teóricos 

devido à sua simplicidade [8]. Estes modelos proporcionam representações razoáveis do 

comportamento viscoelástico real para análises quantitativas e conceptuais. Contudo, para um estudo 

aprofundado, acabam por ser pobres em termos quantitativos, na medida em que são adicionados 

mais termos de modo a aumentar o número de parâmetros a fim de obter um modelo o mais próximo 

possível do modelo real [7]. Esta questão será suscitada mais à frente, quando forem referidas as 

limitações de cada modelos. 

Figura 8: Modelo Viscoso ou Newtoniano [8].  
Figura 9: Resposta de um amortecedor : a) 

deformação constante; b) tensão constante 

[8]. 
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Para além destes modelos existem também modelos mais complexos, que visam a 

combinação dos modelos de Maxwell e Kelvin-Voigt, procurando descrever o comportamento 

viscoelástico sob as condições de fluência e relaxação [11]. Desses modelos tem-se como exemplo o 

modelo “sólido linear padrão” [19] e o modelo de Burgers [12]. 

A implementação e desenvolvimento dos modelos que se seguem só é válida apenas para 

polímeros amorfos, na medida em que para polímeros semi-cristalinos os modelos seriam mais 

complexos, sendo necessário uma reformulação das equações, de modo a estabelecer condições para 

componente amorfa e para a componente cristalina [1]. 

Convém ainda ressalvar, que a abordagem no âmbito da relaxação e fluência aplicada nos 

modelos citados acima, pode ser implementada nas condições para ensaios dinâmicos, adotando as 

equações na forma complexa ou sinusoidal e realizando uma pequena manipulação matemática [2] é 

possível obter o módulo dissipativo e o módulo de armazenamento para cada um dos modelos [20]. 

 

2.3.1 Modelo de Maxwell 

O modelo de Maxwell é representado por uma mola e um amortecedor em série (figura 10), 

com esta representação, ao aplicar-se uma tensão neste modelo a mola sofrerá uma deformação 

instantânea, enquanto que o amortecedor sofre uma deformação com uma taxa proporcional à tensão 

aplicada [13]. O modelo em questão permite ainda concluir que a tensão é a mesma em ambos os 

elementos, e que a deformação do modelo será o somatório da deformação de cada elemento [12].  

 

 𝜀𝑇 = 𝜀𝑀 + 𝜀𝐴 (22) 
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 𝜎𝑇 = 𝜎𝑀 = 𝜎𝐴 (23) 

   

 

Figura 10:Modelo de Maxwell representado por uma mola e um amortecedor em série [12]. 

 

Aplicando o diferencial da equação (22), em ordem ao tempo, tem-se a equação constitutiva 

para o modelo viscoelástico de Maxwell: 

 

 𝑑𝜀

𝑑𝑡
=

𝑑𝜀𝑀

𝑑𝑡
+

𝑑𝜀𝐴

𝑑𝑡
=  

1

𝐸

𝑑𝜎

𝑑𝑡
+

𝜎

𝜂
 

 

(24) 

Com essa equação é possível adotar as condições que são impostas nos ensaios de relaxação 

e fluência (1 e 4) de modo a demonstrar o comportamento viscoelástico. A deformação instantânea 

será suportada apenas pelo elemento mola, enquanto que o amortecedor irá relaxar gradualmente 

prevendo um decréscimo da tensão em função do tempo [2]. 

Sob um ensaio de relaxação a variação da deformação em ordem ao tempo é constante, ou 

seja: 
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 𝑑𝜀

𝑑𝑡
= 0 ⇔  

𝑑𝜀𝑀

𝑑𝑡
+

𝑑𝜀𝐴

𝑑𝑡
= 0 ⇔

1

𝐸

𝑑𝜎

𝑑𝑡
+

𝜎

𝜂
= 0 

 

(25) 

 

Pelo método de separação de variáveis, e integrando a equação (25), dos dois lados têm-se: 

 𝜎(𝑡) =  𝜎0𝑒−
𝑡
𝜏 

 

(26) 

 

onde depois é definido o módulo de elasticidade dependente do tempo utilizando a equação 

(19). 

 𝐸(𝑡) =  
𝜎0

𝜀0
𝑒−

𝑡
𝜏 

 

(27) 

O parâmetro τ  da equação (27) designa-se por tempo de relaxação e é a razão da 

viscosidade pelo módulo de elasticidade (𝜂

𝐸
). Este é o tempo em que a tensão decresce desde a tensão 

inicial 𝜎0 até 𝜎0/𝑒. É de notar que a tensão de relaxação tem um comportamento na forma de uma 

função exponencial, que decai em função do tempo sendo este resultado característico de fluídos 

viscoelásticos quando sujeitos a um ensaio de relaxação [2]. 

Numa abordagem ao modelo de Maxwell sob um ensaio de fluência, a equação constitutiva 

torna-se: 

 𝑑𝜀

𝑑𝑡
=

𝜎

𝜂
 

 

(28) 

Integrando a equação (28) em ordem ao tempo [0, 𝑡] e dividindo por 𝜎 tem-se:  

 

 𝜀(𝑡)

𝜎
=  

𝜀

𝜎
+

𝑡

𝜂
⇔  𝐷(𝑡) =

𝜀

𝜎
+

𝑡

𝜂
⇔ 𝐷(𝑡) =

1

𝐸
+

𝑡

𝜂
 (29) 
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A forma demonstrada (29) para o comportamento do modelo sob um ensaio de fluência é 

irrealista [3] na descrição da fluência primária. Segundo a fórmula, a resposta a fluência vs. tempo é 

uma linha reta em contraste com a curva que é observada normalmente nos ensaios experimentais 

[7]. Segundo a equação a deformação (29) aumenta indefinidamente para um tempo infinito, levando 

a que na fluência, o modelo de Maxwell assuma-se como sendo um fluido Newtoniano (20), o que não 

é verdade nos materiais viscoelásticos, sendo a grande limitação deste modelo [21]. 

 

2.3.2 Modelo de Kelvin-Voigt 

O modelo de Kelvin-Voigt  baseia-se nos mesmos fundamentos que o modelo de Maxwell, 

exceto na configuração da mola e do amortecedor, que neste caso encontram-se em paralelo (figura 

11). Ou seja, a resposta elástica do material não é instantânea mas sim retardada através da resistência 

da componente viscosa [13].  

No caso concreto do Modelo Kelvin-Voigt, a configuração da mola e do amortecedor traduz-

se na maneira mais simples de representar um sólido viscoelástico [2], na medida em que, aplicando 

uma carga, os elementos vão sofrer a mesma deformação (31), e a tensão total será o somatório das 

tensões de cada elemento, (30). 

 

 𝜎𝑇 = 𝜎𝑀 + 𝜎𝐴 

 

(30) 

 𝜀𝑇 = 𝜀𝑀 = 𝜀𝐴 

 

 

(31) 
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Figura 11:Modelo de Kelvin-Voigt representado por uma mola e um amortecedor em série [12]. 

 

A equação constitutiva para o modelo de Kelvin-Voigt é: 

 

 
𝜎(𝑡) = 𝜀(𝑡)𝐸 +

𝑑𝜀(𝑡)

𝑑𝑡
𝜂 (32) 

   

Com a equação implementada (32), do mesmo modo que o modelo de Maxwell, é possível 

impor as mesmas condições para ensaios de relaxação e ensaios de fluência. 

No que concerne ao ensaio de relaxação de tensões, o modelo de Kelvin-Voigt não descreve 

o comportamento viscoelástico [7], uma vez que a deformação constante do amortecedor não consegue 

relaxar, pois em termos matemáticos (
𝑑𝜀

𝑑𝑡
) = 0 na equação constitutiva (32) dando origem apenas 

𝜎(𝑡) = 𝜀(𝑡)𝐸 [6]. Esta apresenta-se como uma das grandes limitações deste modelo, atendendo a 

que, ao contrário do que acontece no modelo de Maxwell, não descreve a relaxação do material quando 

é submetido a um teste de relaxação [21]. 

Relativamente ao teste de fluência, desenvolvendo a equação constitutiva do modelo 

mecânico [12] obtém-se equação de fluência dependente do tempo de um elemento de Kelvin-Voigt: 
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𝐷(𝑡) =

𝜀(𝑡)

𝜎
=

1

𝐸
[1 − exp (−

𝑡

𝜏𝑟𝑒𝑡
)] = 𝐷 [1 − exp (−

𝑡

𝜏𝑟𝑒𝑡
)] 

 

(33) 

O parâmetro 𝜏𝑟𝑒𝑡 designa-se por tempo de retardação, consistindo no tempo necessário para 

que a deformação aumente de 0 a 𝜀0 ≈ 0.63𝜀, e é definido como o produto do módulo de fluência 

pela viscosidade, 𝜏𝑟𝑒𝑡 = 𝜂𝐷. O valor limite de fluência é igual a 𝜀∞ =  𝜎0𝐷 [12].  

O elemento de Kelvin-Voigt é valido apenas para descrever qualitativamente o comportamento 

de fluência de materiais, como por exemplo borrachas, ainda que com fluência limitada [12]. 

 

2.4 Modelos de aproximação ao comportamento viscoelástico 

Dos modelos expostos anteriormente, verificou-se que eram credíveis apenas sob condições 

específicas e ao mesmo tempo limitados na simulação não satisfazendo a resposta viscoelástica de 

um material [22]. 

Daí que se possa concluir que seriam necessários modelos mais completos, cujo objetivo era 

obter um comportamento viscoelástico tanto para condições de relaxação, como para condições de 

fluência. Assim sendo, começou-se por adicionar molas e amortecedores aos modelos já existentes por 

forma a aumentar o número de parâmetros, conseguindo assim uma melhor aproximação ao 

comportamento viscoelástico.  

Nestes termos, e numa primeira fase, adicionou-se uma mola (19) em paralelo com um 

elemento de Maxwell (24), tal modelo designou-se por “sólido linear padrão” ou modelo de três 

parâmetros (figura 12). O modelo em questão fornece uma aproximação mais realista do 

comportamento observado em polímeros [6]. 
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 𝜎𝑇 = 𝜎𝑀 + 𝜎𝑀𝑎𝑥𝑤𝑒𝑙𝑙 

 

(34) 

 𝜀𝑇 = 𝜀𝑀 = 𝜀𝑀𝑎𝑥𝑤𝑒𝑙𝑙 (35) 

   

 

Figura 12:Modelo Sólido linear padrão [6]. 

 

A equação constitutiva do modelo rege-se da seguinte forma: 

 

 𝑑𝜀

𝑑𝑡
(𝐸1 + 𝐸2) +

𝜀𝐸2

𝜏
=

𝜎

𝜏
+

𝑑𝜎

𝑑𝑡
 (36) 

 

A formulação (36) do modelo é idêntica ao modelo de Kelvin-Voigt (32), no entanto, a 

obtenção do módulo de relaxação e do módulo de fluência é mais complexa em termos matemáticos. 

De acordo com a formulação indicada no livro [23], após a obtenção da equação constitutiva 

(36), é realizada uma abordagem nas condições de relaxação e de fluência, onde é efetuada uma 

manipulação matemática que engloba a resolução da equação diferencial, de modo a obter o módulo 

de relaxação 𝐸(𝑡) (37), e o módulo de fluência 𝐷(𝑡), (38): 
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 𝐸(𝑡) = 𝐸2 + 𝐸1𝑒−𝑡/𝜏𝑟 (37) 

   

 
𝐷(𝑡) =

1

𝐸2
−

𝐸1

𝐸2(𝐸1 + 𝐸2)
𝑒−𝑡/𝜏𝑟𝑒𝑡  

 

 

(38) 

 
𝜏𝑟𝑒𝑡 = 𝜏𝑟

(𝐸1 + 𝐸2)

𝐸2
 (39) 

   

Este modelo descreve ambos os fenómenos de fluência e relaxação de tensões, bem como a 

passagem do estado vítreo do material para o patamar de borracha, quando submetido a uma carga 

sob períodos de tempo curtos onde a viscosidade é infinita [6].  

Acresce que o modelo em questão pode ser ainda implementado num determinando grupo 

de polímeros, tendo como principal restrição o tempo envolvido no estudo do material, uma vez que 

necessita de ser pequeno o suficiente, pois para períodos relativamente longos não se verifica 

comportamento viscoelástico linear [24].  

Convém ressalvar, todavia, que o modelo “sólido linear padrão” tem ainda outa configuração 

relativa a este modelo onde a mola é adicionada em série num elemento de Kelvin-Voigt, sendo que a 

abordagem é diferente, na medida em que a deformação global do sistema será a soma de cada 

elemento individual [22].   

Uma das limitações que acarreta este modelo, deve-se ao facto deste procurar assumir 

apenas uma única viscosidade “η ”, ao passo que a viscosidade real de um polímero é bastante 

heterogênea [25].  
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Na relaxação de tensões, o modelo em estudo possui apenas uma constante de tempo, 

oferecendo uma aproximação fraca relativamente ao comportamento real de um polímero 

principalmente para períodos longos de tempo [26]. 

Outro modelo de aproximação desenvolvido com base em respostas de funções exponenciais 

simples designa-se por modelo de Burgers ou modelo de fluído com quatro parâmetros (figura 13) [11]. 

Este modelo é constituído por um elemento de Maxwell e um elemento de Kelvin-Voigt em série, sendo 

que a equação constitutiva é formulada através do mesmo raciocínio utilizado no modelo de Maxwell, 

só que com a particularidade de a deformação global do sistema ser definida pela adição da 

deformação de cada modelo individual. A equação (40) é obtida a partir da equação constitutiva [13] 

do modelo:  

 

Figura 13:Modelo de Burgers ou modelo de quatro parâmetros [12]. 

 

 
𝐷(𝑡) =

1

𝐸1
−

1

𝐸2
(1 − 𝑒−𝑡/𝜏𝑟𝑒𝑡)+ 𝑡

𝜂1
 (40) 

   

onde 𝜏𝑟𝑒𝑡 =
𝜂2

𝐸2
. Retirando a tensão, a recuperação à fluência é: 
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 𝐷𝑅(𝑡) = 𝐷(𝑡) −
𝑡

𝜂1
 (41) 

 

O modelo de Burgers é capaz então de descrever qualitativamente a resposta de um material 

sob um ensaio de fluência (40), para pequenas deformações com uma recuperação a posteriori [12] 

ou seja, este modelo consegue capturar os seguintes aspetos sob a aplicação de uma tensão constante 

[20]: 

1. Elasticidade instantânea ou recuperação elástica fruto do elemento 𝐸1; 

2. Deslizamento molecular devido ao elemento viscoso 𝜂1; 

3. Elemento entrópico ou borracha com elasticidade 𝐸2; 

4. Retardação elástica fruto do elemento 𝜂2 que impede o elemento 𝐸2 de 

avançar ou retrair em caso de recuperação. 

Comparativamente com o modelo sólido linear padrão, o modelo de Burgers possui mais um 

amortecedor, fruto da adição do elemento de Maxwell, elevando assim o número de parâmetros 

envolvidos na equação constitutiva deste modelo. Além disso, pode descrever a relaxação do material, 

ou outro tipo de carga, resolvendo a equação diferencial para cada caso [11].  

No que toca às limitações deste modelo, estas assentam, precisamente nos testes de 

relaxação e fluência para períodos longos, ou seja a tensão irá tender para zero e a deformação 

aumentará indefinidamente [26]. 
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2.5 Modelos de aproximação generalizados  

No caso concreto dos polímeros, uma formulação real que se traduz numa exponencial 

simples para fluência ou relaxação de tensões não é adequada, sobretudo pela dependência que tem 

em ordem ao tempo. Dígamos que a aproximação ao comportamento real não é correta, pois é 

expectável, por exemplo que uma única função de relaxação transmita uma grande parte do 

relaxamento do material numa escala de tempo que experimentalmente não se verifica, evidenciando 

apenas na maior parte dos casos, relaxamentos com uma década (fator de dez) em termos de escala 

de tempo. No que concerne aos materiais reais, os fenómenos de relaxamento e fluência são detetados 

ao longo de muitas décadas na escala de tempo [23]. 

Na aproximação à realidade de um material viscoelástico, tendo em conta a possibilidade de 

haver muitas combinações [2], adotaram-se os modelos generalizados de Maxwell e Kelvin-Voigt, a 

diferença destes modelos é que são adicionados N elementos de Maxwell em paralelo e N elementos 

de Kelvin-Voigt em série. 

 

2.5.1 Modelo de aproximação generalizado de Maxwell- Wiechert e Kelvin-Voigt 

Considerando um modelo generalizado de Maxwell-Wiechert (Johann Emil Wiechert, 1861-

1928) com 𝑛 elementos em paralelo a um teste de relaxamento (figura 14), a deformação em cada 

elemento irá ser caracterizada dos mesmos modos que o modelo de Maxwell.  

A diferença deste modelo assenta no número de elementos necessários para que haja um 

módulo de elasticidade para cada elemento 𝐸𝑖 e uma componente viscosa 𝜂𝑖, de modo a que cada 

tempo de relaxação seja determinado 𝜏𝑖 [2].  
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Figura 14:Modelo generalizado de Maxwell-wiechert [2]. 

 

Segundo a disposição dos elementos da figura 14 a deformação é a mesma em todos eles, 

e a tensão total é o somatório de todas as tensões de cada elemento. Utilizando o procedimento acima 

(30), é possível obter a equação generalizada para o modelo de Maxwell, atendendo à condição de 

relaxação desse modelo. 

 

 𝜎𝑇 = 𝜎𝐸,1 + 𝜎𝐸,2 + 𝜎𝐸,3 + 𝜎𝐸,4 + 𝜎𝐸,5 … … … … … … + 𝜎𝐸,𝑖 (42) 

Sabendo que o módulo de relaxação para o modelo de Maxwell é definido por (43) têm-se: 

 

 
𝐸(𝑡) =

𝜎𝐸(𝑡)

𝜀0

=  
𝜎𝐸,1(0)

𝜀0
𝑒−𝑡/𝜏1 +

𝜎𝐸,2(0)

𝜀0
𝑒−𝑡/𝜏2 + ⋯

𝜎𝐸,𝑖(0)

𝜀0
𝑒−𝑡/𝜏𝑖 

 (43) 
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𝐸(𝑡) = ∑ 𝐸𝑖𝑒

−𝑡/𝜏𝑖

𝑛

𝑖=1

 

 

 (44) 

onde 𝜎𝐸,𝑖(0) é a tensão no i-ésimo  elemento no tempo zero. 

 

O módulo de relaxação 𝐸(𝑡) na literatura [7], ainda pode ser definido como: 

 
𝐸(𝑡) = 𝐸(∞) + ∑ 𝐸𝑖𝑒−𝑡/𝜏𝑖

𝑛

𝑖=1

 
(45) 

onde 𝐸(∞) é o módulo de elasticidade para um 𝑡∞. Este módulo é comumente adicionado 

ao somatório, sendo representado como uma mola que se encontram em paralelo, de modo a 

representar a resposta de um material para períodos de tempo suficientemente longos até atingir um 

solido viscoelástico [27, 11].  

A figura 15 demonstra que quando é adicionado o elemento mola 𝐸∞ o material comporta-

se como um sólido elástico para períodos longos de tempo. Em termos matemáticos, quando 𝜏𝑖 tende 

para infinito o termo série da equação (45), torna-se nulo dando origem a uma constante [11].  
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Figura 15:Representação e comparação do Módulo de Relaxação com diferente número de elementos de Maxwell  [11]. 

 

O modelo generalizado de Maxwell fornece uma tensão que varia exponencialmente com a 

adição de contribuições com diferentes tempos de relaxação, um para cada elemento da cadeia. Com 

isto também é possível ajustar as curvas de fluência experimentais para qualquer grau de aproximação, 

o que implica que seja necessário obter termos em número suficiente para haver uma boa aproximação 

[7]. 

O módulo de relaxação em função do tempo é o somatório de todas as respostas dos 

elementos individuais, com esta formulação é possível determinar a relaxação para longos períodos de 

tempo, onde a tensão irá tender para um valor finito diferente de zero, aproximando-se do 

comportamento real de um polímero [2]. O somatório acima descrito (45) também pode ser definido 

através de um integral, onde se gera uma função de ponderação que define a concentração de 

elementos de Maxwell com tempos de relaxação definidos [6].  
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O modelo generalizado de Kelvin-Voigt possibilita a determinação do módulo de fluência em 

ordem ao tempo de forma mais simples, no entanto não é aplicável a um teste de relaxação de tensões. 

Esta configuração permite concluir que todos os elementos terão a mesma tensão quando sujeitos a 

uma carga (figura16). A aproximação deste modelo deve-se à combinação em série de 𝑛 elementos de 

Kelvin-Voigt, obtendo assim a curva de fluência em função do tempo através de um ajuste dos 

resultados de cada elemento no gráfico ao longo do tempo [6]. Cada termo da série representa uma 

determinada porção de tempo, ou seja, entre duas a três décadas de tempo (figura 17).  

𝐷(𝑡) = ∑ 𝐷𝑖(1 − 𝑒−𝑡/𝜏𝑖)

𝑛

𝑖=1

 

 

(46) 

𝐷(𝑡) =
1

𝐸(∞)
+ ∑ 𝐷𝑖(1 − 𝑒−𝑡/𝜏𝑖)

𝑛

𝑖=1

 

 

(47) 

 

Figura 16:Modelo generalizado de Kelvin-Voigt [6]. 
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Figura 17:Módulo de fluência em função do tempo contendo a contribuição de cada elemento [6]. 

 

A equação (47) também pode ser definida num integral, onde se descreve as contribuições 

da fluência de cada elemento (figura 17) num intervalo de tempo designado por tempo de retardação 

[6]. As equações que definem os modelos generalizados permitem um ajuste das curvas com uma 

precisão considerável, de modo a descrever o comportamento viscoelástico por meio de dados 

experimentais de fluência, relaxação ou mesmo ensaios dinâmicos. É importante salientar, contudo, 

que o problema do ajuste de dados, atualmente é mais fácil do que no passado devido à evolução da 

computação e do software comercial existente [20]. 

 

2.5.2 Enquadramento das séries de Prony na representação  

Com as abordagens de aproximação citadas anteriormente, é possível visualizar os modelos 

generalizados como determinadas funções matemáticas (49), o que revela as vantagens no uso destas 

em ferramentas computacionais de simulação.  

Uma possibilidade na literatura, incide-se no integral formulado pelo princípio de sobreposição 

de Boltzman, mais propriamente na função de resposta que contabiliza a história dos estímulos 

passados no instante presente, onde esta é aproximada por meio de um somatório de exponenciais 



   

 

 

 

Tiago Fernando Morais Fernandes  39 

  

Análise Viscoelástica em Projeto com Polímeros Termoplásticos  

 

em série [7].  Daí que se possa concluir que através de um número suficiente de elementos é possível 

representar o comportamento real de um material viscoelástico para períodos de tempo extremamente 

longos [11]. Isto significa que apenas são requeridos os termos passados da série como forma de 

representação da história do material [11]. Esta série é designada por todos os matemáticos como 

uma série de Prony-Dirichlet (Gaspart Prony, 1755-1839; Gustaf Dirichet, 1805-1859) [28].  

O uso de exponenciais em série, e tal como entende a grande maioria dos cientistas e físicos 

de polímeros, tem como intuito representar os dados obtidos nos ensaios de relaxação, fluência e na 

vertente dinâmica [11]. Evidencia-se também que o modelo generalizado de Maxwell e o modelo 

generalizado de Kelvin-Voigt são conhecidos matematicamente como séries de Prony.  

 

 
𝐸𝑟(𝑡) = 𝐸∞ − ∑ 𝐸𝑖𝑒

−
𝑡
𝜏𝑖

𝑁

𝑖=1

 

 

(48) 

 
𝐺𝑟(𝑡) = 𝐺0(1 − ∑ 𝑔̅𝑖

𝑃𝑒
−

𝑡
𝜏𝑖

2

𝑖=1

) 

 

(49) 

 
𝐺𝑠(𝑤) = 𝐺0[1 − ∑ 𝑔̅𝑖

𝑃] +

𝑁

𝑖=1

𝐺0 ∑
𝑔̅𝑖

𝑃𝜏𝑖𝑤
2

1 + 𝜏𝑖𝑤2

𝑁

𝑖=1

 

 

(50) 

 
𝐺𝑙(𝑤) = 𝐺0 ∑

𝑔̅𝑖
𝑃𝜏𝑖𝑤

1 + 𝜏𝑖
2𝑤2

𝑁

𝑖=1

 
(51) 
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A equação geral das séries de Prony (48) pode ser rearranjada (ou convertida) em diferentes 

formas, de modo a direcionar o processo de cálculo do ajustamento para cada conjunto de dados de 

cada ensaio distinto. Esta conversão é efetuada através de métodos exatos e de aproximação 

implementados por diversos autores, que não vão ser abordados aqui mas que é importante realçar 

[29, 30, 31]. A razão pela qual é necessário este tipo de conversão assenta na dificuldade em correr 

determinados ensaios, nomeadamente os ensaios de relaxação para materiais muito rígidos, onde com 

incorporação das conversões existentes é possível obter o módulo de relaxação partindo inicialmente 

dos ensaios de fluência [30].  

A verdade é que a conversão pode, igualmente partir dos ensaios dinâmicos, onde com 

equações e aproximações apropriadas, se obtém os módulos de relaxação ou fluência [30].  

É possível obter o módulo normalizado através da equação geral (49) por forma a suprimir o 

termo longo (𝐸∞) da equação de modo a simplificar o processo de ajustamento.   

Estas séries são muito utilizadas na análise dos elementos finitos no ramo da simulação, pois 

permitem ajustar as curvas provenientes dos resultados experimentais em parâmetros (𝑔̅𝑖
𝑃, 𝜏𝑖) 

provenientes da série, através de um algoritmo computacional de otimização, e com isto garantir uma 

melhor abordagem na aproximação real do comportamento mecânico do material [27]. Quando se 

inicia a abordagem com este tipo de funções, um dos problemas mais comuns no ajustamento da 

curva consiste na quantidade de variáveis desconhecidas existentes em comparação com o número de 

equações disponíveis, de modo a não conseguir-se obter uma resolução trivial do problema [32].  

A não linearidade que predomina na função, também é um problema que afeta diretamente 

o modo como a solução final é obtida, ou seja, não possuem solução analítica possível, sendo 

necessário o recurso a métodos numéricos de aproximação [33]. Face ao exposto são então adotadas 

técnicas que assumem determinados valores de modo a obter uma expressão inicial, conseguindo 

posteriormente uma otimização que seja credível com os dados experimentais [34].  
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Um dos procedimentos propostos no uso das séries de Prony define-se pela implementação 

de uma estimativa inicial dos parâmetros desconhecidos (𝐸𝑟(𝑡), 𝐺𝑟(𝑡) 𝑜𝑢 𝐾𝑟(𝑡)),  onde depois 

decorre um processo de ajustamento de modo a obter uma função que descreve o espaço ocupado 

pelos pontos experimentais (figura 18), ou seja, o que se pretende aqui é descobrir o erro mínimo de 

ajuste entre eles por meio de uma curva que é representada por uma função onde contêm os melhores 

parâmetros (esta abordagem será dissecada mais abaixo) [35].  

 

Figura 18:Ajustamento dos dados experimentais por uma função exponencial em série de Prony [30]. 

 

O número de parâmetros obtidos, irá depender fortemente do número de pontos 

experimentais escolhidos, tornando o problema por vezes bastante moroso com o aumento significativo 

de parâmetros. O ideal seria obter uma representação gráfica com o mínimo de parâmetros possíveis, 

sendo que, com um número demasiado pequeno de termos a função pode não caracterizar todas as 

variações verificadas nos ensaios experimentais induzindo determinados erros [36]. A solução obtida 

pelo ajustamento dos dados através de uma série exponencial, é flexível na medida em que, permite 
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alcançar comportamentos do material para períodos extremamente longos. Ou seja, permite uma 

representação na ordem das décadas na escala de tempo, possibilitando um maior domínio 

comparativamente com as funções exponenciais simples [37].  

Relativamente à simulação numérica pelo algoritmo dos elementos finitos são utilizadas 

técnicas de solução recursiva, de modo a obter os parâmetros [38]. Os coeficientes da série podem 

ser relacionados com molas e amortecedores simples, usando como referência um modelo mecânico 

de modo a facilitar a interpretação do problema [11], havendo ainda a possibilidade de não seguir 

qualquer um dos modelos existentes.  

Abordando as séries de Maxwell como séries de Prony, apesar de se revelar extremamente 

vantajoso na vertente de manipular, ajustar e armazenar numericamente os dados experimentais num 

conjunto de parâmetros, revela-se ao mesmo tempo, uma dificuldade acrescida em obter o melhor 

ajuste dos dados, fruto da instabilidade numérica existente [39]. Isto significa que um problema 

necessita de uma boa formulação para que não haja propagação de erros de arredondamento de 

operação para operação, de modo a que a solução final não seja afetada [32]. Este problema foi 

questionado inicialmente por Gaspard de Prony [39], sendo que depois foram desenvolvidas diversas 

técnicas de modo a melhorar o comportamento numérico, apesar de nenhuma possuir uma abordagem 

mais relevante apenas se diferenciam no modo obtêm a solução final.  

 

2.5.3 Método dos Mínimos quadrados  

O procedimento utilizado para o ajuste dos dados experimentais, através das séries de Prony, 

é unânime em todos os métodos de aproximação na medida em que, inicialmente são recolhidos e 

organizados os dados experimentais de forma a obter um gráfico do módulo de elasticidade 𝐸(𝑡) em 

função do tempo ou frequência [11, 40, 41]. Este gráfico serve muitas vezes como comparativo, de 
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modo a verificar se os parâmetros obtidos provenientes do ajustamento da função se aproximam dos 

valores experimentais. 

 

 

Posteriormente podem ser assumidos valores estimados dos parâmetros (𝑔̅𝑖
𝑃, 𝜏𝑖) que 

inicialmente são desconhecidos na função. Estes parâmetros pré-definidos podem ser por exemplo 

valores aleatórios, valores que se enquadram com a escala de tempo dos dados experimentais ou 

através da experiência prévia com outro problema semelhante ou ainda da solução de um modelo mais 

simplificado [33]. Os valores pré-definidos como aproximação inicial vão ditar o número de cálculos 

que se irá realizar, sendo que a perceção do utilizador é essencial, levando mesmo a alterar os 

parâmetros várias vezes por forma a simplificar o processo. Com isto, relaciona-se os valores obtidos 

em cada função (𝐺𝑠 e 𝐺𝑙 para o caso dos testes de DMA) com os dados experimentais 

(𝐺𝑠(𝑤) 𝑒 𝐺𝑙(𝑤)), pelo método dos mínimos quadrados. Significa isto que os valores vão ser 

aproximados de modo a minimizar o erro entre os cálculos obtidos da previsão e os dados 

experimentais, por forma a obter o conjunto de parâmetros que melhor se enquadram, conseguindo 

assim aproximar os pontos na forma de uma curva.  

Convém salientar que este tipo de ajustamento necessita de um determinado número de 

interações, ou seja, as soluções são obtidas através da implementação de um conjunto de cálculos que 

visam no final satisfazer a condição (critério de paragem), onde o erro é de facto minimizado [34], 

levando a solução a convergir (figura 19). Este é o procedimento mais comum na resolução de 

Estimativa 
Inicial dos 

parâmetros 

Formulação 
da Interação   

Critério de 
Paragem

(χ=min)

Convergência 
e obtenção 
da Função 

Figura 19:Método geral para a obtenção dos parâmetros que definem a função e caracterizam o comportamento 

viscoelástico de um material 
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equações não lineares, pelo que em alguns artigos o método dos mínimos quadrados é designado 

também por método não linear dos mínimos quadrados [42]. 

No concerne à frequência, os dados experimentais normalmente são obtidos através de 

ensaios DMA (Dynamic mechanical analysis), sendo adotados diversos métodos de modo a resolver o 

problema dos mínimos quadrados, obtendo desta forma resultados bastante satisfatórios. Como foi 

frisado anteriormente, existem diversos algoritmos que permitem resolver o problema dos mínimos 

quadrados e que podem ser abordados em duas vertentes: vertente direta do algoritmo, e via interativa 

ou método interativo [33]. A diferença assenta no modo como é obtida a solução, ou seja, para o caso 

do algoritmo direto, este fixa um número de operações aritméticas formando um conjunto de equações 

simples com a consequência de obter matrizes extremamente densas e bastante morosas em resolver 

(ideal antes da era computacional).  

No caso do algoritmo interativo a solução é obtida inicialmente através de uma aproximação 

inicial, que vai sendo melhorada gradualmente com o cálculo das interações efetuadas, até que os 

critérios implementados sejam cumpridos, convergindo assim para o conjunto de soluções finais. Esta 

abordagem normalmente é ideal para equações do tipo não linear. A convergência nem sempre é 

cumprida, sendo necessárias determinadas condições por forma a acelerar o processo [33].  

Das técnicas implementadas que abordam os dados experimentais no domínio da frequência 

destacam-se: método de regularização de Tikhonov, método mínimos quadrados com restrição 

quadrática, regularização de entropia máxima, entre outros [43]. Convém ainda salientar, que é possível 

modificar estas aproximações de modo a serem aplicadas a dados no domínio do tempo [44]. 

O procedimento para a minimização do erro da soma dos quadrados, permite então 

aproximar a função por meio de parâmetros apropriados que inicialmente eram desconhecidos e que 

representam a série [11]. Convém ressalvar que a maioria dos procedimentos existentes só são 

exequíveis com o recurso de software computacional, de modo a diminuir o tempo de cálculo das 
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iterações criando uma otimização bastante credível no ajustamento [36], sendo que, o objetivo geral 

nos anos 60 era criar novas metodologias de modo a simplificar os procedimentos numéricos [45].   

 

2.6 Técnicas de aproximação para a obtenção curva  

2.6.1 Multidata Method 

Partindo da metodologia descrita anteriormente, foi desenvolvido um método designado por 

“Multidata method” (Cost e Becker,1970), que se baseia no método dos mínimos quadrados [46], 

sendo o erro minimizado entre os valores experimentais e os valores das funções calculadas (52). Para 

tal são adotadas determinadas condições (53), de modo a garantir que o erro é de facto minimizado 

[41].  

 

 χ2 = ∑[G(ti) − Gr(ti)]2

m

= 𝑚𝑖𝑛 (52) 

 

 𝑑𝐺𝑟(𝑡𝑖)

𝑑𝑔̅𝑖
𝑃 = 𝑒

(
𝑡
𝜏𝑖

)
;     

𝑑χ2

𝑑𝑔̅𝑖
𝑃 = 0 (53) 

   

Após a definição das condições que minimizam o erro é adotado um procedimento, com o 

intuito de colocar a formulação na forma matricial, permitindo assim determinar os restantes 

parâmetros desconhecidos da função de Prony, 𝑔̅𝑖
𝑃. O procedimento que visa determinar a forma 

matricial do problema, não será aqui enunciado encontrando-se devidamente documentado [41].      

A escolha de um número suficiente de tempos de relaxação permite obter uma aproximação 

razoável, que minimiza o erro entre os dados experimentais do módulo e da função calculada [11]. O 



   

 

 

 

Tiago Fernando Morais Fernandes  46 

  

Análise Viscoelástica em Projeto com Polímeros Termoplásticos  

 

contratempo na determinação dos parâmetros rege-se nas oscilações existentes, o que implica uma 

discrepância elevada no ajustamento da função, havendo ainda a possibilidade de os parâmetros serem 

positivos ou negativos criando uma certa instabilidade no método.  

O método de aproximação desenvolvido por Cost e Becker, foi ainda retificado por Bradshaw 

e Brinson [44] e será exemplificado mais abaixo, revelando também as suas limitações. De igual modo 

serão ainda expostos um número significativo de métodos propostos na literatura, onde evidenciam 

determinadas modificações na metodologia com o objetivo de complementar o ajustamento 

caracterizando o modelo viscoelástico.  

 

2.6.2 Método do Controlo do Sinal 

O método do controlo do sinal, parte do método revelado anteriormente, típico no ajustamento 

das séries, sendo que foi desenvolvida uma abordagem complementar por Bradshaw e Brinson (1997), 

que se designa-se por método de controlo e que tem como base uma modificação no uso do algoritmo 

dos mínimos quadrados. 

Atendendo à aproximação é necessário que, em primeiro lugar, sejam selecionados os 

tempos de relaxação de uma forma coerente e matemática baseada na escala de tempo dos dados, 

podendo mesmo serem definidos tempos que não se encontram nos dados de modo a facilitar o seu 

ajustamento [44]. O grupo de tempos de relaxação é escolhido de acordo com a suavidade da curva 

do gráfico, a fim de proporcionar uma função matemática que se enquadre com os dados do material. 

Após a escolha dos tempos de relaxação, o problema centra-se na aproximação dos coeficientes 𝑔̅𝑖
𝑃, 

uma vez que o procedimento o utilizado com a condição de minimizar o erro entre os dados 

experimentais e os obtidos na função 𝐺(𝑡) pela aproximação dos mínimos quadrados. Tipicamente 

este procedimento fornece valores de 𝑔̅𝑖
𝑃 negativos e positivos, o que pela relação física entre 𝑔̅𝑖

𝑃 e as 
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molas no modelo mecânico é prioritário que estes se mantenham positivos (de modo a satisfazer todos 

os princípios físicos e termodinâmicos) [11]. É então necessária uma modificação no algoritmo dos 

mínimos quadrados por meio de um procedimento interativo de otimização, baseado nas primeiras 

derivadas relativas a cada coeficiente desconhecido (Levenberg-Marquadt). Assim, inicialmente todos 

os coeficientes são definidos como sendo positivos e utilizados para prever um novo conjunto de 

valores, de forma a calcular o erro [11, 44]. Caso esse conjunto de valores minimize o erro torna-se na 

nova interação, caso o contrário, o avanço interativo imposto terá que ser menor, através deste 

procedimento é possível prever a curva mestra de um polímero bem como as curvas de fluência e 

relaxação [11]. 

 

2.6.3 Método da colocação   

O método da colocação é um método de ajustamento desenvolvido no ano de 1961 por 

Schapery onde se aborda os modelos viscoelásticos, tanto para ensaios estáticos como para ensaios 

dinâmicos. Neste método são assumidos pontos de colocação de tempo e de valores 𝜏𝑖, devidamente 

intervalados (na ordem das décadas), o que leva a que um conjunto de 𝑛 equações algébricas que 

contêm os coeficientes posteriormente determinados através da resolução de uma matriz [47].  

Um dos procedimentos iniciais para implementar o método desenvolvido por Schapery, foca-

se na formulação da equação (54) onde esta pode ser rearranjada em colunas vetor e matrizes (55) 

de modo a determinar os parâmetros desconhecidos [47]. 

 

 
𝐸𝑟(𝑡) − 𝐸∞ = ∑ 𝐸𝑖𝑒

−
𝑡
𝜏𝑖

𝑁

𝑖=1

, 𝑖 = 1, … , 𝑁 

 

(54) 
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{𝑨} = 𝐸𝑟(𝑡) − 𝐸∞; {𝑩} = ∑ 𝑒

−
𝑡
𝜏𝑖; {𝑪} = 𝐸𝑖

𝑁

𝑖=1

 
(55) 

 

 

Um dos típicos problemas possíveis centra-se no cálculo dos valores dos parâmetros, em que 

alguns podem ser negativos em virtude da matriz inversa obtida. Além de mais é possível ocorrerem 

pequenas variações que recaem para um dos lados da matriz, o que consequentemente provoca 

grandes alterações nos cálculos [41]. 

Finalmente, é ainda possível executar uma função linear através do uso da programação 

(MATLAB) recorrendo a função na forma rearranjada (54) implementando restrições de modo a garantir 

que os coeficientes sejam positivos e satisfação a equação [48].  

Artigos recentes [9] permitiram comprovar a veracidade e precisão que este método de 

obtenção acarreta para implementar uma via alternativa, evitando assim, sistemas de equações não 

lineares bastante complexos [49]. No caso do artigo de Sousa & Soares (2007), onde é implementado 

o método de colocação, os termos independentes da equação, são facilmente deduzidos partindo do 

valor mínimo, utilizando um gráfico de dispersão simples dos dados experimentais. No seguimento 

deste trabalho foi ainda realizado um trabalho comparativo entre o método de colocação e o método 

geral dos mínimos quadrados, utilizando um software designado como ViscoTool, onde são aplicados 

métodos de conversão no software entre as funções de fluência e as funções de relaxação [50].  

  

2.6.4 Procedimento-X 

Um dos primeiros métodos de aproximação foi designado como Procedimento X, proposto 

por Tobolski e Murakami em 1959 [51]. Esse método consiste numa aproximação baseada nas 
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determinações sucessivas do módulo parcial e dos tempos de relaxação, partindo inicialmente do 

tempo de relaxação mais longo da série, isto significa que se decompõe a função exponencial na forma 

de um logaritmo, adicionando o termo mais longo da série (56), referente ao tempo de relaxação 

(𝐸𝑝, 𝜏𝑝). 

 

 
log[𝐸𝑟(𝑡) − {𝐸∞}] = log [∑ 𝐸𝑖𝑒

−
𝑡
𝜏𝑖

𝑖

+ 𝐸𝑝𝑒
−

𝑡
𝜏𝑝]  

(56) 

 

 

Assim, efetua-se um gráfico dos termos em função do tempo, e se o tempo de relaxação mais 

longo ficar suficientemente longe dos termos anteriores, consegue-se obter uma assimptota onde 

depois é determinado o seu declive e interceção, e consequentemente fixa-se os restantes parâmetros 

de interesse. Este processo normalmente é repetido mais do que uma vez. Os tempos de relaxação 

obtidos têm que ter um espaçamento intermediário uniforme e os gráficos obtidos devem ser linhas 

retas para uma região suficientemente longa, por forma a conseguir uma boa extrapolação e uma 

determinação adequada do declive da assimptota [41]. Convêm ainda referir que os resultados obtidos 

através deste ajustamento, têm que ser comparados com os dados experimentais de modo a verificar 

a validade do método. A fiabilidade desta aproximação é por vezes pouca precisa devido à falta de 

espaçamento entre os tempos de relaxação e retardação [41].  

O procedimento aqui em causa não é válido para ensaios de caracter dinâmico ou seja, 

apenas funciona com funções exponenciais no domínio do tempo onde são englobados os ensaios de 

relaxação e os ensaios de fluência. Existem ainda incertezas computacionais a quando da sua 

implementação [41]. 
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2.6.5 Técnicas baseadas em funções espectrais 

Para eliminar as dificuldades relativas a oscilação e variação abrupta dos parâmetros obtidos, 

bem como englobar o comportamento de materiais mais específicos para períodos de tempo 

extremamente longos, a representação através de uma soma de exponenciais em série torna-se por 

vezes inadequada. Nesse sentido foram desenvolvidos, em décadas distintas, dois métodos baseados 

em linhas espectrais (figura 20) com o intuito de obter a função que descreva o módulo de relaxação 

ou fluência [3, 28]. 

 

Figura 20:Gráfico representativo de uma distribuição espectral que define a viscoelasticidade de um material [52]. 

 

A formulação de Prony (49) pode ser alterada de modo a introduzir um novo termo designado 

por espectro de relaxação (ou retardação) discreto, onde é normalmente denotado por, 𝐻(𝜏), e é 

designada como uma espécie de distribuição espectral. Utilizando a equação (48), é possível coloca-la 

na forma de um espectro contínuo de relaxação, fluência ou mesmo no domínio da frequência: 

 

 
 𝐸𝑟(𝑡) = 𝐸∞ + ∫ 𝐻(𝜏)𝑒

(−
𝑡
𝜏

)
𝑑𝑙𝑛(𝜏)

∞

−∞

= ∫
𝐻(𝜏)

𝜏
𝑒

(−
𝑡
𝜏

)
𝑑𝜏

∞

0

 (57) 
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podendo adotar ainda uma forma equivalente,  

 

 
 𝐸𝑟(𝑡) = 𝐸𝑔 + ∫ 𝐻(𝜏)[1 − 𝑒(−

𝑡
𝜏

)]𝑑𝑙𝑛(𝜏)
∞

−∞

 (58) 

onde 𝐸𝑔, é o módulo no estado vítreo  que é obtido quando 𝑡 = 0 na equação (58), 

 

 
 𝐸𝑔 = 𝐸∞ + ∑ 𝐸𝑖

𝑁

𝑖=1

 

 

(59) 

sendo que a relação entre 𝐸𝑔 e 𝐸∞, é dada por 

 

 
 𝐸𝑔 − 𝐸∞ = ∫ 𝐻(𝜏)𝑑𝑙𝑛(𝜏)

∞

−∞

 (60) 

 

 

As equações discretizadas no domínio da relaxação na forma espectral, também podem ser 

definidas no domínio da fluência, pelo que a denotação do termo espectral na fluência é definido como 

sendo 𝐿(𝜏) [3]. Na forma dinâmica são ainda definidos na forma espectral, o módulo dissipativo e o 

módulo de armazenamento pelo que não serão aqui enunciados detalhadamente, estando estes 

devidamente documentados [53, 54, 55].     

Clauser e Knauss (1968) propuseram um método de determinação baseado no domínio do 

tempo, e que consiste na regularização da solução final através de funções espectrais que irão definir 

a curvatura do módulo de relaxação em função do tempo. Para obter a função espectral 𝐻(𝜏) parte-

se inicialmente da série de Prony onde depois é possível adotar uma representação alternativa na forma 
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de um integral contendo a função de interesse, sendo que a resolução desta equação permite 

determinar a função espectral (61) que vêm numa forma modificada da lei de potência [56]. 

 

 
 𝐻(𝜏) =

𝐸𝑔 − 𝐸∞

𝛤(𝑛)
(
𝜏0

𝜏
)𝑛𝑒

−𝜏0
𝜏  (61) 

 

Esta aproximação teve como principal objetivo em diminuir a divergência entre os pontos do 

gráfico, de modo a torna-lo mais suave possível sob determinadas restrições impostas (fator de 

suavidade e minimização do erro relativo), permitindo diminuir o efeito das oscilações, dando origem a 

soluções aceitáveis para um espectro de relaxação. Esta aproximação não é aplicável no espectro de 

fluência devido a problemas de instabilidade numérica [56]. 

São ainda inicialmente impostos procedimentos matemáticos de modo a resolver o integral 

(), obtendo uma solução formal do problema [56]. 

 

2.6.6 Window-method 

O Window-method é da autoria de Emri Tschegl (1993) e deriva do método desenvolvido por 

Clauser e Knauss (1968), sendo que assenta no facto de um algoritmo computacional interativo tornar-

se disponível para o cálculo da distribuição espectral partindo inicialmente dos dados experimentais 

[57].  

Umas das principais vantagens reside na sua natureza interativa e na sua abordagem 

matemática mais simples, evitando matrizes que poderiam gerar resultados negativos [52]. Os autores 

acreditam que o problema é basicamente um procedimento de ajuste da curva.  
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Este método foca-se no cálculo da intensidade das linhas espectrais que correspondem a 

determinados tempos 𝑡𝑘, num domínio definido (Window) sendo que, a distribuição destas linhas 

permite determinar as curvas de relaxação ou fluência garantindo parâmetros positivos da série. O 

Window method baseia-se no facto de apenas um único termo da série de Prony ser significativamente 

dependente do tempo numa determinada faixa (normalmente numa faixa de duas décadas de tempo) 

[40]. Esta dependência pode ser demonstrada matematicamente, normalizando a equação que 

descreve o comportamento viscoelástico e dividi-la de modo a retirar as devidas conclusões [52]. A 

faixa mencionada acima, é abordada como Window-1 e é definida como um intervalo onde são 

calculadas as linhas espectrais, partindo de suposições apropriadas e influenciadas por linhas vizinhas 

provenientes de outro intervalo, onde depois ocorre um conjunto de interações para melhorar as linhas 

espectrais inicialmente calculadas [52]. A literatura recentemente têm dado especial atenção aos 

métodos de ajuntamento por via da distribuição de funções espectrais, sobretudo devido ao 

desenvolvimento e disponibilidade de computadores suficientemente potentes [57].  

Baumgaertel e Winter propuseram um método onde é representada a relaxação por meio de 

uma função espectral com o mínimo de elementos (ou modos) de Maxwell possíveis. Partiram 

inicialmente dos dados experimentais referentes aos ensaios dinâmicos onde é efetuada uma 

conversão do domínio da frequência para o domínio do tempo [58]. Este modo de representação da 

função designa-se por “PM-spectrum” e baseia-se na ideia de que os tempos de relaxação discretos 

devem ser livremente ajustados de modo a que o algoritmo convirja para valores que são característicos 

do material. Uma das grandes vantagens assenta na rápida convergência da regressão do algoritmo 

mesmo para espectros mais complicados [59]. 
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2.7 Outras metodologias e estudos implementados   

Foram ainda realizadas diversas metodologias e estudos que procuram na generalidade, 

complementar e corrigir os métodos de aproximação citados anteriormente, de forma a diminuir o 

desvio entre os dados obtidos e os parâmetros que caracterizam a função, bem como garantir a sua 

positividade.  

Ramkumar (1997) usou um método que se designa por método de regularização em que é 

utilizada uma programação quadrática (RQP) de modo a minimizar as oscilações existentes nos dados 

experimentais e os parâmetros obtidos, conseguido assim derivar o espectro de relaxação com os 

dados de entrada de frequência [60]. Ainda efetuou uma combinação dos dados de entrada (𝐺′, 𝐺′′), 

de forma a garantir resultados precisos para tempos de relaxação curtos e longos [60]    

O problema relativo aos coeficientes negativos da série de Prony e oscilação dos resultados 

experimentais ainda foi abordado por Park e Kim (2001). Estes optaram pelas séries da lei de potência 

como alternativa, com uma pré suavização apropriada, seguido de uma representação do modelo das 

séries de Prony na fluência [61]. Relativamente ao ajustamento dos valores pelas séries da lei de 

potência, verificou-se que essa representação apesar de ser anterior às séries de Prony, não era válida 

para uma grande parte dos materiais [61].  

Sousou (1966) estudou os diversos métodos de otimização anteriormente descritos e 

implementou depois o seu método de otimização que se baseia na aproximação ao método dos 

mínimos quadrados. No entanto eram colocadas determinadas restrições aos coeficientes, 

apresentando depois exemplos de ajustamento [62]. Revelou ainda, a importância de os parâmetros 

serem positivos no ajustamento [62]. 

Rodriguez apresentou um método, que se encontra documentado [63], onde as séries de 

Prony são ajustadas de forma a utilizar apenas dois termos da série para os materiais em questão, 
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implementando um ajustamento por interpolação. A utilização de dois termos da série na interpolação 

permite obter uma exatidão impressionante, isto é, coincidentemente a utilização de apenas dois 

termos deve-se muito por culpa da impossibilidade de interpolar para três ou mais termos exponenciais 

de onde resultam raízes complexas ou valores negativos que não permitem a sua resolução. Ainda para 

o cálculo dos parâmetros, é efetuada uma matriz onde depois é introduzido o método dos mínimos 

quadrados. Um dos grandes objetivos deste trabalho era também demonstrar que com um software 

iterativo seria possível reproduzir o método conseguindo assim ajustar a função. Neste artigo, encontra-

se de forma detalhada, o procedimento matemático [64] para a obtenção dos parâmetros pelo método 

de Prony e a discretização do algoritmo implementado no programa “FORTAN PRONY” bem como os 

resultados obtidos provenientes do ajustamento [34]. 

Hills, apresentou uma técnica onde as séries de Prony podem ser ajustadas sem a 

necessidade de assumir valores dos parâmetros ou seja, esta técnica permite determinar a funções 

que melhor se ajustam baseando-se nos dados de entrada e na minimização da diferença entre a 

variável atual e a variável dependente calculada. É realizada uma abordagem não restritiva na 

otimização da função, mas na verdade, as variáveis que a definem, são implementadas determinadas 

restrições de modo a não causar uma discrepância nos valores obtidos conseguindo assim assegurar 

que o significado físico seja cumprido para materiais viscoelásticos (este tópico já foi abordado nos 

modelos viscoelásticos). Foi utilizado um código de otimização com os critérios especificados acima 

onde é usado para determinar as constantes da função que minimizam o erro residual da soma dos 

quadrados de modo a obter uma curva o mais próxima possível dos resultados experimentais [65].   

Bower (1994), desenvolveu um método (DOI- The domain of influence method) onde é 

utilizado para descrever as curvas de relaxação de modo a minimizar e maximizar algumas 

características do problema. O ajustamento dos parâmetros da série de Prony também é adotado na 

medida em que o erro é minimizado entre a função calculada pelos parâmetros estimados e os dados 

obtidos no ensaio viscoelástico. Este método não inclui qualquer correção de erros. Esta metodologia 
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foi implementada num programa de codificação, produzindo uma ferramenta de apoio à determinação 

e otimização dos coeficientes que caracterizam o comportamento viscoelástico [66]. 

2.8 Abaqus FEA  

As metodologias descritas anteriormente requerem procedimentos computacionais em 

determinadas fases, ou seja, ferramentas com software apropriado de modo a implementar o algoritmo 

que minimiza o erro residual entre os dados experimentais e os dados calculados. O que 

consequentemente leva à otimização e posteriormente à determinação dos melhores parâmetros 

possíveis para definirem a função, descrevendo o material termoplástico para tempos longos. 

O Abaqus é um software comercial que analisa componentes ou estruturas pelo método dos 

elementos finitos. Este software possui uma interface bastante eficaz, permitindo analisar e resolver 

problemas de simulação, como: definição dos carregamentos, condições barreira do problema, seleção 

do número de etapas pretendidas, geração da malha e possibilidade de definir o modo específico das 

propriedades do material [67]. 

A definição das propriedades viscoelásticas de um polímero no Abaqus podem ser seguidas 

por diversas vias, isto significa que, a interface nas definições do material permitem introduzir, por 

exemplo os dados experimentais referentes aos testes de relaxação ou fluência no domínio do tempo, 

de modo a ajusta-los em parâmetros provenientes da série de Prony [67]. Estes parâmetros obtidos a 

partir de dados no domínio do tempo podem igualmente ser usados para as definições do material no 

domínio da frequência, ocorrendo automaticamente a conversão [67].  

O ajustamento adotado pelo Abaqus, atende aos mesmos modos que o método não linear 

dos mínimos quadrados, sendo utilizado nos módulos normalizados de compressibilidade e de corte. 

No que toca aos testes cíclicos é igualmente implementado o método dos mínimos quadrados nos 
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módulos de armazenamento e dissipativo, onde o objetivo é minimizar o erro (𝜒2), (62), sendo 𝐺̅𝑠 e 

𝐺̅𝑙 dados experimentais. 

 

 
 𝜒2 = ∑

1

𝐺∞
2

[(𝐺𝑠 − 𝐺̅𝑠) + (

𝑀

𝑖=1

𝐺𝑙 − 𝐺̅𝑙) 
(62) 

 

 

É importante referir que apenas os parâmetros de Prony se podem introduzir nas definições 

do material recorrendo ao método de ajustamento indicado acima.  

Relativamente às definições do material no domínio da frequência podem ainda ser 

determinados os parâmetros pela lei da potência e por uma formulação que tem como base nas séries 

de Prony, onde se permite definir o módulo de armazenamento e o módulo dissipativo respetivamente 

[67].  

Com o software Abaqus é ainda possível definir duas especificações na calibração dos 

parâmetros das séries de Prony: definir a tolerância do erro da raiz quadrada média admissível e definir 

o número máximo de termos da série de Prony, 𝑁𝑚𝑎𝑥. Assim, a convergência será obtida através do 

número mínimo de termos respeitando a tolerância do erro definida, sendo que o número de termos 

necessários não devem ser mais do que o número de escalas logarítmicas geradas pelos dados 

experimentais normalizados [67] .





 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Caso de estudo simplificado
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O caso de estudo simplificado enunciado neste capítulo visa implementar um conjunto de 

condições num corpo de prova, com o intuito de analisar e verificar o comportamento viscoelástico do 

material, bem como confirmar que a metodologia implementada no simulador é credível e viável o 

suficiente de modo a extrair resultados bastante próximos. 

A metodologia implementada baseia-se nas condições na interface do simulador Abaqus, 

onde são necessários determinados procedimentos que visam essencialmente definir o sistema e 

assentam essencialmente em dois pontos fundamentais:  

 Definição das propriedades do material viscoelástico;  

 Definição das condições barreira/carregamentos. 

Neste caso simplificado, de uma forma geral, é um ensaio mecânico experimental 

convencional no ramo da engenharia, onde estão inseridos essencialmente os ensaios de tração, 

ensaios de compressão e os ensaios dinâmicos (DMA). 

Partindo inicialmente de uma pesquisa bibliográfica intensiva, foi possível encontrar no ramo 

da literatura, artigos científicos que realizassem uma análise e discussão de resultados experimentais 

referentes ao comportamento viscoelástico do material no domínio do tempo. Nesse sentido, são 

analisados e selecionados os artigos que, minuciosamente, contenham a informação relativa aos 

ensaios experimentais realizados, de modo a implementar as condições descritas em cada artigo. Ou 

seja, o que se pretende é que através do artigo científico analisado, seja executado no Abaqus ensaios 

de interesse por forma a validar a metodologia adotada e definir as propriedades viscoelásticas do 

material, bem como as condições de ensaios utilizadas por forma a implementar no caso industrial. 

Posteriormente, será também possível iniciar períodos de recuperação do material de modo 

a verificar a credibilidade do material viscoelástico bem como identificar o tipo de deformações que é 

possível obter através do simulador.  
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De um ponto de vista pedagógico, a abordagem a determinados casos de estudo permite 

obter uma certa familiarização com o simulador Abaqus, levando a que não exista qualquer problema 

na abordagem ao modelo industrial proposto.  

3.1 Metodologia  

3.1.1 Definições das propriedades do material viscoelástico 

No recurso ao software de simulação no domínio da viscoelasticidade é indispensável definir 

o material, para tal é necessário obedecer a um conjunto de critérios que estão intrinsecamente 

implementados.  

Dentro das definições do material é obrigatório, além da definição das propriedades 

viscoelásticas, definir as propriedades elásticas onde se engloba o módulo de elasticidade e o 

coeficiente de Poisson, bem como a densidade do material, onde quer uma quer outra, podem ser 

obtidas trivialmente através da informação fornecida pelo artigo em questão, ou pela ficha técnica de 

um material equivalente. A questão centra-se então na definição da viscoelasticidade. 

No Estado de Arte foram enunciados diversos procedimentos de aproximação ao 

comportamento viscoelástico, com objetivo comum de determinar parâmetros aproximados que 

definem a função exponencial em série (49), este é um dos caminhos possíveis a seguir no Abaqus. 

 

3.1.2 Método abordado no caso de estudo simplificado  

Um dos caminhos alternativos possíveis para definir o material no simulador assenta na 

abordagem dos resultados experimentais no domínio do tempo, assim os resultados serão introduzidos 

na plataforma das definições do material. Estes dados são introduzidos sob uma normalização, [0,1], 

(49) na série por forma a simplificar o ajustamento dos dados.  
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Na equação 49 do Estado de Arte, o módulo de elasticidade instantâneo, 𝐺0, desloca-se sob 

a forma de denominador para o lado onde está o módulo de relaxação em ordem ao tempo, 𝐺𝑟(𝑡), 

dando origem a uma razão, 𝐺𝑟(𝑡) 

𝐺0
 , designada por módulo normalizado, 𝑔𝑟(𝑡). Este tratamento permite 

englobar os módulos, 𝐺𝑟(𝑡) e 𝐺0, num intervalo entre [0,1].  

 

 
 𝑔𝑟(𝑡) =

𝐺𝑟(𝑡)

𝐺0
= 1 − ∑ 𝑔̅𝑖

𝑃𝑒
−

𝑡
𝜏𝑖

2

𝑖=1

 
(63) 

   

Numa grande parte dos artigos científicos, os resultados referentes ao módulo vs. tempo, 

provêm da componente módulo normal, 𝐸(𝑡),  relativamente ao plano. Nesse sentido, só é possível 

introduzir os módulos normalizados de corte, 𝑔𝑟(𝑡), e  de compressibilidade, 𝑘𝑟(𝑡) nas definições do 

material no Abaqus, para tal são utilizadas as relações (5) (6) e (7), cuja a função principal é obter os 

módulos de interesse. No entanto, convém reforçar que estas relações só são possíveis no campo da 

viscoelasticidade, devido à simplificação do problema pela via de assumir o coeficiente de Poisson 

como uma constante ao longo do tempo, porque na verdade existem variações no coeficiente ao longo 

do tempo (não lineares) já enunciadas no Estado de Arte. 

Com a normalização dos dados experimentais é efetuado o ajustamento disponível no 

Abaqus, que se baseia no método não linear dos mínimos quadrados onde se obtêm os parâmetros, 

𝑔̅𝑖
𝑃 e 𝜏𝑖 da série de Prony. Com estes parâmetros é definida a função de aproximação resultante dos 

dados experimentais normalizados (figura 21). 
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Figura 21:Ajustamento de um conjunto de dados experimentais com o método implementado no simulador [67]. 

 

3.1.3 Escala de tempo dos dados experimentais/resultados da simulação 

A variável tempo é extremamente importante na simulação, sobretudo quando é efectuada a 

recolha de dados experimentais referentes ao decaimento do módulo em função do tempo.  

Recolhendo, por exemplo um conjunto de dados referentes ao módulo de relaxação de um 

material onde o tempo é definido em horas, automaticamente os resultados provenientes dessa 

simulação (tensões, deformações, deslocamentos) serão apresentados também em horas. Portanto 

nas definições da componente viscoelástica no Abaqus, a escala de tempo recolhida será a escala de 

tempo dos resultados provenientes do modelo numérico. 
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3.1.4 Validação do método de aproximação 

Para validar o método implementado nos casos de estudo de forma a avançar para o modelo 

industrial, é necessário atender cuidadosamente aos dados fornecidos pelas fichas técnicas, podendo 

mesmo antever, o que nem sempre é possível, a obtenção de curvas que traduzem o decaimento do 

módulo, 𝐸(𝑡), em função do tempo. Como tal serão abordados dois procedimentos na recolha dos 

dados, que definem o comportamento viscoelástico, sendo que um dos procedimentos já foi 

mencionado e foca-se na figura 21.  

O outro procedimento em questão centra-se nos mesmos passos que o anterior, 

diferenciando-se apenas no número de pontos experimentais obtidos que serão apenas dois, isto 

porque na ficha técnica de um polímero é possível por vezes obter dois módulos para instantes de 

tempo diferentes (em anexo ficha técnica Ultramid). Um é precisamente o módulo de elasticidade para 

o instante, 𝑡 = 0, comumente designado por módulo de Young, 𝐸(𝑡 = 0) = 𝐸0. O outro é designado 

por módulo de elasticidade a fluência (tensile creep modulus), onde é pormenorizado o módulo do 

material quando sujeito a uma deformação para um instante de tempo na escala das horas 

(normalmente 1 hora ou 1000 horas), 𝐺𝑟(𝑡 = 1000 ℎ). Na ficha técnica, esta propriedade pode ainda 

ser especificada em termos de tensão, enunciando a deformação obtida (em percentagem) para esse 

período de tempo, podendo obter-se assim trivialmente o módulo.  

Estes dois módulos quando normalizados formam no final uma reta, onde são introduzidos 

nas definições do material no Abaqus por forma a aproximar a reta numa curva de decaimento (figura 

22).  
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Figura 22:Ajustamento típico por dois pontos com o método implementado no simulador [67].  

 

Será realizado no caso de estudo, como forma de complementar a validação, uma 

comparação entre o método de aproximação por dois pontos e o método de aproximação pelo conjunto 

de pontos experimentais. Esta comparação visa analisar a discrepância de valores existente entre eles. 

 

3.1.5 Extração de dados experimentais no caso de estudo  

Na extração dos resultados de cada artigo, existe um problema na medida em que não são 

fornecidos dados específicos na forma de tabela, revelando apenas os gráficos de relaxação em função 

do tempo na sua forma geral.  

O procedimento adotado para todos os artigos deste tipo centrou-se na captação de valores 

aproximados nos gráficos que traduzem os resultados experimentais, assim, e de forma a acompanhar 

a curva de decaimento são assumidos valores de maneira a acompanhar o perfil seu perfil.  
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A grande desvantagem é que existe uma possibilidade de obter resultados desfasados 

relativamente aos resultados dos artigos em questão, contudo os dados estimados têm como objetivo 

“desenhar” por assim dizer a curva de relaxação.   

 

3.1.6 Definições das condições fronteiras 

Consoante o caso em questão são necessárias determinadas condições, mencionadas 

anteriormente (1) e (4), de modo a evidenciar o comportamento viscoelástico de um material. Sendo 

que, para apresentar resultados no domínio do tempo no Abaqus, é fundamental adotar uma análise 

Visco (𝑆𝑇𝐸𝑃 → 𝑉𝑖𝑠𝑐𝑜) durante a configuração da simulação [67]. 

As condições fronteira do Abaqus (Boundary Conditions-BC) definem as condições do modelo 

numérico podendo definir um encastre, uma deformação ou mesmo uma força num determinado 

período de tempo. É possível ainda manipular as suas amplitudes por forma a definir por exemplo 

carregamentos cíclicos. 

Relativamente aos carregamentos é possível simular uma carga constante durante um 

período de tempo onde é ideal no domínio da fluência.   

 

3.2 Caso de estudo simplificado: Teste de relaxação sob tração  

O caso de estudo aqui descrito assenta num ensaio de tração convencional, onde são 

estudadas as propriedades viscoelásticas de um composto de moldagem de uma resina epóxi.  

O material utilizado é processado na forma de embalagem para circuitos elétricos integrados 

(IC Packages) sendo este um dos temas centrais do artigo em análise [9]. Um dos factores 

determinantes na alteração do material é a temperatura, uma vez que os fenómenos de 

viscoelasticidade do material são mais evidentes a temperaturas mais elevadas. Este tópico não será 



   

 

Tiago Fernando Morais Fernandes  68 

 

Análise Viscoelástica em Projeto com Polímeros Termoplásticos  

 

aqui enunciado, visto que o objetivo presente visa implementar e validar a metodologia descrita 

anteriormente.  

Os ensaios de tração realizados no artigo, submetem o provete a uma deformação constante 

para várias temperaturas, onde será escolhida uma curva que traduza o decaimento do módulo, 𝐸(𝑡), 

em função do tempo.   

 

3.2.1 Descrição modelo numérico 

Tabela 1: Descrição do modelo numérico 

Provete (milímetros) 
125x12,5x1,5 

Distância entre amarras (milímetros) 100 

Deformação (%) 0,25% na direção negativa do eixo z 

Tempo de ensaio (segundos) 1800 

Temperatura (°C) 110 

Tipo de elemento da malha C3D10:  A 10-node quadratic 

tetrahedron. 

    

 

Figura 23:Imagem representativa das condições do modelo 
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3.2.2 Configuração do material no Abaqus 

Em primeiro lugar, para que se defina o composto de epóxi, é necessário definir o módulo de 

elasticidade e o coeficiente de Poisson desse composto. Atendendo à figura 5 do artigo, poderemos 

retira o módulo de elasticidade aproximado para o instante de tempo 𝑡 = 0 [9]. Já o coeficiente de 

Poisson foi retirado da ficha em anexo, sendo os valores reproduzidos na seguinte tabela. 

Tabela 2:Propriedades elásticas caso de estudo 

Propriedades Elásticas 

Módulo de elasticidade, E (MPa) Coeficiente de Poisson 

13000 0,32 

 

Atendendo aos dados de interesse recolhidos, referentes ao módulo de elasticidade em 

função do tempo a uma temperatura de 110 °C, é possível definir no Abaqus a temperatura de trabalho 

do ensaio. Assim, os dados que vão configurar o material no domínio da viscoelasticidade no simulador 

são precisamente os que o definem o seu comportamento a uma temperatura de 110°C. 

A normalização do módulo de relaxação, 𝑔𝑟(𝑡),em função do tempo (tabela 3), é efetuada 

através da metodologia descrita em cima, referente à recolha de um determinado conjunto de dados 

provenientes da figura 5 do artigo em análise [9]. Os dados recolhidos no artigo encontram-se no 

módulo de elasticidade normal (𝐸(𝑡)) pelo que utiliza-se a fórmula 7 enunciada no estado da arte de 

modo a determinar o módulo de elasticidade ao corte, 𝐺(𝑡). 

Tabela 3: Normalização dos dados obtidos do artigo [8] 

Normalização 

Tempo (s) 𝐸(𝑡) (MPa) 𝐺(𝑡)(MPa) 
𝐺𝑟(𝑡)

𝐺0
= 𝒈𝒓(𝒕) 

𝟎 13000 4779,4 1 
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𝟏𝟎𝟎,𝟐𝟓 104,08 4420,1 0,92 

𝟏𝟎𝟎,𝟓 104,05 4125,1 0,86 

𝟏𝟎  104 3676,5 0,77 

𝟏𝟎𝟏,𝟐𝟓 103,97 3431,1 0,72 

𝟏𝟎𝟏,𝟓 103,95 3276,6 0,68 

𝟏𝟎𝟏,𝟕𝟓 109 2920,3 0,61 

𝟏𝟎𝟐 103,85 2602,7 0,54 

𝟏𝟎𝟐,𝟐𝟓 103,8 2319,7 0,48 

𝟏𝟎𝟐,𝟓 103,75 2067,4 0,43 

𝟏𝟎𝟐,𝟕𝟓 103,70 1842,6 0,38 

𝟏𝟎𝟐,𝟗 103,68 1759,6 0,37 

𝟏𝟎𝟑,𝟐𝟓 103,65 1642,2 0,34 

∞ - - 0,34 

 

Quando se recorre ao Abaqus é necessário definir o módulo de relaxação normalizado, 

quando este tende para um tempo infinito, 𝑡 = ∞, (Long-term normalized shear compliance or 

modulus) por forma a definir a estabilização do resultado de relaxação do material (tabela 3). Este valor 

normalmente é indicado conforme a relaxação do material. 
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Figura 24:Aproximação dos dados experimentais normalizados por uma função 

Tabela 4: Propriedades viscoelásticas caso de estudo 

Definição das Propriedades Viscoelásticas 

 Parâmetros de aproximação 

i 𝜏𝑖 (s) 𝑔̅𝑖
𝑃 

1 4,1793 0,20021 

2 61,038 0,25213 

3 404,58 0,20766 

Tolerância erro 0.01 

Função de aproximação 

𝒈𝒓(𝒕) = (𝟏 − ∑ 𝒈̅𝒊
𝑷𝒆

−
𝒕
𝝉𝒊

𝟐

𝒊=𝟏

) 

𝑔𝑟(𝑡)

= 1 + 0.20021 (1 − 𝑒
−𝑡

4,1793)

+ 0.25213 (1 − 𝑒
−𝑡

61.038)

+ 0.20766 (1 − 𝑒
−𝑡

404.58) 

 

 

A tolerância do erro admissível da raiz quadrada (Allowable average root-mean-square error) 

é uma das condições possíveis de alterar no método não linear dos mínimos quadrados implementado 

no Abaqus. Este erro pode ser definido para um valor superior a 0,01, por exemplo para os dados 

experimentais mais dispersos por forma a encontrar a melhor curva de aproximação []. Com o 

ajustamento pelo método dos mínimos quadrados, obteve-se uma aproximação da função exponencial 

em série de Prony com três parâmetros (tabela 4).  

Relativamente ao método de aproximação por apenas dois pontos, foram escolhidos os 

pontos da normalização efetuada na figura 24. O primeiro ponto para, 𝑡 = 1 𝑠, é o módulo de 

elasticidade comum (módulo de Young), sendo o tempo definido em virtude da não-aceitação do valor 

nulo no Abaqus. Para o segundo ponto, 𝑡 =  800𝑠, justifica-se devido ao início da estabilização da 
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curva, levando a que a aproximação sob a forma de uma exponencial de série de Prony só ocorra a 

partir desse período de tempo. 

 

 

Tabela 5: Normalização por dois pontos no artigo [8] 

Normalização 

Tempo (s) 𝐸(𝑡) (MPa) 𝐺(𝑡)(MPa) 
𝐺𝑟(𝑡)

𝐺0
= 𝒈𝒓(𝒕) 

1 13000 4779,4 1 

800 4800 1760 0,37 

∞ - - 0,34 

 

 

 

 

Figura 25:Aproximação por dois pontos normalizados por uma função 
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Tabela 6: Propriedades viscoelásticas caso de estudo 

Definição das Propriedades Viscoelásticas 

i 𝜏𝑖 (s) 𝑔̅𝑖
𝑃 

1 239,18 0,65 

Tolerância erro 0,01 

Função de aproximação 

𝒈𝒓(𝒕) = (𝟏 − ∑ 𝒈̅𝒊
𝑷𝒆

−
𝒕
𝝉𝒊

𝟐

𝒊=𝟏

) 

 

𝑔𝑟(𝑡) = 1 + 0,65 (1 − 𝑒
−𝑡

230,18) 

 

Comparativamente, existe uma pequena discrepância na determinação da função que 

aproxima os dados experimentais referentes à primeira situação e os dois pontos selecionados. Na 

figura 26, a curva exponencial de relaxação ajustada proveniente dos dados experimentais 

normalizados (vermelho) é mais acentuada do que a curva ajustado por dois pontos (cinzento). Mas 

pelo contrário, à medida que se avança no tempo, a curva de aproximação por dois pontos mostra 

indícios de estabilizar da mesma forma que a função proveniente dos dados experimentais 

normalizados, o que é bastante satisfatório. 

 

Figura 26:Comparação entre a aproximação por dois pontos e a aproximação pelos dados experimentais 
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3.2.3 Resultados 

De seguida serão apresentados os resultados referentes a tensões em apenas uma zona do 

provete designada por zona de análise 1, (figura 27) de forma a comparar os resultados fruto da 

simulação e os resultados da figura 5 do artigo em análise [9]. Será igualmente exposta uma 

comparação dos resultados referentes à aproximação dos dois pontos relativamente à aproximação 

através dos dados experimentais. 

Os resultados serão apresentados atendendo a três instantes de tempos, sendo apresentados 

de forma cronológica da esquerda para a direita. 

Tensões resultantes  

 

 

 

Figura 27:Tensões de Von Mises pelos dados experimentais normalizados (t=1800 s)/ Zona de análise 1. 
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Figura 28:Tensões de Von Mises 2 pontos normalizados (t=1800 s). 

 

 

 

Figura 29:Tensões no eixo zz (S33) pelos dados experimentais normalizados- Esquerda: t=12 s; Centro: t=620 s; Direita: 

t=1800 s. 
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Figura 30:Tensões no eixo zz (S33), com dois pontos normalizados- Esquerda: t=12 s; Centro: t=620 s; Direita: t=1800 s 

 

Figura 31: Gráfico da deformação imposta ao provete 
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Figura 32:Módulos de relaxação obtidos nas simulações e do caso de estudo 

 

Na figura 32, estão indicados os resultados referentes aos módulos de relaxação na zona de 

análise 1 (figura 27), sendo que estes são resultado da tensão obtida na direção Z do modelo numérico 

bem como da deformação total de um elemento selecionado na zona de análise 1 (figura 31). 

Um dos objetivos principais do estudo visa analisar o comportamento viscoelástico de um 

material quando sujeito a um carregamento continuo para períodos de tempo longos. Nestes termos 

verifica-se por comparação, que as curvas de relaxação das duas simulações para períodos de tempo 

longos (Curvas a Cinzento e Vermelho, figura 32), tendem a estabilizar perto do valor obtido 

experimentalmente no artigo (curva a azul) havendo apenas um pequeno erro residual.  

Nos instantes de tempo iniciais, o decaimento do módulo é mais acentuado na simulação 

obtida a partir da aproximação pelos dados experimentais normalizados relativamente à simulação 

obtida partindo apenas pela aproximação por dois pontos. 
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Tabela 7:Resultados dos módulos para t=50 s e t=1800 s 

Recolha de tempos 
Aproximação dois 

pontos (MPa) 

Aproximação dados 

experimentais (MPa) 

Resultados 

experimentais (MPa) 

𝑡 = 50 𝑠 11333,4 8406,9 7700 

𝑡 = 1800 𝑠 4847,91 4747,72 4450 

 

3.2.4 Validação 

Com as duas simulações obtidas parte-se do princípio que a metodologia aplicada é valida, 

pois apesar de haver uma certa discrepância nos valores dos módulos de relaxação para os tempos 

iniciais (tabela 7), o mesmo não acontece para períodos longos, uma vez que os valores obtidos no 

ensaio experimental do artigo tendem a estabilizar. A relaxação do material é cumprida ao longo do 

tempo. 

 

3.2.5 Deformações 

Nesta secção serão analisadas as deformações obtidas no provete teste na zona de análise 

1 (figura 27).  

Assim com a validação dos resultados das simulações anteriores, efetua-se uma análise 

apenas na simulação referente à aproximação dos dados experimentais recolhidos no artigo em 

questão, não abordando a simulação por aproximação a dois pontos. 

No domínio da viscoelasticidade de um material, a deformação global de um sistema é 

pronunciada sob diversos fatores: carregamentos instantâneos ou deformações extremamente rápidas. 

Nestes factores o sistema viscoelástico responde principalmente com a componente elástica não 

existindo tempo suficiente para que as cadeias do sistema fluíssem e consequentemente relaxassem 

[7].  
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No presente caso de estudo é dado um tempo suficiente para estabilizar o sistema, havendo 

relaxação do material, portanto existem duas componentes dentro da deformação global deste sistema, 

𝜀𝐺: 

 Deformação elástica, 𝜀𝑒; 

 Deformação viscosa, 𝜀𝑣. 

O Abaqus (Field Output Request) permite obter cada uma destas componentes, apesar de 

por vezes não ser fornecida sob a forma de resultado a deformação elástica do sistema, pelo que é 

possível através da relação abaixo. 

𝜀𝐺 = 𝜀𝑣 + 𝜀𝑒 

Os resultados da deformação global do sistema encontra-se na figura 33 bem como as 

deformações relativas à componente elástica e à componente viscosa.

 

Figura 33:Deformações envolvidas no caso de estudo 
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A deformação viscosa indicada na figura 33, designa-se por deformação à fluência (no Abaqus 

é comumente designada por Creep Strain, CE ), sendo que atendendo ao gráfico da figura 33, verifica-

se que para os instantes de tempo iniciais a deformação a fluência ou viscosa é praticamente nula, 

evidenciando-se apenas deformação elástica do material. Avançando no tempo verifica-se uma inversão 

nos valores de ambas as deformações, ocorrendo uma transição, onde predomina a deformação 

viscosa sobre a deformação elástica evidenciando sinais de que ambas as deformações tenderão a 

estabilizar para um tempo, 𝑡 = ∞. A soma das duas deformações resulta na deformação total do 

sistema que é constante, sendo uma das condições inicialmente impostas no modelo numérico (tabela 

1).  

 

3.2.6 Recuperação 

Nesta secção é efetuado um período de recuperação de 5000 segundos por forma a 

complementar o estudo efetuado no artigo em análise [9] e verificar se de facto os fenómenos 

mencionados no Estado de Arte se verificam no modelo numérico implementado no Abaqus.  

A deformação constante imposta para um período de tempo de 1800 segundos com um 

deformação de 0,25% é interrompida no 𝑡 = 1800 𝑠, retirando o carregamento por completo e 

iniciando o período de recuperação (figura 34). De realçar que a deformação tratada é referente a 

deformação total do provete (LE) que contabiliza ambas as componentes elástica e viscosa. 
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Figura 34:Deformação e recuperação da deformação- Esquerda: t=700 s; Centro: t=2800 s; Direita:t=6800 s 

 

 

 

 

Figura 35: Curvas para os diferentes tempos de recuperação 

 

O gráfico da figura 35, evidencia a recuperação da deformação inicialmente imposta ao 

material, ou seja, quando o carregamento é interrompido, 𝑡 = 1800𝑠, o material recupera 

instantaneamente parte da sua deformação, em virtude da componente elástica, que não depende do 
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tempo como se verifica na figura 35. Posteriormente ocorre uma recuperação no intervalo definido sob 

a forma de uma exponencial em decaimento em função do tempo, fruto da viscoelasticidade 

proveniente do composto de epóxi, onde a componente viscosa do sistema oferece resistência à 

componente elástica, recuperando apenas uma parte da deformação. Esta recuperação é inteiramente 

influenciada pelo tempo.  

Na figura 35, é visível que para uma recuperação com um tempo de 5000 s a deformação 

aproxima-se de zero.  



  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Caso industrial



  

 



   

 

Tiago Fernando Morais Fernandes  85 

 

Análise Viscoelástica em Projeto com Polímeros Termoplásticos  

 

O caso industrial em estudo procurava inicialmente analisar uma simulação de cargas, que 

não possuíam como variável o tempo. Cargas essas, que dependendo da sua magnitude, podem ou 

não provocar rotura do material gerando um conjunto de tensões na peça, sobretudo para instantes de 

tempo curtos.  

Os carregamentos impostos são previamente prognosticados na fase de projeto em condições 

normais de funcionamento e em condições excecionais, designadas estas como condições extremas. 

O regime de estudo do comportamento do material designa-se por elástico-plástico, tendo como 

objectivo fulcral aplicar um carregamento onde as tensões geradas na peça não ultrapassam a tensão 

admissível do material, não comprometendo assim a funcionalidade do componente industrial.  

Com a análise no domínio da viscoelasticidade a tensão gerada pelo carregamento no 

componente industrial é analisada num tempo extremamente longo, por forma a determinar a tensão 

pela qual o material relaxa ou a deformação viscosa obtida. Esta tensão de relaxação é importante e 

será comparada com a tensão admissível do material de modo a verificar se ainda cumpre os requisitos 

para um tempo infinito, 𝑡 = ∞.  

Serão efetuadas comparações relativamente ao modelo simulado no regime elástico-plástico 

e ao modelo no domínio da viscoelasticidade, comparando deformações e tensões, consequentemente 

serão retiradas as devidas conclusões, de modo a verificar se o componente industrial no domínio do 

tempo ainda se encontra funcional. 

4.1 Modelo Numérico industrial 

O Modelo industrial aqui analisado foi disponibilizado pelo PIEP (Pólo De inovação Em 

Engenharia De Polímeros) e compreende a elaboração de um encosto de um banco, onde serão 

simulados, através do Abaqus dois ensaios de resistência definidos previamente pelo PIEP e que foram 

executados experimentalmente nas suas instalações. 
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Figura 36: Modelo Industrial na forma geral (PIEP). 

A estrutura é formada por três tipos de materiais distintos:  

 Poliamida 6 com 30% de fibra de vidro (PA 30%FV -vermelho na figura); 

 Compósito de matriz de poliamida 6 com fibra de vidro (verde na figura); 

 Quatro incertos metálicos (branco) que são incorporados no molde a quando da injeção 

poliamida com 30% de fibra de vidro (figura 36). 

Tabela 8:Propriedades dos materiais utilizados no cálculo estrutural 

Material 

Densidade 

(g/cm³) 

Módulo de 

elasticidade 

(MPa) 

Tensão de 

cedência 

(MPa) 

Tensão 

admissível 

(MPa) 

Módulo de corte 

(MPa) 

Coeficiente de 

Poisson 

Technyl C216 V30 – PA 6 

30%FV 
1.36 9 173.10 184.63 123.09 - 0.35 

Aço genérico 7.90 210 000 490 326.67 - 0.30 

TEPEX dynalite 102-

RG600(4)/47% Roving Glass 
1.80 

E₁ 22 400 σ₁ 404 σ₁ 269.33 
G₁₂ 8 960 

0.17 

G₁₃ 8 600 

E₂ 21500 σ₂ 390 σ₂ 260 G₂₃ 
8 6

0

0 
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Dos materiais discretizados na tabela 8, a PA6 30%FV é o material que irá ser abordado no 

estudo da viscoelasticidade. Os incertos metálicos também vão ser colocados no domínio do problema, 

de forma a estudar as interações mecânicas existentes no material polimérico, verificando se existe 

alguma anormalidade a quando da aplicação dos carregamentos. 

Os modelos numéricos desenvolvidos no PIEP tiveram como principal objetivo simular um 

conjunto de testes normativos mecânicos aplicados a veículos de categoria M1 da regulação 

E/ECE/324 Ver.1/Add. 16/Ver. 4 [68]. Estes modelos consistem na aplicação de carregamentos nas 

diferentes zonas do encosto, aos quais se denomina de: 

 Ensaio de resistência de encosto do banco e dos respetivos sistemas de regulação; 

 Ensaio de resistência das fixações dos bancos e dos sistemas de regulação, 

bloqueamento e deslocamento. 

Dos ensaios normativos mencionados em cima, apenas será simulado e estudado o ensaio 

de resistência de encosto do banco e dos respetivos sistemas de regulação. 

Neste âmbito, foi ainda realizado um ensaio que procura submeter o banco a carregamentos 

extremos de modo a avaliar a resistência deste, o qual se designa de ensaio de resistência da estrutura 

durante a aplicação de uma força frontal. 

 

4.1.1 Ensaio de resistência de encosto do banco e dos respetivos sistemas de regulação 

O ensaio de resistência de encosto do banco e dos respetivos sistemas de regulação baseia-

se na aplicação de uma pressão na parte superior do encosto, por meio de um componente que simule 

as costas do manequim (figura 37 lado esquerdo), e de uma força longitudinal e dirigida para a 

retaguarda que produza um momento de 530N.m em relação ao ponto H (figura 37 lado direito). 
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Figura 37:Ensaio de resistência do encosto com as duas forças representadas (esquerda- Pressão, simulando as costas 

do manequim; direita- Binário aplicado nos apoios do encosto.) 

 

 

Figura 38:Imagem representativa ensaio normativo de resistência de encosto do banco e dos respectivos sistemas de 

regulação, revelando o Ponto H (quadrado a vermelho) [68] 



   

 

Tiago Fernando Morais Fernandes  89 

 

Análise Viscoelástica em Projeto com Polímeros Termoplásticos  

 

Modelo numérico geral 

Relativamente ao modelo numérico criou-se uma simulação viscoelástica onde se definiu um 

conjunto de três interações, o tipo de elemento da malha para cada componente, as condições de 

fronteira e carregamentos que se encontram descritos na tabela 9. Na figura 37 encontram-se ainda 

representadas as condições fronteiras e os carregamentos incorporados. 

Tabela 9:Características do modelo numérico do ensaio de resistência de encosto do banco e dos respectivos sistemas de 

regulação 

 

 

4.1.2 Ensaio de resistência da estrutura durante a aplicação de uma força frontal 

O ensaio de resistência da estrutura aplica-se aos casos onde são desenvolvidas situações 

extremas, que neste ensaio serve como exemplo uma força frontal no banco correspondente à massa 

de uma pessoa de 75 quilos (figura 42). Basicamente descreve-se a situação de maior esforço que a 

 Descrição 

Interações 
Contacto entre as interfaces do material termoplástico e do 

inserto metálico 

Tipo de elemento da malha 

(insertos e encosto) 
C3D4: A 4-node linear tetrahedron 

Condições de fronteira Encastre dos insertos metálicos 

Carregamento 

 Aplicação de um momento na zona central de 

cada apoio do banco de 265 000N.mm, em torno ao eixo 

do X e orientado na direção negativa do eixo do Y 

 Aplicação de uma pressão, numa parte do 

encosto, correspondente a uma massa de 75Kg. 
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estrutura pode suportar em condições normais, ou seja quando a pessoa se senta na parte frontal do 

banco automóvel. 

 

 

Figura 39:- Imagem representativa dos carregamentos do modelo numérico do teste de aplicação de uma força frontal 

 

Modelo numérico geral 

O modelo numérico implementado rege-se dos mesmos modos que o modelo numérico 

anterior diferenciando-se apenas nos carregamentos impostos. 

Tabela 10:Características do modelo numérico correspondente à aplicação de uma força frontal 

 Descrição 

Interações 
Contacto entre as interfaces do material termoplástico e do 

inserto metálico 

Tipo de elemento da malha 

(insertos e encosto) 
C3D4: A 4-node linear tetrahedron 

Condições de fronteira Encastre dos insertos metálicos 

Carregamento 
Aplicação de uma força na zona fontal do banco correspondente 

a 735N. Direção da força: direção negativa do eixo do z 
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4.2 Definições das propriedades do material no Abaqus 

4.2.1 Definição das propriedades viscoelásticas  

Na descrição de cada modelo numérico não foi definido ainda o tempo de carregamento 

imposto, visto que este é definido apenas quando são obtidas as propriedades viscoelásticas da PA6 

30%FV. A escala de caracterização viscoelástica do material em questão da ficha técnica é que irá ditar 

o tempo da simulação. 

Na ficha técnica do material, (em anexo), Technyl C216 V30- PA 6 30%FV , não é indicada 

qualquer informação relativa às propriedades viscoelásticas no domínio do tempo, ou seja, não possui 

curvas relativas ao decaimento do módulo de relaxação em função do tempo, nem o ponto 

característico mencionado na introdução dos casos de estudo, módulo de elasticidade à fluência.  

Efectuada uma pesquisa intensiva foi possível encontrar uma ficha técnica de um material 

equivalente, Ultramid B3EG6-GF30 (em anexo), onde esta possui o módulo de elasticidade à fluência 

a uma determinada temperatura (23°C) na escala das horas.  

Posteriormente, foi ainda verificado se os restantes dados do material equivalente, como o 

módulo de elasticidade, coeficiente de Poisson, se aproximavam do material em análise.  

Tabela 11:Dados referentes à ficha técnica Ultramid B3EG6-GF30 

Módulo de elasticidade, 𝑬(𝒕 = 𝟎) (𝑴𝑷𝒂) 8600 

Coeficiente de Poisson 0,35 

Módulo de elasticidade a fluência, 1000 horas, 23°C, 𝑬(𝒕 =

𝟏𝟎𝟎𝟎 𝒉), (𝑴𝑷𝒂) 
3200 

 

De seguida foi efetuado o mesmo procedimento descrito no caso em estudo, onde foram 

utilizados os dois pontos enunciados acima na tabela 11 de forma a realizar uma aproximação sob 

uma série exponencial de Prony, figura (40), pelo método não linear dos mínimos quadrados. 
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Tabela 12: Normalização dos valores provenientes da ficha técnica 

Normalização 

Tempo (h) 𝐸(𝑡) (MPa) 𝐺(𝑡)(MPa) 𝒈𝒓(𝒕) 

𝟎 8600 3185,2 1 

𝟏𝟎𝟎𝟎 3200 1361,7 0,43 

 

 

 

 

Figura 40: Aproximação dos pontos normalizados 
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Tabela 13:Propriedades viscoelásticas do caso industrial 

 

 

4.2.2 Definição das propriedades elásticas/plásticas 

Na simulação só é efetuado uma análise estática dos carregamentos descritos acima, sendo 

apenas definidas as propriedades elásticas e plásticas do material (tabela 14). As definições no regime 

plástico baseiam-se na curva tensão-deformação do material através de ensaios de tração realizados 

no PIEP. Neste tópico apenas serão preenchidos os valores correspondentes fornecidos não 

aprofundado o tema na origem da sua obtenção. 

Tabela 14: Propriedades elásticas e plásticas do caso industrial 

Propriedades Elásticas 

Módulo de elasticidade (𝑴𝑷𝒂) 8600 

Coeficiente de Poisson 0,35 

Propriedades Plásticas 

Limite de elasticidade 194,63 

Deformação plástica 0 

Definição das Propriedades Viscoelásticas 

i 𝜏𝑖 (s) 𝑔̅𝑖
𝑃 

1 231,38 0,58 

Tolerância erro 0,01 

Função de aproximação 

𝒈𝒓(𝒕) = (𝟏 − ∑ 𝒈̅𝒊
𝑷𝒆

−
𝒕
𝝉𝒊

𝟐

𝒊=𝟏

) 

 

𝑔𝑟(𝑡) = 1 + 0,58 (1 − 𝑒
−𝑡

231,38) 
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4.3 Condições dos ensaios de resistência nos modelos numéricos no domínio da 

viscoelasticidade 

Nas condições estáticas de um modelo numérico são analisadas as tensões e deformações 

provenientes de um carregamento para um instante de tempo curto, utilizando quase sempre 

aproximações elásticas ao projeto com termoplásticos. No entanto, no domínio da viscoelasticidade é 

impossível obter resultados concretos partindo inicialmente das condições estáticas do modelo 

numérico. Como foi dito anteriormente, o fator tempo é a condição essencial para estudar o fenómeno 

da viscoelasticidade e serão modelados intervalos de tempo suficientemente longos e períodos de 

recuperação previamente definidos.  

Nas tabelas 15 e 16 são definidas as variáveis tempo para uma análise viscoelástica do 

problema. 

Tabela 15: Condições do modelo numérico no domínio da viscoelasticidade: Ensaio de resistência de encosto do banco e 

dos respetivos sistemas de regulação 

Modelo numérico Duração do Carregamento (horas) 

Ensaio de resistência de encosto do banco e dos 

respetivos sistemas de regulação 
1000 5000 10000 

Período de recuperação 1000 1000 

 

Relativamente às condições do modelo numérico da tabela 15, será realizado ainda um 

carregamento de 5000 horas seguido de uma recuperação de 3000 horas. Após a recuperação de 

3000 horas será iniciado novamente o mesmo carregamento por um período de mais 2000 horas por 

forma a analisar as deformações de uma segunda carga depois de uma primeira recuperação do 

material. O tempo total da simulação situa-se nas 10000 horas. Na figura 41 está representada a 

amplitude da carga que será imposta no modelo numérico onde 1 é a carga total e 0 o alívio da carga.  
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Figura 41: Amplitude da carga relativa ao modelo numérico da tabela 15 

 

Tabela 16: Condições do modelo numérico no domínio da viscoelasticidade: Ensaio de resistência da estrutura durante a 

aplicação de uma força frontal 

Modelo numérico Duração do Carregamento (horas) 

Ensaio de resistência da estrutura durante a 

aplicação de uma força frontal 
1000 5000 10000 

Período de recuperação 1000 1000 

 

4.4 Apresentação e discussão dos resultados modelo numérico industrial 

Neste capítulo a apresentação e discussão dos resultados provenientes do modelo numérico 

será dividida nas duas abordagens enunciadas no capítulo anterior. Uma referente a abordagem 

estática do problema, outra referente à abordagem viscoelástica do modelo, sendo esta análise fulcral 

em todo o estudo já realizado. A razão pela qual é efetuada uma análise primeiramente estática prende-

se com a ideia pós comparativa da abordagem viscoelástica, de forma a discutir e tirar as devidas 

conclusões. Os resultados abordados a tensões e deformações de cada modelo numérico. 
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Vão ser analisadas duas zonas para cada ensaio de resistência que vão ser referidas como 

zonas de análise TN (T1, T2, T3, T4). Em cada uma será selecionado um elemento de referência onde 

serão estudadas as deformações relativamente ao plano principal e as tensões Von Mises 

 

4.4.1 Avaliação estrutural estática do modelo numérico industrial 

Numa primeira fase são apresentados os resultados referentes ao teste normativo de 

resistência de um encosto do banco e dos respetivos sistemas de regulação, sendo obtida a distribuição 

de tensões ao longo do encosto. Convém frisar que o encosto na realidade é composto por dois tipos 

de materiais, entre eles o compósito designado TEPEX dynalite 102-RG600(4)/47% Roving Glass (tabela 

8), que não é analisado nesta simulação simplificando assim o problema do estudo da 

viscoelasticidade. 

É constatado que na zona T1 das figuras 42 e 43, que as tensões máximas da estrutura 

termoplástica reforçada com fibra de vidro, concentram-se nas nervuras que conferem rigidez à zona 

de fixação da peça junto aos pontos de localização dos incertos metálicos. Em ambas as zonas, verifica-

se que a tensão máxima corresponde a 109,6 MPa. Com o recurso à tabela 8 verifica-se que a tensão 

nas nervuras é inferior à tensão admissível do material. Portanto, a estrutura desenvolvida satisfaz os 

requisitos normativos [68], uma vez que não ultrapassa a tensão admissível. 
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Figura 42:Distribuição das tensões de Von Mises da estrutura constituída por PA 6 com 30%FV, T1. 

 

 

Figura 43: Distribuição das tensões máximas de Von Mises na Nervura, T1. 

 

No que concerne à zona T2 expressa nas figuras 44 e 45, que representam a aplicação do 

binário aludido na tabela 9, verifica-se que cada apoio de banco a tensão é de 73,1 MPa, sendo esta 

também inferior à tensão admissível no material 

T1 

T1 
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Figura 44: Distribuição das tensões de Von Mises nos apoios do encosto, T2. 

 

 

Figura 45: Distribuição das tensões de Von Mises no apoio do encosto, T2 

 

Relativamente às deformações pronunciadas na zona T1, é visível uma deformação máxima 

no plano principal de 0,0045 (figura 46), sendo que a deformação na zona T1 encontra-se representada 

na figura 47 sob a forma de um gráfico ao longo do tempo.  

 

T2 

T2 
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Figura 46: Distribuição da deformação na nervura, T1. 

 

 

Figura 47: Gráfico da Deformação vs. Tempo em T1 

 

Já no que toca às abordagens das deformações máximas no plano principal na zona T2, 

verifica-se a existência de uma deformação máxima de 0,012 no interior do apoio como demostra a 

figura 48, onde é precisamente aplicado o momento.  

 

T1 
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Figura 48: Distribuição da deformação nos apoios do encosto 

 

O gráfico representativo da deformação localizada em T2 (figura 48) é igual ao da figura 46, 

uma vez que se tratam de deformações elásticas, onde a deformação é diretamente proporcional ao 

tempo, sendo que tais resultados derivam da abordagem estática da simulação. 

 

 

Figura 49: Gráfico da Deformação vs. Tempo em T2. 

T2 
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Na aplicação de uma força frontal no encosto, as tensões máximas resultantes situam-se no 

ponto de aplicação da força, zona T3 da figura 50, 𝜎𝑚𝑖𝑠𝑒𝑠 = 65,8 𝑀𝑃𝑎, sendo que a tensão do 

elemento em análise na zona T3, é de 47 MPa. 

 

 

Figura 50:Distribuição das tensões nas nervuras e no ponto de aplicação da força T3. 

 

Nas nervuras mais afastadas do centro da peça ligada ao ponto de colocação do inserto (zona 

T4 da figura 51) possui uma tensão de 60,36 MPa no elemento em análise. Ambas as tensões são 

inferiores a tensão admissível indicada pelo material na tabela 8. 

 

T3 
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Figura 51: Distribuição das tensões na nervura T4. 

Relativamente às deformações do sistema no plano principal, quando é aplicada uma força 

de 735 N, verifica-se uma deformação máxima 0,00562 (figura 52) na zona T3 sendo que o elemento 

em estudo indica uma deformação de 0,0055. 

 

 
Figura 52: Distribuição da deformação no ponto de aplicação da força, T3. 

 

Na zona T4 da figura verifica-se uma distribuição de deformações em relação ao plano 

principal com uma deformação máxima no elemento de 0,0026 (figura 53). 

 

T4 

T3 
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Figura 53:Distribuição das deformações na nervura, T4. 

Relativamente aos gráficos, de deformação vs. tempo para as zonas T3 e T4, não são aqui 

apresentados visto que são do mesmo caráter que os gráficos das figuras 47 e 49 isto porque 

encontram-se no domínio estático do problema. 

 

4.4.2 Avaliação estrutural viscoelástica do modelo numérico industrial 

Na avaliação estrutural viscoelástica do modelo numérico, vão ser abordados os mesmos 

locais da análise estática realizada anteriormente. 

Comparativamente com a análise estática do problema, e atendendo à figura 54, é evidente 

que as tensões de Von Mises geradas na nervura da peça são superiores (114,1 MPa) para um tempo 

de carregamento de 10000 horas (figura 54), não ultrapassando a tensão admissível indicada no 

material (tabela 8). 

 

T4 
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Figura 54: Distribuição das tensões em T1 para um tempo de carga de 10000 horas 

 

Selecionando o elemento T1, verifica-se que a tensão máxima gerada na nervura, é afinal 

superior à escala de tensões apresentada na figura 54 no Abaqus situando-se nos 123,5 MPa. Depois 

verifica-se um pequeno decaimento exponencial da tensão em função do tempo (figura 55) na ordem 

os 3 MPa (~120,4𝑀𝑃𝑎) fruto do relaxamento da poliamida 6 30%FV. 

 

 
Figura 55: Curva Tensão vs. Tempo no elemento da zona T1, 10000 horas 

 

T1 
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Relativamente às deformações geradas na nervura da zona T1, verifica-se que para um tempo 

de carregamento de 1000 horas, a deformação, atinge um máximo perto de 0,012 o que é substancial 

comparativamente com a análise estática do problema (𝜀 𝑀𝑎𝑥,𝑝𝑟𝑖𝑛𝑐𝑖𝑝𝑎𝑙 = 0,0045). 

 

 

Figura 56: Distribuição das deformações em T1 para um tempo de carga 1000 horas. 

É curioso verificar que nas primeiras horas de carregamento o material sofre uma deformação 

elástica de 0,0047 como demonstra o gráfico da figura 57 e que este valor quase coincide com o valor 

da deformação total obtida no gráfico da figura 47, na abordagem estática, 𝜀𝑀𝑎𝑥,𝑃𝑟𝑖𝑛𝑐𝑖𝑝𝑎𝑙 = 0,0045.  

Com o avançar do tempo, a deformação transita para uma fase não linear, dando indícios de 

querer estabilizar para um valor de deformação superior a 0,012. 

 

T1 
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Figura 57: Curva Deformação vs. Tempo no elemento de T1. 

 

Para os restantes tempos de carregamento, 𝑡 = 5000 ℎ 𝑒 𝑡 = 10000 ℎ, são apresentados 

curvas da figura 58, por forma a verificar quando é que ocorre a estabilização da deformação no 

sistema. É evidenciado na figura 58 para ambas as situações, uma estabilização próxima das 3000 

horas de carregamento com uma deformação de 0,013.  

 

Figura 58: Curvas Deformação vs. Tempo no elemento de T1 

Deformação total na análise no 

domíno estático 
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Ainda na abordagem na zona T1, é apresentado um gráfico de recuperação de 1000 horas, 

referente ao período de carregamento mais longo (10000 horas), onde verifica-se uma recuperação 

instantânea do material situando-se nos 0,013 (figura 59). Depois com o avanço do tempo visualiza-se 

uma recuperação não linear fruto da componente viscosa do material que não permite a sua 

recuperação na totalidade.  

 

 

Figura 59: Curvas Deformação vs. Tempo no elemento de T1 e a respetiva recuperação 

De modo a concluir a abordagem na zona T1, relativamente à carga com a gama de 

amplitudes definida na figura 41, encontra-se representado sob a forma de uma curva as deformações 

em função do tempo (figura 60). 
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Figura 60: Deformações em T1 provenientes da amplitude da carga 

 

Verifica-se na figura 60 que a deformação aproxima-se de zero para um tempo de 8000 horas. 

Relativamente ao segundo carregamento, este evidencia uma deformação elástica menor 

comparativamente com a primeira (𝑡 = 8000 ℎ). No entanto verifica-se que a deformação para o 

tempo de 10000 horas encontra-se dentro dos mesmos valores.  

 

Tabela 17: Deformações e tensões no dominio estático e viscoelástico no elemento em análise, T1. 

Modelo numérico Deformação Total Tensão (MPa) 

Elemento T1- Domínio Estático 0,0045 109,6 

Elemento T1- Domínio 

Viscoelástico 
0,13 

 

120,3  

(relaxamento) 

 

São agora apresentadas a distribuição de tensões e deformações referentes à zona T2 onde 

é aplicado o momento. 
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Figura 61: Distribuição das tensões em T2 para um tempo de carga de 10000 horas 

No gráfico da figura 62 estão representadas as tensões geradas na zona T2 para um tempo 

de carregamento de 10000 horas. Verifica-se que o pico máximo de tensão no elemento em estudo 

situa-se perto dos 90 MPa, (𝜎(𝑉𝑜𝑛 𝑀𝑖𝑠𝑒𝑠) = 88,7 𝑀𝑃𝑎). Visualiza-se um decaimento da tensão na 

forma exponencial, estabilizando em definitivo nas 2000 horas (𝜎(𝑉𝑜𝑛 𝑀𝑖𝑠𝑒𝑠) = 81,1 𝑀𝑃𝑎). Com esta 

descrição do gráfico, revela-se a existência de relaxação de tensões na zona T2 onde é aplicado o 

binário. 

Comparativamente com a análise estática do problema as tensões geradas no modelo 

estático, 𝜎(𝑉𝑜𝑛 𝑀𝑖𝑠𝑒𝑠) = 73,1 𝑀𝑃𝑎, são inferiores relativamente à análise no domínio da 

viscoelasticidade. 

T2 
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Figura 62: Gráfico da Tensão vs. Tempo no elemento de T2 

 

No que concerne às deformações geradas no elemento em estudo na zona T2, verifica-se 

que para um carregamento de 1000 horas a deformação é quase o dobro da análise estática examinada 

inicialmente, 𝜀𝑀𝑎𝑥,𝑝𝑟𝑖𝑛𝑐𝑖𝑝𝑎𝑙 = 0,0235 (figura 63). 

 

 

Figura 63:Distribuição das deformações em T2 para um tempo de carga 1000 horas 

T2 
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Ou seja é evidente a existência de um comportamento característico de fluência, que se 

encontra representado na figura 64 onde nos instantes de tempo iniciais (𝑡 = 10ℎ), a deformação é 

predominantemente elástica, 𝜀𝑀𝑎𝑥,𝑝𝑟𝑖𝑛𝑐𝑖𝑝𝑎𝑙 = 0,012, coincidindo com o valor obtido total na 

abordagem estática do problema da figura 49. Posteriormente, e com o decorrer do tempo, o material 

começa a fluir evidenciando uma curva característica do comportamento viscoelástico. Esta curva é 

designada no estado de arte como fluência primária. Referentemente à análise da curva da figura 62, 

esta salienta uma certa tendência de linearidade (fluência secundária) para períodos de tempo mais 

longos. 

 

Figura 64: Gráfico da Deformação vs. Tempo no elemento de T2. 

 

O modelo industrial, no que concerne ao elemento de análise da figura 63 foi ainda abordado 

para um período de 5000 e 10000 horas, com a particularidade de procurar uma recuperação 

relativamente à simulação de 10000 horas por forma a verificar e analisar a capacidade de recuperação 

do material no aliviar da carga.  

Na figura 65 verifica-se que existe uma estabilização na deformação a partir das 2200 horas 

após o início do carregamento, 𝜀𝑡=∞ = 0,253 𝑚𝑚. Esta estabilização resulta da relaxação que ocorre 

no material. 

 

Deformação total na análise no 

domíno estático 
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Figura 65: Curvas Deformação vs. Tempo no elemento de T2. 

 

Relativamente à recuperação (𝑡 = 1000 ℎ) do material quando o carregamento de 10000 

horas é retirado, verifica-se uma recuperação substancial (cerca de 50%) elástica da deformação, 

havendo posteriormente uma recuperação no domínio viscoelástico do sistema (figura 66). A 

deformação fixou-se nos 0,0022 para um tempo total de simulação de 11000 horas.  

 

 

Figura 66: Curva Deformação vs. Tempo no elemento de T2 e a respetiva recuperação. 
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De modo a concluir a análise referente à resistência de um encosto do banco e dos respetivos 

sistemas de regulação (T2), é apresentado o gráfico com as amplitudes da carga definidas 

anteriormente (figura 67). 

 

 

Figura 67: Deformações em T2 provenientes da amplitude da carga 

É evidenciado de igual modo, as mesmas características da análise T1 onde é observada 

uma recuperação da deformação que se situa próxima do zero (𝑡 = 8000 ℎ) seguido de uma 

deformação elástica, sendo esta inferior ao do primeiro carregamento. Verifica-se também que a 

deformação para o tempo de 10000 horas encontra-se dentro dos mesmos valores. 

Tabela 18:Deformações e tensões no dominio estático e viscoelástico no elemento em análise, T2. 

Modelo numérico Deformação Total Tensão (MPa) 

Elemento T2- Domínio Estático 0,012 73,1 

Elemento T2- Domínio 

Viscoelástico 
0,253 

 

81,1  

(relaxamento) 
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Na aplicação de uma força frontal no encosto, as tensões máximas resultantes situam-se no 

ponto de aplicação da força, zona T3 da figura 68, 𝜎𝑚𝑖𝑠𝑒𝑠 = 63,8 𝑀𝑃𝑎, sendo que a tensão máxima 

do elemento em análise na zona T3 é  de 45,42 MPa. O tempo de aplicação da carga é de 10000 

horas 

 

 

Figura 68: Distribuição das tensões em T3, para um tempo de carga de 10000 horas 

 

Nas tensões do elemento na zona T3, relativamente ao gráfico da figura 69 verifica-se uma 

ligeira relaxação do material para um período de carregamento de 10000 horas. O pico de tensão situa-

se nos 45,42 MPa, havendo depois um relaxamento das tensões até aos 44,84 MPa. 

Comparativamente com a tensão máxima da análise estática (47 MPa), do mesmo elemento, existe 

uma pequena diferença no valor na tensão máxima. No entanto convém realçar que a relaxação do 

material é quase imperceptível. 

T3 
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Figura 69: Curva Tensão vs. Tempo no elemento de T3. 

Relativamente às deformações no elemento da zona T3, são apresentados os gráficos das 

deformações para 1000 horas seguidas depois das 5000 horas e 10000 horas onde nestas serão 

incorporadas as recuperações, ambas para 1000 horas. 

A deformação máxima situa-se no ponto de aplicação da força para um período de carga de 

1000 horas, T3 (figura 70). 

 

 

Figura 70: Distribuição das deformações no ponto de aplicação da força para um tempo 1000 horas, T3 

 

T3 
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Abordando um elemento na zona T3, evidencia-se na figura 68, uma deformação elástica de 

0,0027 nas primeiras horas seguido de uma deformação não linear que dá indícios de estabilizar nos 

0,005. 

 

 

Figura 71: Gráfico da Deformação vs. Tempo no elemento de T3 

 

Contrariamente do que se verificou nas zonas T1 e T2 para uma análise viscoelástica, a 

deformação elástica evidenciada na figura 71 para as primeiras horas não coincide com a análise 

estática do modelo. Ou seja a deformação total para uma análise viscoelástica de 1000 horas situa-se 

precisamente na mesma linha que a deformação estática evidenciada no mesmo elemento da figura 

52. Segundo esta simulação no domínio da viscoelasticidade, a deformação elástica do material situar-

se-ia próxima dos 0,003.   

No prolongamento da carga para um tempo de 5000 horas e 10000 horas é evidenciada 

uma estabilização na deformação de 0,0054, seguida de uma recuperação elástica quando a carga é 

retirada (figura 72). Esta recuperação corresponde aproximadamente a metade da deformação global 

obtida inicialmente a quando do carregamento.   
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Figura 72: Curva Deformação vs. Tempo no elemento de T3 e a respetiva recuperação. 

Tabela 19:Deformações e tensões no dominio estático e viscoelástico no elemento em análise, T3. 

Modelo numérico Deformação Total Tensão (MPa) 

Elemento T3- Domínio Estático 0,0055 47 

Elemento T3- Domínio 

Viscoelástico 
0,0054 

 

44,84  

(relaxamento) 

 

Analisando a zona T4, estão representadas na figura 73 a distribuição de tensões na nervura.  

Deformação total na análise 

no domíno estático 
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Figura 73: Distribuição das tensões em T4, para um tempo de carga de 10000 horas 

 

Relativamente ao elemento da nervura na zona T4, na figura 74 representa graficamente a 

tensão gerada para um período de carregamento de 10000 horas não havendo indícios de relaxação 

do material. A tensão fixa-se perto dos 60 MPa. 

 

 

Figura 74: Curva Tensão vs. Tempo no elemento de T3. 

 

T4 
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Na deformação do elemento na zona T4 (figura 75), verifica-se que é praticamente a mesma 

comparativamente com a análise estática. 

 

Figura 75: Distribuição das deformações na nervura para um tempo 1000 horas, T4 

 

 Ou seja, no momento em que a deformação estabiliza (figura 77), esta é aproximadamente 

a mesma (0,0026) que a análise estática do modelo. No entanto convém realçar o comportamento 

característico de fluência na figura 76 para um tempo de 1000 horas. 

 

 

Figura 76: Gráfico da Deformação vs. Tempo no elemento de T4 

T4 
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Do mesmo modo são observadas as mesmas características mencionadas nas análises 

anteriores relativas aos períodos de recuperação de 1000 horas (figura 77). É evidenciada a 

estabilização da deformação (0,0026), bem como a componente elástica e a componente viscoelástica 

do sistema. È de notar que no momento em que ocorre recuperação elástica, esta não é das mesmas 

proporções comparativamente com as restantes zonas de análise sendo significativamente menor 

havendo depois uma não linearidade significativa fruto da viscoelasticidade do material. A deformação 

final fixa-se para ambos os casos nos 0,0004.   

 

Figura 77: Curva Deformação vs. Tempo no elemento de T4 e a respetiva recuperação 

 

Tabela 20: Deformações e tensões no dominio estático e viscoelástico no elemento em análise, T4. 

Modelo numérico Deformação Total Tensão (MPa) 

Elemento T4- Domínio Estático 0,0026 60,36 

Elemento T4- Domínio 

Viscoelástico 
0,0026 

 

60 

 (relaxamento) 

  

Deformação total na análise 

no domíno estático 
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No projeto de uma peça a utilização de ferramentas de análise através do método dos 

elementos finitos permitiu efectuar uma abordagem do material termoplástico no domínio da 

viscoelasticidade. Acontece que tal não seria possível sem recorrer aos modelos de aproximação 

elementares de Maxwell e Kelvin-Voigt. Com base nestes modelos foi possível realizar uma 

generalização destes sob a forma de um somatório em série e com isso, iniciar uma abordagem que 

tem como base as séries exponenciais de Prony. 

Na literatura existe um determinado número de métodos e técnicas que têm como objetivo 

determinar os parâmetros da função de Prony. Uma das metodologias mais implementadas assenta 

no método dos mínimos quadrados. No que concerne às técnicas, estas procuram simplificar e 

optimizar os parâmetros da função de Prony, não havendo na generalidade nenhuma que se destaque 

em termos de aproximação.   

Com aproximação da curva de relaxação do material por dois pontos foi possível definir as 

propriedades viscoelásticas do material para o caso de estudo. Este caso serviu como critério de 

validação das propriedades viscoelásticas do material, para ser posteriormente implementado no caso 

industrial. Acresce que com o recurso ao software dos elementos finitos Abaqus, foi possível verificar 

os vários tipos de deformações existentes, entre as quais as deformações elásticas e a deformação 

viscosas do polímero.  

A simulação do modelo numérico industrial no domínio da viscoelasticidade permitiu concluir, 

através de comparação, que existem deformações no domínio do tempo que não são verificadas na 

análise estática do projeto. Relativamente aos carregamentos definidos na estrutura, existe uma 

estabilização da deformação a partir das 2000 horas de carga prolongando-se até 𝑡 = ∞. Quando a 

carga é retirada evidencia-se uma recuperação substancial da deformação fruto da componente elástica 

do sistema, tendo de seguida uma recuperação no domínio viscoelástico onde esta depende do tempo. 

Isto acontece, sobretudo devido à componente viscosa do material não permitir o avanço da 

componente elástica. 

 Das zonas de análise discutidas, o apoio do encosto (T2) onde é aplicado o binário é 

evidenciada uma maior relaxação de tensões do material.   





  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 Trabalhos Futuro 
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Numa perspetiva futura, deve-se atender às várias vertentes que podem ser estudadas no 

ramo da análise viscoelástica de uma peça termoplástica, sendo que a definição do material é um 

elemento importante no comportamento de uma peça. Para isso, como sugestão, seria necessária uma 

melhor caraterização do material em questão, realizando ensaios no domínio do tempo ou da 

frequência (DMA) por forma a obter uma exatidão na análise do problema. 

Outra abordagem partiria inicialmente da análise dos dados experimentais obtidos, para 

posteriormente implementar um método numérico de aproximação, enunciado no estado da arte de 

forma a comparar com a aproximação realizada no sofware Abaqus. 

Futuramente poderia ainda proceder-se à analise dos modelos numéricos industriais 

baseados em solicitações no domínio da frequência, por forma a obter o módulo dissipativo e de 

armazenamento do sistema. Poderia ainda implementar-se, no que concerne à análise viscoelástica, 

um processamento no ramo da extrusão, de forma a estudar o relaxamento do material quando este 

sai da fieira. 

Por último, e no âmbito desta temática, seria importante estudar o comportamento 

viscoelástico de um compósito, bem com de um material semicristalino tendo estes características 

bastante dispares comparativamente com os polímeros amorfos. 
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