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Quaternioes: calculo numérico e simbélico

Resumo

A descoberta dos quaternioes por Sir Hamilton em 1843 foi motivada pela es-
peranca de criar um tipo de niimeros hipercomplexos que estivesse relacionado
com o espaco tridimensional da mesma forma que os nimeros complexos estao
relacionados com o plano.

Actualmente, os quaternioes sao reconhecidos como uma ferramenta impor-
tante para modelar problemas na maioria das ciéncias aplicadas: visao por
computador, robdtica, navegacao, realidade virtual, etc.

Neste trabalho apresentamos os principais conceitos e propriedades dos qua-
ternioes e descrevemos de que forma os quaternidoes podem ser reconhecidos
como uma ferramenta tnica e poderosa para caracterizar rotagoes no espaco.

As contribui¢oes computacionais deste trabalho sao as seguintes:

1. QuatCalc: calculadora, desenhada em MATLAB, para realizar operacoes

aritméticas com quaternioes.

2. QuatRot: MATLAB gui para visualiza¢ao de rotagoes no espaco, usando

quaternioes.

3. Uma coleccao de rotinas em MATLAB para realizar rotagoes 3D.
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Quaternions: numerical and symbolical calculus

Abstract

The discovery of quaternions by Sir Hamilton in 1843 was motivated by the
hope to create a type of hypercomplex numbers related to the three dimensional
space like complex numbers are related to the plane.

Nowadays, quaternions are used as a tool for modelling problems in almost all
applied sciences: computer vision, robotics, navigation, virtual reality, etc.

In this thesis we present the fundamental concepts and properties of quaterni-
ons and describe how quaternions can provide a unique and powerful tool for
characterizing 3D rotations.

The computational contributions of this work are:

1. QuatCalc: a MATLAB calculator for quaternions, which was design to

perform quaternion arithmetic.
2. QuatRot: a MATLAB gui for visualizing 3D rotations with quaternions.

3. A collection of MATLAB routines for 3D general rotations.
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Capitulo 1

Introducao

“Quaternions came from Hamilton after his really good work had been done; and
though beautifully ingenious, have been an unmixed evil to those who have touched

them in any way.”
- Lord Kelvin

Os quaternioes descobertos por Sir Hamilton em 1843 sao hoje um tema muito actual
e a sua vasta aplicagao abrange varios ramos das ciéncias: o tratamento de sinal, o tra-
tamento de imagens, a mecanica quantica, a aeronautica, a animac¢ao computacional, sao
apenas algumas das areas que reconhecem a ferramenta importante que os quaternioes sao,
tanto para a modelacao de um problema, como para a simplificacao dos calculos algébricos

associados a esse problema.

A presente dissertacao pretende ser um estudo das caracteristicas dos quaternices e do
seu papel na implementacao de rotacoes de objectos tridimensionais. Dois factos recentes
proporcionaram o reaparecimento dos quaternioes nesta area: por um lado, o efeito do
Gimbal Lock nos processos de rotacao através do método tradicional dos angulos de Euler,
nomeadamente no modulo lunar Apollo, alarmou a comunidade aerondutica e astronau-
tica, que procurou solucoes para o problema, e por outro lado, o surgimento da era da
computacao grafica e da animacgao computacional. Ken Shoemake apresentou em 1985, na

conferéncia Siggraph, um artigo que despertou a comunidade computacional, ao expor as
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deficiéncias dos angulos de Euler e ao introduzir os quaternioes como alternativa e solucao,
estimulando uma vasta variedade de investigagoes e aplicagoes por diferentes comunidades

cientificas.

A estrutura desta tese assenta na fundamentacgao tedrica dos quaternioes e das rotacoes,
e de respectivas aplicacoes computacionais implementadas no MATLAB e esta organizada

do seguinte modo:

No Capitulo 2, apés uma breve resenha historica, sao referidas diversas aplicagoes ac-
tuais dos quaternioes. Sao, ainda, introduzidos os conceitos basicos, definidas as operacoes
elementares e apresentadas algumas formas de representacao de quaternioes. Alguns re-
sultados importantes e versoes quaternionicas de funcoes complexas elementares, constam

também do contetido deste capitulo.

No terceiro capitulo descrevemos as caracteristicas dos métodos mais utilizados na
representacao de rotagoes: matrizes de rotacao, angulos de Euler, eixo-angulo e, finalmente,
quaternioes. Apresentamos um balanco das vantagens e desvantagens de cada uma das
representacoes, dando um énfase especial aos quaternioes, e fazemos ainda uma andlise do
esforco computacional.

Face a necessidade de tirar partido das vantagens de cada representacao e das im-
plementagoes de algumas APIs (Application Programming Interface) graficas existentes
no mercado, as conversoes entre processos de rotacao sao inevitaveis. Nesta sequéncia,
apresentam-se as conversoes entre os quaternioes e os métodos de representacao mais fre-

quentes, avaliando o custo em termos de ntimero de operacoes envolvidas.

O ultimo capitulo é totalmente dedicado a descricao do software disponivel ou desen-
volvido no ambito deste projecto, para operar com quaternioes.
A atencao de varias comunidades cientificas pela utilizacao de quaternioes, originou,

naturalmente, o aparecimento de codigos nas mais diversas linguagens de programagao
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para manipulacao de quaternioes. Assim, neste capitulo, fazemos referéncia ao software
existente (livre, ou nao) que permite a utilizagao de quaternioes, directa ou indirectamente,
nas mais diversas areas.

O desenvolvimento de software para tratamento numérico e/ou simbolico de quaternides
e, como aplicagao importante, para descricao de rotacoes, é um dos objectivos principais do
presente trabalho, cujos contributos computacionais sao apresentados também neste capi-
tulo. Mais precisamente, foi desenhada uma calculadora - a QuatCalc, em MATLAB, para
tratamento numérico e simbdlico de quaternioes e implementada uma coleccao de rotinas
que reflectem os temas abordados nesta tese. Em particular, inclui-se uma ferramenta - a
QuatRotation - que facilita a visualizacao de rotagoes em trés dimensoes tornando-as mais

intuitivas.

Todos os programas foram testados num computador pessoal com um processador Pen-
tium 4 a 1.7 Ghz e 512 Mb de memoria RAM.

A calculadora QuatCalc, na versao executavel, e todas as funcoes em MATLAB de-
senvolvidas no ambito deste trabalho sao do dominio ptblico e podem ser encontradas em

http://www.math.uminho.pt/“mmc/dissertacoes/quaternions.htm.






Capitulo 2

Os quaternioes

Neste capitulo é feita uma breve introducao aos quaternioes. Em particular, sao de-
finidas as principais operagoes e correspondentes propriedades, sendo também apre-
sentadas as diferentes formas de representacdo de quaternides. O capitulo termina
com a exposicdo de fungoes de varidvel quaterniénica: fungdes exponencial e loga-
ritmica, fungbes trigonométricas e hiperbdlicas. As operagoes/fungodes citadas foram
implementadas numa calculadora de quaternioes que sera descrita com pormenor no
altimo capitulo.

2.1 Resenha historica

Os quaternioes foram inventados, em 1843, pelo matematico irlandés Sir William Rowan
Hamilton (*1805 - 11865), a partir dos trabalhos dos mateméticos Carl Friedrich Gauss
e Leonhard Euler. Sir Hamilton estudava desde 1830 a interpretacao geométrica da arit-
mética dos ntimeros complexos no plano e procurava obter resultados analogos no espaco
a trés dimensdes. Em 1833, obteve como resultado que os nimeros complexos formam
uma algebra de pares ordenados de ntimeros reais. Sir William Rowan Hamilton tentou
estender este conceito a triplos de niimeros, com um real e dois imaginarios. Por mais de
um década, esta questao preocupou Hamilton que escreveu ao filho [Ham67]|:

"Every morning in the early part of the above-cited month [Oct. 1843] on my coming
down to breakfast, your brother William Edwin and yourself used to ask me: Well, Papa,



6 2. Os quaternioes

can you multiply triplets? Whereto I was always obliged to reply, with a sad shake of the
head: No, I can only add and subtract them'".

Uma das motivacoes de Hamilton para procurar niimeros complexos tridimensionais,
era encontrar uma descricao de rotagoes no espaco, analoga ao caso complexo, onde a
multiplicagao corresponde a uma rotagao e a uma mudanca de escala.

No dia 16 do Outubro de 1843, enquanto passeava no Royal Canal em Dublin, Hamilton
apercebeu-se que seriam necessarios quatro niimeros para descrever uma rotacao seguida de
uma mudanca de escala: um nimero correspondente & mudanca de escala, outro niimero
para indicar o angulo de rotacao e os dois restantes para indicar o plano de rotagao,
encontrando assim a solucao para o problema. Introduzindo uma estrutura nao comutativa,
Hamilton encontrou um fecho para a multiplicacao de nimeros da forma w + ix + jy + kz,

fazendo

it =2 =k =ijk=—1

e chamou aos seus nimeros compleros em R*, quaterniées. Entusiasmado com a desco-
berta, Hamilton gravou, nessa altura, a formula fundamental da algebra dos quaternioes,
numa pedra da ponte de Brougham (hoje com o nome de Broom Bridge). Nenhum sinal
desta gravacao pode ser encontrado hoje, mas foi erguida uma placa no local, em 1956,

comemorando a descoberta e exibindo a férmula.

Na Royal Irish Academy, Hamilton apresentou uma teoria detalhada de um sistema
algébrico nao comutativo e publicou um conjunto de resultados, que deram origem, em
1853, ao livro: "Lectures on Quaternions: containing a systematic statement of a new
mathematical method"|[Hamb3|. Este é, historicamente, o primeiro exemplo de uma algebra
nao comutativa que nasceu subitamente e abriu as portas da algebra abstracta.

Hamilton dedicou o resto da sua vida a desenvolver aplicacoes dos quaternioes a ge-
ometria, mecanica e fisica. Nesse periodo introduziu termos como wvector, versor, tensor,
escalar, que sao familiares nos nossos dias. Como resultado deste trabalho foi ainda editado

em 1866, a titulo péstumo, pelo seu filho William Edwin Hamilton, um trabalho em dois
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Figura 2.1: Placa comemorativa da descoberta dos quaternioes na ponte de Brougham

volumes: “Elements of Quaternions” [Ham69).

A perda da propriedade comutativa da multiplicacao para sistemas numeéricos foi de
particular importancia para as sucessivas investigacoes. Em 1843, Graves descobriu uma
algebra nao associativa com oito elementos de base, os octonioes, e publicou o seu trabalho
em 1848 [Gra48]. Os octonides foram descobertos também, em 1845, pelo matemético
inglés Arthur Cayley (*1821 - 11895) [Cay45|, sendo também conhecidos como nimeros de
Cayley.

O préprio Hamilton introduziu em 1853, nas suas Lectures on Quaternions, quaternioes
com coeficientes complexos, os Biquaternioes. Nesse mesmo texto, desenvolveu, ainda, uma
nova generalizagdo que ja tinha iniciado num artigo nos Transactions of Royal Irish Aca-

demy, em 1848: os Numeros Hipercomplexos.

A aplicacao dos quaternioes foi explorada de imediato. Em 1845, Cayley mostrou que
os quaternioes podem representar orientacoes e em 1858 demonstrou que os quaternioes
podem ser representados por meio de matrizes. Também o fisico e matemético escoceés,
James Clerk Maxwell (*1831 - 11879) percebeu a utilidade dos quaternides para o seu

trabalho, utilizando-os na sua formulacao de ondas electromagnéticas, em 1864, que mais
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tarde conduziu ao primeiro telégrafo, desenvolvido em 1895 por Marconi, e que originou
posteriormente a radio e a televisao. Maxwell introduziu-os ainda no seu Tratado de Elec-
tricidade e Magnetismo, em 1885. A aplicacao dos quaternioes em campos como a mecanica

classica e a teoria da relatividade foi identificada no inicio do século XX.

Durante algumas dezenas de anos os quaternioes foram largamente divulgados mas
por alguma razao misteriosa, cairam no esquecimento sendo redescobertos ainda ha pouco
tempo pelo mundo da Engenharia Espacial e da Robdtica. A capacidade dos quaternioes
em representar rotacoes a trés dimensoes a volta de um eixo arbitrario motivou investi-
gadores a empregar a algebra dos quaternioes nas equacoes que definem a cinemaética das
rotagoes. Como resultado, emergiram novas areas de aplicagdo que envolvem quaternioes,
incluindo vérios campos como a roboética, a mecanica orbital, as tecnologias aeroespaciais

(e.g. trajectorias dos satélites) e sistemas de navegagao inercial [Kui02].

Em 1985, Ken Shoemake introduziu os quaternioes na Computacao Grafica, com o
objectivo de facilitar a animacao rotacional e apresentou a sua pesquisa na conferéncia
SIGGRAPH (Special interest group on computer graphics), com o artigo “Animating Ro-
tation with Quaternion Curves” [Sho85|, considerado desde a sua publica¢do, como uma
referéncia. Shoemake apresentou também as vantagens da utilizacao dos quaternioes na
obtencao de interpolacoes suaves de rotacoes e descreveu algoritmos de conversoes entre
matrizes, angulos de Euler e quaternioes. Este trabalho deu origem a um interesse cres-
cente pela aplicacdo dos quaternides no campo da computacao grafica e na programacao
de jogos e desde ai a interpolacao de orientacoes tem sido objecto de estudo de diversos
trabalhos publicados nesta area.

Os programadores graficos tomaram consciéncia do potencial dos quaternides como ope-
rador de rotacao poderoso. As recentes APIs graficas disponibilizam func¢oes para operar
com quaternices. Por exemplo, o API Java-3D tem classes para criar objectos quater-
nionicos (javax.vecmath.Quatdd), o Povray (Persistence of Vision Ray Tracer) suporta

quaternioes, o Quickdraw-3D fornece rotinas para operagoes com quaternioes, o MATLAB
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disponibiliza uma ferramenta para simulacao de sistemas aeroespaciais que opera com
quaternioes, o Aerospace Blockset, e o Mathematica tem um package Quaternions. Os qua-
ternioes sao ainda utilizados em algoritmos de animacao computacional, na programacao
de jogos, na interpolacao de keyframes e na simulacao do movimento de uma camara no
espaco tridimensional.

A unido da Walt Disney Pictures com os estudios de animacao Pizar resultou numa
nova era para a animacao computacional. Na ultima década assistiu-se a uma nova forma
de criacao de filmes de animacao, que deu origem a sucessivos sucessos cinematograficos:
Toy Story(1995); A Bug’s Life(1998); Toy Story 2(1999); Monsters Inc.(2001); Finding
Nemo(2003) e The Incredibles(2004) [TA05]. Na implementacao computacional destes fil-
mes, as orientagoes sao expressas por quaternioes. Nos jogos de computadores, cita-se
por exemplo, a conhecida personagem Lara Croft, do jogo Tomb Raider, animada com
quaternioes. Alguns periféricos de jogos de realidade virtual empregam quaternides para
parametrizar rotacoes, e.g., o Logitech-3D mouse tem um modo de saida para quater-
nides. Assim, na computacao grafica, o dominio de aplicacao dos quaternides expandiu-se
rapidamente em campos como a visualizagao, os fractais e a realidade virtual.

A computacao digital tornou-se uma componente essencial da existéncia humana e in-
fluencia tudo, desde o entretenimento, as funcionalidades do carro familiar, aos métodos
da investigacao cientifica. Os quaternioes sao ainda utilizados, como ferramenta matema-
tica e algoritmica, em sistemas de simulagao e assisténcia por computador de operacoes
cirurgicas |Bai96|. As aplicacoes aeroespaciais e os simuladores de voos também empregam
quaternioes. Astronautas da NASA, bem como directores cinematograficos de Hollywood,
usam os sistemas computacionais para dirigir e controlar as posicoes de objectos no espaco.

Como curiosidade, refira-se ainda que Andrew J. Hanson apresenta no seu livro [Kui02]
dois exemplos simples - o belt trick e o rolling ball - que ilustram como as orientacoes de
objectos de trés dimensoes estao presentes nas nossas vidas. O primeiro exemplo apresenta
um “truque” realizado apenas com um cinto e cuja explicacao prova, de certa forma, que
0s quaternioes sao reais e nao apenas uma abstraccao. O segundo exemplo expoe um re-

sultado interessante de uma sequéncia de rotagoes realizadas apenas com uma bola cuja
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explicacao emerge das propriedades dos quaternioes.

Face ao grande contributo dado por Hamilton, a Irlanda tem ao longo do tempo, pres-
tado homenagem ao seu ilustre matematico e cientista, que passou grande parte da sua
vida em Dublin. Em 1943, aquando do centenéario da descoberta dos quaternioes, foi
emitido um selo comemorativo com a féormula fundamental dos quaternides. Em 2005,
celebrou-se o bicentenario do nascimento de William Rowan Hamilton e o governo Irlandés
dedicou-lhe o ano, proclamando-o como: “Hamilton Year 2005: Celebrating Irish Science
and Technology”. Neste enquadramento, dois simbolos embleméaticos foram produzidos:
um selo comemorativo e uma moeda de coleccao que representa a linguagem simbolica

desenvolvida por Hamilton.

A A A A

Rowan Hamilton

Figura 2.2: Selo comemorativo do cente- Figura 2.3: Selo comemorativo do bicen-

nario da descoberta dos quaternices tenario do nascimento de Hamilton

2.2 Definicoes e resultados basicos

O conjunto dos quaternioes é actualmente designado por H, em homenagem a Hamil-
ton. Como ja foi referido anteriormente, este sistema define-se a partir de trés nimeros

imaginarios diferentes, 7, j e k, em que:
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P==k=-1 (2.1)
e
ij = —ji=k; (2.2)
Jk =—kj =1 (2.3)
ki = —ik = j. (2.4)

Usaremos ao longo deste trabalho a notagao cartesiana
q=qo+d=q +qi+qj+ ek,
com qo, 41, G2, q3 € R, ou a notacao vectorial

q = (q0, 91,92, G3),
identificando assim H com R*. A semelhanca dos niimeros complexos,

e (o representa a parte real (ou escalar, na terminologia de Hamilton) de ¢ e denota-se

por Re(q) (ou Sc(g)).

e q := q1i+q2j+qsk corresponde & parte imaginaria (ou parte vectorial) do quaternio,

denotando-se também por Im(q) (ou Vec(q)).
e ¢ diz-se um quaterniao puro se Re(q) = 0, ou, de forma equivalente, se ¢ = q.

Apresentamos de seguida, mais formalmente, as principais operagoes entre quaternioes

da forma, p = po +p = po + p1i +p2j +p3k e ¢ =qo+q4=qo + Qi + q2J + g3k.

Definicao 2.1. Igualdade de quaternioes

p=q sse Po = 4o € p=aq.
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Definicao 2.2. Adi¢ao e subtrac¢ao de quaternioes

ptq = (po+p)£(e0+q)

= (po+q) £ (p+a) (2.5)

Definicao 2.3. Multiplicagcao de quaternioes

pxq po + p1i + paj + psk)(qo + i + g2 + qsk)

= (

= (pogo — P11 — P2g2 — P3q3) +
(Pog1 + P1go + P2gs — P3qa)i +
(Poq2 — P1gs + p2qo + p3q1)j +
( )k.

Poqs + P12 — p2qi + P3qo)k (2.6)

A multiplicacao por um escalar é facilmente introduzida, identificando o € R com o

quaterniao o = g + 0.

Definicao 2.4. Multiplicacao de um escalar por um quaterniao

axq = (a+0)*(q +q), aeR

= aq+ aqit + aqy] + agsk.

Sempre que nao haja duvidas quanto a operacao de multiplicagao envolvida, omitire-
mos, por simplificacao de escrita, o simbolo .
De seguida, sao apresentados alguns resultados que se podem obter, de imediato, usando

as definicoes introduzidas anteriormente.

Proposicao 2.1. Sejam p,q,q € H e a, 5 € R. O produto de um escalar por um quater-

niao goza das sequintes propriedades:
1. aq = qo;
2. plag + Bq') = apg + Opq';

3. (ag+ B¢ )p = aqp + Bq'p.
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Consequentemente, o conjunto H dos quaternides, munido da operacao de adicao e

produto por um escalar, constitui um espaco vectorial real.

Proposicao 2.2. Sejam p,q,q' € H. O produto de quaternioes goza das sequintes propri-

edades:

1. pq # qp, em geral;
2. (pg)q = plad);

5. pla+4d) =pqg+pd;
4. (q+d)p =qp+dp.

Consequentemente, H é uma algebra nao comutativa, a dlgebra dos quaternices. A
associatividade do produto de quaternioes torna a algebra dos quaternioes numa algebra
associativa.

Ainda em relacao a comutatividade, a proposicao seguinte esclarece em que situagoes

um dado quaterniao comuta com qualquer outro.

Proposicao 2.3. Um quaterniao p € real sse, para qualquer outro quaterniao q, verificar
pq = qp-

Demonstracio. E suficiente demonstrar que a partir da relacio comutativa com um
quaterniao ¢, se obtém que p tem de ser um ntimero real. Suponhamos, entao, por hipotese,

que pqg = gp
Se p = po + p1t + p2J + psk e ¢ = 1, tem-se:

pq = pt = pot — p1 + ps3j — P2k,
qp = ip = pol — p1 — P3J + p2k.
Assim, como pi = ip tem-se que 2(p2k — p3j) = 0, pelo que py = p3 = 0.

Apos repetir este procedimento com o quaterniao g = 7, verifica-se que p; também tem

que ser nulo. 0
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Definicao 2.5. Conjugado de um quaterniao

O conjugado de q = qo + q, denota-se por q e define-se como:
T=q —d=q — q1i — ¢2J — gsk. (2.7)
Esta definicao dé origem as seguintes propriedades, cujas demonstracoes sao imediatas:

Proposicao 2.4. Sejam p,q € H e a € R. Entao,

4. ap = ap;
5. pp = Dp.

Observe-se que a parte real de um quaterniao ¢, Re(q), pode escrever-se como:

@+Q

Re(q) = 5

Definicao 2.6. Norma de um quaterniao
Seja q € H. Define-se norma (valor absoluto ou mddulo) de q, como sendo o nimero nao

negativo,

lall = llgo + avi + 25 + askll = /3 + @ + &3 + & (2.8)
Um pequeno célculo revela que:
97 =99 = qq = ||q?,

e, portanto,
lall = v/ qa. (2.9)

Proposicao 2.5. Sejam p,q € H. FEntao,

L lpl = 121l
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2. lpall = Il llqll-

Definicao 2.7. Quaterniao unitdrio

Um quaterniao q € H diz-se unitdrio se ||q|| = 1.

Ao longo deste texto, iremos usar, por simplificacao de escrita,

e H; para denotar o conjunto dos quaternioes unitarios;

o
e H como o conjunto dos quaternioes nao nulos;

e Hirs para representar o subconjunto dos quaternioes puros.

Proposicao 2.6. Inverso de um quaterniao nao nulo

1 1

o o
Seja q € H. Entao existe ¢~ € H tal que q¢~* = ¢ 'q = 1. Além disso, ¢~ ¢é tinico e ¢

dado por:

_ q
TR (210)

em que a divisao de um quaterniao por um escalar real corresponde a divisao por compo-

nente.

Proposicao 2.7. Sejam p,q € H e py,q1 € Hy. Entao, sao vdlidas as sequintes proprieda-
des:

1. (p )t =p;

2. (pg) "t =q'pY

-1
3 el = llall™;
4. Imai|l =1,
5. pl_1 =P1.

Dada a nao comutatividade do produto de quaternioes, a divisao de quaternioes define-
se de dois modos. Usaremos o simbolo \ para denotar a divisdo a esquerda e o simbolo /

para a divisao a direita. Assim, tem-se,
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Definicao 2.8. Divisao de quaternioes

Sejam p € H e g € H. A divisao de p por q define-se como:
o divisao a esquerda: p\q = ¢ 'p,
e divisao a direita: p/q = pq~'.

Podemos facilmente concluir que o conjunto dos quaternides constitui um anel nao
comutativo, com divisao. Segue-se que (H,+,-) é um corpo nao comutativo. Finalmente,

podemos também provar que o conjunto Hj dos quaternioes unitarios é um subgrupo de

o

H.

2.3 Quaternioes e vectores

Iremos agora evidenciar a relagao entre a estrutura dos quaternioes e a algebra classica
dos vectores em R*. Relembremos que um quaterniao ¢ = qo + iq1 + jg2 + kg3 € H pode
ser identificado com o vector de R*, (qo, q1, q2, q3).

Consideremos a base candnica do espaco vectorial euclidiano R*:
eo = (1,0,0,0), e; = (0,1,0,0), ex = (0,0,1,0), es = (0,0,0,1).

Esquematicamente, a multiplicacao entre estes elementos pode definir-se, por analogia

com a multiplica¢ao entre os elementos da base {1,4, 7, k} de H. Assim, tem-se:

€p €1 €9 €3
€y | €0 €1 €9 €3
€1 | €1 —€p €3 —E€9
€2 | €3 | —€3 | —€p €1
€3 | €3 €9 —€1 | —€p

Tabela 2.1: Tabela de Cayley
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Consideremos p = po+ P = po +p1i +p2j +psk e ¢ = qo+q = qo + @17 + qoj + gsk € H.
Notando que os quaternides puros p e q sao vectores de R3, a multiplicacdo de p e ¢ pode

ser representada usando o produto interno e o produto externo usuais de R3:

Proposicao 2.8. Reescrita do produto de quaternioes

pq = (Pogo —P-d) +Pod + P+ P X q. (2.11)

Demonstracao. De

pq = (po+P)(q +q)
= pogo — (P1q1 + P2g2 + P3gs) + (Poqr + qop1 + P2gs — P3qe)i+

(Pog2 + qop2 + Psqi — P193)J + (Pogs + qops + P1g2 — P2qu )k,

obtém-se

pg = (podo — P - q)
+ po(@1? + g2 + q3k) + qo(p1i + p2j + p3k)
+ (293 — P3q2)i + (P3q1 — P1g3)J + (P1G2 — P2qu )k
= (Pogo — P - Q) + Pod + qoP + P X q.
O]
O resultado (2.11) deve-se a Rodrigues |[Rod40|, embora num contexto e com uma
notacao muito diferentes.

Com esta representagao torna-se 6bvio que a multiplicacao de quaternides nao é comutativa,

uma vez que o produto externo de vectores nao é comutativo. Deste modo,

Pq =qp sse p xq=0.
Além disso, observe-se ainda que,

¢ = (¢ — 9.9) + 2goq,

uma vez que o produto externo de um vector pelo proprio é nulo. De (2.11) resulta ainda
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Proposicao 2.9. Se p, q € Hgs, i.e. sep=p e q=q sao dois quaternioes puros, entao
(a) p x q = Vec(pq) = 3(pa — ap);

(b) p-q=Re(pq) = 1(Pq+ qp).

Demonstrag¢ao. O primeiro resultado obtém-se, notando que

Vec(pq) = Vec(—p-q+p xq)=p xq

€
1 1
5(Pa—ap)=S(-p-a+pPxq+q-p-qxp)
1
=5Pxa-axp)=pxq.
Além disso,
Re(pq) = Re(-p-q+P xq) =P q=—(-p1q1 — p2¢2 — P3q3)=P " Q.
Por outro lado,
1 1 _ _ _
5(Pa+ap)=5(-P-a+Pxa-q-P+axp)
1 _
=5(=2p-q)=-P-a=p-q
obtendo-se entao (b). O

Nota 2.1. Outros produtos podem ainda ser definidos, cujas propriedades podem ser uteis
em determinadas aplicagoes praticas. A titulo de exemplo referimos, para p = py + p1i +
p2jJ +p3k e ¢ =qo+ qii + @2 + g3k,

e Produto simétrico:

_ pq+aqp
prqg="—g—

Este produto é comutativo, mas em geral nao é associativo.

e Produto externo Euclidiano:
poq=poq+qp+p xq= Vec(pg).
e Produto externo de Grassmann:

pPXqg=pxq=(p2qs —p3q2)i + (P31 — P143)7 + (P12 — P21 ) k-
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2.4 Representacao matricial

A representacao de quaternioes como matrizes, em que a adi¢ao e a multiplicacao
de quaternides correspondam a adigdo e multiplicacdo de matrizes (i.e., homomorfismos
matrizes-quaternioes), pode ser realizada de duas formas: utilizando matrizes complexas

2 x 2 ou recorrendo a matrizes reais 4 x 4.

Representagcao com matrizes complexas 2 x 2

Comecemos por relembrar que os nimeros complexos sao isomorfos as matrizes reais da

forma

a b
, a,beR (2.12)
-b a

Qualquer niimero complexo z = a + bi pode ser escrito como

10 0 1
z=a +5b =alF +bl, (2.13)
0 1 10
onde F é a matriz identidade e [? = —F.

A adicao e a multiplicacao de nimeros complexos correspondem a adi¢ao e multiplicacao

das matrizes associadas.
Exemplo 2.1. Consideremos os complexos —1 + 2¢ e 4 —i. O produto destes ntimeros
complexos pode ser expresso matricialmente como:

-1 2 4 —1 -2 9
-2 —1[ (1 4 -9 =2

I

O resultado do produto corresponde ao nimero complexo —2 + 9.

Consideremos agora um quaterniao ¢ = qo + q1¢ + q2J + q3k. Como 15 = k, é possivel

escrever ¢ na forma

q=z+wj, (2.14)
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onde z = qo+q17 € w = g2+qsi. Esta representacao é designada por representacao compleza

de um quaterniao.

O produto de p = po + pii + p2j + psk = (po + p1i) + (p2 + p3i)j = 21 + wij por
q=qo+ @i+ g2 + qsk = (qo + q17) + (g2 + q31)j = 22 + woj pode reescrever-se, em termos
de variaveis complexas, do seguinte modo:

pq = (21 + w1j) (22 + w2))
= 2122 + wijwa) + w1j22 + 21w
= (2120 — W W3) + (z1wy + w1 Z3)].
Esta representacao do produto de quaternioes corresponde a multiplicacao das matrizes:
z1 wy 2o Wo
—w; Z| |—w2 2
Assim, cada quaterniao ¢ = qo + q1% + ¢27 + g3k = z + w7 pode ser associado com a matriz
complexa
Z_ l_U _ CI0+6112' C_I2+Q3l' ’ (2.15)
—w oz —q2+q3t qo — q1
obtendo-se assim a representacao matricial complexa de um quaterniao.
Qualquer quaterniao pode ainda ser escrito como

q=q+qal+qJ+ gk,

onde

10 i 0 0 1 0 i
E= , I= , J= , K=

0 1 0 — -1 0 v 0
Note-se que, tal como seria de esperar,
I’=J)=K=-E,
1J=—-JI=K,
JK=—-KJ=1,
Kl=—-IK=J.
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Exemplo 2.2. Os quaternices p = —1+2i+j—k e ¢ = 2—1+ 37—k podem representar-se

na forma complexa, respectivamente, como

p=(=1+2i)+(1—i)j, ¢=(2—i)+ (83— i)

Por outro lado, as matrizes complexas correspondentes aos quaternioes p e g sao, respec-

tivamente:
—14+2t 1—2 2—1 3—1
pr— Q:
—1—-7 —-1-—-2¢ —3—1 241
O produto
—14+2¢ 1—1 2—1 3—1 —44+7r 24062
PQ: - )
—1—7 —-1-2i| |[-3—7 2+1 2461 —4-—-Ti

corresponde ao quaterniao —4 + 7i + (2 + 6i)j = —4 + 7i 4+ 2j + 6k, ou seja, ao resultado

de pq.

De (2.14), conclui-se, de imediato que, se () é a representagao matricial de um quater-

niao ¢, entao:

e se o = q3 =0, i.e. se ¢ ¢ um numero complexo, () é uma matriz diagonal;

lgll* = det(Q);

. . , =T
e a representacao matricial de g é Q) ;

se ¢ € Hy, ie., se ||g|| = 1, entdao det(Q) = 1 e Q@T = E, ie. Q é uma matriz

unitaria.
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Representagao por matrizes reais 4 x 4

Substituindo cada nimero complexo em (2.15) pela sua correspondente matriz real (2.12),

obtém-se a representa¢do matricial real de g, que denotamos por R(q).

4do 41 3 a2 4as
z Dow —41  qo -G @
= =: R(q). (2.16)
—w z —G2  q3 9 —¢
B T 5 0 T |

A Aalgebra dos quaternioes reais H pode ser gerada pelas matrizes reais:

1oo0ool o100 oo —10] oo o0 -1
0100/ [t oo of oo o 1 foo-10
o010/ o oo -1 [t o oo o1 o o
0001 [0 01 0] 0o-10 0 [100 0

o det(R(q)) = |lq|l*;

e se g € Hy, ie., se ||| =1, entao det(R(q)) = 1 e QQT = I, i.e. Q ¢ uma matriz

ortogonal.

Facilmente se verifica que o produto de dois quaternioes p e ¢ definido em (2.6) pode ser
reescrito como o produto de um vector linha por uma matriz 4 x 4. Note-se que, neste caso,

hé que distinguir entre o produto de p por ¢ a direita - pg - e a esquerda - gp. A matriz
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R(q) permite expressar o produto a direita e daf a sua designacao (R - right). Assim,

qo q1 q2 q3

—q¢1 4do —43 42
pg=pR(q) = |py p1 po pg] (2.17)

—q2 Q3 G —q1

—q3 —G2 1 qo

Ja o produto a esquerda pode ser obtido usando a matriz abaixo, que se denota por L(q)

(L - left).

qo q1 q2 q3

—q1 Qo qg3 —q2

ap=pL(q@) = |po p1 P p3] (2.18)

—q2 —q3 Qo q1

—q3 g2 —q1 qo

A matriz L(q) obtém-se da matriz R(q), transpondo a submatriz:

q0 a3  —q2
—d4q3 4o 41
- 2 —9@1 o |
Designando por q, o vector coluna [q; g2 ¢3]*, podemos expressar as matrizes R(q) e
L(q) como:
T T
qo q 4q0 q
R(q) = e L(q) = :
—q gl + K(q) —q ql — K(q)

onde K(q) é a matriz anti-simétrica de ordem 3

0 —q3 Q2
Ka:=1|,¢g 0 —aql, (2.19)
—q2 ¢ 0

que expressa o produto externo de q por um vector arbitrario v, i.e. q X v = K(q)v.

Facilmente se verifica que as matrizes R(q) e L(q) possuem as seguintes propriedades:
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Finalmente, note-se que a matriz associada a um quaterniao puro é a matriz anti-
simétrica,

0 q1 q2 q3

- @ 0 -—-q

—q3 —G@2 ¢ 0

com as propriedades:

2.5 Representacao trigonométrica

A semelhanca dos ntimeros complexos, é possivel escrever um quaterniao ¢ = qo + q1¢ +

¢2J + g3k = qo + q na forma trigonométrica (ou forma polar).

Teorema 2.1. Se q € H, entao

¢ = llqll(cos 6 + —sen 6),

lall

onde 6 = arccot <&>
all
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Demonstrag¢ao. Seja 6 = arccot <Hq_0||> Usando as igualdades
q

1 cot? 6
2 2
9 = 0 e —
st 1+ cot?6 ‘ o8 1+ cot?6’
resulta
! ()
sen 20 = —_— e cos® ) = lal
90 90
1+ (nqn) ( Tal )
e, consequentemente,
q_ +
cosf + ——senf = Jal o4
IIqH q_ HqH qo 2 lall 1+ (75)?
llall HQH
@+ ||q|| 1l
O
Nota 2.2. Se ¢ € Hy, i.e., se [|¢|| = 1, entao
q =cosf + ——sen6.
|IQ||
Exemplo 2.3. Se ¢ = /34 2i —2j — k, entdo ||q|| = 2V/3, ||q]| =3 e 0 = arccot(i) 3

A representacao trigonométrica de ¢ é:

T 21—2j—k s
q:2\/§(cos§+Tsen§).

2.6 Funcoes de variavel quaterniénica

A teoria das funcoes quaternionicas de varidvel quaternionica é um campo de reco-
nhecido interesse e tem recebido ao longo dos ultimos anos significativa atengao, (ver, por
exemplo, [Fue28|, [BDS82|, [Sud79]). Nao estd no ambito deste trabalho o estudo, em
detalhe, deste tipo de fun¢oes. No ultimo capitulo iremos precisar de versoes quaternioni-

cas de algumas funcoes elementares complexas. A generalizacao destas fun¢oes pode ser
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feita de varias formas. Apresentamos aqui as mais frequentemente usadas em aplicagoes
praticas, nomeadamente na animacao grafica. Uma lista mais exaustiva de propriedades e
correspondentes demonstragoes relativas as funcoes que vamos introduzir podem ser vistas

em [GS97].

Consideremos entao um quaterniao ¢ na forma cartesiana
q=4qo+ qi+qj+qk=qp+aq

Definicao 2.9. Func¢ao exponencial

A funcao exponencial e? define-se pela série de poténcias:

o
el = E
k=0

Note-se que, se ¢ € C ou ¢ € R, obtemos, respectivamente, a funcao exponencial

| LS

k
I

3

complexa ou real.

Definicao 2.10. A funcao

g seq#0
w(g) = 4 llall’ ’ (2.20)

0, se q=0.

designa-se habitualmente por sinal de ¢ e retorna um quaterniao unitario com a mesma

direc¢ao de g. A notagao sgn(q) é também muito frequente.

Definicao 2.11. A funcao argumento de q define-se como,

arccos (&> , seq#0,
arg(g) = gl (2.21)

indefinido, se q=0.

Proposicao 2.10. A funcao exponencial admite a representacao:

el = e®(cos ||q|| + w(q) sen ||ql]).
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Para um quaternido puro da forma ¢ = w(q)0, 6 € R,
e? = cosf + w(q)senb.
e, consequentemente, ||e?|| = 1. Neste caso, obtém-se uma fun¢ao de Hgs em Hj.
Proposicao 2.11. Se p e q sao quaternioes tais que pq = qp entao
ePte — Pt
Nota 2.3. A comutatividade é uma condicao suficiente mas nao necessaria para o estabe-

lecimento da proposicao anterior. De facto, se p =i e ¢ = j, entdo e? = ¢’ = cos1 +isen 1

eel =¢l =cosl+jsenle
eP.e? = (cos1+isenl)(cosl+ jsenl)
= (cos1)® +cos1senli+coslsenlj+ (sen1)® ~ 1+ 0.4546i + 0.4546;.

i+ i+
sen v/2 ~ 0.1559 + ——.0.9878.
V2 V2

P = ¢ = cos V2 +

3mi + 41y
Por outro lado, se p = 37mi e ¢ = 47j entdo e’ = cos 5w + @ senbm = —1e
T
el =cos3m = —1 e e? = cosdm = 1.

Concluindo, verifica-se que ePt9 = ePel.
A funcao exponencial verifica as seguintes propriedades:
Proposicao 2.12. Para qualquer quaterniao q = qo + q, tem-se:
(a) €1 # 0;
(b) e %9 =1;
(c) e @™ = —1;
(d) eF = (ed)* (k € N) (Férmula de Moivre);

(e) [l = e®.



28 2. Os quaternioes

Definicao 2.12. Func¢ao logaritmo
Seja q = qo + q um quaterniao tal que q # 0 ou q = qo > 0. Entao a fungao logaritmica
log q define-se por:

logq = log [l¢]| + w(q)arg(q).
Observe-se que, se ¢ € Hj, i.e. se ¢ = cosf + w(q) sen § entao:

log g = log(cos @ + w(q) send) = w(q)d.

ou seja, obtém-se uma funcao definida de H; em Hgs.
Saliente-se ainda que, se ¢ € um quaterniao unitario, log ¢ nao é, geralmente, um qua-

terniao unitario.

Proposicao 2.13. Seja pqg = qp. Entao

log pq = log p + log q. (2.22)

Nota 2.4. A semelhanca da funcdo exponencial, a comutatividade ¢ também uma condicio
suficiente mas nao necesséaria para a validade da proposicao anterior, pelo que se pg # ¢p,

a regra (2.22) nem sempre é verdadeira. Por exemplo,
T T T
logi =i, logj=j~, logh=kr
0g1 =1 9 g1 =17 9 0og 9’
mas

logij = logk = kg,

. . LT LT . .
logi+logj =ig +j5 = (i +7)

™

2

Definicao 2.13. Potenciacao

A funcgao potencia p? define-se por:

pl = edlogp
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As formulas de Moivre, conhecidas em C, podem ser generalizadas para os quaternices

[LS87].

Teorema 2.2. Formula de Moivre

Seja q € H,q # 0,n € N, entao a sequinte formula € vdlida:
0" = (lall cos 6 + w(a) sen 8)" = lg|[*(cos nd + w(a) sen nf).

Proposicao 2.14. Se q = ||¢||(cos 8 + w(q)sen®) € H, q # 0 entao

., 0+ 2km 0+ 2k
i = /Tl (cos = + w(@)sen ——=" ), k=0,.n—1.

A restricao indicada na proposicao anterior deve-se ao facto de haver quaternioes, com
parte vectorial nula, que possuem um nimero infinito de raizes. Em C, —1 possui duas
raizes quadradas: ¢ e —i. Em H, —1 tem um numero infinito de raizes quadradas. De

facto, todo o quaterniao puro e unitario é raiz quadrada de —1, uma vez que

¢ =(qi+q@j+ak)=—(d+d+a) =-1

2t — 27+ k
Exemplo 2.4. Para o quaterniao g = 2i — 2j + k, tem-se que ||q|| = 3, w(q) = %
e 0=73, ie.
3( T N 2i—-27+k 7T>
=3(cos= +———sen— |.
1 2 3 2
Entao
0 + 2k 0 + 2k
\/52\@(005 +2 7T+u)( ) sen +2 W), k=0, 1

Assim, para k=0, tem-se:

2
r1 :\/§<cosg+w(q)sen€> = ?—I—%i—

24/6 6
—\/_j + £]€
2 6 6

e para k=1,

9—|—27r):_\/_6_2_\/6. @._\/_Ek
2

0 + 2w
ry = \/§<COS 5 + w(q) sen 5 5 A
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Definicao 2.14. Funcgoes trigonométricas e hiperbdlicas
Seja ¢ = qo+q um quaterniao. Entao as fungoes trigonométricas e hiperbolicas definem-se

por:

edw(@) _ g—qw(a) etw(@)  p—qw(a)
senq = w(q), cosq =
2 2
4 _ o4 44 g—a
senhq:%, coshq:%.

Facilmente se verifica que:

senq = —sen (—q) e cos q = cos(—q).

As proposicoes seguintes sao consequéncias imediatas da defini¢cao anterior.

Proposicao 2.15. As funcoes trigonométricas senq e cosq permitem as sequintes repre-

sentagoes:

ellall 4 ¢=ldll ellall — ¢—llall

Sellq = ——————sengo +w(q) 5

= cosh [|q]| sen go + w(q) senh [|q]| cos go,

COS ¢

e_”q” + e”q” G_HQH — 6”(1”

CO8q = ————— €08 o +w(q) 5

= cosh ||ql| cos g0 — w(q) senh ||q|| sen go.

Sen qo

Proposicao 2.16. As fungoes hiperbdlicas senh q e cosh g permitem as sequintes represen-

tacoes:
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er
2

= senh g cos |[ql| + w([lal]) cosh go sen [|qll,

eqo —

e q0
senhg = “— " cos a] + w(a)

eqo _'_ e_qo eqo _ e_qO

coshg = " cos | + w(a) ——"— sen|la

2
= cosh g cos ||q|| + w(||q]|) senh g sen ||q||.

Proposicao 2.17. Sejam p, q € H. Entao,
(a) coshq = cos(w(q)q);
(b) senhq = w(q)sen (w(q)q);
(c) coshq = cos [|qf;
(d) senhq = —w(q)sen ||q];
(e) sen(p—+ q) = senpcosq+ cospseng;
(f) cos(p + q) = cospcosq — senpseng;
(g9) sen(km+q) = w(q)(—1)Fsenhq (k € N);

(h) cos(km+q) = (—1)*senhq.

sen [|ql|

31

Deste modo, conclui-se que cosq e senq nao tém outros zeros para além dos bem

conhecidos reais. Assim, torna-se claro que as fungoes tangente e cotangente podem ser

introduzidas.

Definigao 2.15. Seja ¢ = qo+q um quaterniao tal que ||q|| # 0. Entao as fungoes tangente

e cotangente definem-se por:

tang = senq/cosq, cosq # 0 e cot ¢ = cos q/ sen g,

sen q # 0.
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Note-se que, na defini¢cao anterior, a divisao a direita pode ser substituida pela divisao

a esquerda, porque neste caso, a ordem do produto é irrelevante.

Inversa das fungoes hiperboélicas

arcsenh ¢ =log(q+ v/¢* + 1),
arccosh ¢ =log(q +v¢*> — 1),

log(1 + ) — log(1 —
arctanh g = og(1+gq) . og(1—q)

Inversa das fungoes trigonométricas

arcsen ¢ = —w(q)arcsenh(qw(q)),
arccos ¢ = —w(q)arccosh(g),

arctan ¢ = —w(q)arctanh(qw(q)).



Capitulo 3

Quaternioes e Rotacoes

As rotagoes sdo uma das possiveis transformacoes no espago, que correspondem a mudancas
de orientacao e de posicao. O primeiro estudo sobre rotagoes foi publicado por Euler em
1776. Desde entao a parametrizagao de rotacoes finitas tem sido objecto de continua
analise devido & sua extensa aplicacao em diversas areas ja referenciadas, como a pesquisa
aeronautica e aeroespacial, a computacio grafica, a animagdo computacional, a robdtica e
a visao por computador.

Neste capitulo, faz-se uma breve referéncia a rotacées no plano, seguida de uma analise
mais detalhada de rotacdes em R®. Em particular, apresentam-se quatro representacoes
usuais de rotagoes: matrizes de rotagao, angulos de Euler, eixo-angulo e quaternides.
Para cada representacdo, efectua-se uma descricdo do processo de rotacdo, define-se a
concatenagao de rotagdes e conclui-se com um balango das vantagens e desvantagens. As
representacoes sao comparadas em funcao de caracteristicas como o desempenho, o espaco
necessario para armazenamento, a estabilidade numérica e a facilidade de utilizacao. Das
representacoes citadas é dado um énfase particular aos quaternidoes, que motivaram a
realizacao deste trabalho, e cuja importancia tem sido reconhecida, face s vantagens que
apresentam, em relacao as restantes parametrizacoes. A interpolacdo de rotagoes, embora,
muito importante, nao estd no ambito deste trabalho. No entanto, e face a aplicacao
pratica que tem, nao pode ser dissociada da andlise de uma representacao pelo que sera
ponderada nas vantagens e desvantagens de cada parametrizacao.

Como referéncias principais para o tema e que serviram de suporte a este trabalho, aponta-
mos os livros de Kuipers [Kui02] e Hanson [Han01], os artigos de Shoemake [Sho85], Dam
et al [DKL98| e Eberly [Ebe04].

3.1 Representacao de Rotacoes em R

Comecamos por distinguir duas perspectivas sobre as rotagoes no plano e analisar o
efeito produzido sobre as coordenadas dos pontos (ou vectores) envolvidos na rotagao.

A primeira é a rotacao do sistema de coordenadas - sistema de coordenadas mdvel - em

33
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relagdo a pontos fixos no plano; a segunda corresponde a rotacdo de pontos (ou vectores)

sobre um sistema de coordenadas fizo.

e Sistema de coordenadas mdvel

Consideremos um ponto P(x1,y;) num sistema de coordenadas XOY conforme mos-

tra a Figura 3.1.

Figura 3.1: Eixos coordenados moveis

Apos efectuar uma rotagao de angulo 6 (positivo), do sistema de coordenadas XOY,
em relagao a origem, obtém-se um novo sistema de coordenadas xOy. Sejam (x2, y2)
as coordenadas do ponto P no novo sistema. Iremos determinar a relacao entre as

novas coordenadas do ponto P e as iniciais.

—
Seja r o comprimento do vector OP e a o angulo entre o vector e o eixo positivo Ox.
A Py . . .
Uma vez que o angulo entre o vector OP e o novo eixo Oy é o — 6, obtém-se,
T1 =Trcosa xg =1 cos(a — ) = rcosacosf + rsenasend

Y1 = rsena yo = rsen (o —0) = rsenacosf — rcosasend.

e conclui-se, de imediato, que a relacao entre as coordenadas é:

Ty = x1cosf+ 1y senf, (3.1)

ys =ypcosf — xysenf. (3.2)
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e Sistema de coordenadas fixo
. ~ . —)
Na derivagao anterior, pensa-se no ponto P (ou vector OP) como estando fixo en-
quanto que os eixos de coordenadas sofrem uma rotacao de angulo 6, em relacao a
origem. No entanto, outra situacao é pensar que os eixos estao fixos, enquanto que
um ponto P; de coordenadas (z1,¥1), se desloca para um ponto P, de coordenadas
(x2,y2), como consequéncia de uma rotagao de dngulo 6 em rela¢ao a origem, como

mostra a Figura 3.2. Neste caso, tem-se:

T1 =Trcosa xg = rcos(a+0) = rcosacosf —rsenasend

y; = rsena y2 = rsen(a+60) =rsenacosf + rcosasend.

e a relacao entre as coordenadas é:

Ty = x1c086 — 1y send, (3.3)

yas =y cosf + xysenf. (3.4)

Figura 3.2: Eixos coordenados fixos

Note-se que as relacoes entre coordenadas das duas perspectivas apresentadas diferem

apenas nos sinais de senf. O exemplo seguinte ilustra o significado desta diferenca.

Exemplo 3.1. Consideremos um ponto P de coordenadas (1,1) no sistema XOY, como

se mostra na Figura 3.3.
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Y
V2 /x
' [ l’*T\P(l,l)
5 !
e X
0 1 V2

Figura 3.3: Exemplo das duas perspectivas de eixos coordenados

De (3.1) e (3.2) resulta que, se realizarmos uma rotagao do sistema de coordenadas no
sentido positivo, por um angulo # = 7/4, as coordenadas resultantes para o ponto P, no
novo sistema, sao (\/5, 0). Assim, no sistema de coordenadas xOy o ponto P esta sobre
o eixo Oy. Se, no entanto, for efectuada a rotagao do vector O—l)D, na perspectiva sistema
fizo, as coordenadas resultantes para P, usando (3.3) e (3.4), sao (0,v/2). Nesta situacio

o ponto P esta sobre o eixo Oy.

As equagbes (3.1) e (3.2), da perspectiva sistema de coordenadas mdvel, podem ser

escritas na forma matricial:

To cos@ senf| |z
Yo —senf cosf | |y
. I T
Denotando por x e y, respectivamente, os vectores coluna e e por A a
Y1 Y2

matriz

cosf senf
—senf cosf

entdo as equagoes (3.1) e (3.2) reescrevem-se matricialmente, de forma tnica, como
y = Ax.

Nesta equacao, A é chamada matriz de rotacao ou operador de rotacdo, que transforma

x em y. De imediato se conclui que, para a perspectiva sistema de coordenadas fixo, a
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matriz de rotacdo é, precisamente, A7 .

Facilmente se verifica também que a matriz de rotacdo A (e, naturalmente, a sua trans-
posta) é uma matriz ortogonal com determinante igual a 1. Além disso, pode provar-se
(|JKui02]) que o reciproco também é valido, i.e. toda a matriz 2 x 2 ortogonal e com de-
terminante 1 é uma matriz de rotagao. Por outras palavras, as matrizes ortogonais 2 x 2
cujo determinante é 1, normalmente designadas matrizes ortogonais especiais, represen-
tam todas as rotagoes no plano. O conjunto destas matrizes, munido com a operacao de

multiplicagao, forma um grupo, habitualmente denotado por SOs.

Identificando a matriz de rotagao (3.5) com o niimero complexo cos € +isen (cf. com

a matriz (2.12)), obtém-se

y = (cos0 + isen0)x,

i.e. o conjunto dos niimeros complexos unitarios pode ser identificado com o conjunto das

rotacoes no plano.

Note-se que, do ponto de vista do espaco necessario para armazenamento no computador
e do niimero de operagoes envolvidas, a representacao complexa é computacionalmente mais

vantajosa que a representacao matricial.

Finalmente, consideremos o resultado da sequéncia de duas rotagoes. Se efectuarmos
uma rotacao no sistema de coordenadas mdovel por um angulo a seguida de uma rotacao do
sistema de coordenadas resultante por um angulo 3, facilmente se verifica que o resultado
é uma rotacao do sistema de coordenadas inicial por um angulo « + 8. Em particular, se
R, for a matriz da primeira rotacao e Rg a matriz da segunda, a matriz de rotagao da

sequéncia das duas rotagoes é o produto das duas matrizes de rotacao, Rg e R,, i.e.

RgRo = Ross,

donde se conclui também que a ordem pela qual se efectuam as rotacoes é irrelevante; a

composicao de rotacoes no plano é comutativa.
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3.2 Representacao de Rotagoes em R?

Nesta seccao iremos estender o conceito de rotacao, as suas diversas representacoes e
respectivas caracteristicas ao espaco tridimensional. As rotacoes em trés dimensoes sao
mais complexas do que as correspondentes em duas dimensoes porque é necessario espe-
cificar um eixo de rotacdo em vez de um ponto de rotacdo. Em R2, o eixo de rotacao
é sempre perpendicular ao plano xOy enquanto que em R3 o eixo de rotacdo pode ter
qualquer orientacao espacial. Iremos analisar as rotacoes a volta dos trés eixos principais
O, 0y, O, assim como as rotacoes a volta de um eixo arbitrario.

Assume-se o sistema de coordenadas dito da mao direita, pelo que todas as rotacoes
ditas positivas sao no sentido contrario ao dos ponteiros do relogio. As duas perspectivas
de representacao de rotagoes no plano apresentadas na seccao anterior - sistema de coor-
denadas fizo ou sistema de coordenadas mdvel - sdo também consideradas em R?. Note-se
que na computacao grafica, os dois tipos de rotacoes sao geralmente utilizadas, em funcao

dos eixos estarem ligados ao écran ou ao objecto grafico que esta a ser manipulado.

As rotacoes em R3 podem ser representadas, matematica e computacionalmente, de

diversas formas, das quais salientamos as que descrevemos de seguida:

matrizes de rotagao;

angulos de Euler;

eixo-angulo;

e quaternioes.

Matrizes de rotacao

Nesta subseccao as rotagoes serao apresentadas na perspectiva sistema de coordenadas
movel. Comecemos por notar que uma rotacao 2D no plano XOY descrita anteriormente,

corresponde a uma rotacao 3D, em torno do eixo O,. De facto, a rotacdo de um ponto
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P de coordenadas (z1,¥,21), em torno do eixo O,, nao depende da coordenada z; desse
ponto e todos os pontos do eixo O, sdo pontos fixos da rota¢ao. De (3.1) e (3.2), conclui-se,
de imediato, que as coordenadas (s, ¥z, 22) de P no sistema obtido apos uma rotagao de

angulo 6 em torno do eixo O,, satisfazem

Ty = x1 080 + yy senb,
Yo = yy cos — x1senb,

9 — Z1.

Matricialmente, estas equagoes podem ser expressas como:

To cosf) senf 0| |z
ya| = | —senf cos® 0| |y1] - (3.6)
z9 0 O 1 Z1

As rotagoes a volta dos outros eixos definem-se de modo analogo. Mais precisamente,
as matrizes de rota¢ao em torno do eixo O, e O, sao, respectivamente:
1 0 0
0 cosf senf|, (3.7)

0 —senf cosf

cosf) 0 —senb

o 1 o0 |- (3.8)

senf 0 cosf

Saliente-se que, tal como no caso 2D, o grupo das matrizes ortogonais especiais de
ordem 3, SOj3 representa o conjunto de todas as rotagdes em R* (ver, p.e. [Kui02]).
Rotacgoes sucessivas a volta do mesmo eixo

Consideremos uma sequéncia de duas rotagoes a volta do mesmo eixo, a primeira por

um angulo « seguida por uma segunda, de angulo 8. Facilmente se verifica que, conforme



40 3. Quaternioes e Rotacoes

acontece em R?, a matriz de rotacao da composicao é obtida pela multiplicacdo das matrizes
de rotacoes individuais, i.e.,

RoRg = Ross.

Qualquer sequéncia de duas rotagoes sucessivas a volta do mesmo eixo, corresponde a
uma rotacao a volta desse eixo por um angulo resultante da soma dos angulos das rotagoes

da sequéncia.

Sequéncias de rotacoes em R?

Observe-se agora a sequéncia de duas rotacgoes, digamos
R = RyRy,

em que as rotacoes nao sao realizadas a volta do mesmo eixo de coordenadas. O resultado
desta sequéncia é ainda uma rotagao a volta de um eixo, que usualmente nao é um eixo
de coordenadas, por um certo angulo. Assim, iremos determinar um operador de rotagao

para esta sequéncia, o eizo fizo de rotacao e o angulo de rotagao a volta desse eixo.

Geometricamente é claro que, em R3, numa rotacao em torno de um eixo que passa
pela origem do referencial, o proprio eixo nao se altera sob essa rotacao, i.e., se v designar
o eixo de rotacao que se pretende determinar e R designar a matriz de rotacao, entao

v = Rv.

Da igualdade anterior conclui-se que v é um vector proprio de R associado ao valor proprio
real 1. Se R = (), uma das possiveis expressoes para o vector proprio associado ao valor
proprio 1, ou equivalentemente, para o eixo de rotacao é
VvV = (Ul, Vo, 1)3)7
onde V1 = T'12723 — (7”22 — 1)7“13,
vy = 191713 — (r11 — 1)723,

U3 = (T11 - 1)(7"22 - 1) — T'12721.
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Por fim iremos determinar a magnitude e direc¢ao da rotacao a volta do eixo fixo. Pode
provar-se (ver, por exemplo [Kui02]) que o angulo 6 associado a uma rotac¢ao em torno de

um eixo fixo é dado por

0 = arccos %, (3.9)

onde tr(R) é o trago da matriz de rotagao R.

Uma matriz de rotacao pode ser facilmente produzida, se a base do espaco que so-
freu a rotacao é conhecida, porque corresponde a matriz cujas colunas formam a base.

Apresentamos de seguida um exemplo:

Exemplo 3.2. Consideremos num sistema de coordenadas XY Z, uma rotacao a volta do
vector v = (1,1,1), por um angulo 0 = 27/3.

Geometricamente é claro que tal rotagao resulta num novo sistema coordenado zyz no
qual o novo eixo O, coincide com o eixo inicial Oy , o novo eixo O, coincide com o eixo
inicial Oz e o0 novo eixo O, coincide com o eixo inicial Ox.

Procuremos a matriz R que representa esta rotacao. Uma vez que

(1,0,0) = (0,0, 1),
(0,1,0) — (1,0,0),

(0,0,1) = (0, 1,0),

a matriz R é dada por
010

R=10 0 1
1 00
Podemos agora calcular as coordenadas de qualquer vector v = (x,y, z) calculando o
produto Rv.
Suponhamos agora que dada a matriz R, queremos saber que tipo de transformacao

representa em R3. Verificando que R é ortogonal e que o determinante é 1, podemos afirmar
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que R representa uma rotacio. E imediato concluir que (1,1,1) é um vector proprio de R
associado ao valor proprio 1, pelo que acabamos de encontrar o eixo de rotacao.

Finalmente o traco da matriz R ¢ 0, pelo que o angulo de rotagao é dado por
a = arccos(—1/2) = 27/3.

As matrizes de rotacio em R3 apresentam duas novas caracteristicas em relacao as

matrizes de rotacio em R?:

e Com excepcao de alguns casos especiais as rotacoes em R® ndo comutam pelo que,

para duas matrizes de rotacao R; e Ra:

RiRy # RoR,.

e As matrizes de rotacao em R3 tém um valor proprio real e, consequentemente, todas
as matrizes de rotagdo (e os seus produtos) podem ser escritas em termos de uma

matriz de rotacao final, que deixa inalterada uma determinada direccao fixa.

Uma vez que R nao altera o eixo, esta matriz expressa todas as possiveis rotacoes

por um dado angulo a volta de uma direccao.

Denotemos por R(,v) a matriz correspondente a uma rotacao de angulo 6, em torno
de um eixo v. Esta matriz pode ser construida do seguinte modo:

O eixo fixo v a volta do qual se pretende realizar a rotacao pode escrever-se como
v = (cosacsen 3, sen asen (3, cos 3), com 0 < a < 27w, 0 < [ < .
Sey =1(0,1,0) e z=(0,0,1), tem-se que:
v = R(a,2)R(0,y)z.

Para construir a matriz de rotacao que efectua a rotacao a volta de v, é necessario

transformar v em z invertendo a transformacao previamente citada, realizar a rotacao de
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z por 6, e voltar a inclinar z na direc¢do de v (onde comegou):

R(0,v) = R(a,z).R(3,y).R(0,2).R(3,y)" .R(a,2)".

Calculando todas as componentes deste produto de matrizes, e reescrevendo todas as ocor-

réncias de a e 3 em termos de
v = (cosacsen 3, sen asen 3, cos 3) = (vy, vg, v3),

obtém-se, a matriz de rotacao:

c+ (1 —c)v? (1 —c)vivg — (s)vs (1 —c)vrvs + (8)vg
R(0,v) = | (1 — c)vavy + (s)vs c+ (1 —c)v3 (1 —c)vouz — (s)vy | (3.10)
(1 —c)vzvy — (s)ve (1 — c)vzvg + (s)vy c+(1—c)vi
onde ¢ = cosf e s = senf. Em conclusao, a matriz anterior representa a rotacao, por um

angulo de rotacao 6, em torno de um eixo v = (vy, vy, v3) .

Salientamos que realizar uma rotagao em torno de um eixo que nao passe pela origem
¢ mais trabalhosa. Assim, dados dois pontos p; e py, define-se o eixo de rotagao e a seguir
efectuam-se as seguintes transformacoes:

1. Translacao para que o eixo de rotacao passe pela origem;

2. Rotacao para que o eixo de rotacao fique alinhado com um dos principais eixos de
coordenadas (O, O, € O,);

3. Rotacgao do objecto a volta do eixo de coordenadas;

4. Rotagao inversa a realizada em (2.);

5. Translagao inversa & realizada em (1.).

Representagao de matrizes com coordenadas homogéneas

No espaco tridimensional, as rotacoes estao frequentemente associadas a outros tipos

de transformagcao, como as translacoes, mudancas de escala, reflexoes, etc. Por exemplo, a
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posicao geral de um corpo rigido pode ser dada pela combinagao de uma translacao com
uma rotacao. As matrizes 3x 3 nao permitem representar todas as transformacoes referidas,
e em particular as translagoes. Para solucionar este problema sao utilizadas matrizes de
transformacao 4 x 4 com coordenadas homogéneas, que permitem representar de forma
compacta, numa tnica entidade matematica, a composicao de diversas transformacoes no
espaco.

Consideremos uma transformacao que leva um referencial R; noutro referencial R?;,

como ilustra a Figura 3.4.

Figura 3.4: Transformagao entre referenciais

Esta transformacao pode ser representada por uma matriz homogénea 4 x 4:

R t
A= ,
o 1

em que R representa a matriz de rotacao, de dimensao 3 X 3 e t representa o vector de

translagao.

Vantagens da representacao matricial

Em termos matemaéticos, a representagao matricial parece ideal para definir rotagoes,

uma vez que SOz é exactamente o grupo que se pretende representar:

e A representacdo matricial para uma rotacdo em R3 & tnica. Ver-se-4 que as outras

representacoes nao gozam desta propriedade de um para um, incluindo os quaternioes.
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e As matrizes facilitam os célculos, a composicao de rotagoes exprime-se por um simples
produto, a rotacao inversa pela transposta. Além disso, as matrizes de rotacao podem

ser compostas a outros tipos de matrizes, como por exemplo, homotetias e inversoes.
e As operacoes matematicas sobre matrizes sao bem conhecidas.

e A principal vantagem da representacao matricial é o facto da matriz homogénea re-

presentar todas as transformagoes basicas (e.g., translagio, escala, projeccao, shear).

Desvantagens:

Esta representagao, matematicamente conveniente, apresenta vérios problemas quando

implementada num sistema computacional de precisao finita. Assim,

e Utilizando matrizes 3 X 3, sao necessarios 9 parametros para representar uma es-
trutura com apenas 3 graus de liberdade. Significa que seis restrigoes nao lineares
deverao ser impostas para garantir que os vectores colunas sao ortonormais e que
o determinante é positivo. Quando uma das seis restricoes é violada, as matrizes
tém propensao para “andar a deriva”’, dado que a matriz introduz rotacoes a volta de
um eixo arbitrario. Combater este problema requer conservar a ortogonalidade da
matriz, i.e., garantir que obedece as restri¢oes, o que é computacionalmente caro, se
for feito com frequéncia. Uma forma comum que preservar as restri¢coes é utilizar o

algoritmo Gram-Schmidt para calcular a matriz corrigida.

e Quando muitas rotacoes sao concatenadas numericamente, podem surgir erros de
arredondamentos que também provocam a perda da ortogonalidade especial, pois
introduzem efeitos de escalonamento e corte. Para ultrapassar este problema pode
recorrer-se de novo ao processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt mas esta solugao

pode consumir muitos ciclos de CPU, como ja foi referido.

e Uma matriz de rotagao pode ser dificil de construir se nao for conhecida a base do

espaco em que se realiza a rotacao.
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e Outro problema com as matrizes de rotacao é a dificuldade de interpolar rotacoes
entre duas orientacdes. As interpolagoes resultantes sao visualmente irregulares e

bruscas, o que nao é actualmente aceitavel (por exemplo, em jogos de computador).

Angulos de Euler

Os angulos de Euler sao uma alternativa para representar rotagoes. A parametrizagao
de SO; por angulos de Euler utiliza o facto de que qualquer rotacao pode ser descrita por

trés rotagoes sucessivas a volta dos eixos O, O, e O,.

Definigao 3.1. Chamamos dngulos de Euler aos dngulos o, B ey cujas respectivas matrizes

sao dadas por

1 0 0
R(a,x) = [0 cosa senal,

0 —sena cosao

cos 0 —senp cosy seny 0
R(B,y) = 0 1 0 ) R(v,z) = | —seny cosy 0
sen3 0 cospf 0 0 1

Estas matrizes foram introduzidas em (3.7), (3.8) e (3.6), por surgirem de forma intui-
tiva das equacoes que definem as rotacoes a volta dos eixos coordenados.

Uma rotacao definida pelos angulos de Euler («, 3,7) resulta da factorizagao de trés
rotagoes sequenciais a volta dos trés eixos de coordenadas. Uma vez que as rotacoes a
volta dos eixos nao comutam, a ordem pela qual as rotacoes sao aplicadas é importante.
Qualquer combinagao de eixos pode ser utilizada para representar rotacoes pelo que existem

doze possibilidades para compor as trés rotacoes elementares:
TYZ, TYT, YZT, Y2Y, 2XTY, ZTZ, TZY, TZT, YTZ, YTy, 2Yr, 2Yz.

Usualmente os angulos de Euler referem-se a formulacao de eixo mével. No entanto,

tal como ja foi referido, a perspectiva sistema fixzo obtém-se do sistema mdvel, invertendo
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a ordem da multiplicacao das matrizes dos trés factores. Por exemplo, uma rotacao no
sistema de coordenadas fixo expressa pela combinacao de eixos zyz é a mesma que a rea-

lizada no sistema de coordenadas movel zyz.

Estando os angulos de Euler definidos na perspectiva sistema mdvel, uma rotagao a
volta de um eixo em movimento significa que a rotacao é realizada a volta de eixos “locais”:
primeiro a volta do eixo local O, a seguir a volta do novo eixo correspondente a O, que
se denota por O,,, por fim a volta do novo eixo correspondente a O, o qual sofreu duas
rotagoes e se denota por O,.

A matriz correspondente a esta sequéncia de rotagoes obtém-se pelo produto:

ROJ,‘OyOz (Oé, ﬁv 7) = R(’}/, Z)R(ﬁ, Y)R(a7 X)

cosy —seny 0 cosf 0 senf| |1 0 0
= |seny cosy O 0 1 0 0 cosa —sena
0 0 1] |—senf 0 cosfB| |0 sena cosa

(3.11)

cosycos 3 cosysenfFsena — sen-ycosa cosvysen [ cosa+ senysen
= | senycos3 sen+ysen/Fsena -+ cosycosa sen-ysen 3 cosq — COS7ysen

—sen (3 cos Fsen « cos 3 cos

Observe-se que a notagao Ro,0,0, real¢a a ordem pela qual as rotagoes sao aplicadas

e nao a ordem do produto de matrizes.

Salienta-se de novo, a importancia da ordem qual as rotacoes sao efectuadas visto que
podem ser representadas por diferentes combinacgoes de angulos de Euler.
Face ao ntimero de decomposi¢oes possiveis, varias convencoes foram adoptadas, em

funcao do dominio no qual os angulos sao aplicados, das quais se destacam:

e zyz -> Roll(O,), Pitch(Oy) e Yaw(O,)

Esta convencao é a mais conhecida, sendo utilizada na aerondutica. Descreve os
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movimentos de um avido (ver Figura 3.5). Os avibes tém trés graus de liberdade,
i.e., tém trés eixos naturais de rotagao, perpendiculares dois a dois.
— Roll define uma rotacao a volta do eixo que corresponde a direccao do aviao.
— Pitch induz uma rotacao para cima ou para baixo.
— Yow é uma rotagao esquerda-direita ao longo de um eixo vertical.
e zyz -> rotation, precession e mutation - Estes termos sao utilizados em Astronomia

(e.g. na localizagdo da atitude - orientacdo de um engenho espacial em relagdo aos

trés eixos do referencial - de um corpo rigido no espago) e em Robotica.

e 21z -> Denominada de “z - convention”, é muito utilizada na Fisica.

Pitch \/

Longitudinal

Roll

v \
Yertical Lateral

Figura 3.5: Aviao com os seus 3 eixos de rotagao

Composicao de rotagoes

A composicao de rotagoes nao é simples pois nao é suficiente adicionar os angulos uma
vez que os eixos também estao submetidos as rotagoes. A escolha dos eixos e a ordem
das rotagoes tém de ser respeitadas, e existem diversas convencoes, como ja foi referido.
Assim a composicao de rotacoes com angulos de Euler é problematica porque a ordem da

composicao determina a matriz final.



3. Quaternioes e Rotagoes 49

Vantagens:

e Os angulos de Euler sao intuitivos e de facil compreensao pelo que sao muito utiliza-

dos.

e A representacao dos angulos de Euler é natural e eficiente: utiliza trés variaveis
(angulos) para representar trés graus de liberdade. Assim, ndo apresenta restrigoes

a respeitar pelo que nao necessita de reajustamentos.

e Forma simples para realizar rotagoes em torno dos eixos coordenados.

Desvantagens:
Esta representacao apresenta varios inconvenientes:

e A maior parte das vezes nao existe uma decomposicao evidente da rotacao geral em
trés rotagoes a volta dos eixos. Se, por exemplo, um animador computacional quiser
efectuar uma rotagao de 7/6 a volta de um eixo de rotac¢ao dado pelo vector (1,1,1),

é dificil determinar os correspondentes angulos de Euler para os trés eixos de base.

e Existem 12 formas diferentes para a composicao das rotacoes elementares. Por exem-

T T

plo, uma rotacao de (§, 7, 0) corresponde a diferentes orientacdes em funcao da con-

vengao (xyz,yxz, etc.) adoptada.

e Nem sempre existe forma de representar uma rotacao com angulos de Euler que

corresponda a uma série de rotagoes concatenadas.

e Uma interpolagao suave entre duas orientagoes envolve integracao numérica, o que
pode ser computacionalmente caro. A interpolacao apresenta ainda dificuldades por

existirem véarias formas de definir a mesma rotacao.

e A principal desvantagem dos angulos de Euler é a possivel perda de um grau de liber-
dade na realizagao de rotagoes a volta dos eixos. Esta singularidade das coordenadas

é conhecida por gimbal lock.



50 3. Quaternioes e Rotacoes

O Gimbal Lock
Uma vez que uma matriz de rotagao final depende da ordem das multiplicacoes, é possivel
que por vezes, em certas sequéncias de rotacoes, um eixo va confundir-se com outro.

Esta singularidade é referida como gimbal lock por razoes historicas.

Figura 3.6: Gimbal

Um gimbal é um dispositivo fisico que consiste em arcos concéntricos, com pivots que
conectam os arcos adjacentes, permitindo-lhes fazer rotagoes uns dentro dos outros, con-
forme mostra a Figura 3.6.

Um gimbal com trés anéis ligados ortogonalmente corresponde a uma implementacao
fisica dos angulos de Euler, com um eixo em movimento. Os gimbals sao frequentemente
usados para manter giroscopios, em sensores de atitude, na industria aerondutica. Uma
vez que um giroscopio tem de ficar fixo no espaco, um gimbal vai rodar para manter o
giroscopio na orientacao pretendida.

Vejamos um exemplo. Consideremos o sistema de coordenadas na primeira imagem da
Figura 3.7. Apos realizar uma rotagao de 7/6 em torno do eixo O,, obtém-se a segunda
imagem da Figura. Se agora realizar uma rotacao de m/2 em torno do eixo O,, resulta na
terceira imagem da Figura. Como podemos verificar o eixo O, actual esta alinhado com o
eixo O,,. Ocorreu o gimbal lock!. Qualquer rotagao em torno do eixo O, afecta o mesmo
grau de liberdade que em torno do eixo O,. Perdeu-se a capacidade de efectuar rotagoes
em torno de um terceiro grau de liberdade.

O gimbal lock é a razao pela qual a industria aeroespacial foi uma das primeiras a utilizar

0s quaternioes para representar orientacoes - satélites, foguetes e avioes -, e nao estava
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6,=7/6 6,=7/2
Figura 3.7: Gimbal Lock

nada satisfeita com a possibilidade dos giroscopios bloquearem e provocarem acidentes.
Em [Hoatm]| explica-se como o Modulo de Excursao a Lua Apollo sofreu do gimbal lock.
Esta situacao foi ainda dramatizada no filme Apollo 13.

Este problema pode ser exemplificado no modo matricial. Imagine-se, por exemplo,
uma sequéncia de rotagoes a serem realizadas por um simulador de voo. Especifica-se que
a primeira rotacao ¢ de angulo a a volta do eixo O,, a segunda rotacao ¢ de 3 em torno
do eixo O, e a terceira de v em torno do eixo O,. A rotagao em torno do eixo O, causou
um alinhamento entre os eixos O, e O,, provocando a perda de um grau de liberdade na
rotacao, o que matematicamente corresponde a perda de um grau de liberdade na matriz

genérica de rotagao, dada por

ROmOyoz (OZ, 7T/27 7) = Roz (V)ROy (7T/2)RO:C (O[)
0 cosysena — senycosa COS7yCOS + Sen -y sen o

= | 0 senysena+ cosycosa sen-ycosq — CoS7ysen

-1 cos sen « cos (3 cos

0 sen(a—7) cos(a—7)
=10 cos(a—7) —sen(a—r)
-1 0 0
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Esta expressao mostra que a rotagao R(c, 7,7) depende somente da diferenca a — e
desta forma, ela tem somente um grau de liberdade em vez de dois. Para 6 = 7, os angulos

a e vy resultam em rotacgoes a volta do mesmo eixo.

Eixo-Angulo

Uma rotagao pode ser definida de outra forma a custa de um par (n,#), onde n é um
vector unitario que define o eixo de rotacao e 8 é, como habitualmente, o angulo de rotacao.
E a chamada representacio Eixo-Angulo.

Um vector r que sofre uma rotacao de 6 graus em torno de um eixo, dado por um vec-
tor unitario n, transforma-se num vector Rr, pelo processo que passamos a apresentar.

Comecamos por escrever o vector r como a soma de duas componentes, uma componente

Figura 3.8: Rotagao do vector r

paralela a n e outra ortogonal a n, r| e r, respectivamente, em que:
er = (rn)n - projec¢ao de r em n e,
er, =r—r;=r—(rn)n - componente ortogonal a n

Tem-se entao que:
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r=r;+r, = (rnn+r— (rn)n.

O vector Rr sera obtido adicionando (Rr)| e (Rr),. De notar que (Rr); = r; (dado que

r| tem a mesma direccdo que n), pelo que:
Rr =1+ (Rr),.

Para observar a rotacao de r, coloca-se um sistema de coordenadas de duas dimensoes no
plano ortogonal a n e que contém os pontos designados por r e Rr.

Para isso, é necessario um vector v, ortogonal a r; e a n (ver Figura 3.8),

—

v=nXxr, =nx(r—(rnn)=nxr—nx(rnn=nxr—0=nxr.

Verifica-se que o componente ortogonal de Rr sobre n, (Rr); pode ser escrito, na base

n, r;, n X r; do seguinte modo:
(Rr), =r, cosf + vsenb.
Finalmente, obtém-se para Rr:

Rr = (RI‘)” + (RI‘)J_
= 1| +rycost +vsend
= (rm)n— (rn)ncosf +rcosf + (n x r)send

= (1 —cosf)(rn)n+rcosf + (nxr)senb. (3.12)

Além disso, como:

nx (nxr)=(rn)n— (nn)r

e n é unitario, obtém-se:

(rm)n=r+nx (nxr),

que ao substituir na equagao (3.12), resulta na conhecida formula de Rodrigues:

Rr=r+ (nxr)senf + (1 —cosf)n x (n x r). (3.13)
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Composicao de rotagoes

Na representagao eixo-angulo, a composigao de rotagoes ¢ complexa pelo que é necessa-
rio realizar uma conversao intermédia para outra representagao, sendo computacionalmente

caro.

Vantagens

Esta representacao apresenta uma interpretacao geométrica imediata, o que a torna

interessante como forma de visualizacao intuitiva.

Desvantagens

A perda da norma unitaria do eixo embora seja possivel normalizar de novo.

e Erros numeéricos podem afectar o valor do angulo.

e Dificuldade computacional na composicao de duas rotacoes.

e Existe um nimero infinito de escolhas para o dngulo (multiplo de 27) que representam
a mesma rotacao. Frequentemente, convenciona-se que o eixo tem norma unitaria
e que o angulo pertence ao intervalo [—m,7]. Mesmo assim dois pares eixo-angulo
identificam a mesma rotacao: (—n, —0) refere-se & mesma rotacao que (n, ), o que

gera ambiguidade na escolha de orientacao do eixo.

e Multiplicidade de representagoes da identidade. Uma rotacao zero a volta de qualquer
eixo corresponde sempre a mesma rotacao, i.e., a rotacao identidade. Por outras
palavras, a representacao da rotacao identidade nao é tunica - de facto, existe um
nimero infinito - o que pode causar graves problemas nos algoritmos quando as

rotacoes aproximam o elemento identidade.
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3.3 Rotacoes com quaternioes

35

Hamilton procurou descrever rotacoes no espaco, do mesmo modo que os nimeros

complexos descrevem rotagoes no plano.

Iniciamos esta sec¢ao com algumas propriedades que irao permitir demonstrar que, de

facto, os quaternioes implementam rotacoes no espaco.

Proposicao 3.1. Sejam g € H; e p=pg+ p € H. Entao:

onde p' € H ¢ tal que:
P =po+p elpl=Ipl

Demonstra¢ao. Comecamos por provar que:

Re(p') = po = Re(p).
P +7

Como ¢! =@ para g € H; e Re(p') = , obtém-se

2Re(p') = qpq + qpg

=q(po+P)7+ q(po — P)T

= 2p0
Acabamos de provar que p’ = py + p’. Resta provar que ||p|| = [|p’||, ou ainda que
2]l = llP'll. Mas,
12l = llapg™ "1 = llallllplllg™ "1 = llpll,

o que conclui a demonstracao.

]

Nota 3.1. Todo o quaterniao nao nulo pode ser escrito na forma aq, com o € R\{0} e

q € Hy. Como
(aq)p(aq)™ = qpg™" = qp7,

o resultado anterior e todos os que de sequida vamos apresentar podem ser generalizados a

o

H.



56 3. Quaternioes e Rotacoes

Iremos agora demonstrar o principal resultado desta seccao. Iremos estabelecer a cor-
respondéncia entre o operador gpg~! (ou, quando ¢ € Hy, qpg) e a representagio de rotagoes

eixo-angulo, apresentada na Secgao 3.2, através do seguinte teorema:

Teorema 3.1. Seja ¢ € H;,q = cosf +nsenf e sejap =0+ p € Hgs, p € R3. Entdo

1

p' = qpq— corresponde ao vector que resulta da rotacao de p em torno do eizo n por um

angulo 26.

Demonstragio. Consideremos R,(p) = qpg™* = gpg em que p=0+p e qg= g+ q é um

quaterniao unitario. Tem-se que:

Ry(p) = (90 +9)(0+p)(q — Q)
=(@p+a)(p-a+qwp—pxq)
= (@ +a)[q-p+ (9P — P x q)]

= qo(q.p) + qo(q@P — P x q) + a(a.p) +q(gp — P X q).

De (2.11) resulta,

Ry(p) = qo(a-p) + @4p — 2%0(p X q@) + a(q.p) — q.(op — P X q) + q X (P — P X q)
= qo(a-P) + P — (P X @) + q(a.p) — (4-P)g0 +a.(P X @) + @ X (gop) — g X (p X q)
=q¢p—q(Pxq) +(qa-p)a+qx(pp)—qx(pxq)

=q¢p+(a-p)a—agx (pxa)—2q(p x q).

Como, para v, vy, vz € R? v X (vy X v3) = (V] - v3) X vo — (V] - Vo) X V3, obtém-se

Ryp)=qp+ (a-p)a—(a-q)p+ (q-p)d + 2g(q X p)

= (¢¢ —q-q)p +2(q-p)a+2q(q x p).

Como ja foi visto, o quaternidao unitario ¢ = gy + q, pode ser reescrito como ¢ = cosf +
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nsenf, em que ||n|| = 1. Substituindo ¢y = cosf e q = nsenfd em R (p), tem-se:

Ry(p) = (a5 — a- @)p + 2(a - P)a + 2qo(a X P)
= (cos’f —nsenf -nsend)p +2(nsend - p)nsend + 2cosf(nsend x p)
= (cos?0 — sen?@(n-n))p + 2sen?d(n - p)n + 2cosfsen f(n x p)
= (cos?0 — sen?)p + 2sen?f(n - p)n + 2cosfsenf(n x p)
= pecos(20) + 2.%.(1 —co0s20)(n - p)n + sen (20)(n x p)

= (1 —cos20)(n-p)n+ pcos(20)+ (n x p)sen (26). (3.14)

Desta derivacao, observamos que o resultado obtido é o mesmo vector expresso na

representacao eixo-angulo
(1 —cosf)(rm)n+rcosf + (n x r)senb.

pela formula de Rodrigues apresentada na Equagao (3.12), com excepgao do angulo, pois
obteve-se 26 em vez de 6. ]

Assim, dado um vector unitario n e um angulo de rotagdo #, o quaterniao unitéario
q = cos 0 + nsen @ efectua uma rotacao de p em torno do eixo n de angulo 26.

Como consequéncia importante deste teorema obtemos o seguinte corolario:

Corolario 3.1. Qualquer rotagao de dngulo 0 em torno de um eizo n, com ||n|| = 1, pode

ser obtida através de um quaterniao unitdrio.

Demonstracao. No teorema anterior escolhe-se ¢ de modo que ¢ = cosg + nsen g. Assim,

é obtida a rotacao desejada. ]

Exemplo 3.3. Consideremos uma rotacao de angulo 7, em torno do vector (0,1,0) € R3.

O quaterniao que representa esta rotacao é:

VI, V3

7T+ . + .
=cos—+ sen—j = — + — .
g 4 T Ty
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Equivaléncia com a representacao com matrizes de rotacao

Dado o relacionamento entre quaternides e rotacoes em R3 espera-se que haja uma forma
de escrever a representacao de rotacoes com quaternioes em termos matriciais. Como ja
foi visto na Seccao 2.4, a multiplicacao de quaternioes tem uma representacao matricial.

Relembremos que os produtos pq e gp podem ser expressos como pR(q) e pL(q) respecti-

vamente (c.f. com (2.17) e (2.18)), em que,

qo q1 q2 q3 qo q1 q2 q3
—q1 qo —4q3 (2 —q1 Qo q3 —q2
R(q) = e L(g) =
—q2 g3 9 —q1 —q2 —g3 Qo q1
_—Q3 -4 G1 qo ] _—CI3 2 —q1 Qo ]

Além disso, R(g) = R(q)". Dispondo da forma matricial da multiplicagao & esquerda
por g e a direita por g, podemos, a partir dos quaternioes, gerar uma matriz de rotagao
associada a uma dada rotacao.

Assim, a matriz de rotacao corresponde ao produto das duas matrizes, uma vez que,

considerando um quaterniao puro r,

' = qrg = q(rq) = q(rR(¢)") = (rR(¢q)")L(q) = r(R(q)" L(q)),

em que,
% +ai + 4+ a3 0 0 0
R(9)"L(q) = 0 H+ad—a—aG 2090 q0) 2(¢193 + 9042)
0 201+ 906) @G+ G-G  2(920 — )
i 0 2(qias — qog2)  2(a2q3 + qo@) 45— aF — 45 + 3

Atendendo ao facto do quaterniao ¢ ser unitario, tem-se:

1 0 0 0

0 1-2(2+¢) 2(q1q2 — q93) 2(q1q3 + Goq2)
R(q)"L(q) = 2w .
0 2(qig2+qoq3) 1—2(q7 +¢5) 2(q293 — 90q1)

_O 20143 — q0q2)  2(q2q3 + qoq1) 1—2(¢ + q%)_
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A matriz R(q)T L(q) é ortogonal uma vez que as duas matrizes R(q) e L(g) sdo ortogonais
quando ¢ é unitario.
Podemos agora estabelecer a expressao da matriz de rotacao R em funcao de um qua-

terniao unitario g:

1—2(q3 + C]32,) 2(192 — 9093)  2(q1q5 + 90q2)
R=2(g1g2 +qq3) 1—2(¢F+¢) 2(q205 — qoq1)
20143 — @q2)  2(q2q3 + 1) 1 —2(¢% + ¢3)

Verifica-se que a matriz R é ortogonal e o seu determinante é 1 pelo que podemos
concluir que R é uma matriz de rotagao, estabelecendo deste modo a equivaléncia.

Podemos ainda escrever, na forma de matriz homogénea:

1 of
R(q)"L(q) = 0 R

Nota 3.2. Geralmente o produto de matrizes nao comuta, mas estas matrizes comutam
uma vez que representam a multiplicacao a esquerda e a direita, e a multiplicacao de

quaternioes € associativa.

Composicao de rotacoes

De modo andlogo as matrizes de rotacao, multiplicam-se dois quaternioes para somar
as rotagoes que eles representam. Assim, a composicao de rotacoes faz-se naturalmente

pela multiplicacao dos quaternioes correspondentes. De modo formal tem-se:

Proposicao 3.2. Sejam p,q € Hy. Uma rotagao por p sequida por uma rotacao por q €

equivalente a uma rotag¢ao por qp.
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Demonstracao. Seja r € Hgs, entao

(Rq o Rp)(r) = Ry(Ry(r))
= Ry(prp)
= q(prp)q
= (qp)r(ap)
= Rgp(r).

]
A proposi¢ao anterior mostra que a composicao de duas rotagoes é uma rotacao, i.e., a
rotacao correspondente ao quaterniao unitario gp. Esta propriedade pode ser generalizada

a composicao de qualquer nimero de rotacoes.

Exemplo 3.4. Uma rotagao de angulo 7 a volta do eixo O,, seguida de uma rotagao de

angulo 7 a volta do eixo O, sera representada pelo quaterniao jk = 1.

Podemos concatenar quantos quaternioes desejarmos para produzir um simples quater-
niao que representa uma série de rotacoes.

Note-se que o operador de rotacdao gpq—*

corresponde a perspectiva de rotacao num
sistema de coordendas moével enquanto que o produto ¢~ pg efectua rotacoes num sistema
de coordenadas fixo.

De seguida iremos apresentar a relacao entre um quaterniao, o seu inverso e o seu

simétrico. Consideremos os quaternioes ¢ € Hy e p € Hgs.

e geq!

Geometricamente o inverso ¢! de um quaternido g efectua uma rotacao com o mesmo
angulo que ¢, mas o eixo tem sentido contréario (c.f. com a Figura 3.9). Assim, se
invertermos o eixo de ¢~ de modo a fazé-lo coincidir com o eixo de ¢, veremos que

¢! realiza uma rotacao contraria a de ¢, ou seja, o que ¢ faz, ¢~! desfaz.

Formalizando, tem-se:

Rp)=qpg™" e Rga1(p)=q¢ 'pl¢") " =q"pq
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e observe-se que

Ry1(Ry(p)) = q "(qpg")g = ¢ "qpg 'q = p.

®ge—q

Verifica-se que,

R_y(p) = (—@)p(—q) " = qpa~" = Ry(p).

Assim, os quaternides ¢ e —g representam exactamente a mesma rotagao, como se
pode observar na Figura 3.9. Isto pode ser surpreendente, mas era de se esperar:
uma rotagao de um angulo € em torno de um eixo n (o quaternido ¢) pode também

ser expressa como uma rotagao de um angulo —6 em torno do eixo —n (o quaternido
—q).
Esta propriedade, chamada wvalor dual ou dupla cobertura, representa a correspon-

déncia 2:1 dos quaternioes para as rotagoes.

| N |
y
Figura 3.9: Relacao entre um quaterniao, o seu inverso e o seu simétrico

Vantagens e desvantagens

Vantagens

e [ mais simples garantir que um quaterniao seja unitario do que preservar a ortogo-

nalidade de uma matriz.
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e Os quaternioes unitarios estao fortemente relacionados com a notacao geometrica-

mente intuitiva da representacao eixo-angulo. Representam uma rota¢ao como um
angulo de rotagao e o eixo sobre o qual deve ser feita a rotacao, o que é mais natural

do que tentar decompor uma rotacao em angulos de Euler, por exemplo.

A aplicacao entre quaternides e rotacdes nao é ambigua, com excepcao de toda a
rotacao ser representada por dois quaternioes. O facto de os quaternioes ¢ e —q
representarem a mesma rotacao é um aspecto interessante matematicamente. Isto
significa que as rotacoes vém aos pares. Dada uma rotagao em torno de um eixo e
numa direc¢ao qualquer, a mesma rotacao pode ser obtida aplicando a rotagao em

torno do eixo oposto, na direcgdo oposta (ver Secc¢ao 3.3).

A representacao de rotagoes com quaternioes é compacta, no sentido de que tém
quatro graus de liberdade, uma grande vantagem quando se compara as matrizes de

rotacao que tém nove graus de liberdade.

Teoricamente todos os quaternioes nao nulos podem ser usados para as rotacoes. Na
pratica apenas os quaternides unitarios sao utilizados. Assim, apenas uma restri¢ao

deve ser respeitada em comparacao com as seis restricoes das matrizes de rotacao.

Quando sao necessarias composicoes de rotacoes, o uso de quaternioes é muito sim-

ples, pois corresponde apenas a multiplicar os dois quaternioes envolvidos.

Os quaternioes nao apresentam o problema do gimbal lock que surge quando utili-
zamos angulos de Euler, pois este é um problema inerente a representacao matricial

usada.

As rotacoes realizadas com quaternides nao sao influenciadas pela escolha do sistema
de coordenadas e o utilizador de um sistema de animacao nao tem de se preocupar
quanto a convengao da ordem das rotagoes, algo que nao é possivel quando se usa

angulos de Euler.
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e Por fim, e nao menos importante, os quaternidoes nao apresentam problemas na in-
terpolagao. Permitem rotagoes mais suaves e realistas. Os quaternioes permitem
realizar a chamada interpolagao linear esférica - SLERP (Spherical Linear intERPo-

lation).
Desvantagens

e Os quaternioes representam apenas rotacoes. A parametrizacao de outras trans-
formacoes nao é adequada ou até mesmo impossivel. Pode-se implementar uma
translacao, considerando o vector translacao como um quaterniao com parte escalar
nula. Em [Mai90], um tipo de quaterniao homogéneo é definido com uma multipli-
cacao especifica que implementa translacoes e rotacoes. Embora seja possivel definir
quaternioes homogéneos, esta extensao nao ¢ tao elegante como as matrizes homo-
géneas. A extensao homogénea parece ignorada na literatura, sendo os quaternioes
usados exclusivamente para representar rotacoes e para as outras transformacoes sao

utilizadas matrizes.
e Os quaternioes sao dificeis de visualizar e pouco intuitivos.
e Indeterminagao na orientacao dos eixos (também ocorre na representacao eixo-angulo).

e Uma outra desvantagem é que a teoria sobre os quaternioes nao estd incluida na
maioria dos curriculos actuais de Matematica, criando desta forma a aparéncia de
ser complicada. Embora se possa estudar o grupo dos quaternides em Algebra, o

conhecimento sobre quaternioes é, em geral, pouco divulgado.

3.4 Analise comparativa das representacoes

Nesta seccao é apresentado um balango das vantagens e desvantagens das diversas re-
presentacoes de rotagoes apresentadas assim como uma andlise do esforco computacional
despendido nas rotagoes com matrizes e com quaternioes. Confrontando os diversos méto-

dos apresentados e avaliando as vantagens e desvantagens em termos de eficiéncia, robustez
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Métodos

Vantagens

Desvantagens

Matrizes de rotagéo

- A representagdo matricial para uma rotagdo é inica;
- As operacdes com matrizes sdo bem conhecidas;

- Facilitam os calculos;

- As matrizes homogéneas representam todas as trans-

formagdes basicas.

- 9 graus de liberdade;

- Seis restri¢gdes de ortogonalidade;

- Risco de erros de arredondamentos na concatenagio
sucessiva de matrizes;

- A matriz de rotacdo é de dificil constru¢do quando néo
se conhece a base do espago em que se realiza a rotagéo;

- A interpolag¢do é probleméatica.

Angulos de Euler

- 3 graus de liberdade;

- Método bastante intuitivo;

- Representagao natural e eficiente;

- Forma simples para rotagdes em torno dos eixos co-

ordenados.

- Nem sempre existe uma decomposi¢do evidente da ro-
tagdo em trés rotagdes & volta dos eixos coordenados;

- Existem 12 formas diferentes para a composigdo de ro-
tagdes elementares;

- A representagdo de rotagbes concatenadas é bastante
complexa;

- Possivel perda de um grau de liberdade - Gimbal Lock;

- Interpolacdo problemaéatica.

Eixo-Angulo

- 4 graus de liberdade;

- Boa visualizagéo.

- Possivel perda da norma unitaria;

- Erros numéricos podem afectar o valor do angulo;

- Dificuldade computacional na composigao de rotagdes;
- Ambiguidade na escolha da orientagdo do eixo;

- Multiplicidade de representagdo de identidade;

- Interpolacdo problematica.

Quaternides

- 4 graus de liberdade;

- Simplicidade e economia;

- Facilidade na combinacgdo de rotagdes;

- Néao sdo influenciados pela escolha do sistema de
coordenadas;

- Interpolacdo perfeita.

- Indeterminagdo na orientagdo dos eixos: g e —q repre-
sentam a mesma rotagio;
- Representam apenas rotagdes;

- Pouco intuitivos e de dificil visualizagdo.

Tabela 3.1: Quadro resumo das vantagens e desvantagens das representagoes de rotagao

e facilidade de utilizagao e visualizagdo (ver Tabela 3.1), conclui-se que a implementagao

dos quaternioes quando comparada com outras alternativas, é simples, barata e bem com-

portada.

No entanto, a necessidade de realizar conversoes entre as diversas representacoes surge nas

implementagoes computacionais, de modo a tirar partido das vantagens de cada parame-

trizacao, sempre com o objectivo de optimizar as transformacoes a realizar.

Conversao entre representacoes

Os quaternioes sao um método muito eficiente e util para armazenar e realizar rotagoes,

oferecendo varias vantagens sobre outros métodos. No entanto, algumas API ainda nao
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tém fungoes para tratar os quaternioes, devido a sua pouca divulgagao. Por exemplo, a API
OpenGl, da Silicon Graphics nao suporta directamente quaternioes, uma rotacao é dada
por um eixo a volta do qual é efectuada a rotacao e por um angulo, pelo que é necessario
converter as orientagoes definidas com quaternides para a conven¢ao OpenGl (Eixo-angulo)
e vice-versa. Por outro lado, a API Direct3D especifica rotacoes com matrizes, pelo que uma
conversao quaterniao-para-matriz é necessaria. Os quaternioes sao dificeis de visualizar
e nada intuitivos se nao estiverem associados a notagao eixo-angulo. Este problema é
ultrapassado se os quaternioes forem utilizados para representar rotagoes internamente, e
for usado outro método (por exemplo, eixo-angulo, angulos de Euler) como representagao
externa.

Nesta seccao iremos apresentar algoritmos de conversao entre as representacoes apre-
sentadas e estimar os custos envolvidos, tendo por base o artigo de David Eberly [Ebe04].

As operacgoes contempladas na avaliagao dos custos sao:

e +: Adigao

x: Multiplicacao

/: Divisao

F: Avaliacao de uma funcao existente tal como fungoes trigonométricas, que por sua

vez sao frequentemente compostas por adi¢coes, multiplicacoes e divisoes

C: Comparacoes, que também podem ter um custo computacional significativo.
As conversoes e respectivos custos apresentadas nesta seccao sao:

1. Quaterniao para Matriz - ¢ — R(6,v)

2. Matriz para Quaterniao - R(6,v) — ¢

3. Quaternido para Angulos de Euler - ¢ — Ropy

4. Angulos de Euler para Quaternio - Ragy — q
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5. Quaterniao para Eixo-angulo - ¢ — (n, 0)

6. Eixo-angulo para Quaternido - (n, ) — ¢

1.q— R(6,v)

Consideremos o quaterniao unitario ¢ = qo + @17 + ¢2J + ¢3k e a matriz de rotagao
R(6,v) definida por (3.10). Usando as identidades 2sen?(0/2) = 1 — cosf e senf =
2sen (0/2) cos(0/2), é facil mostrar que:

2qoq1 = sen fuvy; 2qoq2 = sen Huy; 2qoq3 = sen Hus;
2¢% = (1 — cos 0)v?; 2¢1q2 = (1 — cos 0)vyvs; 2¢1q3 = (1 — cos 0)vyvs;
2¢2 = (1 —cosO)v3;  2qaqz = (1 — cosO)vavs;  2¢3 = (1 — cosf)va.

O lado direito destas equacoes sao termos da representacao matricial da Formula de
Rodrigues:
I+ sen 0K (v) + (1 — cos ) K*(v),

onde K(v) é a matriz (2.19). Realizando as substitui¢oes e simplificando, obtém-se a

matriz de rotacao:

1-2(3+¢) 2(q1q2 — q093) 2(q1q3 + q0q2)
R=12(qg2 + qq3) 1—2(¢+ ) 2(q2035 — qoq1)

2(1a3 — 9092)  2(q203 + qoq1) 1 —2(¢} + ¢3)

Custo de conversao:

A conversao requer 12 multiplicagoes para o calculo dos termos:

ty, = 2q1; gy = 22; lgs = 2q3;

tgom = Qotgs  lgoge = Qolgss  tgoqs = Qolas;
g = Gitgs lgg = Qileyy  tgigs = Qilgs:
tgoqe = Q2tgy; goqs = Q2lgy; lgsqs = Q3tgs-

As entradas da matriz de rotacao requerem 12 adigoes. O custo total de operacoes é

12A 4+ 12M.
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2. R(0,v) — q

Pretende-se realizar a conversao de uma matriz R := R(f,v) para um quaterniao
q = qo+q1i+q2j+gsk. Como ja foi referido cos @ = (tr(R)—1)/2 (cf. com a Equagao (3.9)).
Utilizando a identidade 2cos?(%) = 1 + cos verifica-se que ¢3 = cos?(%) = (tr(R) + 1)/4

ou

1
a0l = 5VAr(R) + 1.

e Setr(R)>0

Entao |qo| > %, e escolhemos, sem perda de generalidade,

1
G =3 tr(R) + 1.
Observando os elementos 7;; da matriz

1-2(¢3+¢3) 2(1g2 — 0q3)  2(q1¢3 + qog2)
R=12(qigo+ qog3) 1-2(+d3) 2(q2q35 — qoq) | »
2(1a3 — 9092)  2(q2q3 + qoq1) 1 —2(¢} + ¢3)

conclui-se que

T93 — T3z = 4qoqn,
r13 — r31 = 4qoqe,

ro1 — T2 = 4qoqs

e assim,

T3 — T32 _T'31— T3 T2 —T21
- ) q2 = ) q3 = 4(] .
0

q1
4qo 4qo

e Setr(R) <0

Entao, |q| < %, e a expressao anterior pode originar overflow, caso qy seja muito
pequeno. A alternativa é identificar o maior termo ¢1, g2 e g3 da diagonal principal

da matriz de rotagao (3.4). Assim, em func¢ao do maior termo da diagonal ser:
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— '

Entao ¢; é o maior componente em modulo e 4q% =1y —reo — 133+ 1ie.,

1
Q= 5\/7‘11—7“22—T33+1

T3 — T3 T2+ T2 T3+ T3
(Io——4 y Q2= —7—— ¢ Y
0

4qq 4q
— T'22

Tem-se 4q5 = 799 — 711 — 733 + 1 i.e.,

1
G2 = 5\/7“22—7"11—7“334‘1

a _ T31—T13 7 T2+ T e g _ T3+ T3z
o=—" O=—F 3=
4¢o 4¢o 4¢s

— 733

Tem-se 4q§ =r33—1r11 — T+ 1 ie,

1
q3 = 5\/7’33—7"11—7”224-1

T12 — To21 13 + 731 T93 + 732

y 1= —F—— € (2=
4q3 4q3

qo
4q3

Custo de conversao:
A conversao depende do sinal do trago de M. Calcular o trago da matriz requer 2 adigoes.
Se tr(R) > 0 (esta comparagao é considerada no custo - 1C), o célculo (tr(R) —1)/2
envolve 1 adi¢ao, 1 divisdo e 1 chamada de funcao. Por sua vez, a expressao A = 1/4qy
envolve 1 multiplicacao e 1 divisao. Sao ainda necessarias 3 adicoes e 3 multiplicacoes para
calcular os termos q; = A(723 — 7'32), g2 = A(r31 — 713) € g3 = A(r12 — r21). O custo total é
de 6A+4M +2D + 1F + 1C.
Se tr(R) < 0, o valor méaximo dos termos da diagonal da matriz de rotagao tem de ser

encontrado, o que requer 2 comparacoes. Suponhamos que r1; é o maior valor. Entao o
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calculo q; = \/r11 — 92 — 733 + 1/2 envolve 3 adigoes, 1 divisdo e 1 chamada de func¢do. A
expressao A = 1/4¢; necessita de 1 multiplica¢ao e 1 divisao. Os termos qo = (193 — 7'32),
g2 = M(rig — r91) € g3 = A(r13 — r31) requerem 3 adigoes e 3 multiplicagoes. O custo total

é de 6A+4M + 2D + 1F + 3C.

3. qt— Ra/g,y

Esta conversao realiza-se a custa das conversoes intermédias, quaterniao para matriz
e matriz para angulos de Euler (conversao apresentada por Shoemake em [Sho85|, cujo

esfor¢o computacional é 1A+ 5M + 7TF).

Custo de conversao:
O custo total corresponde a soma dos custos das conversoes intermédias, (124 + 12M) +

(1A +5M +7TF) = 13A+ 1TM + 7F.

4. Rag,y —q

A conversao de angulos de Euler para quaternioes faz-se através da multiplicacao de
quaternioes. Cada angulo de Euler é convertido num par eixo-angulo com o respectivo
eixo. Estes trés pares sao convertidos para quaternioes e multiplicados. O quaterniao final
é o resultado desejado. Das doze combinacdes possiveis de angulos de Euler ja referidas,
usamos nesta conversao, a conven¢ao zyx (yaw, pitch, roll). Relembra-se que uma rotagao
geral é obtida por uma rotagao em torno do eixo O, por um angulo 7, seguida de uma
rotagdo em torno do eixo O, por um angulo 3 e por fim de uma rotagao em torno do
eixo O, por um angulo «. Para usar os componentes expressos em termos de quaternioes,
obtém-se inicialmente um quaterniao para cada rotacao simples:

o g s gl 7
5 k-

«
= COS — + sen —i; = COs — + sen —j; = CO0S — + sen
qx 9 9 qy 5 2] q- 9



70 3. Quaternioes e Rotacoes

Ao multiplicar estes quaternioes obtém-se o quaterniao pretendido, ¢ = ¢.q,q, com os

componentes:

— o 8 o] a 8 o]
Jo = COS 5 COS 5 COS 5 + SeN 5 Sen 5 sell 5,
g1 = sen 2 cos 2 cos 2 — cos 2 sen £ sen 2
1 2 2 2 2 2 27
¢> = cos £ sen 2 cos 2 + sen 2 cos £ sen 2
2 2 2 2 2 2 27
g3 = cos 2 cos 2 sen 1 — sen £ sen & cos 2
3 2 2 2 2 2 2"

Custo de conversao:
A conversao de trés pares eixo-angulo nos respectivos quaternioes é de 3 x (1M +1D+2F).

Dois produtos de quaternioes requerem 2 x (160 + 12A4). O custo total da conversao é de

24A + 35M + 3D + 6F.

5. q+— (n,0)

Seja ¢ = qo + 17 + q2J + g3k um quaternido unitario. Se |go| = 1, entdo o angulo é
0 = 0 e qualquer vector director de norma unitaria corresponde ao eixo uma vez que nao

hé& rotacao. Se |go| < 1, o angulo obtém-se por § = 2 acos(qg) e o eixo é calculado por

n=(q,q,q)/V1— .

Custo de conversao:

O calculo de 8 = 2acos(qg) requer 1 chamada de funcdo e 1 multiplicagdo. Construir
n = (qi, qo, qg)/m requer 1 adigao, 1 multiplicacdo, 3 divisoes e 1 chamada de funcao.
O custo total de operacoes é 1A+ 2M + 3D + 2F.

6. (n, §) —q

Consideremos n = (ng, ng,ng) um eixo de rotagao unitario e 6 o angulo de rotacao. O

quaterniao ¢ = qo + q1% + q2J + g3k que representa a rotacao satisfaz:
go = cos(0/2), ¢ = nysen(0/2), qa = ngsen(0/2), g3 = nzsen (0/2).

Custo de conversao:

Determinar 6/2 usa 1 divisdo. Calcular sen (6/2) e cos(6/2) requer 2 chamadas de fungao.
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Por fim o produto nsen (6/2) utiliza 3 multiplicagbes. O custo total é 4M + 1D + 2F.

A tabela seguinte resume os custos associados as conversoes entre representacoes:

Conversoes + X / i C
q— R(0,v) 12 12 0 0 0
R(#,v)—q (tr>0) 6 4 2 1 1
R(O,v)—q (tr <0) 6 4 2 1 3
q+— Ragy 13 16 1 7 0
Ragy = q 24 135 |3 |6 |0
q+— (n,0) 1 2 3 2 0
(n,0) — ¢ 0 [3 |1 |2 |0

Tabela 3.2: Numero de operagoes nas conversoes entre representacoes de rotacoes

Esforco computacional na rotacao de vectores

[remos agora analisar o ntimero de operacoes envolvidas na rotacao de vectores, para
as representacoes Matriz de Rotacao e Quaternides.

A transformacao de um vector v por uma matriz de rotacao R corresponde ao produto
u = Rv e requer 6 adicoes e 9 multiplicacoes, num total de 15 operacoes.

Observemos agora uma rotagao realizada com quaternides. Sejam u e v quaternioes
puros expressos na notacao vectorial. Entao o quaterniao puro u = (ug, u1, uz) obtido apos
a rotagao é calculado como u = ¢qvg. Aplicando a expressao geral para a multiplicacao de
quaternioes, o produto p = ¢v requer 16 multiplica¢oes e 12 adigoes (c.f. com (2.6)). O
produto pg também utiliza o0 mesmo ntumero de operacoes. A contagem total de operagoes

¢ 24A + 32M para o produto geral.
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No entanto, uma vez que a componente real de v é nula, p necessita apenas de 12
multiplicagoes e 8 adigoes. Também sabemos que u nao tem o termo ug, pelo que o
produto pg utiliza 12 multiplicacoes e 9 adigoes. Com estas adaptacoes, contabilizamos

um total de 17A 4 24 M, para o que designamos de produto geral adaptado.

A multiplicagdo de quaternites, definida em (2.6), é uma operagao “dispendiosa” pois
envolve 16 multiplicacoes internas. Face a importancia do produto de quaternides na ava-
liacao dos custos computacionais, esta operacao tem sido objecto de anélise no sentido de
optimizar o algoritmo, procurando minimizar o nimero de multiplicacoes internas envol-

vidas.

Enuncia-se de seguida um algoritmo mais eficiente, a que chamamos produto optimizado,
apresentado por Burbanks [Bur96] que envolve apenas 8 multiplicagdes (& custa de mais

adigoes).

Sejam p = po + p1t + p2j + psk e ¢ = qo + @17 + @27 + qzk. Entao, definindo

lo = (Po — p1) * (@2 + q3);
t3 = ;
ty = (p3s —p1) * (1 — q2);
ts = (3 +p1) * (@1 + @2);
te = (Po +Dp2) * (g0 — q3);

t8:t5—|—t6+t7;

tg - (t4 —|— tg)/Q;
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o produto pq pode ser escrito como:

pq = to — t5 + tg
b (ty — tg o+ to)i
+ (tQ —t7+t9)j

+ (t3 — tg + to)k.

Facilmente se verifica que o célculo de cada um dos valores de t;;¢ =0,..,7, envolve
uma multiplicagdo e duas adi¢oes/subtraccoes, ts envolve duas adicoes e, finalmente, to
requer uma adi¢ao e uma divisao. No total, sao entao necessarias, 8 multiplicacoes, 19 adi-
¢oes/subtraccoes e 1 divisao para definir £y, t1, ..., t9. O produto pq necessita ainda de mais
8 adigoes/subtracgoes, resultando num esfor¢o computacional total de 8 multiplicagoes, 1

divisao e 27 adi¢oes/subtracgoes.

Com este algoritmo o produto qvg tem um custo de 544 4+ 18M. A semelhanca do que
acontece com a formula geral da multiplicacao, este algoritmo pode ainda ser adaptado para
a rotacao de vectores com quaternioes uma vez as operacoes que envolvem a componente
real dos quaternioes nao necessitam de ser realizadas e contabilizadas. O primeiro produto
p = qv requer 9 multiplicacoes e 23 adigoes, e o produto pg necessita de 8 multiplicacoes
e 23 adigoes, num custo total de 46 A + 17M. Referimo-nos a este produto como produto
optimizado adaptado.

Por outro lado, observe-se ainda que a conversao de um quaterniao ¢ para uma matriz de
rotacao R requer 12 multiplicagoes e 12 adigoes. Transformar v por R utiliza 15 operacoes
(6A + 9M). Assim, o processo de converter um quaterniao numa matriz e realizar a rotagao
com a matriz utiliza 39 operagoes (18A + 21M), duas menos do que calcular ¢vg, pela
formula genérica adaptada. Esta analise resume-se na Tabela 3.3.

Em relacao a composi¢ao de rotacoes, observa-se que o produto de duas matrizes de
rotagao requer 27 multiplicagoes e 18 adi¢oes num custo total de 184 4+ 27M.

O produto de dois quaternioes requer 16 multiplicacoes e 12 adi¢oes num custo total de

12A + 16 M, sendo claramente mais eficiente. Desta maneira, ganha-se em eficiéncia com-
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Rotacao de n vectores + X Observacoes

Matrizes de rotagao 6n 9n

Quaternioes 24 n 32n Produto geral

Quaternides 17 n 24 n Produto geral adaptado

Quaternides 54 n 18 n Produto optimizado

Quaternioes 46 n 17 n Produto optimizado adaptado

Quaternides e matrizes 12+ 6n | 12 + 9 n || Convertendo primeiro para
uma matrix 3 x 3

Tabela 3.3: Comparacao do nimero de operacoes envolvidas na rotacao de n vectores

putacional usando quaternioes em situagoes em que muitas rotacoes devem ser aplicadas
a um objecto.

Além disso, a normalizacao é outro processo que deve ser considerado na avaliacao
de custos: normalizar um quaterniao para ajustar os erros de virgula flutuante é mais

barato do que ortonormalizar uma matriz de rotacao com o processo de ortonormalizagao

de Gram-Schmidt.

Composicao de rotacgoes || + | X

Matriz de rotagao 18 | 27

Quaterniao 12 | 16

Tabela 3.4: Numero de operacoes envolvidas na composicao de duas rotacoes

Verifica-se neste conjunto de operacoes standard que os quaternioes apresentam uma
reduzida complexidade na composicao de um grande niimero de rotacoes. Para as restantes
operacoes, continua a ser mais rapido converter o quaterniao resultante para uma matriz

3 x 3, antes de realizar outras operacoes adicionais.
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3.5 Consideracoes adicionais

O estudo que aqui apresentamos das rotacoes e do uso de quaternioes para representar
rotacoes é, necessariamente, incompleto. O objectivo deste capitulo era apresentar uma
area de aplicacao importante dos quaternioes que fosse reconhecida tanto por matematicos
como por engenheiros e outros cientistas. A nivel da computacao grafica, a utilizacao de
quaternioes para representar orientacoes ¢, actualmente, uma realidade. Muitos detalhes
foram omitidos, em particular, a interpolacao de orientacoes que assume uma importan-
cia vital na animacao grafica. Muitas referéncias podem ser apontadas como importantes
nestas area. Pelo seu caracter inovador e pedagbgico, salientamos o livro recente de Han-
son, Visualizing Quaternions [Han06], onde é feito um tratamento interessante e bastante
completo deste tema, tanto do ponto de vista matematico como do ponto de vista compu-

tacional.






Capitulo 4

Calculo numeérico e sitmboélico com

quaternioes

Um dos objectivos principais deste projecto consistiu no desenvolvimento de ferra-
mentas simples e amigaveis para operar com quaternioes. Neste sentido, foi codifi-
cado, no sistema MATLAB, um conjunto de funcbes de manipulacdo de quaternices
e implementacgao de rotagoes.

Neste capitulo sao apresentados os contributos computacionais do trabalho realizado:
a calculadora - QuatCalc - e um pacote de rotinas para rotagoes.

4.1 Software para Quaternioes

O interesse pelo calculo numérico e/ou simbolico com quaternides tem vindo a aumentar
desde os anos sessenta devido as aplicagoes praticas em diversos dominios, ja identificadas.
Nesta seccao fazemos referéncia ao estado da arte no que, a implementacao de quaternioes,
diz respeito.

Comecamos por apresentar alguns exemplos (considerados mais relevantes e completos

para este trabalho) de pacotes disponiveis em trés sistemas computacionais.

MATLAB

e Aerospace Blockset

Descri¢ao: Conjunto de rotinas para o Aerospace Blockset.

7
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Sitio: Simulink
Autor: The MathWorks, Inc
Ano: 1994-2006

e Quaternion data class
Descricao: Implementa um conjunto de fungoes para quaternioes.
Sitio: http://www.mathworks.com
Autor: Bill Davidson
Ano: 2006

e (Quaternion Toolbox
Descricao: Coleccao de fungoes que operam sobre quaternioes.
Sitio: https://sourceforge.net/projects/qtfm/
Autor: Steve Sangwine e Nicolas Le Bihan

Ano: 2005

Maple

e Quat Package
Descricao: Package de Quaternioes
Sitio: Disponivel em CD-ROM, incluido no livro recente Funktionentheorie in der
Ebene und im Raum Reihe: Grundstudium Mathematik dos autores K. Giirlebeck,
K. Habetha e W. Sprossig, editado por Ein Birkhauser Buch [GHS06].
Autor: Sebastian Bock
Ano: 2006

e Quaterman
Descricao: Biblioteca de célculo e de manipulagao sobre a algebra dos Quaternioes
Sitio: http://www.inria.fr/rrrt/rt-0148.html
Autores: Patrick Capolsini, Stephane Dalmas e Yves Papegay
Ano: 1993
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e QuaternionAlgebra
Descricao: Pacote que torna possivel a manipulacao simbolica de quaternioes.
Sitio: http://privatewww.essex.ac.uk/“sjs/

quaternionalgebra/quaternionalgebra.html

Autores: Steve Sangwine

Ano: 2005
Mathematica

o Algebra‘Quaternions’
Sitio: Mathematica

Autor: Wolfram Research

e Quaternions
Descricao: Estende o pacote Algebra‘Quaternions' as Rotagoes
Sitio: http://computing.ee.ethz.ch/sepp/mathematica-5.0.1-rs.SEPP/

scratch/AddOns/StandardPackages/Algebra/Quaternions.m

Contexto: Algebra‘Quaternions
Autor: Jason Kastner

Ano: 2000

e (Quaternica
Descricao: Pacote para a manipulacao de expressoes que envolvem Quaternioes
Sitio: http://library.wolfram.com/infocenter/Articles/1405/
Autor: Stephane Dalmas e Yves Papegay
Ano: 1995

Em seguida, apresentamos algumas das rotinas identificadas através de pesquisas via

Internet:

e Qcalc

Descrigao: Calculadora de quaternides desenvolvida em Java
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Sitio: www.theworld.com/“sweetser/java/qcalc/qcalc.html
Autor: Doug Sweetser

Ano: 1998

Quaternion Arithmetic, Functions and Calculus

Descricao: Conjunto de rotinas JAVA implementando operagoes sobre quaternioes e
que permite realizar conversoes entre representagoes de rotagoes.

Sitio: www.euclideanspace.com/maths/

Autor: Martin John Baker

Ano: 1998-2006

Quaternion Class

Descricao: Conjunto de rotinas C+-+ implementando operagoes sobre quaternices
Sitio: http://celestia.teyssier.org/source-documentation/
quaternion\_8h.html

Autor: Chris Laurel

Visualizing QQuaternions

Descrigao: “Quaternion Survival Kit” - Package de Quaternioes incluido no livro
recente Visualizing Quaternions do autor Andrew J. Hanson editado por Morgan-
Kaufmann/Elsevier, 2006.

Sitio: http:books.elsevier.com/companions/0120884003/vq/index.html
Autor: Andrew Hanson

Ano: 2006

Calec 3D
Descrigao: Pacote de software com operacgoes algébricas
Sitio: http://www.greuer.de/pcalc3d.html

Autor: Andreas Greuer

Panda3D API: LQuaternionf

Descricao: Classe quaterniao, desenvolvida em C+-+, para a biblioteca Panda3D.
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Sitio: http://panda3d.org/apiref.php?page=LQuaternionf
Autor: Panda 3D Software Copyright (c¢) 2001 - 2004, Disney Enterprises, Inc.

4.2 O MATLAB

Um dos objectivos deste trabalho foi desenvolver software para tratamento numérico
e/ou simbolico de quaternioes. Embora existam, tal como ja foi referido, véarios pacotes
disponiveis, pretendiamos desenvolver uma calculadora de manipulagao simples a qual esta
evidentemente associado um conjunto de rotinas que podem ser utilizadas independente-
mente. Para este trabalho foi utilizada uma linguagem de programacao que disponibiliza
um ambiente de desenvolvimento baseado sobre um interpretador especializado no cal-
culo numérico matricial - o MATLAB. A nossa opcao pelo sistema MATLAB teve vérias

motivagoes:
e E muito conhecido e amplamente divulgado;

e Permite o desenvolvimento de interfaces graficas através da tool GUIDE e da acesso

a ferramentas de visualizacao faceis de utilizar;

e E de facil aprendizagem, em comparacio outras linguagens de programacao (e.g.,

C++, JAVA);
e Disponibiliza muitas fun¢oes predefinidas;
e [ uma linguagem Orientada aos Objectos, de fiabilidade reconhecida;

e Possui um compilador que permite a geracao de programas stand-alone executaveis

em computadores sem o MATLAB instalado;

e Disponibiliza um Web Server que possibilita aceder na Internet a aplicacoes criadas

no MATLAB.
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4.3 A classe @Qquaternion

Em termos de implementacao optou-se por uma abordagem Object Oriented criando
uma classe @Qquaternion para a definicao de um quaterniao.
Na programacao orientada aos objectos, uma classe pode ser vista como o encapsulamento
de um determinado tipo de objectos (neste caso, os objectos sao os quaternioes).

Uma classe é constituida por:

e um construtor;

e um conjunto de métodos (ou operagoes) sobre os objectos da classe.

O construtor implementa as regras internas que definem o quaterniao. Pode ser visto
como uma funcao a qual é passado um conjunto de parametros devolvendo um objecto da
classe em causa.

Cada objecto da classe herda todos os métodos e caracteristicas da classe a que pertence.

Para a classe @Qquaternion, o construtor tem dois parametros:

e Quaterniao - Expressao que representa o quaterniao;

e Modo - Indica a forma (H ou R*) do quaternido passado ao construtor.

Esta estrutura permite a utilizacao da classe @quaternion a partir da linha de comandos
do MATLAB.

De seguida serao intercalados como exemplos, algumas operagoes realizadas na prompt
do MATLAB. Comecamos pelo exemplo do construtor de quaternidoes no modo H e no

modo R*:
Exemplo 4.1. O quaterniio ¢ = 1+ v/2i — 3/5j — 8k pode ser definido por:

>> q = quaternion(’1 + sqrt(2)i -3/5j - 8k’,’H’)
q = 1.0000 1.4142 -0.6000 -8.0000

>> q = quaternion([1, sqrt(2), -3/5, -8])
q = 1.0000 1.4142 -0.6000 -8.0000
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Os métodos agrupam as funcoes quaternionicas elementares, trigonométricas e hiper-

bolicas.

Procurar gm: |lﬂ {@quatermnion j &= EF v
E. Babsm @display.m @quammatrixc.m
- EabsIJK.m Ediv_sc.m @qua&matrixR.m
Oz meus aacos.m @dot.m @quatﬂ-‘ector.m

documentos re... Eacosh.m @exp.m @quaternion.m

T @arg.m @imag.m @quatOutput.m

=

- asin.m @inv.m real.m

ATb'Enlt}f de Basinh.m @isreal.m @sec.m
A .a ° @atan.m @In.m @sgnQuat.m

‘j @atanh.m @minus.m @sin.m

05 mews aconj.m @mldivide.m @sinh.m
e —— Ecos.m Empower.m @sqrt.m
acosh.m @mrdivide.m @tan.m
@cot.m @mtimes.m @tanh.m
Bcross.m @muItSym.m @toMatrix.m

Compulado[ @CSC.I‘H @plus.m @uminus.m

=

na rede

Oz mews locais  Mome do ficheino: | j Abrir |
Ficheiros do tipo: |MATLAB fles ﬂ Cancelar

Figura 4.1: Construtor e métodos da classe Qquaternion

Exemplo 4.2.
>> q = quaternion([3, 1/5, sqrt(7), -31)

q = 3.0000 0.2000 2.6458 -3.0000

>> p = conj(q)
p = 3.0000 -0.2000 -2.6458 3.0000

Qualquer classe definida herda um conjunto de funcoes bésicas do préoprio MATLAB

(e.g. adigao, multiplicacao, etc). No entanto, para que essas operagoes possam ser usadas,

é necessario defini-las, ou redefini-las, no universo da classe - a adicao base do MATLAB

funciona para ntimeros (objectos) inteiros, reais e ainda para matrizes, mas nao funcionara

para os objectos da classe visto que nao esta definido o que significa adicionar quaternioes.
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Por outras palavras, é necessario definir ou implementar o comportamento das varias ope-
ragoes como a adi¢ao e multiplicagao para cada classe. A esta redefini¢ao de operagoes (ou
métodos) da-se o nome de overloading.

Na classe @Qquaternion foram redefinidas fungoes existentes no MATLAB, de modo
a operar correctamente com quaternioes. Por outro lado também foram criados novos
operadores. Alguns métodos podem ainda ser substituidos pelos simbolos, como: plus

— +; minus — —; uminus — —; mtimes — *; mldivide — \; mrdivide — / e mpower —"
Exemplo 4.3.
>> q = quaternion(’1 + 2k’, ’H’)

q=1 0 0 2

>> p = quaternion(’56 -2i + 3k’, ’H’)

p=5 -2 0 3

>> p*q
ans = -1 -2 4 13

>> q*p
ans = -1 -2 -4 13

>> q/p
ans = 0.2895 0.0526 0.1053 0.1842

>> g\p
ans = 0.2895 0.0526 -0.1053 0.1842

>> q“p
ans = -1.0617 -0.3285 -0.4520 1.6227
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Na classe @Qquaternion foram também incluidos métodos para representacao de quater-

nioes na forma matricial real e complexa:

Exemplo 4.4.

e quat2matrixC - Representacao com matrizes complexas 2 x 2;
>> q = quaternion([1, 2, 3, 4]);
>> MC = quat2matrixC(q)
MC = 1.0000 + 2.0000i  3.0000 + 4.0000i
-3.0000 + 4.00001 1.0000 - 2.00001

e quat2matrixR - Representacao com matrizes reais 4 x 4;

>> MR = quat2matrixR(q)

MR = 1 2 3 4
-2 1 -4 3
-3 4 1 -2
-4 -3 2 1

4.4 A calculadora QuatCalc

QuatCalc é uma calculadora que permite realizar operagoes com quaternioes. Possibi-

lita a introdugao de quaternioes de dois modos diferentes:

e Modo H: ¢=qo+ q1i + ¢ + ¢k — input mode

®IH O R

e Modo R*: q=[90,¢,q, 95
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Apos escolher o modo de entrada e o formato pretendido, o utilizador introduz o quater-
niao no campo de entrada e selecciona, com o rato, a operacao a realizar. Caso a expressao
introduzida nao seja valida, a calculadora assume o quaterniao nulo. Por defeito, a calcu-
ladora assume H como modo de entrada e o formato short.

Os operandos e seus resultados sao apresentados numa [listboz, separados respectiva-
mente por uma linha tracejada ou uma linha continua. Os dados da listbor podem ser

reutilizados através de um duplo click, numa linha da listbox.

clefault formsat

A calculadora QuatCalc suporta operagoes (#) short () long () rat

nos formatos long, short e rational.

O ultimo resultado obtido ap6s uma operacao pode ainda ser convertido num formato

diferente do seleccionado previamente, primindo no Qutput Format.

Operacoes Suportadas

A QuatCalc esté organizada em trés conjuntos de operagoes:

e Operacoes Elementares com dois Operandos

— “ 47 - Adigdo

— .7 _ Subtracgio

— “* 7 _ Multiplicacio [+« || ir |
— % x, 7 - Produto simétrico - I ]
— “ /r” - Diviso a direita = J[ oot ]

— “\ 17 - Divisao a esquerda [ = ] [ CrOSs ]

— “dot ” - Produto interno

— “ cross 7 - Produto externo
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) QuatCalc

im1+2i-3j-k)

1-2i+3j+K

son{1+2i-3-K)

0.2582+0.51641-0.77 46]-0.2582k

abs(0.2582+0.9164i-0.7746)-0.2582K)

input mode default format —— —output formeat
’7@ H ORMd (@shan O long O rat ’7
[ + ][ it ] [ re ][ abs] [ s5in ] [asin][ Sec ] [sinh][asinh]
[ - J[ ] [im ] [abslik] [ cos ] [acos] [ esc ] [ cosh] [acosh]
[ * ][ oot ] [ conj ] [ 54N ] [ tan ] [ atan ] [ ot ] [tanh ] [atanh]
[ = ][cross| [Linv ) [ am | [ep ] Ln J0 2 ] [Lsart]

Figura 4.2: A calculadora QuatCalc

e Operacoes Elementares com um Operando

— “re” - Parte Real

— “im” - Parte Imaginaria

— “conj” - Conju

— “inv” - Inverso

gado

[ re ][ahs]

| im | |abslik]

Lconi | [_san |

inv J [_arg J

— “abs” - Norma (ou Valor Absoluto)

87
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— “absIJK” - Norma da parte imaginaria
— “sgn” - Sinal

— “arg” - Argumento
Funcoes Trigonométricas, Hiperbolicas e Exponenciais
— “sin” - Seno
— “cos” - Coseno
— “tan” - Tangente
— “asin” - Arco Seno
— “acos” - Arco Coseno
— “atan” - Arco Tangente
— “sec” - Secante
— “csc” - Co-secante
— “cot” - Co-tangente
— “sinh” - Seno Hiperbolico
— “cosh” - Coseno Hiperbolico
— “tanh” - Tangente Hiperbolica
— “asinh” - Arco Seno Hiperbolico
— “acosh” - Arco Coseno Hiperbolico
— “atanh” - Arco Tangente Hiperbolico
— “exp” - Exponencial
— “In” - Logaritmo
— “ 77 - Poténcia

— “sqrt” - Raiz Quadrada
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| Lasin ) [[sec J
| Lacos ) [ esc ]

| Latan ) [ cat J
| Lo JL» J

| Lasinh]
| acosh]

| Latanh ]

— | e o
— p— — p—

Figura 4.3: Fungoes trigonométricas, hiperbdlicas e exponenciais

4.5 Rotinas para rotagoes 3D

Adicionalmente a classe @quaternion, foi também implementado um conjunto de rotinas
que implementam a rotacao de um vector v por um angulo ¢, em torno de um eixo n. O
modo de utilizacao destas funcoes esta acessivel invocando o help na linha de comandos do
MATLAB. Salientamos que estas funcoes nao estao na classe @Qquaternion, uma vez que
nem todas operam sobre quaternioes. Assim, um quaterniao deve ser definido como um
vector de 4 componentes, sempre que é parametro de entrada de alguma destas fungoes.

De seguida ilustramos, através de um exemplo, cada uma das rotinas implementadas:
Exemplo 4.5.

e rotByMatrix - Rotacao usando Matriz de Rotacao

>> [v, R] = rotByMatrix([1,0,0], pi, [0,1,0])
v= 0 -1.0000 0.0000

R = 1.0000 0 0
0 -1.0000 -0.0000
0 0.0000 -1.0000

e rotByAxisAngle - Rotacio usando Eixo-Angulo
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>> v = rotByAxisAngle([1,0,0], pi, [0,1,01)
v= 0 -1.0000 0.0000

e rotByQuat - Rotacao usando Quaterniao

>> [v, ql] = rotByQuat([1,0,0], pi, [0,1,0])
v = 0 -1 0
0.0000 1.0000 0 0

q

Conversao entre representacoes de rotacoes

Tal como ja foi referido, a conversao entre representacoes é essencial para tirar par-
tido das diferentes vantagens inerentes a cada uma das representacoes. Nesse sentido, foi
também desenvolvido um conjunto de rotinas que efectua a conversao de rotacoes entre
quaternioes e matriz de rotagao, eixo-angulo e angulos de Euler. Mais uma vez, apresen-

tamos cada uma das rotinas através de um exemplo.

Exemplo 4.6.

e quat2matrix - Conversao de quaterniao para matriz de rotacao

>> g=[1,1,1,1];
>> R=quat2matrix(q)
R = 0.0000 -0.0000 1.0000
1.0000 0.0000 -0.0000
-0.0000 1.0000 0.0000

Note-se que esta funcao, embora aceite como argumento, um quaterniao nao unitario,

devolve a matriz associada ao quaterniao introduzido normalizado.

e matrix2quat - Conversao de matriz de rotacao para quaterniao
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>> p=matrix2quat (R)
p = 0.5000 0.5000 0.5000 0.5000

Como se pode comprovar, o quaterniao p obtido corresponde ao quaterniao inicial q

normalizado.

e axisAngle2quat - Conversao de eixo-angulo para quaterniao

>> q = axisAngle2quat([1 0 0], pi/4)
q = 0.9239 0.3827 0 0

e quat2axisAngle - Conversao de quaterniao para eixo-angulo

>> [n, thetal = quat2axisAngle(q)
n = 1.0000 0 0
theta = 0.7854

e culer2quat - Conversao de angulos de Euler para quaterniao

>> q = euler2quat(pi/2,pi/2,pi/2)
q = 0.7071 0.0000 0.7071 0.0000

4.6 QuatRotation - Visualizacao de rotacoes 3D

O QuatRotation foi o programa desenvolvido no ambito deste estudo e que, recorrendo
a alguns dos métodos apresentados acima, permite a visualizacao da rotacao de objectos
no espaco tridimensional.

O utilizador pode seleccionar os objectos disponiveis através de um popup-menu:
e Ponto

e Tetraedro
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Hexaedro

Octaedro

Icosaedro

Dodecaedro

) QuatRotation |;H_.f'>__<|
 object Rotagdo realizada a volta do eixo X
— Rotagdo por 2

() Quaternidn () Matriz de rotagdn 15
. P 1
— Eixos principais de rotagao — Anitnacsn
O o 05
o
v A )| © ™
| I— T
Angulo de rotagio - [0 2pi] =g
-1.54].
Eixo Arbitrario
[] Desenhar Orientagéo 25,
(@] 2
A A »
Defirir Orientag&a ¥y
Y
Inicializar Sair x

Figura 4.4: Rotacao de Poliedros em R?

Sempre que o utilizador selecciona um dos objectos, o programa actualiza a figura no
referencial.

O programa disponibiliza duas formas de rotacao dos objectos:

e Rotacao Manual - neste modo o utilizador usa um slider que lhe permite especificar

o angulo de rotagao no intervalo de [0, 27];

e Rotacao Dinamica - neste modo o objecto roda ininterruptamente a volta de um eixo.
A rotacao dinamica é implementada através do incremento sucessivo de um angulo

fixo.
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J QuatRotation

_ Objectos Rotacdo realizada a volta do eixo Z

Hexaedro b

— Rotagéo por

(%) Quaternido () Matriz de rotagdo
__Eixos principsis derotagiio___ Animagio
v 3 O
NCR] I I | e ™
VAR | » O
ngulo de rotagdo - [0 2pi]
Eixo Arbitréio
[] Desenhar Orientagéa
@]
A 4 L3
Definit Orientagso I

[ Inicializar ][ Sair

Figura 4.5: Rotagao manual ou dinamica de um hexaedro

A rotagao de cada objecto pode ser realizada a volta de um dos trés eixos principais (X,
Y, Z) ou a volta de um eixo arbitrario. A orientacao do eixo arbitrario pode ser desenhada

graficamente pelo utilizador ou definida manualmente.

A calculadora QuatCalc, o QuatRotation e todas as funcoes em MATLAB desen-
volvidas no ambito deste trabalho sao do dominio ptublico e podem ser encontradas em

http://www.math.uminho.pt/“mmc/dissertacoes/quaternions.htm.
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