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Uma abordagem multivariada para modelos conjuntos de
dados longitudinais e de sobrevivéncia

Resumo: Um grande desafio da anélise de dados longitudinais é a presenca de observacoes
omissas por abandono de alguns dos participantes. Se o motivo do abandono esté relacionado
com a resposta longitudinal em andlise (e.g., o paciente morre da doenga em estudo), os dados
observados podem nao representar uma amostra aleatoria dos dados completos. Esta perda
de informacao conduz a uma reducao da precisao, e se nao for tratada adequadamente,
pode conduzir a inferéncias enviesadas e conclusoes imprecisas. Por este motivo, quando o
abandono ocorre de forma nao aleatoria, o processo de omissao nao pode ser ignorado e deve
ser considerado na analise. Neste contexto, a modelagao conjunta de dados longitudinais e
de tempo-até-evento surge como uma solugao.

Neste trabalho foi desenvolvida uma fungao para o software R, que permite ao utilizador
usar uma base de dados completa para gerar novas bases de dados com dados omissos, en-
quanto controla o mecanismo de omissao e proporcao global de abandono dos participantes.
Esta fungao designa-se por trim() e sera incluida num package ja existente no software R.
Depois, fazendo uso da funcao desenvolvida e de conjuntos de dados completos simulados, é
apresentado um estudo para avaliar de que forma as carateristicas do conjunto de dados lon-
gitudinais e carateristicas dos dados omissos influenciam inferéncias baseadas exclusivamente
nos dados observados. Mais ainda, este trabalho estende o modelo Gaussiano transformado
proposto por Diggle et al. (2008) [1I] para descrever a distribuigdo conjunta das respostas
longitudinal e tempo-até-abandono. A contribuicao nesta dissertagao foi a proposta de novas
estruturas de correlagao para este modelo, com uma interpretacao mais intuitiva, através da
inclusao de um parametro de associagao entre as duas respostas. O algoritmo EM foi aplicado
para obter as estimativas de méxima verosimilhanca dos parametros do modelo conjunto, em
alternativa a diferenciagao da log-verosimilhanca seguida no trabalho inicial. Esta aborda-
gem permitiu-nos obter, na presenca de tempo-até-abandono censurados, pela primeira vez,

expressoes com forma fechada para alguns dos parametros do modelo.

Palavras-chave: dados longitudinais, dados omissos, abandono informativo, modelo con-

junto paramétrico.
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A mutivariate approach to joint modelling of longitudinal
and survival data

Abstract: A major challenge in the analysis of longitudinal data is the presence of missing
data due to participants dropping out. If the reasons for dropping out are related to the
outcome measure (e.g., a patient dies from the disease under study), the observed data may
not resemble a random sample of the complete data. This loss of information leads to a
reduction in accuracy, and, if not handled properly, the observed data may lead to biased
inferences and inaccurate conclusions. Hence, when drop-outs occur non-randomly, the loss
of this data cannot be ignored and must be taken into account in the analysis. Within this
context, the joint modelling of longitudinal data and time-to-event data comes into play.

In this work, a function is developed for the software R that allows the user to use a
complete dataset to generate new datasets with missing observations while controlling the
missing mechanism and the overall subject dropout proportion. This function, trim(), will
be added to an existing R package. We conducted a simulation study, using the developed
function and simulated complete datasets, to investigate how the characteristics of both
the longitudinal dataset and missing observations influence inferences based solely on the
observed data.

Further work builds upon the multivariate Gaussian model proposed by Diggle et al.
(2008) [1] to describe the joint distribution of longitudinal and missing processes. The con-
tribution of this dissertation is the proposal of a new correlation structure for this model
with a more intuitive interpretation based on an association parameter between two res-
ponses. The EM algorithm is used to derive the maximum likelihood estimates of the joint
model in lieu of the differentiation of the log-likelihood method used in the initial work. This
approach makes possible, for the first time, closed-form expressions for some of the model

parameters when censored times are observed.

Keywords: longitudinal data, missing data, informative dropout, parametric joint model.
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Capitulo 1

Introducao

Dados longitudinais sao gerados quando os mesmos individuos sao observados repetidamente
ao longo do tempo relativamente a uma mesma carateristica. Os modelos longitudinais
descrevem o processo estocastico dos dado observados. Estes modelos sao uma importante
ferramenta de investigacao porque nos permitem, sobretudo, distinguir a variabilidade dos
dados dentro e entre individuos [2], e relacionar essa variabilidade com o tempo e outros
fatores. Uma vez que a recolha de dados longitudinais é dilatada no tempo, a presenca de
dados omissos em estudos longitudinais é muito frequente. A modelacao correta de dados
longitudinais na presenca de dados omissos continua a ser um dos maiores desafios da analise
deste tipo de dados. Se a omissao ocorre de forma nao aleatéria, os dados observados nao
constituem uma amostra aleatoria dos dados completos. Esta perda de informacao conduz
nao s6 a uma reducgao da precisao mas também, se nao for tratada adequadamente, a inferén-
cias enviesadas e conclusdes imprecisas. E neste contexto que a modelacio conjunta de dados
longitudinais e de tempo-até-evento surge como uma solucao para este problema, modelando
conjuntamente o processo estocastico longitudinal e o processo estocastico de omissao.

Este trabalho teve como objetivo desenvolver uma fungao em software R que permita ao
utilizador simular dados com observagoes omissas a partir de dados longitudinais completos,
e com isso conduzir estudos de simulacao independentes para avaliar de que forma diferentes
carateristicas dos dados longitudinais e dos dados omissos podem afetar inferéncias basea-
das exclusivamente nos dados observados. Pretendeu-se ainda estender o modelo Gaussiano

transformado, desenvolvido por Diggle et al. (2008) [1], para incluir novas estruturas de cor-



relacdo com uma interpretacao mais intuitiva e obter as equagoes dos estimadores dos seus
parametros.

Este documento é composto por 5 capitulos. Nas proximas secgoes do Capitulo 1 é in-
troduzida a terminologia e notagao utilizado ao longo do documento. Nas sec¢oes seguintes
dao apresentados de forma breve conceitos fundamentais da anélise de dados longitudinais
e de sobrevivéncia. Essas sec¢oes nao tém a pretensao de descrever exaustivamente os mé-
todos desenvolvidos em ambos as areas do conhecimento, apenas o objetivo de introduzir
alguns conceitos essenciais & compreensao do trabalho exposto nos restantes capitulos. No
Capitulo 2 descreve-se a classificagao de dados omissos em estudos longitudinais. Ainda no
mesmo capitulo descreve-se o desenvolvimento da funcao trim() no software R, que per-
mite ao utilizador simular dados omissos por abandono em conjuntos de dados longitudinais
completos. Depois, é apresentado um estudo de simulagao que faz uso da funcao desenvol-
vida para avaliar de que forma as carateristicas dos dados longitudinais e dos dados omissos
influenciam inferéncias baseadas exclusivamente nos dados observados. No Capitulo 3 sao
apresentadas as principais abordagens descritas na literatura para a modelacao conjunta de
dados longitudinais e de dados tempo-até-evento, e as suas principais motivagoes. No Capi-
tulo 4 aborda-se o modelo Gaussiano transformado proposto por Diggle et al. (2008) [I]. Sao
apresentadas novas estruturas de correlagao para este modelo conjunto, com uma interpre-
tagdo mais intuitiva. Apresentamos as equagoes dos estimadores dos pardmetros para uma
estrutura particular. No capitulo 5 é feita uma reflexao critica sobre o trabalho desenvolvido
e apresentam-se direcoes para o trabalho futuro. Este documento é ainda constituido pelos
anexos A, B, e C. No Anexo A é disponibilizado o codigo integral utilizado no software R para
o desenvolvimento da funcao trim() e o estudo simulacao descritos no Capitulo 2. Todos
os resultados apresentados fizeram uso de uma semente de aleatoriedade disponibilizada ao
leitor no codigo utilizado, permitindo a reprodutibilidade dos mesmos no seu computador.
Nao sendo possivel disponibilizar dos conjuntos de dados em anexo, estes podem ser con-
sultados em https://bit.ly/20e17ga. No Anexo B sao apresentados gréaficos completares
relativos ao estudo de simulagao, mas que sao referenciados ao longo do texto do Capitulo
2. No Anexo C sao compilados fundamentos de teoria multivariada Gaussiana, resultados de

operacoes sobre matrizes, e a formula de Leibniz. Estes conceitos sao fundamentais para a


https://bit.ly/2Oe17ga

compreensao dos resultados apresentados no Capitulo 4, e referenciados no corpo do texto,

sempre que oportuno.

1.1 Terminologia e notacao

Neste documento letras maitsculas sdo utilizadas para descrever variaveis aleatorias (v.a.),
e letras mintdsculas para representar as respetivas realizagoes. Distinguem-se matrizes/ve-
tores de escalares apresentando-se os primeiros a negrito e os segundos a estilo normal. No
entanto, vetores sao representados com letras mintsculas, e matrizes com letras maitsculas.
Pontualmente apresenta-se em subscrito as dimensoées dos vetores e/ou matrizes a fim faci-
litar a compreensao do leitor. Neste documento, a matriz transposta de M é representada
por M ". O elemento na linha i e na coluna j da matriz X representa-se por z;;. O traco de
uma matriz representa-se por Tr[-]. O valor esperado e a variancia de uma variavel aleatoria
(v.a.) sao representados por E[-] e Var|-], respetivamente. A covariancia entre duas v.a. ¢
representada por Cov(-,-). O simbolo Il denota que duas v.a. sdo independentes entre si.

Alguns exemplos:

1. x; ¢ uma realizagao da variavel aleatéria univariada X;, X; ~ N(u,0?);

2. x; é uma realizacdo da variavel aleatoria multivariada X;, X ~ MV N(u,X);
3. Se A for uma matriz simétrica verifica-se a relacio A" = A;

4. B é uma matriz com r linhas e ¢ colunas;

rXc

6 7

5. w19 = 7 ¢ o elemento da matriz X na linha 1 e na coluna 2, atendendo que X = |: ;
8 9
T.b

6. Sejam a = (ay, -+ ,a,)" e b = (by,---,b,)" dois vetores de dimensdo n, a
Z?:l a; - bz

7. Var[X + Y] =VarX]+ Var[Y] = (E[X?] + E[X]*) + Var[Y], se X1Y.

Uma descrigao mais especifica da notagao utilizada seré apresentada caso a caso ao longo

do documento, sempre que pertinente.



1.2 Modelos para analise de dados longitudinais

Dados longitudinais sao dados que descrevem a evolugao no tempo de uma mesma cara-
teristica no mesmo conjunto de unidades amostrais (e.g., individuos, animais, amostras de
laboratorio). Os dados podem ser recolhidos de forma prospetiva, i.e., as unidades amostrais
sao observadas repetidas vezes ao longo do tempo relativamente a uma mesma carateristica.
Alternativamente, a informacado pode ser obtida retrospetivamente, onde informacoes que
descrevem os individuos sao recolhidas do seu passado [2]. Nas ciéncias sociais este tipo de
dados sao habitualmente designados por dados de painel.

Neste documento designar-se-a as unidades amostradas por individuos. A observacao
registada no individuo ¢ no tempo j ¢é designada por y;;. Cada individuo é observado em
diferentes ocasioes t;. As n; observacoes recolhidas no individuo 4 sao representadas pelo
vetor y; = (Y, - - - ,ymi)T. O vetor y; é uma realizacao da v.a. multivariada Y;. O i-ésimo
individuo em cada instante j tem a si associado, a par da resposta y;;, um vetor de covariaveis
x;; com dimensao p. O valor das variaveis pode variar no tempo. Os vetores de covariaveis

do mesmo individuo podem ser organizados na forma matricial,

T
Ty
Xi = )
n;Xp
T

Lit,,,

conhecida por matriz desenho. Num estudo longitudinal em que participam m individuos
observados em n; ocasioes, o numero total de observacoes é representado por N, com N =
Y- n;. O conjunto das variaveis respostas para todos os m individuos a participar no estudo
¢ dado pelo vetor Y = (Y7, ,Y,,)" de dimensdo N.

Num estudo longitudinal, a varidvel resposta pode ser continua ou discreta. Nos casos
em que a variavel é continua, e.g., pressao sanguinea, habitualmente aplicam-se modelos
assentes no pressuposto de que a variavel resposta segue uma distribuicao Gaussiana. Por
vezes € necessario aplicar uma transformagao Box-Cox. No caso discreto, a varidvel pode ser
descrever, por exemplo, a presenga ou auséncia de um sintoma ao longo do tempo (variavel

resposta binéria) [3]. Ou ainda descrever um processo de contagem [4, 5], e.g., o nimero

de vezes que o sintoma se manifesta. Nesta introdugao abordaremos apenas a modelagao de



dados longitudinais Gaussianos.

Anélises simplistas de dados longitudinais passam por resumir a sequéncia de medidas
de cada individuo num tnico valor sumério. Algumas destas medidas sumério sao, por
exemplo, a area sob a curva, ou o declive ao longo do tempo. Embora apelativas pela sua
simplicidade estas abordagens implicam uma perda de informacgao, uma vez que diferentes
perfis individuais podem produzir a mesma medida sumario. Contudo, este tipo de anélises
mantém-se em uso para analises exploratorias dos dados [6].

Estudos longitudinais constituem uma importante ferramenta de investigacao uma vez
que fornecem conhecimento sobre a evolucao e persisténcia da carateristica de interesse no
tempo e dos fatores que contribuem para esse desenvolvimento. Ao contrario do que acontece
num estudo transversal, a existéncia de medi¢oes repetidas ao longo do tempo sobre o mesmo
individuo permite separar o efeito do coorte do efeito da idade [2]. Cada individuo funciona
como o seu proprio controlo, sendo as alteragoes na carateristica de interesse observadas em
cada individuo ao longo do tempo estimadas independentemente de qualquer variagao da
carateristica entre individuos. O desenho do estudo permite, por isso, captar as alteracoes
dentro de cada individuo; e ao separar os erros nas medigoes dos erros aleatérios aumentar a
poténcia estatistica, e reduzir o enviesamento [7]. Assim, os estudos longitudinais possibilitam
uma compreensao mais profunda sobre as relagoes causa-efeito das variaveis observadas, do
que seria possivel por meio de um estudo transversal.

Estudos longitudinais distinguem-se da anélise de séries temporais pelo niimero de unida-
des amostrais observadas. No estudo de séries temporais, o interesse recai na observacao de
uma unidade amostral durante um periodo longo; enquanto que no segundo varias unidades
amostrais sao acompanhadas ao longo de um periodo de tempo, habitualmente mais curto.

Num estudo longitudinal, os individuos nao necessitam, necessariamente, de ser observa-
dos nos mesmos instantes (espagamento irregular entre observagoes) e/ou 0 mesmo nimero
de vezes. Diz-se que estamos na presenca de um estudo longitudinal balanceado (ou equili-
brado) quando os individuos possuem o mesmo niamero de observagoes e se estas foram feitas
nas mesmas ocasioes; e nao balanceado (ou nao equilibrado) caso contrario. Laird & Ware
(1982) [8] propuseram uma classe flexivel de modelos para dados longitudinais, os modelos

lineares mistos, capazes de lidar com dados longitudinais nao equilibrados. No entanto, nem



todos os métodos sao capazes de o fazer, como é o caso da ANOVA univariada de medicoes
repetidas [6].

Uma vez que os dados longitudinais constituem medigoes repetidas no tempo sobre os
mesmos individuos, pelo que existe provavelmente uma correlagao serial entre as observacoes
de um mesmo individuo. FEsta carateristica implica que uma regressao linear simples por
assumir que as observacoes sao independentes nao ¢ apropriada para analisar dados longi-
tudinais. Por este motivo a estrutura de correlacao desempenha um papel preponderante
na estimacao dos parametros do modelo a ajustar aos dados [2]. Modelos para a anéalise
de dados longitudinais devem nao ter apenas em conta a dependéncia entre as covariaveis
e a variavel resposta, mas também a dependéncia entre as respostas do mesmo individuo.
Contudo, respostas de diferentes individuos sao consideradas independentes.

Diggle et al. (2002) 2] divide os modelos longitudinais em trés categorias:

Modelo de transicao: O modelo de transicao modela conjuntamente o valor esperado e a
dependéncia temporal, condicionando a resposta a um subconjunto particular de outras
respostas. Nestes modelos a correlagao entre as respostas de um mesmo individuo é
explicada pelo facto do valor de Y;; depender dos valores anteriormente observados

(Y, - ,Y;(j_l))T, i.e., as respostas anteriores sao tratadas como covariaveis.

Modelo marginal: Com um modelo marginal pretende-se fazer inferéncia sobre o valor
médio populacional. O valor esperado marginal é modelado em funcao de covariaveis

mas nao é condicionado a outras varidveis resposta ou a efeitos aleatorios, na forma

com i =1,...,m, onde Y; é o vetor das variaveis respostas para o i-ésimo individuo,
B & o vetor dos efeitos fixos (parametros desconhecidos), e X; é a matriz desenho dos
efeitos fixos. A matriz V; é a matriz de co(variancias) que descreve a estrutura de
correlagao entre as observac¢oes do mesmo individuo. Exemplos de estruturas utilizadas
para modelar V; sao: nao estruturada, simetria composta, auto-regressiva, correlacao
espacial Exponencial ou Gaussiana. Algumas destas estruturas sao apresentadas na

Tabela [1.1]



Tabela 1.1: Possiveis estruturas para a matriz de co(variancias) V; no modelo ({1.1)).

Estruturas de correlagao

Nao estruturada Simetria composta Auto-regressiva (ordem 1)

2
07 012 013
2
0'2 021
2
O3

014

023

031

15 Lpopopop L p p* p> p
024 Lpopop L p p* p
032 o’ pp o2 1 p p
o4 1 p 1 »p
o2 1 1

Como Fitzmaurice et al. (2008) [6] refere, apesar deste tipo de modelos terem em conta

a dependéncia entre as observacoes repetidas eles nao oferecem nenhuma explicagao

para a origem dessa dependéncia.

Modelo de efeitos aleatérios: O modelo de efeitos aleatorios tem como objetivo fazer in-

feréncia sobre o valor médio individual e nao populacional. Estes modelos permitem por

isso descrever a resposta média de cada individuo e a sua dependéncia com as covaria-

veis. Estes modelos incorporam além das covariaveis, efeitos aleatérios que descrevem

a variabilidade do individuo em relagao ao valor médio populacional,

onde

com ¢ = 1,..

Sym.

Y, = X,8+ MU, + Z;, (1.2)

(

U,~ MVN(,D)

Z; 11U,
.

Y, é o vetor das varidveis respostas para o i-ésimo individuo, 3 e



X sao o vetor e a matriz desenho dos efeitos fixos, respetivamente. U; é o vetor de
efeitos aleatorios de dimensao ¢, e M; é a matriz desenho, com dimensao (¢ x ¢), dos
efeitos aleatorios. Z; é o vetor de erros aleatérios dentro do individuo. Enquanto 3
descreve mudangas da resposta média na populacao, 3 + U; descreve a trajetoria das
respostas individuais. A inclusao de efeitos aleatérios permite descrever as alteragoes
dentro de cada individuo ao longo do tempo, flexibilizando a representagao da estrutura

de co(variancias) e dando-lhe significado. Condicional a Uy, Y;; s@o independentes.

O modelo descrito em (|1.2]) também é conhecido por modelo linear misto para um tnico

nivel de agrupamento proposto por Laird & Ware (1982) [§].

Na anélise de dados longitudinais Gaussianos, a utilizagao de um modelo com efeitos ale-
atorios ou de um modelo marginal nao implica alteragoes na interpretacao dos coeficientes de
regressao 3, uma vez que todo o modelo com efeitos aleatorios implica um modelo marginal,

ie.,

Y, ~ MVN (X;8, V;= M;DM, +%;),

No entanto, os dois modelos nao sao equivalentes porque o modelo marginal nao define
explicitamente a estrutura de efeitos aleatorios. O modelo de efeitos aleatorios implica um
modelo marginal, mas o inverso nao se verifica. Modelos com diferentes estruturas de efeitos
aleatorios, definidos pela matriz D, podem implicar o mesmo modelo marginal [9]. Assim, a
decisao da escolha entre os dois tipos modelos deve ser guiada pelas questoes que motivam
o estudo. Por exemplo, podemos estar interessados em selecionar entre as varias opcoes te-
rapéuticas disponiveis aquela que trard maior beneficio a um paciente particular. Por outro
lado, o interesse pode recair em identificar o tratamento que melhor reduz a morbilidade po-
pulacional. No primeiro exemplo, a escolha deve recair sobre um modelo de efeitos aleatorios,
e no segundo sobre um modelo marginal.

Nesta seccao introduziram-se conceitos fundamentais da analise de longitudinal essenciais
para a compreensao do trabalho exposto nos proximos capitulos. Para um estudo mais
abrangente e detalhado dos conceitos mencionados recomenda-se a leitura das seguintes obras:

Diggle et al. (2002) 2], Verbeke & Molenberghs (2000) [9], e Pinheiro & Bates (2006) [10].



1.3 Modelos para analise de dados de sobrevivéncia

Dados de sobrevivéncia, ou dados tempo-até-evento, descrevem o tempo decorrido desde um
ponto de referéncia até a ocorréncia de um evento de interesse num individuo. O evento de
interesse pode ser, por exemplo, a morte do individuo durante um ensaio clinico, o fim de um
periodo de desemprego, ou a falha de um equipamento eletréonico. O tempo decorrido entre o
instante inicial e a ocorréncia do evento designa-se, habitualmente, por tempo de sobrevivén-
cia ou tempo de vida. Os modelos de regressao para dados de sobrevivéncia permitem-nos
estudar a distribuicao de tempo de vida de um grupo de individuos, e determinar a relagao
entre a distribuigao do tempo de vida e um conjunto de fatores (covariaveis) que se supoe
afetarem o tempo de sobrevivéncia.

Uma carateristica importante deste tipo de dados é a possibilidade de existéncia de dados
censurados. Esta idiossincrasia condiciona a aplicagao de muitos métodos estatisticos. Um
tempo-até-evento diz-se censurado quando o tempo até a ocorréncia do evento nao é conhecido
com exatidao. Os métodos para analise de sobrevivéncia, comparativamente aos métodos
estatisticos classicos, sao capazes de lidar com a presenca de dados censurados. Apesar de o
tempo-até-evento nao ser conhecido com exatidao, esses dados nao sao ignorados e continuam
a ser incluidos na analise sem que haja perda de informagao.

Seja T; uma v.a. absolutamente continua e nao negativa, que representa o tempo-até-
evento do individuo ¢ pertencente a uma dada populagao homogénea. Por populagao homo-
génea entende-se um grupo de individuos que nao se distinguem entre si por fatores capazes
de influenciar a sua sobrevivéncia. A probabilidade de o i-ésimo individuo sobreviver para

além do tempo t; é representado pela sua funcao de sobrevivéncia

t;
A fungao de sobrevivéncia é mondtona decrescente, continua, com S(0) = 1e . lirf S(t;) =
i—>+00
0.
A funcao densidade de probabilidade da v.a. T} representa-se por
P(t; <T; < t; + dt)
f(t;) = lim : (1.4)

dt—0t dt



Um fungao particularmente 1til no contexto da analise de dados tempo-até-evento é a
funcao de risco. Esta funcao descreve a evolucao, em funcao do tempo, da probabilidade
instantanea de se observar o evento de interesse num individuo. Por outras palavras, é a
probabilidade instantanea que o evento ocorra no tempo t; dado que o individuo ¢ sobreviveu
até ao tempo t;. A funcao de risco, também designada por funcao intensidade, forca de

mortalidade, ou taxa de falha é dada por

ht) = i , 1.
(t) = Jim, dt (15)

com h(t;) > 0 e sem limite superior. A fungao de risco pode apresentar diferentes formas,
podendo ser nao monoétona ou mondtona. As formas mais comuns sao monédtona crescente
ou decrescente, constante, curva banheira ou unimodal [11]. A forma traduz o modo como o
risco de evento se modifica ao longo do tempo. Independentemente da forma da funcao de
risco, a funcao de sobrevivéncia é sempre decrescente.

A fungao de risco cumulativo, H;(t;), representa-se por

H(t) = /0 ) du, 4> 0. (1.6)

e é¢ uma fung¢ao monétona crescente nao negativa.
A distribuicao de T' pode ser univocamente especificada através de qualquer uma das fun-
goes apresentadas. Apresentam-se abaixo algumas relagoes tteis entre as defini¢oes (|1.3-|1.6])

introduzidas anteriormente, usadas recorrentemente na analise de dados tempo-até-evento:

aS(t:)
t) =~ ot,

f(t:)
hlt) = S(t:)



As provas das relagoes anteriores podem ser consultadas em [12].

2

Quando se pretende modelar o tempo-até-evento em populagoes homogéneas é comum
utilizar uma das seguintes distribuicoes continuas univariadas para descrever a v.a. T: ex-
ponencial, gama, Weibull, Gompertz, log-normal, ou log-logistica. Pela sua relevancia para
o trabalho exposto nos proximos capitulos, introduz-se de seguida a distribui¢ao exponencial

e a distribui¢ao log-normal:

Distribuicao exponencial: Seja T uma v.a. que com distribuicao exponencial de para-
metro A > 0, a funcao densidade de probabilidade, a funcao de risco e a funcao de

sobrevivéncia sao dadas, respetivamente por,

f(t) = Xexp(=A-1),
h(t) = A,
S(t) =exp(=A-1),

comt > 0,e A > 0. Na Figura apresenta-se a titulo de exemplo casos particulares

das trés fungoes.

Funcgéo Densidade de Probabilidade Funcgéo de Risco Fungao de Sobrevivéncia

15
1.4
1.0

0.8
I

1.0
1.2

0.0

Figura 1.1: Representacao de casos particulares da funcao densidade de probabilidade,

funcao de risco e fungao de sobrevivéncia da distribuigao exponencial.

Esta distribuicao é a tnica a apresentar uma funcao de risco constante, i.e. o risco

de se observar o evento de interesse é o mesmo em qualquer instante independente do
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tempo decorrido desde o instante inicial. Esta propriedade é designada por auséncia de

memoria.

Distribuicao log-normal: Seja 7" uma v.a. que com distribui¢ao log-normal, entao log T

2

segue uma distribuicao Gaussiana com valor médio p e variancia o°. A funcao den-

sidade de probabilidade, a funcao de sobrevivéncia, e a funcao de risco sao dadas,

respetivamente, por

1 1(logt — u)?

)= ——ex - |,
f(t) PRV et Ul B a

logt —
St)y=1-o ——1,

o

1 © <logt—,u>

g

Cto[i-e ()]

h(t)

onde ¢(-) e ®(-) sdo, respetivamente, a funcao densidade de probabilidade e a fungao
distribuigao acumulada da distribui¢do Gaussiana N (0, 1). Na Figura apresenta-se

a titulo de exemplo casos particulares destas trés fungoes.

Funcéo Densidade de Probabilidade Funcéo de Risco Fung&o de Sobrevivéncia

1 2
0
o ]
o
S
T T T T T T T
0.0 05 1.0 15 2.0 25 3.0

t t t

15
20
I

15
0.8
I

1.0
0, 0)

f(tu=0, o)
1.0

s
1

h(tu
S(tu=0, o)

04

0.2

— =025 = =05 0=0.75

Figura 1.2: Representacao de casos particulares da funcao densidade de probabilidade,

funcao de risco e fungao de sobrevivéncia da distribuigao log-normal.

A fungao de risco da distribui¢ao log-normal é unimodal, tal que h(0) = 0, cresce até

um valor méaximo, e depois decresce com lim h(t) = 0.
t—o00
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Para uma analise mais pormenorizada das propriedades das distribuicoes apresentadas
sugere-se a consulta de, por exemplo, Johson, Kotz & Balakrishnan (1995) [13].

Contudo, ¢ frequente que a populagao nao seja homogénea pela existéncia de fatores de
risco que afetem os tempo de vida individuais. Exemplos de fatores de risco podem ser
carateristicas observaveis do individuo (e.g., o género, a idade), do desenho do estudo (e.g.,
tipo de tratamento), ou condicdes ambientais (e.g., poluicio atmosférica). E, entdo, comum
admitir-se homogeneidade entre individuos que apresentem os mesmos valores das covariaveis
observadas. A associacao entre o tempo de vida e estes fatores pode ser modelado através de
um modelo de regressao, onde o tempo-até-evento ¢ a variavel resposta e as carateristicas dos
individuos as covariaveis. As covariaveis podem ser constantes ou variar ao longo do periodo
de observacao. As covariaveis dependentes do tempo podem ainda ser classificadas como
covariaveis internas (endoégenas) ou variaveis externas (exogenas). As covaridveis internas,
por oposicao as covariaveis externas, estao diretamente relacionadas com o mecanismo que
regula o evento de interesse. As covariaveis internas requerem, por isso, a sobrevivéncia do
paciente para a sua existéncia. A titulo de exemplo, num estudo em que se pretende estudar
a recorréncia de ataques de asma num grupo de pacientes, a saturagao de oxigénio no sangue
constitui um variavel interna; e o nivel de polui¢ao atmosférica uma covariavel externa.

A distribuicao do tempo de vida T" dado o vetor de covariaveis que descrevem um individuo
pode ser definido através de uma familia paramétrica de distribuicoes ou através de uma
abordagem semi-paramétrica. A maioria dos modelos de regressao utilizados na analise de

dados de tempo-até-evento podem ser enquadrados numa das seguintes categorias:

Modelos de riscos proporcionais: A fungao de risco de T', dado o conjunto de covariaveis

w, é escrito na forma

h(t; w) = ho(t) - Y (w; ),

em que h,(t) representa a fungdo de risco para um individuo a que esta associado o vetor
de covariaveis w = 0, porque 1(0) = 1. As covariaveis tém um efeito multiplicativo
na funcdo de risco de acordo com o fator i (w), designado por risco relativo. Nestes

modelos de regressao existe proporcionalidade entre as fungoes de risco correspondentes
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a individuos com diferentes valores de covariaveis, i.e.,

h(t,wi)  ho(t) - ¢(wia)  Y(wisa)

h(t;ws)  ho(t) - h(wy; ) Y(wy; )

A funcao de sobrevivéncia de T' dado w é dada por

Stt:w) = 50" = [exp (~ [ hofw du)rw |

O modelo de regressao de Cox [14] ¢ um modelo de riscos proporcionais extensivamente

usado em analise de sobrevivéncia. E um modelo de regressao semi-paramétrico porque,
enquanto o efeito das covariaveis ¢ modelado parametricamente, 1 (w; a) = exp (aT’w),
a fungao de risco subjacente ho(t) nao é especificada. E esta ultima carateristica que
torna o modelo muito flexivel, adequado a um grande ntmero de situagoes e, por isso,
muito popular. No entanto, considerando formas particulares para hg(t) é possivel obter

modelos de regressao paramétricos de riscos proporcionais, e.g., modelo exponencial ou

o modelo Weibull.

Modelos de tempo de vida acelerado: A funcao de sobrevivéncia de 7', dado o conjunto

de covariaveis w, é

S(t;w) = So (t-Y(w; ),

em que Sy(t) representa a fungao de risco de um individuo que a que esté associado o ve-
tor de covariaveis w = 0, com 1(0; ) = 1. As covaridveis tém um efeito multiplicativo
em t através do fator de aceleragao ¥(w;a). Se (w; ) > 1 as covariaveis aceleram
o tempo até a ocorréncia do evento de interesse. Se, por outro lado, ¥(w;a) < 1 o
tempo até & ocorréncia do evento de interesse é travado pelo efeito das covariaveis. A
mediana do tempo de sobrevivéncia de um individuo com o vetor de covariaveis w; é
igual & mediana do tempo de sobrevivéncia do individuo de referéncia, i.e., com w = 0,

multiplicada pelo inverso do fator de aceleragao ¥ (w;; o).
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A funcao de risco de T', dado o conjunto de covariaveis w, é

h(t; w) = ho (t - p(w; )) - Y (w; @),

em que hg(t) representa a func¢ao de risco de um individuo com w = 0. Estes modelos
sao também conhecidos por modelos log-lineares ou modelos de localizagao-escala. Tal
como nos modelos de riscos proporcionais, também neste tipo de modelos é possivel
considerar uma abordagem paramétrica ou semi-paramétrica, dependendo se a fungao

ho(t) é ou nao especificada.

Pela sua pertinéncia para o trabalho desenvolvido, da-se destaque ao modelo de tempo
de vida acelerado log-normal [I5]. O modelo para a v.a. T;, que descreve o tempo-até
evento do individuo 7, em que log T; segue uma distribuicao Gaussiana, pode ser escrito

como

logT; = w;a—l—ei,

onde ¢ é o vetor de parametros de regressao e ¢; é uma v.a. que representa o erro
de medicao com distribuicao Gaussiana, e cuja distribuicao nao depende de logT;.
Considerando a v.a. Ty = exp €, que descreve o tempo de sobrevivéncia de um individuo
padrao; o tempo de sobrevivéncia de um individuo descrito pelo conjunto de covariaveis
w; ¢ descrito pela v.a. T = Tp - exp(w;' @). Outro exemplo de modelo de tempo de

vida acelerado é o modelo log-logistico na sua representagao log-linear.

Modelos de chances proporcionais: A chance do evento de interesse nao ser observado,

ou chance de sobrevivéncia, para além do instante ¢ define-se por,

S(t)
1- 5@

A chance de sobrevivéncia de T é dada por

S(t; w) So(t)

T(t;w) = exp (Y(w; a)) - 1_—50@7
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onde Sy(t) é a funcdo de sobrevivéncia subjacente. As covaridveis tém um efeito mul-
tiplicativo na chance de sobrevivéncia pela fungao ¥ (w; a). ¥ (w;a) pode ainda ser
visto como o logaritmo da razao de chances de um individuo com vetor de covaridveis

w e do individuo de referéncia.

A fungao de risco para T representa-se por

ho(t)
1+ (exp (Y (w; o)) — 1) So(t)

onde hy(t) é a funcao de sobrevivéncia subjacente. Neste tipo de modelos a fungéo

h(t;w) =

de risco subjacente pode ser estimada parametricamente ou nao parametricamente.

Este modelo apresenta uma propriedade particular, denominada por fungoes de risco

. o . . . ) h(0
convergentes. No instante inicial a razao das funcgoes de risco é dada por #(0))

exp (—(w; ar)), no entanto com o avango do tempo o efeito das covariaveis vai-se

htw) _
ho(t) — 1.

dissipando lim
t—00

E importante notar que em casos particulares o mesmo modelo pode pertencer simulta-
neamente a duas classes de modelos de regressao. E o caso do modelo de regressao baseado
na distribuigao log-logistica, que pode ser representado como modelo de chances proporcio-
nais ou como modelo de tempo de vida acelerado. Outro caso particular é o do modelo de
regressao de Weibull que pode ser expresso como modelo de riscos proporcionais ou como
modelo de tempo de vida acelerado.

Como referido anteriormente, em estudos de anélise de sobrevivéncia os dados recolhidos
sao frequentemente censurados, na medida em que o tempo decorrido até ao evento de in-
teresse nao é conhecido com exatidao. O tempo de vida pode exceder o tempo observado
(censura a direita), pode ser inferior ao tempo observado (censura a esquerda), ou pode
apenas delimitar-se um intervalo de tempo em que o evento ocorreu (censura intervalar). A
Figura[l.3|ilustra os diferentes tipos de censura descritos. O evento de interesse foi observado
nos individuos 1 e 2 durante o estudo, apesar de o individuo 2 ter entrado um pouco mais
tarde do que os outros participantes. Assim, os dados destes dois individuos nao apresentam
qualquer tipo de censura. Por outro lado, os individuos 2 e 3 apresentam tempo-até-eventos

censurados pela direita. O evento do individuo 2 ocorreu depois do periodo de observagao, e
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o tempo-de-vida do individuo 3 é desconhecido porque abandonou o estudo antes do seu fim.
O instante inicial da sua exposi¢ao ao fator de risco em estudo é desconhecido para o indivi-
duo 5 e, por isso, contribui com uma observacao censurada a esquerda. O tempo de vida do
individuo 6 é inferior & duracao do estudo, no entanto é desconhecido o momento exato em

que o evento ocorreu; e, por isso, contribui com uma observagao com censura intervalar.

© 7 <
[t

<

kel

™

o X

- X

Inicio Fim

Periodo de observagao

X Evento de interesse
Sem sensura
——— Censura a direita
—— Censura a esquerda
——— Censura intervalar

Figura 1.3: Representagao grafica dos diferentes tipos de censura que podem ser observados

em conjuntos de dados tempo-até-evento.

Nesta introducao daremos a censura a direita pela sua relevancia para o trabalho de-
senvolvido. Censura a direita verifica-se quando o evento de interesse nao ocorre durante o
periodo de observacao, sabendo-se apenas que o tempo-até-evento excede o periodo de obser-
vagao. Por exemplo, num estudo clinico em que se pretende estudar o tempo-até-morte; os
pacientes que abandonam o estudo ou que sobrevivem até ao final do periodo de observacao
originam dados censurados a direita. Seja T; a v.a. que descreve o tempo-até-evento do

i-ésimo individuo. A cada individuo 7 corresponde um tempo de observacao c;, designado
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habitualmente por tempo de censura potencial. Os dados que descrevem cada individuo sao

da forma (t;,;), onde t; = min(7T;, ¢;) e o indicador de censura ¢; toma a forma

0,seT; >c¢
0; =

1, seT; <g¢

A censura & direita € o tipo de censura mais comum e pode ser classificada em trés
categorias: de tipo I, de tipo II, ou aleatéria. Diz-se que censura a direita é do tipo I,
quando os periodos de observagao ¢; sao fixados pelo desenho do estudo; o nimero de eventos
observados é portanto aleatoério. Estamos perante censura a direita do tipo II quando o
desenho do estudo pré-determina que o periodo de observacao termina quando for observado
0 n-ésimo evento; a duragao do estudo é uma variavel aleatéria. A censura aleatoéria surge
quando os individuos entram no estudo de forma aleatéria. Neste tltimo caso, o tempo
potencial de censura de cada individuo ¢; passa a ser aleatério, i.e., uma realizacao da v.a.
C;. A presenca frequente de dados censurados faz com que os métodos de inferéncia estatistica
sejam, de um modo geral, baseados na teoria assintotica da maxima verosimilhanga uma vez
que nao é possivel obter distribui¢des de amostragem exatas [11].

O objetivo desta secgao foi apresentar uma breve introducao das carateristicas dos dados
tempo-até-evento e dos modelos para a sua anélise, para facilitar a compreensao do trabalho
descrito no restante documento. Contudo, como a prépria demonstra, esta introducao esté
longe de ser exaustiva. Ha certamente técnicas para anélise de dados tempo-até-evento
que aqui nao foram descritas, apesar do inquestionavel mérito por elas ja demonstrado na
solugao de intimeros problemas nesta area do saber. Para uma introducao mais abrangente
e detalhada dirige-se o leitor para os seguintes textos: Cox & Oakes (1984)[16], Klein &
Moeschberger (2006)[12], e Kleinbaum & Klein (2011) [15].
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Capitulo 2

Dados omissos em estudos longitudinais

Neste capitulo descreve-se a classificacio de dados omissos em estudos longitudinais. E
descrito o desenvolvimento da funcao trim() para o software R. Esta func¢ao permite gerar
bases de dados a partir de diferentes mecanismos de dados faltantes por abandono a partir
de uma base de dados completa. E ainda apresentado um estudo de simulacio que faz uso

da func¢ao desenvolvida.

2.1 Classificacao de dados omissos

Num estudo longitudinal balanceado, espera-se que as unidades amostrados (e.g., individuos,
animais) sejam observadas num conjunto de momentos pré-especificados. No entanto, em
situagoes reais, ¢ comum a presenga de observagoes faltantes, vulgo dados omissos [2]. A
omissdo pode ocorrer por intmeras razoes. Por exemplo, (i) um paciente pode mudar de
local de residéncia ou (ii) morrer da doenga em estudo; nas duas situagoes o individuo deixa
de estar disponivel para continuar a participar no estudo e nao é mais observado. Por outro
lado, (iii) devido a um agravamento stubito do seu estado de saiide o paciente pode faltar a uma
das visitas de monitorizagao, ou (iv) durante a visita um problema técnico no equipamento
impede a recolha da observagao; em ambos os casos o individuo falha uma observacao mas
retoma o acompanhamento na visita seguinte. Este exemplos mostram que os dados omissos
num conjunto de dados longitudinais podem dizer respeito a omissoes pontuais de observagoes

(iii, iv) ou a sequéncias de observagoes (i, ii). Mostram ainda que a omissao pode, por um
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Tabela 2.1: Hipotético estudo longitudinal com planeamento balanceado no qual se obser-

vam diferentes padroes de omissao. NA denota uma observacao longitudinal omissa.

Tempo de Observacao

0 2 4 6 8

id

1 36 32 30 27 28

2 50 44 48 46

48 33 35 39

4 75 65 70 @
61 95 59 @

lado, resultar de externalidades que nada tém a ver com o objecto em estudo (i, iv) ou,

w

ot

por outro lado, estar intimamente relacionada com o que se pretende medir (ii, iii). Estas
carateristicas permitem classificar os dados omissos em termos do seu padrao e mecanismo
de omissao [17].

Em termos do padrao de omissao, identifica-se uma omissao intermitente quando um
dado omisso é sucedido por pelo menos uma observacgao numa ocasiao posterior no mesmo
individuo. Apesar da omissao, o individuo permanece no estudo. Noutros casos, o individuo
abandona o estudo antes da sua conclusao e nao volta a ser observado; esse padrao é desig-
nado por perda de acompanhamento (loss to follow-up) ou abandono (dropout), consoante o
mecanismo de omissao como sera descrito adiante. Os dois padroes descritos anteriormente
podem coexistir no mesmo individuo.

A Tabela apresenta alguns padroes de omissao que podem ser encontrados na analise
de dados longitudinais. Todas as observacoes planeadas para o individuo 1 foram recolhi-
das. Os individuos 2 e 3 apresentam observacoes omissas intermitentes nos tempos 4 e 0,
respetivamente. Depois da terceira visita, o individuo 4 abandonou o estudo e, por isso, nao
foram recolhidas mais observagoes. O individuo 5 combina as duas tipologias descritas, a
observagao planeada para o tempo 2 nao foi recolhida e deixou de ser acompanhado a partir

do tempo 6.
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E ainda importante notar que num estudo longitudinal com planeamento nao balanceado
existem inevitavelmente omissoes intermitentes.

A presenca de dados omissos influencia os métodos estatisticos de anélise, uma vez que
nem todos os métodos sao capazes de trabalhar com dados incompletos. A exclusao da
analise dos individuos com dados omissos, pode originar uma amostra nao representativa da
populagao de interesse. Por outro lado, a perda de informacao associada & presenca de dados
omissos leva a uma reducao na precisao do processo de estimagao. Esta redugao da precisao
pode, por isso, também condicionar o modo como a analise dos dados é conduzida [7].

Outra carateristica importante a ter em conta aquando da anélise de dados longitudinais
com dados omissos ¢ a razao que conduziu a sua omissao, geralmente referida como mecanismo
de omissao de dados. Considerando apenas dados omissos por abandono, e seguindo a notacao
de Diggle et al. (2002)[2], Y denota a variavel aleatoria que descreve o conjunto completo
de observacoes pretendidas num estudo longitudinal. Este vetor pode ser constituido por

medigoes observadas (Y °) ou omissas (missing) (Y™), i.e.,

Y =(Y°,Y™)'.

T é a variavel aleatoria que descreve o tempo que um individuo permanece dentro do
estudo, i.e., tempo-até-abandono. Com isto em mente, pode-se pensar num mecanismo de

omissao como a distribuicao de 7' condicional em Y,

T|Y]= [T (Y, Ym)T] .

Rubin (1976)[18] e Rubin & Little (2019) [L7] propuseram a seguinte taxonomia para os

mecanismos de omissao de dados:

MCAR: Omissao completamente aleatoria (Missing completely at random) se T
é independente de ambos Y™ e Y°. A distribuicao condicional de 7' em Y toma a

forma
T1Y° Y™ =[T; (2.1)
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MAR: Omissao aleatoéria (Missing at random) se T é dependente de Y° mas inde-

pendente de Y™, o que implica que

[Ty Y™ =[T[Y]; (2.2)

MNAR: Omissao nao aleatoéria (Missing not at random) se T depende de Y™ e pode

ou nao ser independente de Y°, i.e.,

T ]Y°Y™ ou [T|Y°, Y™ =[T|Y™]. (2.3)

Acima apresentam-se os mecanismos de omissao no contexto do padrao de abandono,
pela sua relevancia para o trabalho desenvolvido. No entanto, os mesmos aplicam-se para
observagoes omissas intermitentes.

Estamos na presen¢a de um mecanismo de omissao MCAR quando a probabilidade das
respostas serem omissas nao depende do conjunto de respostas observadas ou a observar.
Por exemplo, o paciente muda de residéncia para outro pais e nao estd mais disponivel
para participar no estudo; o paciente morre por um motivo que nao esta relacionado com
a doenga em estudo (e.g., acidente de transito). Na presenga de um mecanismo MCAR os
dados observados podem ser considerados uma amostra aleatéria dos dados completos. Os
momentos - e.g. valor médio, varidncia, e a distribuicao dos dados observados nao diferem
dos momentos e da distribuicao dos dados completos. Por isso, em geral, os métodos de
analise validos para os dados completos continuam a produzir inferéncia validas quando o
mecanismo de omissao pode ser considerado MCAR [19].

Diz-se que se tem um mecanismo de omissao MAR quando a probabilidade de omissao
das respostas esté relacionada com o conjunto de respostas observadas. Por exemplo, o pro-
tocolo requer que pacientes cujo valor do biomarcador em anélise exceda um limite por nao
responderem ao novo tratamento sejam removidos do ensaio clinico. Quando o mecanismo é
MAR os dados observados nao podem ser considerados uma amostra aleatéria da populagao
de interesse. Por isso, nem todos os métodos de analise de dados longitudinais produzem
estimativas validas na presenca de um mecanismo MAR, como é o caso de métodos base-

ados nos momentos, e.g, o método de equagoes de estimagao generalizadas [7]. Por outro
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lado, métodos baseados na méxima verosimilhanca, desde que especifiquem corretamente a
distribuigao de Y;, continuam conduzem a estimadores e inferéncias validas [19].

Na presenca de um mecanismo MNAR a probabilidade das respostas serem omissas de-
pende do conjunto de respostas a observar, e possivelmente também das respostas observadas.
Por exemplo, o paciente nao completa o ensaio clinico porque morre da doenca em estudo.
Uma vez que a perda de informacao nao ocorre de forma completamente aleatéria, tal como
no MAR, os dados observados nao representam uma amostra aleatéria da resposta longitu-
dinal de interesse. Como o mecanismo de omissao nao pode ser ignorado, somente métodos
de anélise que modelem explicitamente a distribuicao conjunta (Y",Y"‘,T)T conduzem a
inferéncias validas [19]. Pelo que, anélises validas quando o mecanismo de omissao é MAR
deixam de ser vélidas quando se tem MNAR. A partir da analise exclusiva dos dados nao é
possivel distinguir se o mecanismo de omissao ¢ MAR ou MNAR [20]. Para tal é necesséario
informacao complementar por parte de quem recolheu os dados.

Neste documento, por uma questao de clareza, para distinguir padroes de omissao de
abandono em funcao do mecanismo de omissao a ele associados, dropout é usado quando o
individuo ¢ deixa de participar no estudo por causas relacionadas com Y; (MNAR ou MAR),

e perda de acompanhamento caso contrario.

2.2 Desenvolvimento da funcao trim() em R

Neste trabalho desenvolveu-se em ambiente R a funcao trim() que visa simular dados omis-
sos por abandono em conjuntos de dados longitudinais completos de acordo com diferentes
mecanismos de omissao e controlando a propor¢ao de participantes que abandonam o es-
tudo. A designagao advém do verbo em lingua inglesa to trim, que significa aparar, cortar.

Na Tabela descreve-se a funcao trim() na perspetiva do utilizador.
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Tabela 2.2: Descrigao da fungao trim() em R.

trim(data.arg, varying.arg, times.arg,

droptime.arg = times.arg[l], perc.drop,

Aplicagao mechanism.arg, summary.arg, lambdaf.arg,

nsim.arg = 1, seed.arg = NULL,

savedir.arg = NULL, savename.arg = NULL)

Argumentos Tipologia Descrigao

data.arg dataframe Conjunto de dados completo em formato wide.
varying.arg numeric vector Colunas relativas a resposta longitudinal.
times.arg numeric vector Tempos associados ao vetor varying.arg.

droptime.arg numeric
perc.drop numeric
mechanism.arg character

summary.arg character

lambdaf.arg list

nsim.arg numeric
seed.arg numeric
savedir.arg character

savename.arg character

Tempo a partir do qual pode ocorrer abandono.
Proporgao de abandono desejada [0, 1].

Mecanismo de omissao: mcar, mar, mnarl, ou mnar?2.
Sumario da resposta longitudinal: mean, median,
range, gaus.wt, ou one.

Taxa da distribuigao exponencial funcao de y:
list(y = c(---), rate = c(---)).

Nimero de simulagoes.

Semente aleatoria.

Diretorio de exportagao (.txt).

Nome do ficheiro a exportar em savedir.arg.

Para facilitar a explicacao do funcionamento da funcao trim() considerar-se-4 em alguns

momentos o hipotético conjunto de dados apresentado na Figura (esquerda). O conjunto

de dados descreve um estudo longitudinal balanceado em que dois individuos foram observa-

dos em trés ocasioes distintas. Admite-se que a partir deste conjunto de dados o utilizador

pretender gerar um conjunto de dados incompleto, i.e., com dados omissos por abandono

dos participantes. Na fun¢ao trim() qualquer conjunto de dados incompleto observavel é

descrito por um vetor de dimensao m (namero de individuos), onde o elemento na posi¢ao
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Dados completos Dados incompletos

id Y.t1 Y.t2 Y.t3 id Y.t1 Y.t2 Y.t3

1 100 80 90 1 100 80 90 NA T
— = <NA 2>

2 110 100 80 2 110 NA NA 2

Figura 2.1: Esquerda: Hipotético conjunto de dados longitudinais completo. Direita: Hi-

potético conjunto de dados longitudinais com dados omissos por abandono de um dos parti-

cipantes.
1 (NA NAT ® (1 NAT ® (2 NA)T (3) 3 NA)T
(2) (NA nt e (1 nT w0 (2 nt o (3 "
(3) (NA nto7ro (1 )T 1 (2 2)T 15 (3 2)"
@ (N4 3T s (1 3T 2 (2 3T w (3 3T

Figura 2.2: Representacao de todos os conjuntos de dados incompletos observaveis a partir
do conjunto de dados completos apresentados na Figura (esquerda) por abandono do

estudo dos participantes.

i indica o tempo t em que o abandono do individuo ¢ foi registado, ou NA no caso de total
conformidade. Este vetor é doravante denominado padrao global de abandono. Por exemplo,
o conjunto de dados incompleto apresentado na Figura (direita) é descrito pelo vetor
(NA 2)T. O individuo 1 nao abandonou o estudo, pelo que o primeiro elemento do vetor
é NA; o segundo elemento 2 informa que o abandono do individuo 2 foi detetado no tempo
2. Esta notacao revelar-se-4 importante na descricao do funcionamento da funcao trim()
adiante. Admitindo apenas dados omissos por abandono e que é possivel observar-se aban-
dono em qualquer uma das trés ocasioes em que os participantes sao observados, a partir do
conjunto de dados completo da Figura (esquerda) podem ser observados 16 (4%) conjuntos
de dados incompletos (Figura [2.2)).

A fungdo trim() permite através do argumento perc.drop controlar a proporgao do
numero total de participantes que abandonam o estudo e, assim, garantir que a propor¢ao
é observada nos conjuntos de dados gerados. Admitindo que o utilizador pretende gerar

um conjunto de dados incompletos em que se observa 50% de abandono dos participantes,
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trim(---, perc.drop=0.5), so seria observavel um dos 6 cenarios assinalados com um cir-
culo na Figura [2.2] ao invés dos 16 enumerados anteriormente. Se o utilizador pretendesse
gerar dois conjuntos de dados que satisfacam a mesma condi¢ao poderia fazé-lo fazendo
trim(---, n.sim=2).

A funcao trim() a partir da percentagem total de abandono especificada, do ntmero
de individuos no estudo, e do niimero de ocasioes em que é possivel observar abandono,

determina o ntmero total de cenarios possiveis fazendo

N P

D* m(l —pD)
Vrla’rQr“arnD6{0717“'7nD}:Z;L:Dl Tj:nD

= bl (m(1 = pp))!(m+ pp)!

Vrl,rg,...,rnD€{O,1,...,nD}:Z?£1 Ti=Np

onde m é o numero de participantes no estudo; pp é a proporcao do nimero de indivi-
duos que abandonam o estudo (especificado pelo parametro perc.drop); np é o nimero de
ocasides em que pode ocorrer abandono (determinado a partir dos parametros times.arg e
droptime.arg); e r; é o nimero deM vezes que individuos abandonaram o estudo na ocasiao
j. A cada utilizagao da fungao é selecionado aleatoriamente um dos cenarios possiveis. Os
elementos do vetor que descrevem o cenario, i.e., os tempos de abandono que compoem o
cenario sao depois reorganizados de forma ponderada. Os factores de ponderacao sao calcu-
lados a partir de uma matriz de pesos que reflete a probabilidade de cada individuo observar
abandono no tempo em anélise, de acordo com o mecanismo de omissao especificado pelo
utilizador pelos parametros da funcao trim(). No diagrama da Figura descreve-se o
modo como o calculo dos pesos W é realizado na fungao. No caso do mecanismo mcar a
reorganizacao do vetor é feita de forma totalmente aleatoria. Esta abordagem permite, por
um lado, uma computacao célere. Por outro, como a selecao é feita em fungao do padrao
global de abandono, torna possivel a comparacao do efeito dos diferentes mecanismos de
omissao sobre os mesmos padroes globais de abandono observados, que de outro modo nao

seria possivel[| Na tabela apresenta-se uma descrigao do algoritmo do funcionamento da

'Uma abordagem alternativa poderia passar por calcular a probabilidade de se observar cada um dos
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Tabela 2.3: Algoritmo da fun¢ao trim() :

Passo 1.  Célculo do nimero total de padroes globais de abandono que
satisfazem as condi¢oes impostas pelo utilizador.
Passo 2.  Selecao aleatoria de nsim cenérios.
Se mechanism="mcar’:
Passo 3a. Alocagao aleatoria dos registos de abandono pelos participantes
no estudo.
Se mechanism="mar’, mnarl’, ou ’mnar2’:
Passo 3b. Caélculo matriz de pesos em funcao do mecanismo de omissao.
Passo 4b. Alocagao ponderada dos registos de abandono pelos participantes

no estudo.

funcao trim().

O utilizador especifica 0 modo como pretende que abandono dos individuos seja deter-
minado através dos parametros mechanism.arg, summary.arg e lambdaf .arg (Tabela 2.2).
As opgoes disponiveis para mechanism.arg tentam representar a taxonomia proposta por
Rubin (1976)[18] e Rubin & Little (2019) [17] para os mecanismos de omissdo de dados,
descrita anteriormente em — (p. . Nos casos em que o mecanismo de omissao
nao é completamente aleatorio, i.e, mechanism.arg = mar, mnarl, ou mnar2; admite-se que
o tempo D; que cada individuo permanece no estudo, i.e. tempo até abandono informativo,

segue uma distribuicao exponencial

D;; ~ Exponencial (\;;),

onde o parametro da distribuigdo (taxa) A é fungdo de pelo menos uma das observagoes

cenarios possiveis e a cada simulagao selecionar por amostragem ponderada um cenario em fungao da sua
probabilidade. Contudo, esta abordagem é apenas viavel para conjuntos de dados completos de reduzida
dimensao; tornando-se computacionalmente muito exigente e moroso para dados de média dimensao. A
titulo de exemplo, considere-se um conjunto de dados longitudinais completos relativos a 30 individuos os
quais podem abandonar o estudo em uma de 5 ocasides distintas. Admitindo que se pretende simular cenérios

em que observe uma propor¢ao de abandono de 0.3, podem-se observar 27943650000000 cenarios.
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Figura 2.3: Diagrama do modo como a matriz de pesos para a alocacao aos participantes

dos tempos de abandono do cenario selecionado é realizado na fungao trim().
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longitudinais do individuo 7 na forma

Nij = F1 (F2 (Yij)) - (2.4)

A funcdo F; (y;) € especificada pelo utilizador através dos parametros mechanism.arg
e summary.arg. Na Tabela apresenta-se em detalhe as 13 combinagoes disponibiliza-
das ao utilizador, que lhe conferem uma grande flexibilidade de simulagao. O parametro
mechanism.arg determina quais as observacoes longitudinais do individuo ¢ que devem ser
consideradas no tempo j, correspondentes a y;; em . De forma sucinta: a op¢ao mcar,
tratando-se de uma mecanismo completamente aleatério, nao é funcao das respostas longitu-
dinais do individuo; a op¢ao mar ¢é fun¢ao das suas respostas longitudinais passadas; a opgao
mnarl é funcao de toda a sequéncia longitudinal recolhida do individuo; e a op¢ao mnar2 é
funcao das suas respostas longitudinais presentes e/ou futuras. O pardmetro summary.arg
descreve a fun¢ao F (+) com argumento y;; em (2.4). As op¢oes mean (média), median (medi-
ana), range (variagao) sdo autoexplicativas pela sua designacao. A opgao gaus.wt descreve
uma média aritmética ponderada pela fungao densidade de probabilidade (f.d.p.) de uma
distribui¢gdo Gaussiana padronizada, N (0, 1), no qual a contribuigao (peso) de cada observa-
¢ao é funcao da sua distancia temporal. As observacoes mais proximas no tempo recebem um
peso superior, e vice-versa, como ilustrado na Figura Na opcao one a funcao considera
apenas a observacao observada ou a observar consoante o mecanismo de omissao é MAR ou
MNAR, respetivamente. A funcao Fi () em é especificada pelo utilizador pelo para-
metro lambdaf.arg. Nao se restringe o utilizador a um conjunto de fungoes pre-definidas,
conferindo-lhe liberdade total para especificar a sua propria funcao através de uma variavel
do tipo list na forma list(y = c(---), rate = c(---)). Algumas possiveis fung¢oes sao
apresentadas na Tabela

A fungao trim() devolve uma estrutura de dados data.frame que retine o(s) conjunto(s)
de dados com observagoes omissas e outras informacoes relativas a simulagao (Tabela. Ao
utilizador é ainda dada a possibilidade de exportar os resultados em formato .tzt para analise
posterior, definindo a diretoria e o nome do ficheiro através dos parametros savedir.arg e

savename.arg, respetivamente. O codigo R integral da funcao trim() é disponibilizado no

anexo [A.1]
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Tabela 2.5: Exemplos de possiveis fungdes para Fi () em (2.4) que podem ser implemen-

tadas pelo utilizador através do parametro lambdaf .arg na fungao trim().

lambdaf.arg Representagao grafica

list(y = c(0, 10), rate = c(0.9, 0.1))

A
02 04 0.6 0.8 1.0

Faly;)

list(y = c(10, 30, 50, 100), rate = c(10, 10, 30, = f:
30)) ]
2‘0 4‘0 (;0 f;O 1(;0
Fz(yu)
list(y = c(19, 16.75, 14.50, 12.25, 10), rate = .
c(5, 8.89, 15.81, 28.12, 50)) 87

T T T T T
10 12 14 16 18

Fz(yu)
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Tabela 2.6: Descricao do conjunto de dados longitudinais com dados omissos por aban-

dono gerados pela funcao trim() a partir de um conjunto de dados completo, em formato

data.frame.

Variaveis Tipologia Descricao

Variaveis presentes no conjunto de dados original.
sim integer Identificador da simulacao.

Proporcao do nimero de individuos que abandonaram o
perc.drop numeric

estudo [0, 1].
perc.miss numeric  Proporgao do nimero de observagoes omissas [0, 1].

Duragao do processo de inicializagao (s). (Comum a todos
durl numeric

os conjuntos de dados do mesmo grupo de simulagao.)*

Duracao do processo de criacao de cada conjunto de dados
dur2 numeric

incompleto (s).*

Ocasiao de registo de abandono do individuo, ou NA se o
dtime numeric

individuo nao abandona o estudo.

xA duracao total da simulacao determina-se por >data$duri1[1] + sum(data$dur2)
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Figura 2.4: Representacao do modo como a contribui¢do (peso) das observagoes ¢ calculado
recorrendo a f.d.p. da distribuigdo N(0, 1), no calculo da média aritmética ponderada nas

condigoes trim(---, summary.arg = gaus.wt, mechanism.arg = mar).

2.3 Estudo de simulacao

A presenca de dados omissos num conjunto de dados longitudinais leva a uma perda de in-
formacao que por sua reduz a precisao com que a evolucao da resposta média longitudinal é
estimada. Para avaliar de que forma a presenca de valores omissos por abandono de parti-
cipantes pode afetar a precisao da estimacao da progressao média da resposta longitudinal
conduziu-se um estudo de simulagao. A utilizacao de conjuntos de dados completos simu-
lados e a funcao trim() permite-nos avaliar de forma controlada o impacto de diferentes
carateristicas, quer do conjunto de dados completo e quer dos dados omissos, no processo de
estimacao. O mesmo nao seria possivel por meio de uma base de dados real.

Este estudo visou, assim, o duplo objetivo de exemplificar uma aplicagao da funcao
trim(), e ilustrar de que forma as seguintes carateristicas do conjunto de dados longitu-

dinais e dos dados omissos,
e 0 numero de individuos,

e o numero de observacoes por individuo,
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e a proporc¢ao de abandono,

e ¢ 0 mecanismo de omissao

podem influenciar as inferéncias baseadas exclusivamente nos dados observados. Para cum-
prir este objectivo foram simulados conjuntos dados longitudinais completos com diferentes
carateristicas, aos quais foram posteriormente omitidos dados por abandono de acordo com

diferentes condigoes.

2.3.1 Materiais e métodos

Foram geradas conjuntos de dados completos a partir de um modelo linear misto, descrito

por Laird & Ware (1982) [8|, da forma

Yij = Bo + br - tempoy; + U; + Zij, (2.5)

comi¢=1,....,m,ej=1,....,n. Y, representa o valor da resposta do individuo ¢ na
tempo j. By+ 51 -tempo;; ¢ a componente fixa do modelo, onde tempo;; representa a covariavel
tempo, i.e., a ocasiao em que a observagao foi registada. U; + Z;; descreve a componente dos
efeitos aleatoérios, onde U; ¢ um efeito aleatério na intersegao, e Z;; é o erro de medicao ou

ruido. As condi¢oes subjacentes ao modelo sao:

¢

UZ' ~ N(O, 1/2)

Zii ~ N(0,72) (2.6)

Uil Z;;
\
Este modelo é comumente referido como modelo com efeito aleatério na intersecao e erros
heterogéneos. Com base no modelo ({2.5)) e nas condigoes subjacentes (2.6)), conclui-se que a

distribui¢ao de Y; = (Y4, ... ,Ym)T ¢ Gaussiana multivariada

Y, ~ MV N (Xi - 8,71, + 1/2Jn) , (2.7)
nx1 nx1l nxn
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onde I é uma matriz identidade, e J uma matriz com o nimero 1 em todas as posigoes.
X & a matriz de covariaveis dos efeitos fixos (matriz desenho) e 3 é o vetor dos efeitos fixos

(parametros desconhecidos), e escreve-se

1 4
X, B=|.. .| Po (2.8)

nx1 /81 ‘
t 2x1

nx2

Combinando todos os modelos especificados por (2.7)) para cada individuo (grupo) obtém-

se o modelo

Y = X B+ U + Z, (2.9)

(m-n)x1 (mn)X2 g9y q (mn)x1 (mn)x1
Denotando o niimero total de observagoes por N, N = m - n, a distribuicao da variavel

aleatoria Y é Gaussiana multivariada dada por,

Y ~MVN <XZ-,8, diagy (7°L, + V*J,, ..., 7°1, + u2Jn)) , (2.10)

Nx1 Nt N

onde diagy () é uma matriz diagonal N x N de blocos com dimensao n X n.

Na Tabela [2.7/é apresentada a parametrizacao utilizada para gerar os diferentes conjuntos
de dados longitudinais completos. As funcoes de densidade de probabilidade das distribui-
coes Gaussianas de U; e Z;; sao representadas na Figura A sua representagao grafica
permite uma melhor percepcao da distribui¢ao da variabilidade presente nos dados entre a
variabilidade entre individuos e o ruido.

Os conjuntos de dados completos foram gerados a partir de um modelo com a mesma
estrutura, mas diferem entre si pelo nimero m de individuos e pelo nimero n de obser-
vagoes por individuo, com m € {10,30,70,120} e n € {5,15,20,50}; perfazendo um total
de 16 parametrizagoes possiveis. Para cada um dos 16 modelos geraram-se 500 conjuntos
de dados completos, perfazendo um total de 8000 conjuntos de dados. Na Figura [2.6| esta
representada a evolucao de Y; de cada individuo ao longo do tempo para um conjunto de
dados selecionado aleatoriamente para cada um dos diferentes cenarios. O cédigo R utilizado

pode ser consultado no anexo (p. , e os dados gerados em https://bit.ly/20el7ga.
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Tabela 2.7: Parametrizagao aplicada no modelo (2.5)).

Parametro Valor
Bo 1000
B -3 —n;ﬁf; .
V2 100
72 1

* Numsn = min{5, 15,20, 50}

0.4

— U;~Normal(0,v*=100)
--- Zj~Normal(0,v*=1) &

0.2 0.3
I I

Densidade de probabilidade

0.1

0.0

Figura 2.5: Densidade de probabilidade das distribuigoes de U; e Z;; presentes no modelo

E3).

Cada conjunto de dados ¢ identificado por mn.tmt, onde y descreve o niimero m de
individuos e v descreve o nimero n de observacoes por individuo. As 500 réplicas de cada
cenario encontram-se no mesmo ficheiro .txt identificadas pela variavel numérica sim, com
sim € {1,2,...,500}. Os conjuntos de dados completos foram gerados fixando uma semente
aleatoria com o objetivo de permitir a sua reprodutibilidade pelo leitor.

A cada conjunto de dados completos foram removidas observacoes pelo abandono de
alguns dos individuos, recorrendo a funcao trim(), respeitando diferentes condicoes. Cada
um dos 8000 conjuntos de dados completo foi submetido a trés diferentes mecanismos de
omissao e dentro de cada mecanismo garantiu-se que eram observados as proporgoes de

abandono 0.1, 0.4, e 0.6. Na Figura|2.8, a titulo de exemplo, apresenta-se o processo aplicado
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Figura 2.6: Gréafico dos perfis individuais para um conjunto de dados completo selecionado
aleatoriamente entre os 500 gerados para cada uma das 16 parametrizagoes aplicadas. O

conjunto de dados selecionado aleatoriamente é identificado pela letra c.

37



1.0

< - _
o
o - O N
—_ ©
g o
& o - s
i <
r o
- o
A
o
o - T
T T © T T
QO Q1 Q0 Q1
Fa(y:) Fa(y:)

Figura 2.7: Representacao grafica da funcao Fi(-) aplicada em ([2.4)).

ao conjunto de dados completo m10n5.txt. Deste modo, cada um dos 8000 conjuntos de
dados completos originou 9 conjuntos de dados incompletos, originando um total de 72000
conjuntos de dados. Ao nivel dos mecanismos de omissao MAR e MNAR, para F, (y;)
admitiu-se uma tnica observagao, trim(---, summary.arg = "one"), e uma funcao linear
crescente para Fi(-), como apresentado na Figura . Os conjuntos de dados gerados sao
disponibilizados em https://bit.1ly/20el7ga. Cada conjunto de dados ¢é identificado por
m|p|n[v][7]d[d].txt, onde p descreve o nmimero m de individuos, com € {10,30,70,120};
v o nmero n de observagoes planeadas por individuo, com v € {5,15,20,50}; 7 0 mecanismo
de omissdo, com 7 € {mcar, mar, mnar2}; e 0 a proporgao de individuos que abandonaram
o estudo com § € {0.1,0.4,0.6}. As réplicas dentro de cada cenério encontram-se dentro
mesmo ficheiro .¢xt identificadas pela variavel numérica sim, com sim € {1,2,...,500}. Mais
uma vez, pela utilizacao de uma semente de aleatoriedade, o leitor conseguira reproduzir os
resultados apresentados a partir do codigo R disponibilizado no anexo (p. .

O modo como a funcao trim() foi implementada permite tempos de computagao céleres,
com (po5 = 0.006s e Qo.75 = 0.765s por conjunto de dados para o estudo conduzido. Na
Figura (topo esquerda) apresenta-se o histograma dos tempos de simula¢do para cada
conjunto de dados incompleto gerado. Na mesma Figura (topo direita e base) apresentam-se

os diagramas de caixa dos tempos de simulagao para cada conjunto de dados incompleto em
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Dados completos Dados incompletos

ml10ndmeard0.1.txt

% m10ndmcard0.4.txt

m10ndmeard0.6.txt
m10ndmard0.1.txt
ml0nd.txt JAB—% m10ndmard0.4.txt
m10ndmard0.6.txt

m10ndmnard0.1.txt

m10ndSmnard0.4.txt
ml10ndmnard0.6.txt

Figura 2.8: Diagrama das condi¢oes impostas a um dos conjuntos de dados completo para

gerar conjuntos de dados com observagoes omissas.

funcao de diferentes carateristicas dos dados completos ou dos dados omissos H

A utilizagdo de uma semente de aleatoriedade na fun¢ao trim() através do parametro
seed permitiu garantir que os dados incompletos gerados a partir de diferentes mecanismos
de omissao apresentem a mesma progressao no tempo de dados omissos e de abandono de
individuos, removendo essa fonte de variabilidade da analise. No anexo (p. podem
ser consultados os graficos da proporgao de observagoes omissas em cada um dos cenarios
(Figuras @, e ainda a evolugao da propor¢ao de dados omissos e da proporgao de
individuos que abandonam o estudo em fungao do tempo (Figuras para os diferentes
mecanismos.

A cada um dos 72000 conjuntos de dados com observagoes omissas foi ajustado um modelo
linear misto com a estrutura de correlacao correta, ie., a estrutura de correlacao do modelo
a partir do qual se geraram os dados completos. Os modelos foram ajustados fazendo uso da
fun¢ao 1me do package nlme do software R, desenvolvido por Pinheiro & Bates (2006) [10].
O codigo R utilizado é disponibilizado no anexo (p.

2 Carateristicas computador e software: Sistema operativo: macOS Mojave Versdo 10.14.4; Processador:

2,5 GHz Intel Core i5; Memoria: 8 GB 1600 MHZz DDR3; R verséao 3.6.1 (2019-07-05).
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Figura 2.9: Topo esquerda: Histograma de frequéncia do tempo de simulagao (s) para cada
conjunto de dados incompleto. Topo direira e base: Diagramas de caixa do tempo de simula-
¢ao (s) para cada conjunto de dados incompleto em fungao do mecanismo de omissao (topo
esquerda), proporgao de abandono (topo direita), niumero m de individuos (base esquerda),

e nimero n de observagoes por individuo (base direita).
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2.3.2 Resultados

Nas Figuras [2.10} [B.7| (p. [129), e [B.8 (p. [130) apresentam-se os diagramas de caixa da

diferenca da média de Y;, no tempo j, entre os dados completos e os dados observados
nas 500 simulagoes, nas tltimas 5 ocasioes de observacao para cada um dos 16 cenérios, e
em funcgao das trés proporgoes de abandono consideradas. A inspegao grafica destes trés
conjuntos de gréaficos sugere que o aumento do niimero m de participantes no estudo, fixando
o ntimero n de observagoes e a propor¢ao de abandono, diminui a variabilidade da resposta
média observada mitigando o efeito da presenca de dados omissos.

O aumento da propor¢ao de abandono, fixando o nimero m de individuos e o nimero
de observacoes n por individuo, traduz-se num aumento da variabilidade da resposta média

observada. Este efeito pode ser mais facilmente constatado na Figura [2.11]
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Figura 2.10: Diagramas de caixa da diferenca da média de Y}, no tempo j, entre os dados
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completos e os dados observados nas 500 simulacoes, nas tultimas 5 ocasioes de observagao, e

na presenca de 60% de abandono dos individuos.
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Figura 2.11: Diagramas de caixa da diferenca da média de Y}, no tempo j, entre os dados
completos e os dados observados nas 500 simulacoes, considerando os conjuntos de dados

com 30 participantes e 5 observacoes por individuo.

Ao nivel dos mecanismos de omissao, é possivel constatar que a mediana da diferenca
entre os valores médios de Yj, nos tempos de observagao j, entre os dados completos e os
dados observados é aproximadamente nula no mecanismo MCAR. Verificando-se desvios po-
sitivos para os mecanismos MAR e MNAR. Estes desvios refletem o mecanismo de omissao
imposto na fungdo trim() e apresentado na Figura 2.7, Individuos que apresentam medi-
¢Oes mais elevadas sao mais susceptiveis de sofrer abandono, permanecendo no estudo os
individuos que apresentam medi¢oes mais reduzidas. Assim, é expetivel que a resposta nos
dados incompletos pelos mecanismos MAR e MNAR seja inferior a resposta média nos dados
completos, e por isso }7jComp — l_’jObS > 0. Este efeito é mais facilmente observavel na Figura
Estes resultados suportam a ideia reportada na literatura, e ja descrita na secgao 2.1}
de que na presenca de um mecanismo MCAR os dados observados podem ser considerados

uma amostra aleatoria dos dados completos.

Nas Figuras [2.13} [B.9] (p. [131)), ¢ [B.10 (p. [132)) apresentam-se os diagramas de caixa da

diferenca da média de Y} nos tltimos 4 momentos até evento k entre o coorte de individuos
que completaram o estudo e o coorte dos que o abandonaram nas 500 simulagoes, para cada
uma das trés proporcoes de abandono consideradas. No coorte dos individuos que comple-

taram o estudo o evento ¢ o fim do estudo, i.e., o registo da tultima observacao. No coorte
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Figura 2.12: Diagramas de caixa da diferenca da média de Y}, no tempo j, entre os dados
completos e os dados observados nas 500 simulacoes, considerando os conjuntos de dados

com 70 participantes, 15 observac¢oes por individuo e 60% de abandono.

dos individuos que sofreram abandono o evento de interesse é o seu abandono. Chama-se

a atencao do leitor para o facto de apesar destes trés graficos serem muito semelhantes aos

apresentados nas Figuras|2.10} [B.7| (p. [129), e[B.8|(p. [L30), a informagao por eles vinculada é

diferente. Verifica-se que a diferenca entre o valor médio é mais proxima de zero quando a ra-
zao para abandono nao depende da resposta longitudinal - mecanismo MCAR. Nos restantes
mecanismos, a diferenga é agravada pela dependéncia que existe entre a resposta longitudi-
nal e tempo-até-dropout ilustrada na Figura 2.7 Individuos com respostas Y; mais elevadas
tendem a permanecer menos tempo no estudo, i.e., sao mais susceptiveis de sofrer abandono.
Por outro lado, individuos que apresentem uma resposta longitudinal mais baixa sao mais
propicios a completarem o estudo. Na Figura [2.14] apresenta-se a progressao completa de um

dos conjuntos de dados analisados para melhor ilustrar este fenémeno.

Nas Figuras [2.15] 2.16] 2.17] e [2.18] apresentam-se os mapas de caloif’| relativos ao erro

percentual médio (EPM) dos parametros 3y, 31, 72, e 7%, respetivamente, estimados consi-
derando a estrutura de correlagao correta especificada em ([2.5) com (2.6). O EPM em cada
quadricula é calculado a partir do erro percentual observado em cada uma das 500 simulacoes

dentro de cada cenério fazendo

30s mapas, a par de todos graficos de cor apresentados neste documento, fazem uso do esquema de
cores viridis, desenvolvido pelos designers Stéfan van der Walt e Nathaniel Smith, para que sejam também

compreendidos pelos leitores com a forma mais comum de daltonismo .
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Figura 2.13: Diagramas de caixa da diferenca da média de Yy, no tempo até evento k,
entre os individuos que completaram e os que abandonaram o estudo nas 500 simulagoes, nos

ultimos 4 instantes, e na presenca de 60% de abandono dos individuos.
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Figura 2.14: Diagramas de caixa da diferenca da média de Yy, no tempo até evento k,
entre os individuos que completaram e os que abandonaram o estudo nas 500 simulacoes,

considerando os conjuntos de dados com 30 participantes, 15 observagoes por individuo e

60% de abandono.
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A inspecao grafica sugere que, de um modo geral, quer o aumento do nimero m de in-
dividuos que participam no estudo quer o aumento do nimero n de ocasides em que sao
observados reduz o EPM dos parametros estimados. E importante notar que o beneficio do
aumento de m nao parece ocorrer de forma linear, diminuindo com o aumento de m. Por
outro lado, o aumento do nimero n de observagoes parece nao surtir efeito na estimacao dos
parametros 3, e 2, tal sucede porque estes parametros dizem respeito ao momento inicial de
cada individuo e no desenho do estudo nao foi permitido que os individuos pudessem abando-
nar o estudo no momento inicial. Esta restricao foi imposta para garantir que se observavam
os mesmos padroes globais de omissao entre os diferentes mecanismos de omissao. O me-
canismo MAR depende das respostas longitudinais observadas, e como no instante inicial
ainda nao existem observagoes nao é possivel informar este mecanismo. Esta carateristica
do desenho do estudo explica também o porqué das diferentes proporc¢oes de abandono e dos
mecanismos de omissao nao influenciarem a estimacao destes dois parametros associados a

ordenada na origem, 3y e v2. Ao nivel dos parametros 3; e 72, um aumento da proporcao da
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proporcao de abandono agrava o erro de estimagao. Os EPM obtidos para estes dois tltimos
parametros entre os diferentes mecanismos de omissao sao muito semelhantes, apresentando
diferencas inexpressivas. E importante notar que no desenho do estudo se impés a observacao
dos mesmos padroes globais de abandono entre os diferentes mecanismos e ainda que os con-
juntos de dados fossem ajustados com a estrutura de correlagao correta. Por outro lado, estes
resultados podem advir do facto de as progressoes individuais geradas pelo modelo conside-
rado serem relativamente monoétonas. Estas carateristicas podem explicar estes resultados,

no entanto estas hipoteses deverao ser exploradas em estudos de simulagao posteriores.
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Figura 2.15: Mapa de calor do EPM do parametro 3, estimado considerando a estrutura

de correlagao correta nas 500 simulagoes.
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Figura 2.16: Mapa de calor do EPM do parametro ; estimado considerando a estrutura

de correlagao correta nas 500 simulagoes.
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Figura 2.17: Mapa de calor do EPM do parametro v? estimado considerando a estrutura

de correlagao correta nas 500 simulagoes.
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Figura 2.18: Mapa de calor do EPM do parametro 72 estimado considerando a estrutura

de correlagao correta nas 500 simulagoes.
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Capitulo 3

Modelos conjuntos para dados

longitudinais e de tempo-até-evento

Neste capitulo introduzimos os modelos conjuntos para dados longitudinais e de tempo-até-
evento e as condi¢oes que motivam a sua aplicagao. E apresentada uma revisao das principais

familias de modelos propostos na literatura.

Quando o mecanismo de omissao em dados longitudinais é informativo, é possivel ob-
ter inferéncias validas de analises que sejam baseadas na distribuicao conjunta do processo
longitudinal e do processo de omissao [Y, D] [19]. Estes modelos designam-se por modelos
conjuntos para dados longitudinais e tempo-até-evento. Estes modelos surgem como alter-
nativa a abordagens simplistas como o método tltima observagao efetuada (last observation
carried forward), que consiste em extrapolar as observagoes em falta para os individuos que
abandonaram o estudo a partir da ultima observagoes registada [2]. No entanto, a aplicacdo
de modelos conjuntos nao se esgota na modelagao de dados longitudinais em que se pretende
corrigir abandono informativo. Estes modelos sao também tteis quando estamos interessa-
dos na resposta tempo-até-evento mas queremos ter conta o efeito de uma covariavel interna
dependente do tempo medida com erro [19].

Diferentes modelos tém sido apresentados na literatura baseados em diferentes fatoriza-

¢oes da distribuigdo conjunta [Y,T], onde Y e T sdo as v.a. que descrevem a resposta
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longitudinal e a resposta tempo-até-evento. As trés principais familias de modelos propostas
para esta distribuigdo conjunta sao [22]: (i) Modelos de selegao (selection models), (ii) Mo-
delos de mistura de padrdes (pattern-mizture models), e (iii) Modelos de efeitos aleatérios ou

de parametros partilhados (random effects models ou shared parameter models).

3.1 Modelos de selecao

A fatorizacao dos modelos de selecao é baseada na relacgao
Y, T = [Y][TlY],

onde o primeiro fator é a distribuicao marginal das medig¢oes longitudinais, e o segundo
¢ a densidade do processo de omissao condicional nas respostas longitudinais. Este tltimo
fator pode ser visto como o mecanismo probabilistico que descreve a auto-selecao de cada
individuo abandonar ou continuar no estudo. Diggle & Kenward (1994) [23] foram pioneiros
na utilizagao de modelos de sele¢gao para correcao dados omissos por abandono nao aleatorio.
A abordagem mais comum para a distribuicdo de medi¢oes repetidas é um modelo linear
de efeitos mistos. A escolha para a distribuicao condicional geralmente recai num modelo
de regressao linear logistico, ou probit, onde as probabilidades sao modeladas em fungao de
algumas medicoes longitudinais. Contudo, alguns trabalhos propoem a utilizacao do modelo
de riscos proporcionais de Cox ou um modelo de tempo de vida acelerado.

Esta classe de modelos podem ainda incorporar efeitos aleatérios na distribuigao marginal

do processo longitudinal, na forma
Y., T,U] = [U][Y|U][T|Y],

passando a designar-se por modelos de sele¢ao aleatorios (random selection models).
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3.2 Modelos de mistura de padroes

Nos modelos de mistura de padroes a distribuigao conjunta é fatorizada na forma
Y, T = [T[Y|T],

onde o primeiro fator é a densidade marginal do tempo-até-evento, e o segundo é a
densidade do modelo do processo longitudinal condicional no processo de omissao. Esta
fatorizacao atribui um modelo longitudinal distinto a cada padrao de omissao observado. A
mistura de padroes é pesada pela probabilidade de se observar cada um desses padroes de
omissao. Esta classe de modelos para tratamento de dados omissos de forma nao aleatoria
foram introduzidos por Little (1993, 1994) [24] 25]. A distribuigdo marginal de T pode ser
descrita por uma distribuicao multinomial ou através da modelacao da funcao de risco com
um modelo de Cox, ou um modelo de tempo de vida acelerado. A distribui¢ao condicional
Y |T nem sempre é especificada, uma vez que o espago amostral dos padroes de tempo-
até-evento pode ser integrado a partir da distribuicao condicional e, assim, as inferéncias
sao feitas diretamente na distribui¢cao marginal de Y. O principal objetivo dos modelos de
mistura de padroes é ajustar a inferéncia sobre Y para os efeitos do evento de interesse, com
a conveniéncia de nao ser necessario especificar a distribuicao marginal do tempo-até-evento.

Tal como na fatorizacao anterior, este modelo pode ser estendido para incluir efeitos ale-
atorios nao observados, passando a designar-se por modelos de mistura de padroes aleatérios
(random pattern-mizture models). A fatorizagao da distribuigao conjunta das trés v.a. toma

entao a forma,
Y., T,U] = [U][T|U][Y|T],

onde os efeitos aleatorios sao incluidos na distribuigao marginal do tempo-até-evento.
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3.3 Modelos de efeitos aleatorios

Nos modelos de efeitos aleatorios, também designados por modelos de parametros partilhados,
sao introduzidos efeitos aleatorios que capturam a associagao entre o processo longitudinal e

o processo de omissao. A fatorizagao toma a forma

[Y,T, U1,U2] = [U17U2HT|U1][Y|U2],

onde U = (U;,U,)" representa os efeitos aleatérios. Este tipo de modelos assenta na
ideia de que existe um processo latente subjacente, descrito pelos efeitos aleatorios, que afeta
os dois processos observados. Quando condicionados aos efeitos aleatorios os dois processos
tornam-se independentes. Alguns dos primeiros modelos incluidos nesta classe podem ser
encontrados nos trabalhos de Wu & Carrol (1988) [26], Follmann & Wu (1995) [27], e Hogan
& Laird (1997)[28].

Apesar de os modelos descritos anteriormente serem matematicamente equivalentes na
medida em que descrevem a mesma distribuicao conjunta de variaveis aleatorias, eles tém
interpretacoes distintas. Os parametros envolvidos em cada um dos componentes dos mo-
delos tém diferentes interpretacoes; enquanto que num modelo podem ser os parametros da
distribuicao condicional, no outro sao os parametros da distribuicao marginal. A distribuicao
conjunta pode ser fatorizada de diferentes modos, e cada um desses modos traduz-se numa
estratégia de modelagao distinta que condiciona as interpretagoes possiveis e, por isso, deve
ser adequada ao problema em anélise [22]. Por exemplo, os modelos de sele¢ao sdo usados
principalmente quando o interesse inferencial estd nos parametros do modelo de sobrevivén-
cia, melhorando a inferéncia permitindo a correlacao entre as medi¢oes longitudinais. Por
oposicao, quando o interesse principal recai na trajetéria longitudinal, que pode estar associ-
ada a um padrao de evento, os modelos de mistura de padroes sao mais comumente usados.
Como Sousa (2011) [22] sugere, a selegao da fatorizagao deve ser guiada, por um lado, pela
questao cientifica que precisa ser respondidas e, por outro, pela natureza da associagao entre

Processos.
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A maioria da literatura de modelos conjuntos considera o modelo de riscos proporcionais
de Cox [14] para modelar a v.a. tempo até evento. Como descrito na secgao este
modelo prescinde da especificagao da fungao de risco subjacente conferindo-lhe uma grande
flexibilidade. No entanto, o modelo pressupoe que o racio das fungoes de risco é constante ao
longo do tempo (riscos proporcionais). Este pressuposto de proporcionalidade nem sempre
é satisfeito e, portanto, ha necessidade de utilizar outros modelos que prescindam dessa
condicao. Uma alternativa passa pela utilizacao de modelos paramétricos que assumem que
o tempo de sobrevivéncia é descrito por um distribuicao especifica. Algumas das distribuicoes
utilizadas sao: Weibull, log-logistica, log-normal, ou Gompertz. Estes modelos permitem a
inferéncia direta do efeito que as variaveis tém no tempo de sobrevivéncia, a estimagao por
méxima verosimilhanca, e incorporar fungoes de risco com diferentes formas.

A inferéncia em modelos paramétricos baseia-se essencialmente na funcao de verosimi-
lhanca. A verosimilhanga conjunta é de facil escrever, contudo os integrais que a compoem
podem nao ter solugoes analiticas e requerem, por isso, a utilizacao de métodos numeéricos
de integragao (e.g., aproximagao Gauss-Hermite, aproximagao Laplace) [29]. As técnicas de
estimagao podem incluir métodos Bayesianos baseados na cadeia de Markov Monte Carlo, ou
métodos frequentistas como, e.g., a maxima verosimilhanca, a maxima verosimilhanca com
estimacgao por bootstrap para os erros padrao [29).

A construcao de modelos conjuntos é disponibilizada nos softwares de analise estatistica
padrao, como o R, SAS [30], e Stata [31]. No software R existem diferentes packages que
permitem ajustar este tipo de modelos, nomeadamente: o JoineR, desenvolvido por Philipson
et al. [32]; o JM e JMbayes, desenvolvido por Rizopoulos et al. [33,[34], ¢ o 1cmm, desenvolvido
por Proust-Lima et al. [35].

Uma revisao mais detalhada da modelagao conjunta de dados longitudinais e de tempo-
até-evento pode ser encontrada nos trabalhos de Tsiatis & Davidian (2004) [36], Sousa (2011)
[22], e Papageorgiou et al. (2019) [37].
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Capitulo 4

Modelo Gaussiano transformado

Neste capitulo descreve-se o modelo Gaussiano transformado proposto por Diggle et al.
(2008) [1]. Sao apresentadas novas estruturas de correlagao para este modelo conjunto, com
uma interpretacao mais intuitiva. Para uma estrutura particular, apresentamos as equagoes
dos estimadores dos parametros desconhecidos do modelo obtidos (i) pela derivagao da funcao

de log-verosimilhanga, e (ii) pela aplica¢ao do algoritmo EM.

Diggle et al. (2008) [1] propuseram um modelo simples totalmente paramétrico, o Modelo
Gaussiano Transformado (TGM, Transformed Gaussian Model), para descrever a distribuigao
conjunta da resposta longitudinal Y; e a transformacao log do tempo-até-abandono informa-
tivo Dy, log D;. O TGM assume que o vetor de respostas (Y;,log D;)" do i-ésimo individuo

é uma realizacao de uma variavel aleatoria Gaussiana multivariada.

Considerando um conjunto de individuos independentes i, ¢ = 1, ..., m, que se pretendem
observar num conjunto de tempos pré-definidos t;, j = 1,...,n. Cada individuo ¢, portanto,
descrito pelo conjunto de medidas longitudinais y; = (yi1, Yio, - - -, ¥in,) |, Uma realizagao da

variavel aleatoria Y;. Se um individuo abandona o estudo antes do fim do tempo de observacao
t,, a observacao da variavel aleatoria Y; é interrompida e sao recolhidas menos realizacoes
(n; < n). Como descrito em , esta interrupgao pode ocorrer por causas relacionadas com
Y. (dropout), ou ndo (perda de acompanhamento).

A variavel aleatoria D; descreve o tempo até dropout. Se uma sequéncia de medidas
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longitudinais y; é interrompido por um tempo de dropout d;, isso é dizer que as medidas lon-
gitudinais y;; sao omissas para tempo t; superiores ou iguais a d;. Como descrito na seccao
2.1 cada vetor Y; pode entdo ser particionado no sub-vetor dos dados observados Y;° e no
sub-vetor dos dados omissos (missing) Y;™ Y; = (Y,°,Y;")". Se um individuo providenciar
todas as observagoes pretendidas, o seu tempo tempo-até-dropout é censurado a direita E
ainda importante notar que a presenca de observagoes omissas nao implica necessariamente a
observagao de um evento de dropout; esta pode resultar de perda de acompanhamento (aban-
dono nao informativo), o que leva simultaneamente a um conjunto incompleto de medigoes
longitudinais e a um tempo-até-dropout censurado a direita. Portanto, o tempo de confor-
midade registado t; pode ser um tempo-até-dropout d; ou um tempo de censura a direita c;.
Assim sendo, t; = min{d;, ¢;} e J; indica se a resposta longitudinal do individuo i terminou
por dropout (6; = 1) ou por perda de acompanhamento (censura) (6; = 0). Na Tabela
apresenta-se um exemplo hipotético. Tendo em conta o acima exposto, os dados relativos ao
individuo 4 podem ser convenientemente representados pelo vetor (y¢,t;,d;)", que deve ser

visto como uma realizagao do vetor aleatorio (Y;, 75, Ai)T onde

O TGM assume que os m vetores (y;,logd;)" sdo realizacoes da variavel aleatoria multi-

variada Gaussiana (Y;,log D;)", da forma

Y; X;-B | |Vi¥) &)

n; X1 ~ MVN n; Xp px1 7 n;Xmn; n; X1 ) (42)
log D; W' o |g/(v) 7

1x1 1xq gx1 1xn; 1x1
(n;+1)x1 (n;+1)x1 (ni+1)x(n;+1)

I'Numa primeira leitura isto pode parecer confuso, dado que o dropout é uma causa comum de censura i
direita em estudos de analise de sobrevivéncia. Por exemplo, se um individuo abandona um estudo durante
o tempo de observagao o evento de interesse morte nao é observado, e o seu tempo de sobrevivéncia é
considerado censurado a direita. No entanto, no contexto desta exposicao, o evento de interesse é o dropout
do estudo em si mesmo. Este tempo-até-dropout pode nao ser observado nos casos de total conformidade

com o protocolo e por isso gerar dados censurados a direita da variavel aleatéria tempo-até-evento D;.
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Tabela 4.1: Hipotético estudo longitudinal com individuos com conformidade total (a),

dropout (b), e perda de acompanhamento (c).

Tempo de Observacao
0o 2 4 6 8

I w0 12 yu wie vy 122 8 8 0
2 Yo Y2 Yu NA NA 6 100 6 1

+* Nao observavel.

As componentes do vetor de valores médios da distribuigao multivariada Gaussiana em

sao:

e X, ¢ o vetor valor médio da variavel longitudinal, que ¢ funcao da matriz desenho Xj;

e do vetor desconhecido dos efeitos fixos 3;

e W.'a ¢ a média da variavel tempo-até-dropout transformado, que ¢ especificado pelo

vetor das varidveis independentes W; e pelo vetor dos parametros desconhecidos a.
A sua matriz de (co)variancias é especificada por:
e V;(v) é a matriz de (co)variancias da resposta longitudinal Y;;

e 1% ¢ a variancia do tempo-até-dropout transformado log D;;

e g(v) ¢ o vetor de covariancia cruzada entre cada medicao longitudinal Y;; e log D;.

4.1 Estruturas de correlacao

O modelo TGM destaca-se de outras abordagens de modelagao conjunta descritas na litera-
tura pela sua simplicidade e rapidez de computacao. Contudo, a interpretacao puramente
empirica do vetor de correla¢ao cruzada g(7y) entre as medigoes longitudinais e o tempo até

abandono pode ser vista como uma fraqueza. Neste trabalho, propomos novas estruturas de
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correlagao com uma interpretacao mais intuitiva pela partilha de efeitos aleatérios e inclusao
de um parametro de associagao v entre as duas respostas. A inclusao de efeitos aleato-
rios partilhados permite a fatorizacao da distribuicao conjunta como um modelo de efeitos
aleatorios, como descrito no capitulo

Consideramos o modelo para o vetor das variaveis reposta Y; e transformacgao do tempo-

até-dropout log D;

Y, = X8+ MU, + Z;
logD; = W, a+ V,"y +¢

onde

(
U, ~ MVN(0,7Y)
Z; ~ MV N(0,72I)

€; ~ N(O7772)

\UiJ_LZijJ_LEi

O vetor Y; é descrito por um modelo linear misto para um nivel de agrupamento, como
descrito por Laird & Ware (1982) [8]. A matriz X; ¢ a matriz de covariaveis dos efeitos fixos
e B o vetor dos efeitos fixos. M; é a matriz de covariaveis dos efeitos aleatorios e U; o vetor
dos efeitos aleatorios. O vetor Z; é o vetor dos erros aleatérios dentro do grupo.

O modelo log-normal proposto para o tempo-até-dropout do individuo ¢, D;, é um modelo
de tempo de vida acelerado, introduzido na secgao a é o vetor dos parametros de
regressao e W; o vetor das covariaveis. ¢€; € o erro aleatorio. V; é o vetor de efeitos aleatérios
partilhados pela resposta longitudinal Y; e A o vetor de escala associado.

Possiveis estruturas para M;U; e V'~ sdo apresentadas na Tabela O(s) efeito(s)
aleatorios pretendem explicar carateristicas nao observaveis que afetam a progressao indi-
vidual da resposta longitudinal e o tempo-até-dropout; e, por isso, explicam a associagao
entre os dois processos. E pouco realista admitir que as carateristicas observadas esvaziam
a heterogeneidade populacional, i.e., que individuos com os mesmos valores nas covariaveis

observadas sao homogéneos. Tal deve-se ao facto de nao ser possivel incluir no nosso modelo
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todos as carateristicas/fatores de risco relevantes como covariaveis, ora pela impossibilidade
pratica da sua observacao, ora pela sua existéncia ser desconhecida. Esta heterogeneidade
individual nao observada é extremamente importante e nao pode ser descurada. Exemplos
destas carateristicas nao observéveis dos individuos podem ser fatores genéticos, ou condig¢oes
ambientais nao quantificaveis (e.g., poluigdo doméstica, stress). Assim, as duas respostas em
(4.3]) partilham pelo menos um mesmo efeito aleatério, que descreve carateristicas ambientais

e/ou genéticas latentes.

Tabela 4.2: Possiveis estruturas para M;U; e V,"4 no modelo (4.3)).

Modelo V;T'V M,U,;
2 ’}/UZZ Uil —f- tijUjQ

3 ,le’il +’}/2UZ2 Uil +t1]U]2

No modelo

log D; = w, o+ V"~ + ¢
& Di=exp{w/a+ V' y+ea}
& D; = exp{w, a+ V,"~;} exp{e;}

onde ¢; ~ N (0,7?), e w, a + V,"~ descreve carateristicas do individuo i, que podem ser

ou nao observéaveis. Notar que como

log Dy = ¢;
< Dy = exp{ei}

D; pode ser escrito na forma
D, = exp{w] a + V; v} exp{e.}

)

= exp{w; &+ V; 7} Dy
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onde Dy pode ser vista como a distribui¢ao para um individuo de referéncia com w, o +
V.'y = 0. A func¢do de sobrevivéncia para qualquer individuo i no tempo ¢, S;(d), em termos

2

da fungao de sobrevivéncia subjacente Sy(d) é

d - exp{— (w;a + V;T’)’ + € — ez)})

Si(d) = P (D; > d)
= P (Dgexp{log D; — log Dy} > d)
= P (Dy > d - exp{— (log D; — log Dy)}) (4.4)
= So(d - exp{— (log D; — log Dy)})
(
(

d-exp{—(w;, o+ V;"v)})

A probabilidade de um individuo com covariaveis w; e/ou efeitos aleatorios V;, perma-
necer no estudo longitudinal no tempo d é a mesma do individuo de referéncia no tempo
d - exp{—(w] o + V;Tv)}. Isto pode facilmente ser interpretado como o encolhimento ou
alongamento do eixo do tempo, isto é, como o tempo passando mais rapido ou mais deva-
gar por um fator exp{—(w, a + V,"~)}. Caracteristica que justifica a sua designagao como

modelo de tempo de vida acelerado. Se

exp{—(w/ a+V;'7)} > 1
sw a+V,'y <0,

o tempo até dropout é reduzido pelo efeito de w, a + V;T~. Se, pelo contrario,

exp{—(w] e+ V;"y)} <1
sw/ a+V,'y >0,

o tempo de permanéncia no estudo é alongado pelo efeito de w, a + V.

Atendendo que a funcao densidade de referéncia é

1 (log d)*
d)= ———exp{ — :
fO( ) d\/W P 27]2
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a relacao entre a fungao densidade para qualquer sujeito em termos da fun¢ao densidade

subjacente obtém-se resolvendo em ordem a p; a equagao

fi(d) = fo(d-exp{— (log D; —log Dy)}) - p1.

Obtém-se a relacao

fi(d) = fo(d-exp{— (log D; — log Dy)}) x exp {— (log D; — log Dy)}

o 1 _(log d — (log D; — log Dy))? _ (logd — Eflog D;])’ Var{log Do)
P Var(log D;]

2 Var|[log Do) Var(log D]

= fo(d-exp{—(w/a+V,'v)}) xexp{—(w/a+V, v)}

% oxp { 1] (logd — (w/ o + V;T’y))2 (logd — El[log D,;])Ql } Var[log Dy

2 Var{log D] Var[log D;]

2 Var[log D;]
(4.5)

Usando o facto que h(d) = f(d)/S(d) a func¢ao de risco pode ser escrita como

fi(d)
fo(d-exp{—(w/a+V,"y)}) . .
= S ep( (@l Vi P e Vi)

1 [ (logd — (w]a+V,"y))*  (logd — E[log D])*] log Dy,
Xexp{ (logd — (w/a+ V™))" (logd— Ellog Di)*| | [Var(log Dy

2 Var[log Dy Var[log D;] Var[log D]

= ho (d- exp {—(w/ @+ V;T7)}) x exp {—(w] a+ V;"y)}

- logd T v 9 B e
X exp {1 (Og (’UJl a+V, 7)) (logd E[log Dz]) y Var[]og DO]

2 Var[log D] ~ Varflog D] Var[log D]
(4.6)

onde hy(d) é a fungao de risco subjacente.

Ao contrario da fungao de sobrevivéncia (4.4)), a relagao entre fungdes de densidade (4.5))

e de risco (|4.6)) e as respetivas fungoes subjacentes nao é tao simples.
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4.2 Inferéncia

Das estruturas de correlagao propostas na Tabela [4.2] consideraremos o caso particular

Y, =X:B8+U + 2,

(4.7)
log D; = wiToH—’yUl-—i-ei
onde
2 0 0
(Ziju Ui; 67;) ~ MV N 0, 1/2 0 . (48)
0’
Nestas condigoes, o0 modelo (4.2)) toma a forma
Y, X V(12,72 (V2
~ MVN Bl (VAT &) 1) (4.9)
log D; w, o gl (V) yvr+n?

Atendendo que

VCLT(YZ']‘) = VCLT(Xij/B + Uz + Zl])
=0 + V(lT(Uz) + VCLT(ZZ']')

:V2+7'2,

CO?J(Y;‘J', Y;k) = COU(Xijﬁ + Ul + Zz’j7 Xlkﬁ + Ul + sz)
=0+ OOU(Ui, Ul)
= V(M"(UZ)

:V7

a matriz de (co)variancias da resposta longitudinal Y; é dada por
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(2 + 712) v? V2
V2T . V2
V(2 %) = ( ) ‘ =1 J+ 7L
(V2 +77)

A variancia do tempo-até-dropout transformado log D; obtém-se fazendo

Var(log D;) = Var(w; a +~U; + €)
=0+ Var(yU;) + Var(e;)
=*Var(U;) + Var(e) |
=2 +n?

Como

Cov(Y;j,log D;) = Cov(X,;;8 + U, + Z;, w, a+vU; + ¢)
=04 Cov(U;, v U;)
=y Var(U;)
=717

o vetor de covariancia cruzada entre a resposta longitudinal Y; e log D; é

g, = (vih...v?) | = AL

Pelos resultados anteriores, a matriz de (co)variancias em (4.9)) tem a forma

Vit ) g | [T

g (v*) v+ A% S
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4.2.1 Estimacao por maxima verosimilhanca

A fungao verosimilhanga dos parametros 8 = (3, o, 7, V2, 7%,1%), dado os dados observados
(y°,logt, ) do modelo (4.7)), é apresentada abaixo. E importante notar no desenvolvimento
que t; é a versao observavel de d; ou ¢; como descrito em (4.1)), e discriminado pelo indicador

0;.

3

(0 y lOg t 5 H / yz ’ yz log ti? 5i]Yi,log D;,A; dy:ﬂ

S

= /yz,logtzﬁ | Yy soerngym X Wy, Ayl

gs Il

[yz , log ti 5i]1@,log DA

s
I
-

.

s
I
—

[yz?]yi x [logt;, d; | yf]logDi,Ai\Yi

1-6;

05
fm(yf){flogDim(logtz‘)scim(10?5752‘)} {fcim(10gti)SlogDim(10gti)}

—.

1

<.
Il

1-6;

0;
fm(yf){flogDim(logti)} {SlogDz-m(logti)}
m d; 1-4;
< TT{sem (toet) | { e (10211 |

i=1

=

i=1

(4.10)

onde ¢; é o indicador de dropout

1 se dropout foi observado
0; = . (4.11)

0 se dropout foi censurado
Se assumirmos que o processo de censura ¢ independente quer do processo de dropout
quer do processo longitudinal (censura nao informativa), a distribui¢ao do tempo de censura
C; nao depende dos parametros de interesse 6. Assim, o tltimo produtoério na equagao (4.10))
¢é constante, e toda a inferéncia sobre @ pode ser baseada na fun¢ao de verosimilhanca dada

por
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1-6;

m 05
L(e;yo,logt, 6) X Hf}z;(’!_]f) X {flogDiYi(logti>} {Slog[)iyi(logti)} (412)
i=1

A fungao de verosimilhanca envolve a distribuicao marginal de Y; e a distribuicao
condicional de log D; | Y;. A distingao entre a contribui¢ao de um individuo que sofreu ou nao
dropout faz-se através da distribui¢do condicional log D; | Y;. Quando o tempo de dropout
é observado, o individuo contribui com densidade de probabilidade condicional; quando é
censurado, i.e. o tempo de dropout nao é observado, ele contribui com a probabilidade

condicional acumulada.

Por (4.2)) e (4.7)) conseguimos ver que

Y, ~ MVN (X8, Vi(1?,7%)),

1OgDz | }fz =Y~ N (MlogDi|yi(aaﬁ777 V277—2)7 O-IQOgDi|yi(V2>T27772)> ’ (413)

onde

MlogDi‘yi(a7ﬁ777 V27 TQ) = w;ra + g;,r(y2)‘/;71(y27 7—2)(yi - Xllg) (4 14)
= /wl.Ta + '71/2]_T (V2 J + 72 I)_1 (yl - Xzﬁ);

e, pelas propriedades da distribuicao multivariada Gaussiana condicional descritas no

anexo (p- [133), que

Onog Dol V5 T2507) = (V2 + 7)) — gl PV, g (V).

) . (4.15)
= (’yl/2+772) — ('yy2) 1" (I/ZJ—l—TQI) 1

Substituindo as respetivas fungoes de densidade de probabilidade e de distribuicao acu-

mulada em (4.12)), a fungdo de verosimilhanga é escrita como
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m exp {—L(y¢ — X:8) V(v — XiB)}

L. (271’)"1'/2 | ‘/z |1/2
=1 (4.16)

x { - {_Euiaogfjf}}&% - @(ui(bgti))}w

(27Tglog Di|yi)

L(6;y°, logt, §)

onde

logti — fhog D; |y
u;(logt;) = 8 Dily ,

Olog D; lyi

e ®(-) a fungao de distribuigao acumulada da distribuigao Gaussiana padronizada, N (0, 1).

O logaritmo da funcao de verosimilhanga é entao

" exp {—3(y? — X:B) "V, (g7 — XiB)
1(0;y°, logc, d) ocz { log ( { - (27T)ni/2 |V, |1/2 })

i=1

exp { —3u;(logt;)? })

<27T<’10gmyi>” ’

+ (1 —46;)log (1 — O (u;(log tz))) }

VL

| =T

; 1
{— 5 log(2m) — Slog (| Vi |)

(2

(y) — X:B)"V, (v} — XiB)

(4.17)

=%

+ ,( — %log(%r) — 1og(Tiog D, |y;) — %ui(log ti)Q)
+ (1= 5)log (1 — ®(u;(log ti)) }

ocz { — %bg Vi) — %(yf - X;8)"V, (y) — XiB)

1=1

1 1
+ §i( ~3 log(afog Dilyi> — §ui(10g ti)2)

+(1—6;)log (1 — ®(u;(log ti)) }
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Analisando a contribui¢dao do individuo 7 em , o primeiro termo refere-se a contri-
buigao da distribui¢ao Gaussiana multivariada dos dados longitudinais. O segundo e terceiro
termo correspondem & contribui¢ao do tempo-até-dropout ou tempo de censura, respetiva-
mente. Um atributo desejavel para um modelo conjunto é que, na auséncia de associacao
entre os dados longitudinais e os tempos dos eventos, o modelo deve gerar os mesmos resul-
tados obtidos pelas analises independentes de cada uma das componentes. Se a associacao
entre as medidas longitudinais e tempo até dropout nao for estatisticamente significativo, i.e.

v = 0, os parametros da distribui¢ao condicional D; | Y;, (4.14) e (4.15) tornam-se

T
Hiog Dily; — w; & = UogD;,

0120g Dily; = 772 = 0120g D

A log-verosimilhanca reduz-se a soma das fungoes de log-verosimilhanca que seriam
obtidas pelas analises individuais dos dados longitudinais e tempo-até-evento. Ou seja, nessas
circunstancias, maximizar a fungao de log-verosimilhanca é equivalente a maximizar as duas
fungoes que a compoem separadamente.

As estimativas dos parametros de interesse 8 = (3, a, 72,7, 1% v?) podem ser obtidas
através da diferenciacao da funcao log-verosimilhanca . Apresentam-se abaixo os cél-
culos da sua derivada com respeito a cada um dos parametros Os calculos fazem uso de um

conjunto de propriedades de operacoes sobre matrizes e da formula de Leibniz descritas nos

anexos [C.2 e [C.3| (p. [135] e [136)), respetivamente.

% —0+ % ij {5( _ %ui(log t,)?) +(1—6;)log (1 _ B (us(log ti)) }
(et 0o (2 ) )

=D
i { 1ot ] b T e e }

=1
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“”( —0t 52 { — S~ XB) TV (5~ X.p)
+ 6,-( - %ui(logti)2> + (1 —0;)log (1 — @(ui(logti)) }

_y {X,T Vol (gl — X.0)

+ (51‘( — MXTVlgi)

(=6 < = S_O(uz‘(log ti)) 1 Xj‘/;1gl) }

P (u;(log ) Tlog Dy Jy,

-y {X;@? T+ (g — X.0)
i=1

(log t,

Olog D;|y;

o(u;(logt;)) 1 T 2 2 1)1y 2
s - X. I 1
+ ( 52) ( 1-— (I)(Uz(log tz)) Olog D;|y; ' (V T ) o |

R 2 plus(logt)
- Z 352 i {& <ui(logti) — 1) + (1 = d;)ui(logt;) 1 — ®(u;(logt;)) }’
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0 — 1 ) 1 )
0+ % Zl {51< ~3 log(UIOgDi|yi) — Euz(log t;) )

+(1—6)log (1 — ®(u;(log ti)) }

5 8; | wi(log t;)o10g Dy 1 Vit (37 — Xu3)
g

i=1 log Dily;
+7 (uj(logt;) — 1) (1 — 1/21TV;11))

p(ui(logt;))
1 — ®(u;(logt;))

(-4 (alogmfw—l (v — X.8)

+ vy u;(logt;) (1 — VQIT‘/i_Il) ) }

m
1/2

& {5i (ui(log £)0wg iy 1T (V2T + 72 1) (37 — Xi3)
i=1 ~log Dily;
+7 (wi(logt) = 1) (1 =17 (* T +721)71) >
¢(ui(logt))
1 = ®(u;(logt;))

+ yu(logt;) (1= 1T (VT +721)7'1) > }

+ (1-4) (UlogDiyilT(V2 J+7° 1) (y] - X:B)
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Notando que

ol(o 0 1
——log (Vi) ——(yz X,8)"V, (y! — XiB)
-3
+57j<_% (g Dijys) — ; i(logt;) ) + (1 —4;)log (1 - @(ui(logti))}
m 1 _
;Vl 1{5 - X.8)(y; — X.8) 'V, —I)

)Tuz(logt ;) 1(u?(logt;) — 1)gT)

2 (A
Olog D;y; 2 Tlog D;|y;

i x

p(u;(logt;)) 1 ( T+ lu(logt;) T>:| 1
+ (1 — 9, 7 — X ———g, V.
( )1 — ®(u;(logt;)) Olog Ds|y; X A) 2 Olog Dyly: &

- Y (PI+72D)" {% (v - XiB)(we — Xi8)" (T +721) " 1)

i=1

— 1/21 |:5z ((ya o XZIB)TulaOg tl) o l(u?(log tl) — 1),}/ V21T>

Olog D;y; 2 0120g D;ly;
1 u;(logt;
_ _MWW)]
2 Olog Dily;

p(ui(logts)) 1
1 — &(u;(logt;)) Olog D;y;

X (V2J+7'21)71 }

+ (1 —6;)

(- x0)
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a derivada da funcao log-verosimilhanca em funcao dos parametros 72 e v? ¢ dada por

ol(e 0 & 1 1, .
3(72) =92 Z{ — 5 log (| Vil) — 5(wi - XiB)" 'V, (y? — XiB)
i=1
1 2 1 2
+0;| — 5 108(Tlog Dy y:) — iui(log ti)* | + (1 —0;)log | 1 — P(u;(logt;)
- 1
=) T ‘6‘1{5 (7 — XiB)(y; — X:8) "V, "' — 1)
i=1
— 5z<(yf—X15) ( & )__( (gg ) )gz>
TiogDilys 2 Tiog Dy,
p(ui(logt;)) 1 ( 1 u;(logt;) )} Ty -1
+ (1 =4 P = XiB) - 5——8; i Vi
R YOS E G T A
-S| (P T+ 2D) {% (- XB - XB) (T +721)" ~ 1)
i=1
. . 2 ) —
- |:57, ((yf - Xzﬁ)ul(logtl) o l(uz (1(2)gt1) 1)/yy21)
Olog D;ly; 2 glog Dily;
¢(u;(logt;)) 1 ( Lu;(logt;) )]
+(1-6 o X,3) — ~ 0802
( )1 — ®(u;(logt;)) Olog D |y; (v A) 2 Olog Di|y; !
x yP1T (VT + 7 I)_1 }],
e
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Ww:iiz%—lmmwn—;w—XﬂWWWW—&@
1
2

l%wamw—éwmym)+u—&mg@—®Wﬂ%m>}

-y { SV STV (- X8~ X8) V]

1
65— 7 ((7 - 1){1TV;11 - I/QTr[V;_IJVi_lJ]}

Ulog D;ly;

+ 2u;(log ti){aﬁ,gmyi 1TV Yy — XiB) — v Tr [V, (y? — XiB)1T V1 J])

+ %ui(log t)(1—v) 1TV, 1 =T [V IV T]) })

p(u;(logt;)) 8l ( Ty -1
( )1 - (I)(uz(log tl)) UlzogDi|yi oDy ( ( )

T [V e — X8V )

+ %ui(log t)(y—1) 1V =T [V IV T ) }

(Continua na pégina seguinte.)
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M

I
—

{ — %TI‘[(V2J—|—7'2 I)_1 J]

(2

+ %Tl"[(l/Q J+7? I)_1 (v, — XiB)(y) — XiB)" (v J + 72 I)_1 J]
I ( T( 2 2 r\~1

+ 0= y—1)31 (v*J+7°1) 1
20120gDi|y¢ ( >{ ( )

— AT ) T (T 4 T) T )

+ 2u;(log ti){afogmyi 1T (AT +7 1) (¢ — X.6)
T[T D) - X8 (T 1))
+ guillogt)(1 =) (1T (AT +721) 1

— AT (BT D) T (BT ) )})

o(ui(logt;)) 0
— (1=
( ) 1— (I)(Uz(log tl)) 0-120gD¢\yi

— *Tr [(V2J+T2I)_l (y) — X:B)1" (V2J+T2I)_1 J] )

+ %ui(logti)(y -1 (PIT+7° I)_1 1

SR T (T ) )) }

Como os resultados acima demonstram, na presenca de tempo-até-dropout censurados,

nao é possivel obter expressoes de forma fechada para nenhum dos parametros desconhecidos

do modelo.
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4.2.2 Estimacao por algoritmo EM

A inclusao de efeitos aleatorios partilhados no modelo possibilita a aplicacao do algo-
ritmo Estimacao-Maximizacao (EM, Expectation Mazimization), proposto por Dempster et
al. (1977) [38], tratando os efeitos aleatorios como dados em falta, para obter as estima-
tivas por méaxima verosimilhanca do modelo [39], como alternativa a diferenciagao da
log-verosimilhanca descrita anteriormente.

O algoritmo EM é um método iterativo aplicado na estimacao por méaxima verosimi-
lhanca em problemas com dados incompletos. A ideia intuitiva deste algoritmo é a de que
a log-verosimilhanca relativa aos dados completos é tipicamente mais simples de maximizar,
geralmente em forma fechada. A cada iteracao o algoritmo percorre dois passos: o passo de
Esperanca (E) e o passo de Maximizacao (M). No passo E preenchemos os dados incomple-
tos e trocamos a log-verosimilhanc¢a dos dados observados por uma fungao substituta. Esta
funcao é entao maximizada no passo M, que simula a estimacao por maxima verosimilhanca
que seria possivel na presenca dos dados completos [40].

Uma das grandes vantagens do algoritmo é a sua estabilidade numérica. Dempster et. al
(1997) [38] demonstrou que que a verosimilhanca dos dados observados aumenta a cada ite-
ragao do algoritmo, i.e, log fy (y%; @) > log fy (y°; 0""1). As iteragoes iniciais do método
aproximam-se rapidamente do 6timo, contudo préximo do ponto maximo a convergéncia é
lenta. A velocidade de convergéncia do algoritmo é geralmente linear, dependendo dos dados
e da estrutura da matriz de (co)variancias [7]. A restricdo de nao negatividade para as com-
ponentes da variancia sao automaticamente satisfeitas a cada iteracao se os valores iniciais
cumprirem essa condicao [41].

A fungao verosimilhanga dos parametros 8 = (83, a, 7,2, 7%,7%) do modelo (4.7), dado

os dados observados (y°,logt,d), é
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L(07 y07 10gt7 6) - H /[(yfa y':n)a 10g tia 5i]Yi710gTivAi dy:n
:H/[yzt‘)alogtivéi ’ y?]x@,mgTi,A”Yi X [yzm]yl dyzm
=1
H yl ) log tl? 6 Y iolog Ty, Ay
_H/ yz ) log tiv 5i7ui]1’v;’1°gTiaAiﬁUi d’l_l,l
_H/ wily, X [Y7,1ogti, 6i | wily \per a0, Wi

—H/ ’U,Z yz ‘ uZ]Y|U [logtiaéi ’ ui]logTi,Ai\Ui du,
iaomi, dado que [log D;, A; | U;] 1L [Y; | Uj]
m d;
:H/fUi(ui)fYﬂUz‘(yf){flogDﬂUi(1Ogti)SlogCi|Ui(1Ogti)}
i=1
1-46;
X {flog C;|U; ( log ti)SIOg D;|U; ( log ti) } du;

m 5
ZH/fUi(uz’)fmUi(yf){flogDAUi(lOgti)} {SlogDiUi(logti)}
=1
1-9;

m 0;
X H {Slog Ci|U; ( log ti) } {flog ci|U; ( log tz‘) } du;
i=1

1-9;

(4.18)

Onde 0; é o indicador de dropout como definido em (4.11]). Admitindo que o processo de
censura é independente quer do processo de dropout quer do processo longitudinal (censura
nao-informativa), a distribuigao do tempo de censura C; nao é fun¢ao dos parametros de

interesse 6. Assim, o ultimo termo em (|4.18) é constante, e a inferéncia sobre 6 pode entao

basear-se na funcao de verosimilhanga
m i
L(6;y°,logt, d) O<H/fUi(Uz')fmUi(yf){flogDilUi(logti)} {SlogDuUi(lngi)} dU;
i=1
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A funcao de verosimilhanga (4.19)) envolve a distribuigdo marginal de U

U~ N (0, 12),

a distribuigao condicional de log D; | U;

log D; | Uy ~ N(W, a +~U;, ),

e a distribui¢ao condicional de de Y; | U;

Y, |U, ~ MVN(X;8+U, 7).
Substituindo as respetivas funcoes densidade de probabilidade e de sobrevivéncia em

(4.19)), a verosimilhanga dos parametros do modelo pode ser escrita como

exp{—3 4}

L(6;y°, log t, &) ocH/ T

exp{—35(y — X.6-U) () - X3 - U,)} (4.20)
(27?72)”i/2

X

onde

logt; — fliogpyju;,  logt; — W;law — 4U;

( ) Olog D;|U; Vn?

Aplicando a transformagao do logaritmo Neperiano a (4.20)), obtém-se a funcao de log-

(4.21)

verosimilhanga

exp{—3,3}

1(6;y° logt,d) o<Zlog </W

exp {15y — XiB—U) (v — X:3 - U)} (4.22)
(2m72)ni/2

x { =P {(;i;;lff ti)z}}di x {1 — ® (w(logh)) }Hi dUZ-).
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Passo E

Aplicando o algoritmo EM, tratando os efeitos aleatérios como dados em falta, nos pre-
tendemos encontrar os parametros 8 do modelo de dados completo, mas usando apenas a
informagao observada. No passo E calculamos o valor esperado da log-verosimilhanca dos

dados completos, i.e.,

Q(6]6") =E [1(6;y°,logt,8,U;) | y°,log t, 5; 6]
= Z/ { log fUl(Uz, V2) + lOg fYHUz (yo; /67 7'2)
+ log flOgTiaAilUi(log li; o, 772)} . fUi|Yi,10ng-,Ai (Ui; 0(“)) dU;

:fj / {% (—log(27r) ~log(1?) — %)
1

(y? — X3 — Uz’)T(yf - XiB - Uz))

72

+ 3 (—ni log(27) — n;log(7?) —

+ (5% (— log(27) — log(n?) — w;(log ti)2)

+ (1= ;) log (1 — @ (u;(log t:))) } - fuivigosta, (Us; 0W) dU;.

Devido a presenca de formas néao fechadas na componente 10g fiog 7, a0 (log ti; e, v, 1),
a avaliacao de Q(0 | ™)) requer a utilizacio de métodos de integracio numérica, como as

regras de quadratura Gaussiana ou da amostragem de Monte Carlo.

Passo M

No passo M obtemos os parametros @ atualizados por 8%+Y = arg,maxQ(@ | %),
Apresentam-se abaixo os calculos da derivada do valor esperado da log-verosimilhanca dos
dados completos com respeito aos parametros 6 = (3, , v, %, 72, 1?). Os célculos apresen-

tados fazem uso de um conjunto de propriedades de operagoes sobre matrizes e da férmula

de Leibniz descritas nos anexos |C.2| e |C.3| (p. |135 e [L36]), respetivamente.
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. ol(0;y°, logt,d,U,;)
c 6,3

= 1
= ZEC ﬁXzT (yf_Xiﬁ_ul)la
(4.23)
8[(0, y°, log t, 5, Uz) m 0 n; 9 ('yf — XZIB — ui)T(ng — XZ,B — ’U,Z')
E[ | 0L g (e - 27 )
_ Zm:E li _n.+l( o_X.@_u.)T( ° — X;8 — u;)
T LB T W T AP ) e AP )
(4.24)
8l(0;yo,10gt,(5, Ul) i 0 10g(V2) Uz
Ec ! ayQ = O + ZEC 81/2 (_ 2 - 2V2>
i (4.25)
- 1/ 1 U
=3 rlm (et as) |
91(6; y°.log t,8,U,) m o /o1 ) )
E. e =0+ zl: E. 0—772 (515 (— log(n”) — u;(logt;) )
(4.26)
- 1 (u;(logt;)? — 1)
= ZE 5@ 5
i(logt; i i
Fa—s)t p(uillogti)) wi(logt;)
8l<0;y0710gt76a UZ) " 0 —U,Z(lOg tz)z

E [ 5 — 0+ ; E, 7 (52.—2 +(1—46;)log (1 — q)(ui(logti))))

(4.27)
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8l(9;y0710gt757 UZ) " 0 —ui(logti)z

(4.28)

p(uillogt)) W, ]

onde

ol(0;y°, logt,d,U;) ol(0;y°, logt,d,U;) ,
E =F °1 ;01"
. 50 50 | y°,logt,é;0

A partir das equagoes (4.23)-(4.25) obtém-se formas fechadas para os parametros 3, 72,

e v
ol(0;y°, logt,d,U,;) ) 1 m
0l(0;y°, logt,d,U;) Y 1 m . )
L. o712 =0 7= Z;n T ZZ: ((yz - Xi/B) (yi - X8 - 2E0[Ui])+EC[Ui ]>>

8l(07 yo7 logta 67 Ul)

¢ ov?

1 m
=0e ¥ = EZ E.[UZ].

Para os restantes parametros, nao conseguindo obter solugoes de forma fechada a partir
das equagoes (4.26)-(4.28), o passo M é implementado através da atualizacdo de Newton-

Raphson de um passo, i.e.,

~L . -1
é(itJrl) _ é(zt) B (38(0(%))) S(é(lt)),

onde 8" denota os valores do parimetros @ na iteracio atual, e OS (é(it)) /00 denota os

blocos correspondentes da matriz Hessiana, avaliada em 8. Os elementos do vetor score

de 0 tém a forma
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m u;(log t;
S(y) = Z (6iEc [ui(logt;) Us) + (1 — &;) Ex L 9_0((1)(;50;2)) Uz:|)

()

(5, (logt; = W/ @) E.[U] — 1EU7) plui(log ) D

Vi #0008 | g gy

p(ui(logt;))
1 — &(u;(logt;

S(n?) = —Z (@ (Ee[ui(logt;)?] — 1) + (1 — 51)Ec{ 0 u;(log tl)]

I (5 ((10g ti — W a)? + 2E.[U?] — 2y(log t; — W, o) E[U}]
’ -1
n? )

1 E[ p(ui(logt;))

+(1-46) V2 11— @(u;(log ;)

(logt; — W, e — WUz‘)} >7

1

\/F

S(a) =

“ u; (log t;
Z<5¢Ec[ui(logti)]+(1—5Z-)Ec{ plusdlogts) DW

1 — ®(u;(logt;))

p(uilogts))

I & logt; — W;'ae — E [U}]
-y <5i = +-6)E

onde u;(-) ¢ definido como em (4.21)), ¢(-) é a fungdo densidade de probabilidade da
distribuigao N(0,1).

A utilizagao do algoritmo EM permitiu-nos obter, na presenga de tempo-até-abandono
censurados, pela primeira vez expressoes com forma fechada para alguns dos pardmetros do

modelo.
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Capitulo 5

Conclusoes e trabalho futuro

Os estudos longitudinais constituem uma importante ferramenta de investigagao uma vez que
fornecem conhecimento sobre a evolucao e persisténcia de uma carateristica de interesse e
dos fatores que contribuem para o seu desenvolvimento. A existéncia de medi¢oes repetidas
ao longo do tempo sobre o mesmo individuo permite separar o efeito do coorte do efeito
da idade [2]. Cada individuo funciona como o seu proprio controlo, sendo as alteragoes
na carateristica de interessa observadas em cada individuo ao longo do tempo estimadas
independentemente de qualquer variacao da carateristica entre individuos. Assim, os estudos
longitudinais possibilitam uma compreensao mais profunda sobre as relagoes causa-efeito
das varidveis observadas. Contudo, como num estudo longitudinal a recolha de observacoes
nao é concentrada num instante mas dilatada no tempo, a presenca de dados omissos por
abandono dos participantes é comum. Quando a causa abandono esté relacionado com a
resposta longitudinal em estudo diz-se que a omissao ocorre de forma nao aleatoria. Nesses
casos os dados observados nao podem ser considerados uma amostra aleatéria do conjunto
de dados completo. Por isso, de um modo geral, métodos de anélise validos para os dados
completos deixam de produzir inferéncias validas.

Neste trabalho apresenta-se a funcao trim() para o software R. Esta funcao permite ao
utilizador simular conjuntos de dados omissos por abandono em conjuntos de dados longi-
tudinais completos. Esta funcao distingue-se de outras ja disponibilizadas noutros packages
no software por permitir ao utilizador controlar a proporcao global de abandono observada,

e pelo elevado nivel de personalizacao do mecanismo de omissao. O modo de implementacao
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da fungao permite que pela utilizacao de uma semente de aleatoriedade se garanta que os
dados incompletos gerados a partir de diferentes mecanismos de omissao apresentem a mesma
progressao no tempo de dados omissos e de abandono de individuos, removendo essa fonte de
variabilidade da anélise. A funcao apresenta ainda tempos de computacao muito céleres, com

0.25 = 0.006s e Qo.75 = 0.765s por conjunto de dados para o estudo conduzido. A utilidade
da funcao desenvolvida nao se esgota no estudo de simulagao desenvolvido no decurso deste
trabalho. Pelo que trabalho futuro passa por a incorporar a fun¢ao trim() num package
do software R e, assim, disponibilizar publicamente esta ferramenta de simulacao a outros
investigadores.

O estudo de simulag@ao conduzido visou avaliar de que forma quer carateristicas de um
conjunto de dados longitudinais gerado a partir de um modelo com efeito aleatério na in-
tersegao, quer carateristicas dos dados omissos por abandono podem influenciar inferéncias
baseadas exclusivamente nos dados observados. Os resultados indicam que o aumento do
nimero m de participantes e do ntimero n de ocasioes em que cada participante é observado
conduz a uma diminui¢ao da variabilidade da resposta média dos dados observados e a uma
diminuicao do EPM dos parametros. Estes resultados sugerem que para situagoes em que o
modelo considerado seja adequado e que exista uma grande suscetibilidade para abandono
informativo que o desenho do estudo inclua um aumento de ntiimero de participantes e/ou do
nimero de vezes em que sao observados, para atuar como contrapeso ao possivel abandono
de alguns dos participantes. No entanto ¢ importante notar que os nossos resultados sugerem
que o beneficio na reducao do EPM parece diminuir & medida que o nimero m de partici-
pantes no estudo também aumenta. Por isso, em estudos que envolvam um elevado ntimero
de individuos o adjuvante de incluir mais participantes pode nao justificar o investimento.
O aumento da proporc¢ao de abandono traduz-se num aumento da variabilidade da resposta
média observada e num agravamento do EPM dos parametros estimados. O estudo de simu-
lagao comparou trés mecanismos de omissao MCAR, MAR e MNAR. Nos casos em que a
omissao ocorreu de forma totalmente aleatoria, a diferenca entre valor médio observado e o
valor médio real dos dados completos é aproximadamente nula. Estes resultados reiteram a
informagao vinculada pela literatura de que na presenca de um mecanismo MCAR os dados

observados podem ser considerados um amostra aleatério dos dados completos. Ao nivel dos
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mecanismos MAR e MNAR é notoéria uma diferenca entre valor médio dos dados observados
e dos dados completos. Esta diferenca reflete a dependéncia imposta entre a resposta longitu-
dinal e o tempo-até-dropout nestes mecanismos de omissao pela fungao trim(). Ao nivel do
processo de estimacao, nao foi possivel detetar diferengas expressivas entre os diferentes me-
canismos de omissao. Neste contexto, é importante notar que no desenho do estudo se impos
a observacao dos mesmos padroes globais de abandono entre os diferentes mecanismos e ainda
que os conjuntos de dados fossem ajustados com a estrutura de correlagao correta. Por outro
lado, estes resultados podem advir do facto das progressoes individuais serem relativamente
monotonas. Estas carateristicas podem explicar estes resultados, no entanto estas hipoteses
deverao ser exploradas em estudos de simulacgao posteriores. O trabalho desenvolvido pode
ser alargado para incluir modelos linear mistos que incluam estruturas de correlagao mais
complexas que incluam, por exemplo, um efeito efeito aleatério para o declive ou um processo
estacionario Gaussiano. Este tipo de modelos permitira avaliar de que forma a distribuicao
da variabilidade total entre a variabilidade entre individuos e dentro do individuo afetam a
progressao da resposta média dos dados observados e inferéncias que ignorem o processo de
omissao. O estudo simulacgao apresentado pressupoe que em cada conjunto de dados s6 esta
presente um mecanismo de omissao, para melhorar a comparabilidade do efeito dos mesmos.
Em estudos de simulacao posteriores poder-se-a avaliar de que forma diferentes combinacoes
de mecanismos num mesmo conjunto de dados podem afetar os resultados obtidos.

Diggle et al. (2008) [1] propuseram um modelo simples totalmente paramétrico, o TGM,
para descrever a distribuicao conjunta da resposta longitudinal e do tempo até abandono.
Este modelo destaca-se de outras abordagens de modelagao descritas na literatura pela sua
simplicidade e rapidez de computacao. Neste trabalho propusemos novas estruturas de cor-
relacao com uma interpretagao mais intuitiva com o objetivo de ultrapassar a interpretacao
puramente empirica do vetor de correlacao cruzada entre as medigoes longitudinais e o tempo
até abandono. Usamos o algoritmo EM para obter as estimativas de méaxima verosimilhanca
dos parametros do modelo para uma das estruturas propostas. Esta abordagem permitiu-
nos obter, na presenca de tempos-até-dropout, censurados, pela primeira vez, relativamente
ao trabalho inicial, expressoes com forma fechada para alguns dos parametros do modelo.

Trabalho futuro passa por aplicar o modelo desenvolvido a conjuntos de dados reais onde
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se tenha observado abandono informativo. E, assim, avaliar os ganhos em termos de inter-
pretabilidade obtidos pelas novas estruturas de correlagao; e, ainda, avaliar os beneficios em
termos de rapidez de computacao pela obtencao pela primeira vez de formas fechadas para

alguns dos parametros.
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Anexo A
Codigo R

Os ficheiros .R com o c6digo disponibilizado neste anexo podem ser encontrados em https:

//bit.ly/20el7ga.

A.1 Funcao trim()

trim = function(data.arg,
varying.arg,

time s.arg,

drop time .arg = times.argl1],
perc.drop,

mechanism.arg,
summary.arg,

lambdaf.arg,

nsim.arg = 1,

seed.arg = NULL,
savedir.arg = NULL,

savename.arg = NULL)
{
if (mechanism.arg == "mar" & drop time .arg ==

else {

# Initiate the timer

start_time1l <- proc. time () [[3]]

# Define global variables
m <- nrow ( data .arg)

n <- length(times.arg)
N<-m * n

m.drop <- round(m * perc.drop)

time s.arg[1]){print ("MAR
mechanism does not allow dropout at the first measurement time.


https://bit.ly/2Oe17ga
https://bit.ly/2Oe17ga

27
28
29
30
31
32

33
34
35
36

37
38

39
40

41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61

62
63
64
65
66
67

68

time s.to.drop <- times.arg[which(time s.arglin/drop time .arg) : n]
# Select scenarios

num <- RcppAlgos: :permuteCount (v = times.to.drop, m = m.drop,
repetition = TRUE)

12.num <- gmp:: log2.bigz (num)

mySamp <- gmp::urand.bigz(n = nsim.arg, size = 12.num , seed = seed.arg

)

myScen <- RcppAlgos::permuteSample(v = times.to.drop, m = m.drop,
repetition = TRUE, sampleVec = mySamp + 1)

myScen <- cbind(matrix(NA, nrow = nsim.arg, ncol = m-m.drop), myScen)
# To add individuals who didn’t dropout

n.scen <- num * choose(m, m-m.drop)

print ( pasteO ("Total number of possible permutations: ", n.scen))

# Calculate the percentage of missing observations in each scenario
perc.miss <- apply(myScen, 1, function(x){

sum(n - match(x, times.arg) + 1, na.rm = T)/N

)

# Lambda & Probability matrix
if (mechanism.arg != "mcar"){

lambda.func <- function(y.arg, lambdaf.arg)f{

sapply(y.arg, function(x){

if ( length(which(lambdaf.arg$y == x)) !'=0 ) {lambdaf.arg$rate[which(
lambdaf.arg$y == x)]7}

else if ( x < min(lambdaf.arg$y) || x > max(lambdaf.arg$y) ) { O }

else {

if (head (lambdaf.arg$y, 1) > tail(lambdaf.arg$y,1)) {sign <- -1} #
Negative slope
else {sign <- +1} # Positive slope
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69

70 pos <- tail (rank(sign*c(lambdaf.arg$y, x)), 1)

71

72 # Linear Interpolation: lambda = m * y + b

73

74 lambda <- c(lambdaf.arg$rate[pos-1], lambdaf.arg$rate[pos])

75 y <- c(lambdaf.arg$y[pos-1], lambdaf.arg$y[pos])

76

77 m <- (lambda[2] - lambdal1]) / (y[2] - y[1]) # Formula for Slope m
78 b <- lambda[1] - m*y[1] # Solve for Intercept b

79
80 m * X + b
81

82

83 1)

84

8

86

87 pexp.func <- function(lambda.arg, col.arg, times.arg){
88
89 sapply(lambda.arg, function(x){

90

91 if (col.arg == 1) { pexp(times.argl[col.arg], rate = x) }

92

93 else { pexp(times.arglcol.arg] - times.arglcol.arg - 1], rate = x) }
94

95 1)

96

97}

98

99 # Past

100 if (mechanism.arg == "mar"){

101

102 summary.lambda <- matrix (0, ncol = n, nrow = m)

103 summary.prob <- matrix (0, ncol = n + 1, nrow = m)

104

105 for(col in 2:n){

106

107 summary.y <- apply(data.arg, 1, function(x){

108

109 if (summary.arg == "mean"){ mean( x[varying.argl[1l:(col-1)11 ) 7

110 else if (summary.arg
111 else if (summary.arg

"one"){ mean( x[varying.arglcol-11] ) 7
"median"){ median( x[varying.argl[1l:(col-1)]]

) )
112 else if (summary.arg == "range"){ diff(range( x[varying.arg([1l:(col-1)
119) 7}

113 else if (summary.arg
114 else if (summary.arg

"gaus.wt" && col == 2){ x[varying.argl[1]] }
"gaus.wt" && col =2 ){
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115
116

117
118
119
120
121
122
123
124
125
126
127
128
129
130
131
132
133

134
135
136
137
138
139
140
141
142
143
144
145
146
147
148
149
150

151
152
153
154
155
156
157
158
159

weights <- dnorm(times.arg[1:(col-1)], mean = times.arg[(col-1)], sd

(times.arg[(col-1)] - times.argl[1])/3)
t(as.matrix (weights/sum(weights))) /*/x[varying.argl[1:(col-1)]]

)

summary.lambda[, col] <- lambda.func(y.arg = summary.y,
lambdaf.arg = lambdaf.arg)

summary.prob[, col] <- pexp.func(lambda.arg = summary.lambdal, coll],
col.arg = col,

time s.arg = times.arg)

}

summary.prob[, n + 1] <- 1 - summary.prob[, n] # To add the
probability of each patient to not dropout during the study

# All sequence
else if (mechanism.arg == "mnarl "){

summary.y <- apply(data .arg, 1, function(x){

if (summary.arg == "mean"){mean(x[varying.argl)’}

else if (summary.arg == "median"){median(x[varying.argl)}
else if (summary.arg == "range"){diff (range(x[varying.argl))?’}

)

summary.lambda <- lambda.func(y.arg = summary.y,
lambdaf.arg = lambdaf.arg)

summary.lambda <- matrix (summary.lambda, nrow = m, ncol = length(
varying.arg), byrow = F)

summary.prob <- matrix(0, ncol = n + 1, nrow = m)

for(col in 1:n)A{

summary.prob[, col] <- pexp.func(lambda.arg = summary.lambdal, col],
col.arg = col,

time s.arg = times.arg)

}
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160
161 summary.prob[, n + 1] <- 1 - summary.prob[, n] # To add the
probability of each patient to not dropout during the study

162

163}

164

165 # Future

166 else if (mechanism.arg == "mnar2"){

167

168 summary.lambda <- matrix (0, ncol = n, nrow = m)
169 summary.prob <- matrix (0, ncol = n + 1, nrow = m)
170

171 for(col in 1:mn){

172

173 summary.y <- apply(data.arg, 1, function(x){

174

175 if (summary.arg == "mean"){ mean(x[varying.arglcol:n]]) }

"one"){ x[varying.arglcoll] }
"median"){ median(x[varying.arglcol:nl]) 7
"range"){ diff (range(x[varying.arglcol:nll))

176 else if (summary.arg

177 else if (summary.arg

178 else if (summary.arg
}

179 else if (summary.arg

180 else if (summary.arg

181

182 weights <- dnorm(times.arglcol:n], mean = times.arglcol], sd = (time
s.argln] - times.arglcoll)/3)

183 t(as.matrix(weights/sum(weights))) /*/x[varying.arglcol:n]]

184

"gaus.wt" && col == n){ x[varying.arglnl] }
"gaus.wt" && col !=n){

185}

186 1)

187

188 summary.lambdal[, col] <- lambda.func(y.arg = summary.y,

189 lambdaf.arg = lambdaf.arg)

190

191 summary.prob[, col] <- pexp.func(lambda.arg = summary.lambdal, coll,

192 col.arg = col,

193 times.arg = times.arg)

194

195}

196

197 summary.prob[, n + 1] <- 1 - summary.prob[, nl # To add the
probability of each patient to not dropout during the study

198

199}

200

201}

202

203 # Sort each scenario according to its probabilities
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204 if (mechanism.arg != "mcar"){

205

206 sort.func <- function(scn.arg, prob.m.arg, times.arg){
207

208 scn <- scn.arglorder(x = scn.arg, na.last = TRUE)]
209

210 indic <- match(scn, c(times.arg, NA))

211

212 prob.m <- prob.m.arg[, indic]

213

214 m <- length(scn)

215

216 null.v <- rep(0, m)

217

218 for(col in 1:m) {

219

220 if (sum(prob.m[, coll) == 0){print("Error: all probabilities are equal

to zero.")}
221
222 #sub <- sample(l:m, 1, prob = prob.m[, coll)
223 sub <- which.max (prob.m[, coll)
224
225 prob.m[sub, ] <- null.v
226 prob.m[sub, col] <- sub

227

228}

229

230 pos <- colSums (prob.m)

231

232 scn <- scn[pos]

233

234 return (scn)

235

236+

237

238 myScen <- apply (myScen, 1, function(x){ sort.func(scn.arg = x,
prob.m.arg = summary.prob, times.arg = times.arg) })

239

240 myScen <- t(myScen)

241

242 } else if (mechanism.arg == "mcar"){

243

244 myScen <- apply(myScen, 1, function(x){ sample(x) })

245

246 myScen <- t(myScen)

247

248}

249
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250
251
252
253
254
255
256
257
258
259
260
261
262
263
264
265
266
267
268
269
270
271
272
273
274
275
276
277
278
279
280
281
282
283
284

285

286

287
288
289
290
291
292
293

dur_ time 1 <- proc. time () [[3]] - start_timel

# Trim data

all. data <- matrix (0, nrow = nsim.arg * m, ncol = ncol(data.arg) + 6)
for(sim in 1:nsim.arg){

start_time 2 <- proc. time () [[3]]

inc. data <- data .arg

for(i in 1:m){

drop. time <- myScen[sim, 1i]

if (is.na(drop. time)) {next?}

else{

inc. data [i, varying.arg[which(time s.arg/in/drop. time) : n]] <- NA
}

}

dur_ time 2 <- proc. time () [[3]] - start_ time?2

aux <- ncol (inc. data)
rows <- (-m + 1 + sim * m) : ( sim * m)

all. data [rows, 1l:aux] <- as.matrix(inc. data)

all. data [rows, aux + 1] <- rep( sim, m) # Simulation number

all. data [rows, aux + 2] <- rep( m.drop/m , m) # Percentage of dropout

all. data [rows, aux + 3] <- rep( perc.miss[sim], m) # Percentage of
missing observations

all. data [rows, aux + 4] <- rep( dur_timel, m) # Duration 1 (
Initialization)

all. data [rows, aux + 5] <- rep( dur_time2, m) # Duration 2 (Each
simulation)

all. data [rows, aux + 6] <- myScen[sim, ] # Subjects dropout time

all. data <- as. data .frame(all. data)

names (all. data) <- c(names (data .arg),"sim","perc.drop","perc.miss","
durl " ,"dur2","d time ")
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294

205 # Save all. data into a .txt

296 if (!'is.null (savedir.arg)){

297

298 if (!is.null (savename.arg)){ file.name <- paste0 (savedir.arg,
savename.arg,".txt") 1}

209 else { file.name <- pasteO (savedir.arg,"m",m,"n",n,mechanism.arg,"d",
perc.drop,".txt")}

300

301 write.table(all. data,
302 file = file.name,

303 sep = "\t",

304 row .names = FALSE,
305 col.names = TRUE)

306

307}

308

309 Print all duration time

310 print (paste("Total duration (s):",proc. time () [[3]] - start_timel))
311

312 return(all. data)

313
314 F
315 )
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A.2 Estudo simulacao

# To install the required packages
packages <- c("nlme", " ggplot2 ", "RcppAlgos", "gmp", "viridis")
invisible (lapply (packages, install.packages, character.only = TRUE))

start_time A1l <- proc. time () [[3]]

# To import the trim function
source ("/Volumes/Simulation/Simulation/NAFunc.R")

# Directories
fig.dir <- c("~/Desktop/MScThesis/Thesis PT/Figures/") # Where to save
figures

complete.dir <- c("/Volumes/Simulation/CompleteData/") # Where to save
/load the complete data

incomplete.dir <- c("/Volumes/Simulation/IncompleteData/") # Where to
save the trimmed data

error.dir <- c("/Volumes/Simulation/FittedData/") # Where to save the
error data

# Simulation Parameters
seed <- 2019
nsim <- 500 # Number of simulations

## Model Parameters
beta <- ¢ (1000, -3)
nu2 <- 100

tau2 <- 1

## Gen Data
m.v <- ¢c(10, 30, 70, 120) # Number of subjects
n.v <- ¢c(5, 15, 20, 50) # Number of observations / subject

## Trim Data

mec.v <- ¢("mcar", "mar", " mnar2")

perc.v <- ¢c(0.1, 0.4, 0.6) # Desired percentage of dropout
summ <- c("one")

lambda.par = c(0, 4)
pexp (1, lambda.par)
quant.par = c(0, 1) # quantiles

# Plot Rate Vs Y & Prob Vs Y

{

{pdf ( paste0 (fig.dir,"C2simlambdafunc.pdf"), height = 10/2.54, width =
20/2.54)
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42
43
44
45
46
47
48
49

50
51
52
53
54
55
56

57
58
59
60
61
62
63
64

65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
7
78
79
80
81
82
83
84
85

{
par (mfrow = c(1, 2))

# Plot Rate Vs Y

plot (quant.par, lambda.par, type = ’1°,

ylab = bquote (lambdalijl),

xlab = bquote(F[2] (bold(y)[il)), xaxt = "n")

sapply (quant.par, function(q){ axis(1, at = q, labels = bquote(Q[.(q)
IDDERD

y <- C()

rate <- c()

for(pos in 1:(length(quant.par)-1)){

y <- c¢(y, seq(quant.par[pos], quant.par[pos + 1], length.out = 10))

rate <- c(rate, seq(lambda.par[pos], lambda.par[pos + 1], length.out =
10))

plot (y, pexp(1l, rate), type = ’17,

ylab = bquote ("F(1;"~lambdalij]l~")"),

xlab = bquote (F[2] (bold(y)[il)), xaxt = "n")

sapply (quant.par, function(qg){ axis(l, at = q, labels = bquote(Q[.(q)
IDDEND)

}

dev.off ()}
}

# Generate Complete Data

# Gen Complete Data
{

set.seed (seed)

print ("Simulation Started")
start_time 1 <- proc. time () [[3]]

for(m in m.v){ # Number of subects
for(n in n.v){ #number of observations per subject

start_time2 <- proc. time () [[3]]

N <- m*n
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87
88
89
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98

99
100
101
102
103
104
105
106
107
108
109
110
111
112
113
114
115
116
117
118
119
120

121
122
123
124
125
126
127
128
129
130
131

times <- c(0:(n-1))

data .wide <- matrix(NA, nrow = m * nsim, ncol = n + 3)
for(sim in 1:nsim){

rows <- 1:m + (sim-1)+*m

data .wide[rows, 1] <- 1:m # Id

design.m <- matrix(c(rep(1l, N), rep(times, times = m)), ncol = 2, nrow
= N)

beta X <- beta
betaX[2] <- beta [2] *(min(n.v)-1)/(n-1)

mu_ij <- design.m*), betaX

U_i <- rnorm(m, mean = 0, sd = sqrt(nu2))
U_i <- rep(U_i, each = n)

Z_ij <- rnorm(N, mean = 0, sd = sqrt(tau2))
Y<-mu_ij + U_i + Z_ij

Y <- matrix (Y, ncol = n, nrow = m, byrow = T)

data .wide[rows, 2:(n+1)] <- Y

dur_ time <- proc. time () [[3]] - start_ time2
data .wide[rows, n + 2] <- rep(dur_ time, m)
data .wide[rows, n + 3] <- rep(sim, m)

data .wide <- as. data .frame (data .wide)

names (data .wide) [c(1, n+2, n+3)] <- c("id", "dur", "sim")

names ( data .wide) [2: (n+1)] <- sapply(times, function(x){ pasted ("Y.t",
x) 1)

# Save data ,wide into a .txt
write.table (data .wide,

file = paste0 (complete.dir,"m",m,"n",n,".txt"),
sep = "\t",

row .names FALSE,

col.names = TRUE)
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133
134

135
136
137
138

139
140
141
142
143
144
145
146
147
148
149
150
151
152

153

154

155
156
157
158
159
160
161
162
163
164
165
166
167

168
169
170
171
172
173

print ("Simulation Finished")

# Print all duration time

print (paste ("Total simulation duration (s):",proc. time () [[3]] -
start_time 1))

}

# Plot the density of the Random Effects and Measurement Errors
{pdf ( paste0 (fig.dir ,"C2gendensity.pdf"), height = 16/2.54, width = 16
/2.54)

{
par (mfrow = c(1,1))

# U_1i density
xl <- seq(from = -3#*sqrt(nu2), to = 3*sqrt(nu2), length = 1000)
yl <- dnorm(xl, mean = 0, sd = sqrt(nu2))

# Z_1ij density

x2 <- seq(from = -3*sqrt(tau2), to = 3#*sqrt(tau2), length = 1000)
y2 <- dnorm(x2, mean = 0, sd = sqrt(tau2))

plot (0, cex = 0, xlim = range(c(x1,x2)), ylim = range(c(yl,y2)), ylab

= "Densidade de probabilidade", xlab = "Y")

curve (dnorm(x, mean = 0, sd = sqrt(nu2)), min(c(x1,x2)), max(c(xl,x2)
), add= TRUE) # U_i

curve (dnorm(x, mean = 0, sd = sqrt(tau2)), min(c(xl,x2)), max(c(xl,x2
)), add= TRUE, 1ty = 2) # Z_ij

legend ("topleft", 1ty = c(1, 2), bty = "n",

legend = sapply(

c(bquote (U[i] = "7 Normal(O0," ~ nu~2 == .(nu2) ~ ")"),

bquote (Z[ij] ~ "~ Normal(O0," ~ tau~2 == .(tau2) ~ ")")

), as.expression)

)

+

dev.off ()}

# Spagheti Plots
{pdf ( paste0 (fig.dir ,"C2compspaghetti.pdf"), height = 30/2.54, width =
30/2.54)

par (mfcol = c(length(n.v), length(m.v)))
par (mar = c(5.1, 4.1, 4.1, 5)) # (Bottom, Left, Top, Right)

for(m in m.v){
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175
176
177
178
179
180
181
182
183
184
185
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187
188
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192
193
194
195
196
197
198
199
200
201
202
203
204
205
206
207
208
209
210
211
212
213
214
215
216
217
218
219

for(n in n.v){

data <- paste0 ("m", m, "n", n, ".txt")

data .wide <- read.table ( paste0 (complete.dir, data), header = TRUE)

sim <- sample(1l:nsim, 1)

data .wide <- data .wide[data .wide$sim == sim, ]

# Data in long format

times <- 0:(n-1)

data .long <- reshape (data .wide, direction = "long", varying = list(2
(n + 1)), times = times)

names ( data .long) [5] <- "Y"

# Spagheti plots
ylim <- range (data .long$Y)

plot (0,0, ylim = ylim, xlim = range(times), xlab = "Tempo", ylab = "Y
", cex = 0)
title ( paste0 ("m=", m, " =n=", n, " (c=",sim,")"), font.main = 1)

by (data .long, data .long$id, function(x){lines(x$time, x$Y)})

dev.off ()}

# Trim Complete Data

lambda. func3 = function (data .arg,

varying.arg,

lambda.arg,

quant.arg)

{

data = data .argl, varying.arg]

y <- quantile (data, probs = quant.arg, na.rm = TRUE)

res = list(y = y, rate = lambda.arg)

return(res)

# Trim Data
{
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220 print ("Simulation Started")

221 start_time <- proc. time () [[3]]

222

223 progress.ind <- 0

224

225 for(m in m.v){

226 for(m in n.v){

227

228 data .name <- paste0 ("m", m, "n", n, ".txt")
229 data <- read.table( paste0 (complete.dir, data .name), header = TRUE)
230

231 progress.ind = progress.ind + 1

232 print("---------------- ")

233 print (paste (progress.ind, "out of", length(m.v) #* length(n.v) ))
234 print("---------------- ")

235 print (paste("Data: ", data .name))

236

237 times <- c(0 : (n-1) )

238

239 for (mec in mec.v){

240

241 for (perc in perc.v){

242

243 all. data <- matrix(NA, nrow = m * nsim, ncol = n + 3 + 6)
244

245 for (sim in 1:nsim){

246

247 data .sim <- data [data $sim == sim, ]

248

249 rows <- 1:m + (sim-1)x*m

250

251 lambdaf <- lambda. func3 (data .arg = data .sim,
252 varying.arg = c(2 : (n+1) ),

253 lambda.arg = lambda.par,

254 quant.arg = quant.par) # quantiles

255

256 all. data [rows, ] <- as.matrix(trim(data.arg = data.sim,
257 varying.arg = c(2 : (n+l1) ),

258 time s.arg = times,

259 drop time .arg = times[2], # Time 1

260 perc.drop = perc,

261 seed.arg = seed + sim,

262 mechanism.arg = mec,

263 savedir.arg = NULL,

264 nsim.arg = 1,

265 summary.arg = summ,

266 lambdaf.arg = lambdaf

267 )
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269
270
271
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274
275
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279
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286
287
288
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292
293
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297
298
299
300
301
302
303
304
305

306
307

308
309

+

all. data <- as. data .frame(all. data)

names (all. data) <- c(names (data), "sim", "perc.drop", "perc.miss", "
durl", "dur2", "dtime")

all.datal[, 1 + n + 3] <- NULL

# Save dt.wide into a .txt
write.table (all. data,

file = paste0 (incomplete.dir,"m",m,"n",n,mec,"d",perc,".txt"),
sep = "\t",
row .names = FALSE,

col.names TRUE)

L B e

print ("Simulation Finished")

# Print all duration time

print (paste ("Total simulation duration (s):",proc. time () [[3]] -
start_ time))

}

# Boxplot of trimming duration

{

m. times <- matrix(nrow = length(m.v) * length(n.v) * length(perc.v) =
length(mec.v) * nsim, ncol = 5)

row <- 1

id <- 1

for(m in m.v){

for(n in n.v){

for (mec in mec.v){
for (perc in perc.v){

data = read.table( paste0 (incomplete.dir, "m", m, "n", n,mec,"d",perc
,".txt"), header = TRUE)

m. times[row: (row + nsim - 1), c(1:4)] <- matrix(c(m, n, which(mec.v)in}
mec), perc), nrow = nsim, ncol = 4, byrow = TRUE)
m. time s[row: (row + nsim - 1), 5] <- as.vector (by(data, data$sim,

function(x){x$durl [1]+x$dur2 [1]1}))

101



310
311
312
313
314
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316
317
318
319
320
321
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325
326
327

328
329

330
331
332
333
334
335
336
337
338
339
340
341
342
343
344
345
346
347
348
349
350
351
352
353
354

row <- row + nsim

b

+

+

+

df. times <- as. data .frame (m. time s)

names (df . times) [1:5] <- ¢("m", "n", "mec",
df. time s$mec [df. time s$mec == 1] <- "MCAR"
df . time s$mec [df. time s$mec == 2] <- "MAR"
df. time s$mec [df . time s$mec == 3] <- "MNAR"

df. time s$mec <- as.factor (df. time s$mec)

df . time s$mec <- factor (df. time s$mec, levels

,1,3)1)

{pdf ( paste0 (fig.dir ,"C2trimtimes.pdf"), height

2.54)

nf <- layout (matrix(c(1, 1, 2, 3, 4, 5),

c(5, 5), TRUE)
#layout.show (nf)

hist (df. time s$dur,

xlab = paste0 ("Tempo (s)"),
ylab = "Frequencia',
main = " n)

boxplot (dur ~ mec, data = df. times,
xlab = "Tempo (s)",
ylab = "Mecanismo',
horizontal = TRUE)

boxplot (dur ~ perc, data = df. times,
xlab = "Tempo (s)",

ylab = "Proporcao de abandono",
horizontal = TRUE)

boxplot (dur ~ m, data = df. times,
xlab = "Tempo (s)",

ylab = "N. de individuos",
horizontal = TRUE)

boxplot(dur ~ n, data = df. times,
xlab = "Tempo (s)",

2,

ylab = "N. de observacoes por individuo",
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367
368
369
370
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373
374
375
376
377
378
379
380
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382
383
384

385
386
387
388
389
390
391
392

393
394
395

396
397
398
399

horizontal = TRUE)

dev.off ()}
}

quantile (df. time s$dur)

# Analyse Trimmed Data

# Fit trimmed data

{

print ("Simulation Started")

start_time <- proc. time () [[3]]

n.row <- length(perc.v) * length(n.v) * length(m.v) * length(mec.v)
resl <- matrix(NA, nrow = n.row, ncol = 4 + 4)

row <- 1

for (perc in perc.v){
for (n in n.v){

times <- 0 : (n - 1)
varying.arg <- 2 : (n + 1)

for(m in m.v){
for( mec in mec.v){

print ( paste0 ("m", m, "n", n,mec ,"d", perc))

data <- read.table ( paste0 (incomplete.dir, "m", m, "n", n,mec ,"d",
perc,".txt"), header = TRUE)

res2 <- matrix(NA, nrow = nsim, ncol = 4)

for(sim in 1:nsim){

data .wide <- data [ data $sim == sim, |
data .long <- reshape (data .wide, direction = "long", varying = list(
varying.arg), times = times)

names (data .long) [10] <- "Y"

fit <- nlme::1lme (Y~ time , random="1|id, data = data .long[!is.na(data
.long$Y), 1)

res2 [sim, 1] <- coef (summary (fit))[1, 1] # Beta_0

res2 [sim, 2] <- coef (summary(fit))[2, 1] # Beta_1
res2 [sim ,3] <- as.numeric(nlme::VarCorr (fit)[1,1]) # nu~2
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436
437
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440
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442
443

res2 [sim ,4] <- sigma(fit)~2 # tau~2

beta X <- Dbeta
betaX[2] <- beta [2] *(min(n.v)-1)/(n-1)

real.values = matrix(c(betaX[1], betaX[2], nu2, tau2), nrow = nsim,
ncol = 4, byrow = TRUE)

error <- colMeans (abs(real.values - res2) / abs(real.values)) #
percent error

resl [row, ] <- ¢(m, n, mec, perc, error)

row <- row + 1

}

+

}

}

resl <- as. data .frame (resl)

names (resl) <- c("m","n","mec","perc"," ebetal0 "," ebetal ","enu2","e tau2 "
)

# Save dt.wide into a .txt

write.table (resi,

file = paste0 (error.dir,"error",".txt"),
sep = "\t",

row .names FALSE,

col.names = TRUE)

print ("Simulation Finished")

# Print all duration time

print (paste("Total simulation duration (s):",proc. time () [[3]] -
start_time))

+

# Estimates error
{

## Heat map

{

data <- read.table( paste0 (error.dir, "error.txt"), header = TRUE)
data $m <- as.factor (data $m)
data $n <- as.factor (data $n)
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470
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472
473
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475
476
477
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480
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levels (data $mec) [levels (data $mec)=="mcar"] <- "MCAR"
levels (data $mec) [levels ( data $mec)=="mar"] <- "MAR"
levels (data $mec) [levels (data $mec)=="mnar2 "] <- "MNAR"

par.v <- c(" ebeta0 ", " ebetal ", "enu2", "etau2")
for(par in par.v){

{pdf ( paste0 (fig.dir ,"C2heatmap",par,".pdf"), height = 30/2.54, width
= 30/2.54)

scale.factor <- 2 #10"scale.factor

par.pos <- which(names ( data)’in/par)

if (par == " ebetal "){title = bquote (beta [0])

} else if (par " ebetal ") {title <- bquote(beta [1])

} else if (par "enu2") {title <- bquote (nu~2)
} else if (par "etau2 ") {title <- bquote(tau~2)}

hp <- ggplot2 ::ggplot(data, ggplot2 ::aes(x = m, y = n, fill = datal[,
par.pos] * 10 scale.factor)) + ggplot2 ::facet_grid(perc ~ factor
(mec, levels = c("MCAR", "MAR", "MNAR")))

hp <- hp + ggplot2 ::ggtitle(title) + ggplot2 ::theme (plot.title =
ggplot2 : :element_text (hjust = 0.5)) # To center the title

hp <- hp + ggplot2 ::geom_raster ()
hp <- hp + ggplot2 ::geom_text ( ggplot2 ::aes(label = round(datal[,
par.pos] * 10 - scale.factor, 3)), size = 3, color = "white") # To

add cell values

hp <- hp + ggplot2 ::theme(panel.background = ggplot2 ::element_rect(

£fill = "white"),
strip.background = ggplot2 ::element_blank(),
legend.position = "bottom")

hp <- hp + viridis::scale_fill_viridis ()

hp <- hp + ggplot2 ::guides(fill = ggplot2 ::guide_colourbar (barwidth =
40, barheight = 1, ticks = TRUE, title.position = "top",
title.hjust = 0.5, title c("Erro percentual medio (%)")))

print (hp)

dev.off ()}
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-

# Boxplots 1

{
## Save data

{

nrow <- length(perc.v) * length(n.v) * length(m.v) * length(mec.v) =
nsim

ncol <- max(n.v) + 4

m.res <- matrix(NA, nrow = nrow, ncol = ncol)

rows <- l:nsim

for(n in n.v){

varying.arg <- 2 : (n + 1)

for(m in m.v){

data .comp <- read.table( paste0 (complete.dir, "m", m, "n", n,".txt"),
header = TRUE)

mean.comp <- do.call (rbind, by(data.comp, data.comp$sim, function(x){
colMeans (x[, varying.argl)}))

for( perc in perc.v){
for (mec in mec.v){

data .inc <- read.table ( paste0 (incomplete.dir, "m", m, "n", n, mec,"d",
perc,".txt"), header = TRUE)

mean.inc <- do.call(rbind, by(data.inc, data.inc$sim, function(x){
colMeans (x[, varying.argl, na.rm = TRUE)1}))

m.res[rows, 1:4] <- matrix(c(m, n, perc, which(c("mcar","mar"," mnarl ",
" mnar2 ")%inJmec)), ncol = 4, nrow = nsim, byrow = TRUE)
m.res[rows, (ncol - n + 1):ncol] <- mean.comp - mean.inc

rows <- rows + nsim

3
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525

526}

527

528

520 m.res <- as. data .frame(m.res)

530 names (m.res)[1:4] <- ¢("m", "n", "perc", "mec")

531

532 m.res$mec[m.res$mec == 1] <- "MCAR"

533 m.res$mec[m.res$mec == 2] <- "MAR"

53¢ m.res$mec[m.res$mec == 4] <- "MNAR"

535

536 m.res$m m.res$m == m.v[1]] <- paste0 ("m=", m.v[1])

537 m.res$m[m.res$m == m.v[2]] <- paste0 ("m=", m.v[2])

533 m.res$m m.res$m == m.v[3]] <- paste0 ("m=", m.v[3])

539 m.res$m m.res$m == m.v[4]] <- pasteO ("m=", m.v[4])

540

541 m.res$nl m.res$n == n.v[1]] <- paste0 ("n=", n.v[1])

542 m.res$n[m.res$n == n.v[2]] <- paste0d ("n=", n.v[2])

543 m.res$n m.res$n == n.v[3]] <- paste0 ("n=", n.v[3])

544 m.res$n[m.res$n == n.v[4]] <- paste0 ("n=", n.v[4])

545

546}

547

548 ## Plot all

549 {

550 m.res.long <- reshape(m.res, direction = "long", varying = list(5 : (
max(n.v) + 4)), times = 0:(max(n.v) - 1))

551 names (m.res.long) [6] <- "mean.y"

552 m.res.long <- m.res.long[!is.na(m.res.long$mean.y), |

553

554 for(perc in perc.v){

555

556 {pdf ( paste0 (fig.dir,"C2bpall",perc*100,".pdf"), height = 30/2.54,
width = 30/2.54)

557

558 p.col <- length(m.v) # col number in plot

559 p.row <- length(n.v) # row number in plot

560 1 <- 5 # number of the last time points to plot

561

562 data <- m.res.long[m.res.long$perc == perc & m.res.long$ time >= (max(
n-V) - l), :]

563

564 bp <- ggplot2 ::ggplot(data, ggplot2 ::aes(x = as.factor(time), y =
mean.y)) + ggplot2 ::geom_boxplot ( ggplot2 ::aes(fill = factor (mec,

levels = c("MCAR", "MAR", "MNAR")))) + ggplot2 ::facet_grid(factor(
n, levels = c("n=5", "n=15", "n=20", "n=50")) ~ factor(m, levels =
c( paste0 ("m=", m.v[1]), paste0 ("m=", m.v[2]), paste0 ("m=", m.v[3]

), paste0 ("m=", m.v[4]1))))
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600
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bp <- bp + ggplot2 ::theme (panel.background = ggplot2 ::element_rect (
fill = "white"),

strip.background = ggplot2 ::element_blank(),

panel.grid.major.x = ggplot2 ::element_blank(),

panel.grid.major.y = ggplot2 ::element_line(linetype = "solid", colour
= "grey"),

panel.border = ggplot2 ::element_rect(colour = "black", fill = NA),

legend.position = "bottom",

legend.key = ggplot2 ::element_rect(fill = "white", color = NA))

bp <- bp + ggplot2 ::ylab(bquote (bar(Y)[jl~Comp~™-"bar(Y)[j]l~0bs))

group.colors <- c(MCAR = "#31688EFF", MAR = "#35B779FF", MNAR ="#FDE72
5FF")
bp <- bp + ggplot2 ::scale_fill_manual (values = group.colors, name = "

Mecanismo")

bp <- bp + ggplot2 ::ggtitle ( paste0 (perc*100, "% Abandono")) + ggplot2 :
:theme (plot.title = ggplot2 ::element_text(hjust = 0.5)) # To
center the title

bp <- bp + ggplot2 ::scale_x_discrete (name = "Tempo", labels=c(bquote(t
[n-41), bquote(t[n-3]), bquote(t[n-2]1), bquote(t[n-1]), bquote(tl[n
1))

print (bp)
dev.off ()}
+

b

## Plot one
{

perc <- 0.6
m <- 30

n <- 15

{pdf ( paste0 (fig.dir ,"C2bpone.pdf"), height = 10/2.54, width = 30/2.54
)

m.res.long <- reshape(m.res, direction = "long", varying = list(5 : (
max(n.v) + 4)), times = 0:(max(n.v) - 1))

names (m.res.long) [6] <- "mean.y"

m.res.long <- m.res.long[!is.na(m.res.long$mean.y), |

108



603

604
605

606
607

608
609

610
611

612
613
614

615
616
617
618
619
620
621

622
623
624
625
626
627
628
629
630
631
632
633

634
635

636
637
638
639

data <- m.res.long[m.res.long$m == pasted ("m=",m) & m.res.long$n ==
paste0 ("n=",n) & m.res.long$perc == perc, |

bp <- ggplot2 ::ggplot(data, ggplot2 ::aes(x = as.factor(time), y =
mean.y)) + ggplot2 ::geom_boxplot ( ggplot2 ::aes(fill = factor (mec,

levels = c("MCAR", "MAR", "MNAR")))) + ggplot2 ::facet_grid(n ~ m)
group.colors <- c(MCAR = "#31688EFF", MAR = "#35B779FF", MNAR ="#FDET72
5FF")
bp <- bp + ggplot2 ::scale_fill_manual (values = group.colors, name = "

Mecanismo")

bp <- bp + ggplot2 ::theme (panel.background = ggplot2 ::element_rect (
fill = "white"),

strip.background = ggplot2 ::element_blank(),

panel.grid.major.x = ggplot2 ::element_blank(),

panel.grid.major.y = ggplot2 ::element_line(linetype = "solid", colour
= "grey"),

panel.border = ggplot2 ::element_rect(colour = "black", fill = NA),

legend.position = "bottom",

legend.key = ggplot2 ::element_rect(fill = "white", color = NA))

bp <- bp + ggplot2 ::ylab(bquote (bar(Y)[j]~Comp~™-"bar(Y)[j]~0bs))

bp <- bp + ggplot2 ::scale_x_discrete (name = "Tempo", labels=c(0:(n-1))
)

print (bp)

dev.off ()}
}

## Plot across %Dropout
{

m <- 30

n <-5

{pdf ( paste0 (fig.dir ,"C2bpperc.pdf"), height = 10/2.54, width = 25/2.5
4)

m.res.long <- reshape(m.res, direction = "long", varying = list(5 : (
max(n.v) + 4)), times = 0:(max(n.v) - 1))

names (m.res.long) [6] <- "mean.y"

m.res.long <- m.res.long[!is.na(m.res.long$mean.y), |

data <- m.res.long[m.res.long$m == pasted ("m=",m) & m.res.long$n
paste0 ("n=",n), |
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bp <- ggplot2 ::ggplot(data, ggplot2 ::aes(x = as.factor(time), y =
mean.y)) + ggplot2 ::geom_boxplot ( ggplot2 ::aes(fill = factor (mec,
levels = c("MCAR", "MAR", "MNAR")))) + ggplot2 ::facet_grid(m ~
perc)

bp <- bp + ggplot2 ::theme (panel.background = ggplot2 ::element_rect (
fill = "white"),

strip.background = ggplot2 ::element_blank(),

panel.grid.major.x = ggplot2 ::element_blank(),

panel.grid.major.y = ggplot2 ::element_line(linetype = "solid", colour
= "grey"),

panel.border = ggplot2 ::element_rect(colour = "black", fill = NA),

legend.position = "bottom",

legend.key = ggplot2 ::element_rect(fill = "white", color = NA))

bp <- bp + ggplot2 ::ylab(bquote (bar(Y)[j]~Comp~™-"bar(Y)[j]l~0bs))

group.colors <- c(MCAR = "#31688EFF", MAR = "#35B779FF", MNAR ="#FDET72
5FF")
bp <- bp + ggplot2 ::scale_fill_manual (values = group.colors, name = "

Mecanismo")

bp <- bp + ggplot2 ::scale_x_discrete(name = "Tempo", labels=c(0:(n-1))
)

print (bp)

dev.off ()}
}
}

# Boxplots 2

{
## Save data

{

nrow <- length(perc.v) * length(n.v) * length(m.v) * length(mec.v) *
nsim

ncol <- max(n.v) - 1 + 4

m. res3 <- matrix(NA, nrow = nrow, ncol = ncol)

rows <- 1:nsim

for(n in n.v){

for(m in m.v){
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for ( perc in perc.v){
for (mec in mec.v){

data <- read.table ( paste0 (incomplete.dir, "m", m, "n", n, mec,"d",
perc,".txt"), header = TRUE)

data .comp <- data [is.na(data$dtime), | # Completers
data .drop <- data [!is.na(data$dtime), | # Dropouts

fake.id <- c(0, c(rep(99, n-1), NA), O, nsim+1, O, 0, 0, O, n-1) # To
ensure that all possible time distances are considered in the wide
format
data .drop <- rbind(fake.id, data .drop)

data .drop$id2 <- data .drop$id

data .drop$id <- 1:nrow (data .drop) # Otherwise non-unique id to reshape
into long format

data .comp$id2 <- data .comp$id

data .comp$id <- 1:nrow (data .comp)

data .drop.long <- reshape (data .drop, direction = "long", varying =
list(2 : (n + 1)), times = 0:(n - 1))
data .comp.long <- reshape(data .comp, direction = "long", varying =

list(2 : (n + 1)), times 0:(n - 1))
names (data .drop.long) [11] <- "Y"
names (data .comp.long) [11] <- "Y"

data .drop.long <- data .drop.long[!is.na(data .drop.long$yY), |

data .drop.long$ time todrop <- data .drop.long$ time - data .drop.long$d
time

data .comp.long$ time todrop <- data .comp.long$ time - (n - 1)

data .comp.long <- data .comp.long/[data .comp.long$ time todrop != 0, |

data .drop.long <- data .drop.longlorder (data .drop.long$ time todrop), | #
To ensure that the times appear in order, from tmin to tmax, when
reshaping to wide

data .comp.long <- data .comp.longl[order (data .comp.long$ time todrop), |

data .drop.long$ time <- NULL
data .comp.long$ time <- NULL

data .drop.wide <- reshape (data .drop.long, direction = "wide", timevar
= " time todrop", idvar = "id", v.names = "Y")
data .comp.wide <- reshape (data .comp.long, direction = "wide", timevar
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= " time todrop", idvar = "id", v.names = "Y")

data .drop.wide$id <- NULL
names ( data .drop.wide) [8] <- "id"
data .comp.wide$id <- NULL
names ( data .comp.wide) [8] <- "id"

data .drop.wide <- data .drop.wide[! data .drop.wide$id == 0, |

m. res3 [rows, 1:4] <- matrix(c(m, n, perc, which(c("mcar","mar"," mnarl "
," mnar2 ")Jin%mec)), ncol = 4, nrow = nsim, byrow = TRUE)

varying.arg <- (ncol(data .drop.wide) - (n - 1) + 1) : ncol(data
.drop.wide)

mean.drop <- do.call(rbind, by(data .drop.wide, data .drop.wide$sim,
function(x){colMeans (x[, varying.arg], na.rm = TRUE)}))

mean.comp <- do.call(rbind, by(data.comp.wide, data.comp.wide$sim,

function(x){colMeans (x[, varying.arg], na.rm = TRUE)}))
m. res3 [rows, (ncol - (n - 1) + 1):ncoll] <- mean.drop - mean.comp

rows <- rows + nsim

}

}

}

}

m. res3 = as. data .frame(m. res3)

names (m. res3)[1:4] <- ¢c("m", "n", "perc", "mec")

m. res3 $mec [m. res3 $mec == 1] <- "MCAR"

m. res3 $mec [m. res3 $mec == 2] <- "MAR"

m. res3 $mec [m. res3 $mec == 4] <- "MNAR"

m. res3%m[m. res3%m == m.v[1]] <- paste0 ("m=", m.v[1])
m. res3%m[m. res3%m == m.v[2]] <- paste0 ("m=", m.v[2])
m. res3%m[m. res3%m == m.v[3]] <- paste0 ("m=", m.v[3])
m.res3$m[m. res3%m == m.v[4]] <- paste0 ("m=", m.v[4])
m. res3%$n[m. res3$n == 5] <- "p=5"

m. res3$n[m. res3$n == 15] <- "n=15"

m. res3$n[m. res3$n == 20] <- "n=20"

m. res3%$n[m. res3$n == 50] <- "n=50"
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## Plot all

{

m. res3 .long <- reshape(m. res3, direction = "long", varying = list (5
ncol(m. res3)), times = -(max(n.v)-1):-1)

names (m. res3 .long) [6] <- "mean.y"

m. res3 .long <- m. res3 .long[!is.na(m. res3 .long$mean.y), |

for (perc in perc.v){

{pdf ( paste0 (fig.dir,"C2bp time todropall2",perc*100," .pdf"), height = 3
0/2.54, width = 30/2.54)

p.col <- length(m.v) # col number in plot
p.row <- length(n.v) # row number in plot
1 <-4 # number of the last time points to plot

data <- m. res3 .long[m. res3 .long$perc == perc & m. res3 .long$ time >=
tail (- (max(n.v)-1):-1, 1)[1], ]

bp <- ggplot2 ::ggplot(data, ggplot2 ::aes(x = as.factor(time), y =
mean.y)) + ggplot2 ::geom_boxplot ( ggplot2 ::aes(fill = factor (mec,

levels = c("MCAR", "MAR", "MNAR")))) + ggplot2 ::facet_grid(factor(
n, levels = c("n=5", "n=15", "n=20", "n=50")) ~ factor(m, levels =
c( paste0 ("m=", m.v[1]), pasted ("m=", m.v[2]), paste0 ("m=", m.v[3]

), paste0 ("m=", m.v[4]1))))

bp <- bp + ggplot2 ::theme (panel.background = ggplot2 ::element_rect (
fill = "white"
strip.background = ggplot2 ::element_blank(),

p
-

panel.grid.major.x = ggplot2 ::element_blank(),

panel.grid.major.y = ggplot2 ::element_line(linetype = "solid", colour
= "grey"),

panel.border = ggplot2 ::element_rect(colour = "black", fill = NA),

legend.position = "bottom",

legend.key = ggplot2 ::element_rect(fill = "white", color = NA))

bp <- bp + ggplot2 ::ylab(bquote (bar(Y)[k] ~Aban~-"bar(Y) [k] ~Comp))

group.colors <- c(MCAR = "#31688EFF", MAR = "#35B779FF", MNAR ="#FDET72
5FF")
bp <- bp + ggplot2 ::scale_fill_manual (values = group.colors, name = "

Mecanismo")

bp <- bp + ggplot2 ::ggtitle ( paste0 (perc*100, "% Abandono")) + ggplot2 :
:theme (plot.title = ggplot2 ::element_text(hjust = 0.5)) # To
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center the title

bp <- bp + ggplot2 ::scale_x_discrete(name = "Tempo ate evento")
print (bp)

dev.off ()}

X

+

## Plot one

{

perc <- 0.6

m <- 30

n <- 15

{pdf ( paste0 (fig.dir ,"C2bp time todropone2.pdf"), height = 10/2.54,
width = 30/2.54)

m. res3 .long <- reshape(m. res3, direction = "long", varying = list (b
ncol(m. res3)), times = -(max(n.v)-1):-1)

names (m. res3 .long) [6] <- "mean.y"

m. res3 .long <- m. res3 .long[!is.na(m. res3 .long¥mean.y), |

data <- m. res3 .long[m. res3 .long$m == pasted ("m=",m) & m. res3 .long$n ==
paste0 ("n=",n) & m. res3 .long$perc == perc, |

bp <- ggplot2 ::ggplot(data, ggplot2 ::aes(x = as.factor(time), y =
mean.y)) + ggplot2 ::geom_boxplot ( ggplot2 ::aes(fill = factor (mec,

levels = c("MCAR", "MAR", "MNAR")))) + ggplot2 ::facet_grid(factor(
n, levels = c("n=5", "n=15", "n=20", "n=50")) ~ factor(m, levels =
c( paste0 ("m=", m.v[1]), paste0 ("m=", m.v[2]), paste0 ("m=", m.v[3]

), paste0 ("m=", m.v[4]1))))

bp <- bp + ggplot2 ::theme (panel.background = ggplot2 ::element_rect (
fill = "white"),
strip.background = ggplot2 ::element_blank(),

panel.grid.major.x = ggplot2 ::element_blank(),

panel.grid.major.y = ggplot2 ::element_line(linetype = "solid", colour
= "grey"),

panel.border = ggplot2 ::element_rect(colour = "black", fill = NA),

legend.position = "bottom",

legend.key = ggplot2 ::element_rect(fill = "white", color = NA))

bp <- bp + ggplot2 ::ylab(bquote (bar(Y) [k] ~Aban~-"bar(Y)[k] ~Comp))

group.colors <- c(MCAR = "#31688EFF", MAR = "#35B779FF", MNAR ="#FDET72
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5FF")

bp <- bp + ggplot2 ::scale_fill_manual (values = group.colors, name = "
Mecanismo")

bp <- bp + ggplot2 ::scale_x_discrete (name = "Tempo ate evento")
print (bp)

dev.off ()}
}

# Plot % of missing observations

{

for (perc in perc.v){

{pdf ( paste0 (fig.dir ,"C2percmissobs",perc*100,".pdf"), height = 30/2.5
4, width = 30/2.54)

par (mfcol = c(length(n.v), length(m.v)), oma = c(0, 0, 2, 0))

for(m in m.v){ # Column

for(n in n.v){ # Row

data .mcar <- read.table( paste0 (incomplete.dir, "m", m, "n", n,"mcar",
"d",perc,".txt"), header = TRUE)

data .mar <- read.table ( paste0 (incomplete.dir, "m", m, "n", n,"mar","
d",perc,".txt"), header = TRUE)

data .mnar <- read.table( paste0 (incomplete.dir, "m", m, "n", n," mnar2"

,"d" ,perc,".txt"), header = TRUE)

mcar.perc <- as.vector (by(data .mcar, data .mcar$sim, function(x){
x$perc.miss[1]}))

mar.perc <- as.vector (by(data .mar, data .mar$sim, function(x){
x$perc.miss[1]}))

mnar.perc <- as.vector (by(data .mnar, data .mnar$sim, function(x){
x$perc.miss[1]}))

perc.df <- data .frame(perc = c(mcar.perc, mar.perc, mnar.perc),

mec = rep(c("MCAR","MAR","MNAR"), each = nsim))

boxplot (perc.df$perc ~ perc.df$mec,
xlab = "Mecanismo de Omissao",
ylab = "Prop. Observacoes Omissas"
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title ( paste0 ("m=", m, " n=", n), font.main = 1)

+

+

mtext ( paste0 ("Abandono ", perc*100, "%"), outer = TRUE, cex = 1,
font.main = 1)

dev.off ()}

+

b

# Plot Evolution of % Missing Information & % Dropout
{

for(perc in perc.v){

{pdf ( paste0 (fig.dir,"C2missevolu",perc*100," .pdf"), height = 30/2.54,
width = 30/2.54)

par (oma = c(0, 0, 2, 0))
layout (matrix(c(1:16, 19, 17, 18, 20), length(n.v)+1, length(m.v), by
row = TRUE), height = c(rep((30-1)/4,4), 1.5)/2.54, TRUE)

for(n in n.v){ # Row

for(m in m.v){ # Column

data .mcar <- read.table( paste0 (incomplete.dir, "m", m, "n", n, "mcar"
,"d", perc,".txt"), header = TRUE)

data .mar <- read.table( paste0 (incomplete.dir, "m", m, "n", n, "mar" ,
"d", perc,".txt"), header = TRUE)

data .mnar <- read.table( paste0 (incomplete.dir, "m", m, "n", n, " mnar2"

,"d", perc,".txt"), header = TRUE)

times <- 0: (n-1)
varying.arg <- 2:(n+1)

M<-m * nsim

N.v<-m * 1:n * nsim
N.v <- sapply(1l:n, function(x){sum(N.v[1:x])})

na.mcar <- apply(data .mcar[,varying.argl, 2, function(x){sum(is.na(
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x)) 1)
drop.mcar <- na.mcar / M
perc.mcar <- sapply(l1:n, function(x){sum(na.mcar[1:x])}) / N.v

na.mar <- apply(data .mar[,varying.arg], 2, function(x){sum(is.na(x)
) 1)

drop.mar <- na.mar / M

perc.mar <- sapply(l:n, function(x){sum(na.mar[1:x]1)}) / N.v

na.mnar <- apply(data .mnar[,varying.arg], 2, function(x){sum(is.na(
x)) 1)

drop.mnar <- na.mnar / M

perc.mnar <- sapply(1:n, function(x){sum(na.mnar([1:x])}) / N.v

par(mar = c(5,4,4,2+3)) # To add some extra space to the right to add
the new y axis

yliml <- range (c(drop.mcar, drop.mar, drop.mnar))

plot (0, xlim = range(times), ylim = yliml, cex = 0, yaxt = "n", xlab
— "Tempo", ylab = " o bty — "Il")
title ( paste0 ("m=", m, " n=", n), font.main = 1)

coll <- c("#31688EFF") # Blue
col2 <- c("#35B779FF") # Green

lines(times, drop.mcar, lwd = 1, col = coll)

lines (times, drop.mar, 1lwd = 1, col = coll)
lines(times, drop.mnar, lwd = 1, col = coll)

points (times, drop.mcar, pch = 4, col = coll)

points (times, drop.mcar, pch = 3, col = coll)

points (times, drop.mcar, pch = 21, col = coll)

axis (side = 2)

mtext (side = 2, line = 3, "Prop. abandono", cex=0.6)

par (new = TRUE)

ylim2 <- range (c(perc.mcar, perc.mar, perc.mnar))

plot (0, xlim = range(times), ylim = ylim2, type = "1", xaxt = "n",
ant — "Il", xlab :nu, ylab — nu, bty — "Il“)

lines (times, perc.mcar, lwd = 1, type = "b", pch = 4, 1ty = 2, col
= col2)

lines (times, perc.mar, lwd = 1, type = "b", pch = 3, 1ty = 2, col
= co0l2)
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lines (times, perc.mnar, lwd = 1, type = "b", pch = 21, 1ty = 2, col
= col2)

axis(side = 4)
mtext (side = 4, line = 3, "Prop. dados omissos", cex=0.6)

# Legend 1

par (mar = c(0, 4.1, 0, 2.1)) # (Bottom, Left, Top, Right)

plot (0, 0, cex = 0, axes = F, ann = FALSE)

legend("top",

horiz = FALSE,

bty = "n",

lty = c(2, 2, 2),

legend = c("Prop. dados omissos MCAR", "Prop. dados omissos MAR", "
Prop. dados omissos MNAR"),

col = rep(col2, 3),

pch = c(4, 3, 21),

pt.cex = 2,

seg.len = 3

)

# Legend 2

plot (0, 0, cex = 0, axes = F, ann = FALSE)
legend ("top",

horiz = FALSE,

bty — nnu’

1ty = c(1, 1, 1),

legend = c("Prop. abandono MCAR", "Prop. abandono MAR", "Prop.

abansono MNAR"),
col = rep(coll, 3),
pch = c(4, 3, 21),
pt.cex = 2,
seg.len = 3

)

mtext ( paste0 ("Abandono ", perc*100, "%"), outer = TRUE, cex = 1,
font.main = 1)

dev.off ()}

}
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# Other Plots

{

# Plot Gaussian Weights

{

xl <- seq(-3, 0, length = 100)
x2 <- seq(0, 3, length = 100)

{pdf ( paste0 (fig.dir,"C2weightsplot.pdf"), height = 20/2.54, width = 3
0/2.54)

par (mar = c(5.1, 5.1 , 4.1, 2.1))

plot (x1, dnorm(xl), type="1", 1lty=1, xlim=range(c(x1,x2)), ylim=c(O0,
dnorm(0)*1.3), xaxt="n", yaxt="n", xlab="Tempo", ylab="")

title(ylab="Pesos (nao normalizados)",line = 4)

axis(1l,at=c(-2,-1.5,-1,-0.5,0),labels=c(parse(text="t[i1]’) ,parse(
text=’t[i2]’) ,parse(text=’...%) ,parse(text="t[i(j-2)]’) ,parse(text
=2t [i(j-1)17)))

axis(2,at=c(dnorm(-2),dnorm(-1.5),dnorm(-0.5) ,dnorm(0)),labels=c(
parse (text="w[i0]’) ,parse(text="w[il]’) ,parse(text="wl[i(j-1)]1’),
parse (text="w[ij]’)),las=1)

axis(3,at=c(0,-2),labels=expression(mu,paste(mu-3,sigma)))

abline (v=c(-2,0),1ty=1,1lwd=1,col="grey")

lines (x2, dnorm(x2), 1lty = 2, col = "grey")

# segments(x0, yO, x1, yl)
# Horizontal segments

segments ( x0 = min(x1)-10, yO = dnorm(-2), x1 = -2, yl = dnorm(-2),
1ty = 2)

segments( x0 = min(x1)-1, y0 = dnorm(-1.5), x1 = -1.5, yl = dnorm(-1.
5), lty = 2)

segments ( x0 = min(x1)-1, yO = dnorm(-0.5), x1 = -0.5, yl = dnorm(-0.

5), lty = 2)
segments ( x0 = min(x1)-1, yO = dnorm(0), x1 = 0, yl = dnorm(0), 1lty =
2)
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# Vertical segments
segments( x0 = 0, y0O = 0, x1 = 0, yl1 = dnorm(0), 1ty = 2)

segments( x0 = -0.5, y0O = 0, x1 -0.5, y1 = dnorm(-0.5), 1lty = 2)
segments( x0 = -1.5, y0 = 0, x1 = -1.5, y1 = dnorm(-1.5), 1lty = 2)
segments( x0 = -2, y0O = 0, x1 = -2, y1 = dnorm(-2), 1ty = 2)

# arrows(xHigh,yHigh,xLow,yLow,...)

arrows (0, dnorm(0)*1.2, -2, dnorm(0)*1.2, angle = 90, length = 0.05,
code = 3)
text(-1,dnorm(0)*1.2,"99.73%",pos=3)

text (0,dnorm(0)*1.1,expression(paste("N(",mu,",",sigma~2,")")),cex=1)

#text (1,0.35,expression(paste(mu==t[ij])),cex=1)

text (2,0.35,expression(paste(sigma==over (t[i(j-1)] - t[il], 3))),cex=
2)

text(2,0.15,expression(paste(wl[ijl~"’"==over(wl[ij], sum(wl[ik], k==0,
j)))) ,cex=2)

dev.off ()}

# Lambda plot examples
{
# 1

{pdf ( paste0 (fig.dir ,"C2lambdaplotl.pdf"), height = 10/2.54, width = 1
0/2.54)

lambdafl <- list(y = c(0, 10), rate = c(0.1, 0.9))

plot(x = lambdafi1$y, y = rev(lambdafl$rate), ylim = c(0.8*min(lambdaf
1$rate), 1.2+*max(lambdafli$rate)),

type = nlmn s

xlab = bquote (F[2] (bold(y)[ijl)), ylab = bquote(lambdalijl))

points(x = lambdafil1$y, y = rev(lambdafi$rate), pch = 20)

dev.off ()}

{pdf ( paste0 (fig.dir ,"C2lambdaplot2.pdf"), height = 10/2.54, width = 1
0/2.54)
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lambdaf2 <- list(y = c(10, 30, 50, 100), rate = c(10, 10, 30, 30))

plot(x = lambdaf2$y, y = lambdaf2$rate, type = "1", ylim = c(0.8*min(
lambdaf2$rate), 1.2*max(lambdaf2$rate)),

xlab = bquote(F[2] (bold(y)[ij])), ylab = bquote(lambdalijl))

points(x = lambdaf2$y, y = lambdaf2$rate, pch = 20)

dev.off ()}

lambdaf3 <- lambda.func2(data .arg = matrix(c(0:10,10)+10, nrow = 2),
varying.arg = c(1:5),
lambda.range.arg = c(5, 50),

evolution = "exponential',
sign.arg = "inverse",
nodes = 5)

{pdf ( paste0 (fig.dir ,"C2lambdaplot3.pdf"), height = 10/2.54, width = 1
0/2.54)

plot (x = lambdaf3$y, y = lambdaf3$rate, type = "1", ylim = c(0.8+*min(
lambdaf3$rate), 1.2*max(lambdaf3$rate)),

xlab = bquote(F[2] (bold(y)[ijl)), ylab = bquote(lambdalijl))

points(x = lambdaf3$y, y = lambdaf3$rate, pch = 20)

dev.off ()}
}
}

print (paste ("Total duration (min):", (proc. time () [[3]] - start_ time
A11)/60 ))
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Anexo B

Graficos complementares

B.1 Estudo de simulacao
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Figura B.7: Diagramas de caixa da diferenca da média de Y}, no tempo j, entre os dados
completos e os dados observados nas 500 simulacoes, nas tultimas 5 ocasioes de observagao, e

na presenca de 10% de abandono dos individuos.
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Figura B.8: Diagramas de caixa da diferenca da média de Y}, no tempo j, entre os dados
completos e os dados observados nas 500 simulacoes, nas tultimas 5 ocasioes de observagao, e

na presenca de 40% de abandono dos individuos.
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Figura B.9: Diagramas de caixa da diferenca da média de Y}, no tempo até evento k,
entre os individuos que completaram e os que abandonaram o estudo nas 500 simulagoes, nos

ultimos 4 instantes, e na presenca de 10% de abandono dos individuos.

131



40% Abandono

*%#ﬁ#ﬁ 'H'%'H'%ﬁ H--I-%H-%H-% L

Comp
k

7Aban
k

. E!,E

204

=u

H-%% O B
L

B LR B

F
i}
*:
i

0S:

— %

-4 -3 -2 -1 -4 -3 -2 -1 -4 -3 -2 -1 -4 -3 -2 -1
Tempo até evento

Mecanismo B MCAR ES MAR E3 MNAR

Figura B.10: Diagramas de caixa da diferenca da média de Yj, no tempo até evento k,
entre os individuos que completaram e os que abandonaram o estudo nas 500 simulagoes, nos

ultimos 4 instantes, e na presenca de 40% de abandono dos individuos.
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Anexo C

Fundamentos estatisticos e algébricos

C.1 Teoria multivariada Gaussiana

Um tratamento mais cuidado das propriedades abaixo descritas pode ser encontrado, por
exemplo, em Mardia et al. (1979) [42].
Considere um vetor aleatério Y = (Y7,...,Y,)" que segue a distribuicao multivariada

Gaussiana, Y ~ MV N(u, V).

1. Y tem uma fung¢ao densidade de probabilidade da forma

1 1 _
flyip, V) = G [V |1/2exp{—§(y 1) Viy - u)},
onde —oo <y; <oo,j=1,...,n.

2. Cada Y; segue uma distribuicao Gaussiana univariada,

Y;‘ NN(:M]HUJQ‘)v
onde j =1,...,n.

3.8 Z = (Yy,...,Y,.)" comn, <n, entdao Z segue uma distribuicio Gaussiana multi-

variada com
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H1 V1,1 Uin,

Z~MVN||:],
/"an UnZ71 o U”z;”z

, onde a matriz de (co)variancias é a sub-matriz superior esquerda n, por n, de V.

. SeZi=(Y1,...,Y, ) e Zy= (Yo 41,...,Yn)" comn, <n,entdo [Z, | Zy = 2] segue

a distribuicao multivariada Gaussiana com o vetor valor médio

p'Zl\ZQ = M1 + ‘/12‘/251(,22 - /-1'2)7

e matriz de (co)variancias

—1y,T
Vziz, = Vit = ViaVoy Vi,

onde g1 = (fi1, -y fn. ), 2 = (Pno41,- .-, o) € V & particionada como

Via Viz
V _ Ny Xng nzX(n—mz)
nxn VT V
12 22
(n—nz)xny (n—nz)x(n—nz)

. SeZy=(Y1,....Y, ) eZy= (Yo 41,...,Yn)" comn, <n,entdo [Zy | Z; = z] segue

uma distribui¢ao multivariada Gaussiana com o vetor médio

Bzoz = M2+ Vi Vi (21 — ),

(n—nz)x1

e a matriz (co)variancia

Ty, -1
Vzozo = Va2 = Vi Vi1 Vi,

(n—nz)X(n—nz)

onde g1 = (pi1, -+, fn. ), 2 = (fn41,- -, n) € V & particionado como
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Vi Vio

V — Ny Xny nzX(n—mz)
nxn VT V
12 22
(n—mz)Xnz (n—nz)X(n—nz)

C.2 Operacoes sobre matrizes

Operagoes elementares

Para as matrizes A, B, e C verificam-se as seguintes propriedades [43]:
1. AT = A, se A ¢ uma matriz simétrica;
2. (AT)_1 = (A7, se A ¢ uma matriz nio singular;

3. (ABC---)'=...C"BTA".

Derivacao

Sejam X uma matriz, a e b vetores, provam-se as seguintes propriedades:

Oln|det(X)] T -
l. ——————=(X"") =(X 44];
S ey = )
X! 0X da' X 1b
2. Como 5 = _X_la_a:X_l’ tem-se que —ax = —X "Tab" X7 [45];
b'a a'b
. ——=——=a |40];
S 5~ ap - @ Mo
a'Xa
4. e = 2Xa, se X ¢ uma matriz simétrica [46];
0 T
5. %(a — Xb)W (a — Xb) = -2X"W (a — Xb), se W ¢ uma matriz simétrica [46];

6. Se U = F(X), entao

oG (U) 0G (F(X))
ox X
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Aplicando a Regra da Cadeia, pode ser escrito na forma

3Q(U)_5Q(U)_ M N 0G(U) Ouw

0X 83:15 _Zz:: 6ukl -8:151-]-’

ou na forma matricial

G (U) o6 )\  oU
ox, " '

C.3 Outros

Formula de Leibniz

A férmula de Leibniz afirma que para um integral da forma

b(x)
/ flat) dr,
a(x)

onde —oco < a(x), b(r) < 0o, a sua derivada pode ser expressa como [47]:

9 [t b(x) 5 P 5
T Jow flw, t)dt = / . o/ (@) dt+ (%b(x)) - fz,b(x)) — (%a@)) - f(x, a(x)).
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