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Epigrafe

Os erros causados por dados inadequados sao muito menores

do que aqueles devido a falta total de dados.

Charles Babbage (1791-1871), matemdtico inglés
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Sistemas Bonus-Malus na atividade seguradora

Resumo

Os sistemas Bonus-Malus sao sistemas utilizados pelas seguradoras que tém como
objetivo premiar os condutores que nao tém sinistros e agravar as condicoes dos
que apresentam sinistralidade. O sistema Bonus-Malus existe em todas as segura-
doras embora cada uma tenha os seus critérios. E diffcil encontrar dois sistemas de
Bonus-Malus iguais no mercado. Hé seguradoras que podem agravar os seguros até
aos 300% ou 400% e outras que podem bonificar até aos 50% ou 60%. Se um se-
gurado tiver bénus e depois for responsavel por um sinistro, podem existir sistemas
que lhe retirem a totalidade de bonus de uma vez s6 e outros que o facam de forma
gradual.

O objetivo deste trabalho consiste em estudar o antigo sistema portugués de tarifacao
a posteriori e determinar os prémios nesse sistema usando técnicas da analise de ca-
deias de Markov, que permitem codificar a evolugao temporal dos clientes na escala
Bonus-Malus.

Com este proposito, foram descritas metodologias utilizando os seguintes conceitos
de processos estocasticos: cadeias de Markov a tempo discreto, distribuicoes esta-
ciondrias, prémios médios estacionarios e processos de contagem.

Por fim, efetuou-se uma anélise do antigo sistema Portugués associada em diferentes

valores da frequéncia de sinistralidade.

Palavras-chave: Cadeias de Markov, Processos estocésticos, Sistemas Bonus-Malus.
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Bonus-Malus systems in insurance business

Abstract

The Bonus-Malus systems are systems used by insurance companies that aim to
reward drivers who have no claims and aggravate the conditions of those who have
claims. The Bonus-Malus system exists in all insurance companies although each
has its own criteria. It is difficult to find two equal Bonus-Malus systems on the
market. There are insurance companies that can aggravate insurance up to 300%
or 400% and others that can qualify up to 50% or 60%. If you have bonus and then
you are responsible for a claim, there may be systems that remove all bonus at once
and others that do so gradually.

The objective of this work is to study the old Portuguese charging system and to de-
termine the premiums in this system using Markov chain analysis techniques, which
allow coding the time evolution of customers on the Bonus-Malus scale.

For this purpose, methodologies were described using the following stochastic process
concepts: discrete-time Markov chains, stationary distributions, stationary mean
prizes and counting processes. Finally, an analysis of the old associated Portuguese

system was carried out in different values of the accident frequency.

Keywords: Markov chains, Stochastic processes, Bonus-Malus systems.
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Capitulo 1
Introducao

Pagar seguros nao é certamente um exercicio de agrado de ninguém. Com alguma
frequéncia, existe o preconceito de que as seguradoras existem somente para receber
contribuigoes (prémios) e nao para pagar sinistros. Além disso, quando o cliente ne-
cessita da sua seguradora, é porque algo de negativo aconteceu: acidente automovel
até a perda de vidas humanas, Gilberto (2012).

O seguro de responsabilidade civil automével é, sem dividas, o mais popular de
todos os seguros e o mais representado na estrutura das carteiras de qualquer segu-
radora em Portugal, no que respeita a seguros do ramo nao vida. Em simultaneo, é

também um dos seguros com maior taxa de sinistralidade, Gilberto (2012).

No seguro de responsabilidade civil automovel, a quantidade das apdlices é, ge-
ralmente, elevada e a seguradora tem foco principal que consiste na dispersao do
risco, onde, os segurados sao agrupados consoante a semelhanca de riscos associados
na tarifacao a priori. Mas nem sempre os agrupados na mesma classe apresentam
o mesmo risco. Apés uma anuidade de experiéncia, o prémio é corrigido tendo em

conta a sinistralidade ocorrida. Assim sendo, tem-se uma tarifacao a posteriori.

Existem varios sistemas de tarifacao a posteriori dos quais os mais comuns sao:
sistemas Bonus-Malus, NCD (No Claim Discount) e Experience Rating. Mas to-
dos estes sistemas tém o mesmo foco de bonificar os segurados que nao apresentam
sinistros e penalizar os que originam sinistralidade. Os sistemas Bonus-Malus sao sis-
temas de tarifacao usados em seguros de responsabilidade civil do ramo automovel,
um tipo de seguros nao vida, em que para cada segurado, além deste ser tarifado de
acordo com um certo nimero de variaveis a priori que traduzem determinadas ca-

racteristicas, é feita a revisao do prémio a posteriori tendo em conta a sinistralidade
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observada do segurado. Segundo estes sistemas, um segurado que originou sinistros
é penalizado através de um agravamento do prémio (malus) e um segurado que nao
declarou sinistros é bonificado (bénus).

O sistema Bonus-Malus genérico assenta no seguinte: o prémio bésico, que tem de
ser pago por clientes que nao possuem um histérico de indemnizacoes passadas, é
determinado tendo em conta as caracteristicas do automével, bem como o tipo de
cobertura associada. Os Bonus e Malus para as respetivas indemnizagoes sao im-
plementados a partir de uma escala Bonus-Malus. A posicao dos clientes na escala

Bonus-Malus depende do nimero de indemnizagoes ocorridas durante um ano civil.

Com o objetivo de estudar o antigo sistema Bonus-Malus aplicando técnicas de

cadeias de Markov, este trabalho encontra-se dividido em quatro capitulos:

No capitulo 1 faz-se uma breve introducgao aos seguros de responsabilidade civil
automoével focando-se no funcionamento dos sistemas de tarifagao a posteriori,

nomeadamente, sistema Bonus-Malus.

No capitulo 2 sao abordados os conceitos do processo Markoviano. Para me-
lhor interpretacao desse processo, foram ainda abordadas: a teoria da proba-
bilidade, o processo estocastico (em geral) e o caso especifico de cadeias de

Markov em tempo discreto.

No capitulo 3 estuda-se o sistema Bonus-Malus, comecando com um exemplo
de aplicacao desse sistema. Foi ainda estudada a definicao do sistema Bonus-
Malus sugerida por Centeno (2003), seus elementos que o constituem e a matriz

de probabilidades de transicao.

O capitulo 4 destina-se a andlise do antigo sistema portugués com aplicacao
dos conceitos apresentados nos capitulos anteriores. Considerou-se diferentes
valores da frequéncia da sinistralidade e foram determinadas as matrizes de
probabilidades de transicao até a sua estacionaridade. Por outro lado, achou-se
interessante determinar os prémios médios estacionarios desse sistema compa-

rando as diferentes evolugoes deste prémios.

No ultimo capitulo foram apresentados alguns comentarios e conclusoes.



Capitulo 2

Processo Markoviano

2.1 Teoria da probabilidade

Na formalizacao matematica, a probabilidade nao é nada mais do que um termo para
a medida do grau de possibilidade de um acontecimento incerto se realizar. Vai-se
definir alguns conceitos que tém preenchido as nog¢oes primitivas de probabilidade
e sobretudo porque permitem cristalizar ideias a quem pela primeira vez aborda o
estudo da teoria da probabilidade.

A teoria da probabilidade tem as suas raizes em situagoes reais, nas quais, ao realizar
uma experiéncia, o resultado nao ¢é previsto com certeza. Existe uma variedade de
experiéncias, como por exemplo o jogo de azar, no qual, o seu resultado, a partida,
nao é conhecido com certeza antes da sua realizacao. No que segue, relembra-se

alguns conceitos e propriedades de teoria da probabilidade.

Definicao 2.1.1 Experiéncia aleatoria

Uma experiéncia aleatéria é definida como sendo uma experiéncia na qual:
1. Todos os resultados possiveis da experiéncia sao conhecidos previamente;

2. O resultado de qualquer realizagao da experiéncia nao é previamente conhe-

cido, sendo portanto, incerto;
3. A experiéncia pode ser repetida sob condic¢oes idénticas.

Imagine agora numa experiéncia aleatoria qualquer, que em cada realizacao se obtém
um conjunto de resultados elementares (ou individuais) pertencente a um determi-
nado conjunto denotado por P(f2), sendo 2 um conjunto formado por todos os

resultados elementares possiveis da experiéncia.
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Uma vez encontrado o espaco de resultados 2 da experiéncia aleatéria, temos que
encontrar .%, uma o-algebra (conceito que serd introduzido abaixo) de subconjuntos
de 2 que contenha todos os acontecimentos decorrentes da experiéncia que se quer

probabilizar.

Definicao 2.1.2 Espaco amostral
Em teoria da probabilidade, um espaco amostral, denotado por €2, de uma ex-

periéncia aleatoria é o conjunto de todos os resultados possiveis da experiéncia.

Por exemplo, se a experiéncia é lancar uma moeda ao ar e verificar a face vol-
tada para cima, o espago amostral é o conjunto {cara,coroa}; para o lancamento

de um dado de seis faces o espago amostral é {1,2,3,4,5,6}.

Definicao 2.1.3 o-algebra
Seja E € ) um conjunto nao vazio e .# uma familia de subconjuntos de 2. .# diz-se

uma o-algebra sobre () se satisfaz as seguintes condigoes:

1. Qe Z;
2. Se £ € %, entao K¢ € .F;

3. Se (Ey)nen é uma sucessao de elementos de .# entao U E, e Z.
neN

Exemplo 2.1.1 No espago amostral Q = {a,b}, # = {0, {a},{b},{a,b}} é uma

o-algebra.

Propriedades de uma o-algebra
Se # é uma o-dlgebra sobre (2, ao par (£2,.#) chamamos espago mensuravel e sa-

tisfaz as seguintes propriedades:

1. 0 e 7,

k
2. Se £y, Es, - -+, E} sao k elementos de .# com k fixo e k € N entao UEZ S

i=1
3. Se (E;)ien é uma sucessao de elementos de .Z entao ﬂ E, e 7.
i€N
Definicao 2.1.4 Medida de probabilidade
Seja (€2,.%) um espago mensuravel associado a uma experiéncia aleatéria. A funcao
P(.) definida em .# e tendo como contradominio o intervalo [0, 1], é chamada medida

de probabilidade se satisfaz os seguintes axiomas:
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1. P(E) >0, VE € F;

3. Se (En)nen € uma sucessao de elementos de £ disjuntos dois a dois (E; N E; =

0,i # j) entdao P (U En> = ZP(En) A esta propriedade chamamos de
neN neN
o-aditividade.
Definicao 2.1.5 Espaco de probabilidade
Um espago de probabilidade é um trio (2, %, P) no qual:

1. © é um espago amostral (conjunto nao vazio);
2. % é uma o-algebra de subconjuntos de €);
3. P(.) é uma medida de probabilidade em .7 .

Observacao

Se Q2 for finito ou infinito numerével (exemplo do lancamento do dado), a o-dlgebra
que se pode tomar é P(£2). Quando €2 for infinito ndo numerével (exemplo do espago
amostral {2 = ]0,00][), a o-dlgebra .# nao pode ser P(2) e terd que ser uma parte
prépria de P(), isto é, % C P(f2). O modelo matematico fica completo com a
indicagao de P, a medida de probabilidade sobre (2, . %) e a experiéncia aleatéria é

entdao modelada por um espago de probabilidade (Q2,.%, P).

Quando 2 é finito e os acontecimentos elementares sao equiprovaveis, o espaco de
probabilidade associado & experiéncia aleatéria é (2, P(£2), P) em que P é a medida

de Laplace, isto é:

P:PQ) —[0,1]

Numero de casos favoraveis ao acontecimento de E
E — P(E)= )

Ntumero de casos possiveis

Propriedades de uma medida de probabilidade
Seja (£, #, P) um espago de probabilidade. A medida de probabilidade P satisfaz

as seguintes propriedades:

1. Se A é um conjunto de .% entao:
P(A)<1 e P(A°)=1—- P(A) paratodo A € Z.
Demonstracgao
AUA=Q e ANA°=10
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do axioma 3 da medida da probabilidade vem,
P(Q2) = P(AU A°) = P(A) + P(A°)

através do axioma 2, P(§2) = 1, tem-se,

P(A°) =1 — P(A).

. Se A e B sao conjuntos de .# tais que A C B entdao P(B) > P(A).
Demonstragao

Observe que B = AU (BN A°) e que A e (BN A°) sao dois conjuntos disjuntos
de .#. Pela definicao da medida da probabilidade temos:

P(B)=P(A)+ P(B—A)< P(B— A)= P(B) — P(A), temos ainda que
P(B)— P(A) >0, logo P(B) > P(A).

Nota: A — B é a diferenca do conjunto A pelo conjunto B, matematicamente
tem-se, A—B={z |z € Aex ¢ B}.

. Sejam A e B quaisquer conjuntos de .#, entao P(B— A) = P(B) — P(ANB).
Demonstracao

Observe que B = (B—A)U (BN A), onde (B — A) e (BN A) s@o conjuntos
disjuntos de F, logo P(B) = P(B—A)+ P(BNA) < P(B—A) = P(B) —
P(BNA).

. Sejam A e B quaisquer conjuntos de .#, entdo P(BU A) = P(A) + P(B) —
P(ANB).

Demonstracgao

Observe que AUB = (A—B)U(B—A)U(ANB), onde (A—B), (B—A) e (ANB)
sao conjuntos disjuntos de .#. Pela definicao de medida de probabilidade

temos:

P(AUB)=P(A-B)+ P(B—-A)+ P(ANB)
P(A)— P(ANnB)+ P(B)— P(BNnA)+ P(ANB)
P(A)+ P(B) — P(AN B).

. Sejam FEy, Ey, - -+, By quaisquer k elementos de . com k € N e k > 2, tem-se

k k k k k k k
que P (UE) => PE)->_ > PENE)+>_ > Y P(ENEN

i=1 i=1 j=i+1 i=1 j=i+11=j+1
k
E)—---+ (=1)"p (ﬂ E1> . Esta propriedade ¢ conhecida como a férmula
i=1

de POINCARE (Regra da inclusio-exclusio).
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Demonstragao

ver Pestana e Velosa [12].

6. Seja (E,)neny uma sucessao de elementos de .7, tem-se,

P (U En> < P(E,).

neN neN
Demonstracgao

Considere a seguinte sucessao (B, )nen de elementos de %:
By = A

By = Ay N Af

By = As; N AS N A§

B,=A,NAS_N---NAS
A sucessao (B )nen € uma sucessao de elementos de .# disjuntos dois a dois tal

que U B, = U A,, entao P (U An> =P (U Bn>. Usando a propriedade

neN neN neN neN
o-aditividade (axioma 3) tem-se » ~ P(B,) < Y P(A,).

neN neN
Definicao 2.1.6 o-algebra de Borel
Considere 2 = R. A o-dlgebra mais importante em probabilidade é a chamada
o-algebra de Borel sobre R, denotada por Z(R).

Definicao 2.1.7 Variavel aleatéria
Diz-se que X : Q — R é uma variavel aleatoria se, e s6 se, for uma funcao Borel-
mensuravel, isto é, se a imagem inversa de todo Boreliano B € % for um aconteci-

mento em %, isto é:
VBe %, X ' (B)={weQ: X(w) € B}e.Z.

Esta propriedade é usualmente denotada por X € .#.

Definicao 2.1.8 Probabilidade condicional
Sejam dois acontecimentos A e B € .%. A probabilidade condicional dos aconteci-
mentos A e B é definida por:

pa| By~ PANE)

P se P(B) > 0. (2.1.1)

Teorema 2.1.1
Seja (€2, %, P) um espaco de probabilidade e B € %, com P(B) > 0. Entao
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(Q,#,P(.| B)) é um espago de probabilidade.
Demonstracao

A prova deste teorema necessita destacar que P(A | B) verifica:

1. Da expressao (2.1.1);

2. P(Q| B) = Pf(;)B) _ ig —1;

3. Sendo {Ag}ren, uma sequéncia de acontecimentos incompativeis, dois a dois,
em .7, entao:

UAkegf

P (UAK> N B P<U(AKmB)>
, (U " B> SR Al B =
> P(A4nNB)
_ keN 55 — ZP(Ak | B).

keN

Nota: A e B s@o acontecimentos incompativeis se P(AN B) = 0.

Assim fica provado que P(. | B), com P(B) > 0, ¢ uma fungao de probabilidade em
F, gozando das propriedades inerentes e, consequentemente (€2,.%#, P(. | B)) é um

espaco de probabilidade.

Definicao 2.1.9 Particao de (2
Diz-se que a familia de acontecimentos { Ay }reny € % é uma particao de (2 se satisfaz

as seguintes condigoes:

2. [JAr=q

Teorema 2.1.2 Probabilidade total
No espago de probabilidade (€2,.%, P), se {Ax}ren, é uma partigdo de €2, entao,
VB e %,

P(B) =Y P(A,)P(B| Ay). (2.1.2)

keN
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Demonstragao

Como B ¢é um subconjunto de €2, podemos escrevée-lo como B N €2, expressando {2
como uniao dos Ay, ou seja, B = U(B N Ay) sendo que (BN A;)N(BNA;) =

keN
0, Vi # 3.
Assim:
P(B)=P(BNQ)=P|BN (U Ak> =P || JBnA)
keN keN

=> P(BNAy) =) P(A)P(B| Ay).

keN keN
Teorema 2.1.3 Teorema de Bayes

Se { Ay }ren € uma particao de €2, entao, VB € #, para o qual P(B) > 0, ter-se-&:
P(A;)P(B | Aj)

P(A; | B) = : (2.1.3)
T Y P(AOPB A
keN
Demonstracgao
Por definigao,
P(A; N B)
P(A;| B) = —21 2.14
(41 B) = 25 (2.1.)
e
P(A;NB)
P(B|A) = —1——~ 2.1.5
Através da expressao (2.1.2) da probabilidade total,
P(B)=>_ P(Ay)P(B| Ay). (2.1.6)
keN
De (2.1.5) tem-se
P(A;N B) = P(A;)P(B | 4;). (2.1.7)

Substituindo (2.1.6) e (2.1.7) em (2.1.4) tem-se
__PA)P(B[A)
S P(A)P(B| Ay)

keN

P(A; | B)

Definicao 2.1.10 Independéncia
Seja (€2,.#, P) um espaco de probabilidade. Considere dois acontecimentos A e

B € .#. Os acontecimentos A e B dizem-se independentes se e sé se:

P(AN B) = P(A)P(B). (2.1.8)
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Teorema 2.1.4

Se A e B € Z sao independentes num espago de probabilidade (£2,.%, P), entao:
P(B| A) = P(B), se P(A) > 0;

P(A| B) = P(A), se P(B) > 0.

Demonstragao

A demonstracao é imediata, usando as equagoes (2.1.1) e (2.1.6).

2.2 Processos estocasticos

Cada um de nés ja se deparou com situacoes em que o acontecimento é imprevisivel,
por exemplo, no caso do tempo que demora até encontrar um emprego, o nimero
de pessoas numa fila de espera de uma seguradora, nimero de acidentes de viagao
ocorridos, etc. Todas essas situagoes manifestam a imprevisibilidade que correspon-
dem aos fenémenos que sao influenciados pelo acaso. Por esta razao, fendmenos
esses sao considerados como fenémenos aleatorios com uma forte caracteristica de
que, mesmo sendo observado o atual nao se consegue conhecer de forma exata os
fenomenos futuros.

Foi introduzida a teoria da probabilidade com foco no estudo da teoria matematica
que descreve o comportamento dos fenémenos realizados com base nos conceitos da
experiéncia aleatoria. Com isso, pode-se dizer que quando se trata de um estudo que
requer a evolucdo da varidvel aleatéria S(n) ao longo do tempo, trata-se do processo
estocastico, ou seja, existem modelos de probabilidade para processos que evoluem
no tempo de maneira probabilistica, a esses processos denominamos por processos

estocasticos.

Definicao 2.2.1 Processo estocastico
Um processo estocéstico é uma familia de varidveis aleatérias {S(n),n € T} que
representam a evolugao de um sistema de valores em funcao do tempo n, onde T é

designado por conjunto de indices do processo.

Nota-se que a definicao do processo estocastico refere na realidade, uma familia
de fungdes de dois argumentos {S(n,w),n € T,w € Q}. Neste caso, para cada valor
fixo de n € T, S(n,.) é uma varidvel aleatéria definida em 2. Por outro lado, para
cada valor fixo de w € , S(.,w) representa uma possivel observagao do processo es-

tocastico e a esta observacao chamamos de realizagao ou trajetéria do processo.
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SeT'={0,1,2,---} entdo {S(n), n € T} diz-se um processo estocdstico em tempo
discreto. Se T'= Ry, entdo diz-se um processo em tempo continuo. O espago de es-
tados de um processo é o espago no qual os possiveis valores de cada S(n) residem.
A figura 2.1 ilustra uma trajetéria ou realizacdo de um processo estocéastico que
representa nimero de passageiros de companhias aéreas internacionais no periodo

1949—1961 (Figura gerada no software R da library(datasets), data(AirPassengers)).

Numero total de passageiros aéreos (em anos)

300 500

AirPassengers

100
|

T I T I T T
1950 1952 1954 1956 1958 1960

Time

Figura 2.1: Trajetéria do nimero de passageiros aéreos (1949 — 1961)

Exemplo 2.2.1

Considere os seguintes exemplos de processos estocasticos:
1. S(n) representa o numero de clientes atendidos numa seguradora no dia n;
2. S(n) representa o valor da taxa de desemprego num determinado periodo n;
3. S(n) representa um sinal elétrico no instante n;
4. S(n) representa o nimero de maquinas avariadas ao fim do dia n.

Nos exemplos apresentados acima, nota-se que existem casos onde o tempo é con-
siderado discreto (1 e 4) e continuo (2 e 3). Neste trabalho foram considerados
processos estocasticos em tempo discreto porque sera tratado o sistema de tarifagao

a posteriori que envolve o nimero de sinistros.

Definigao 2.2.3 Processo Markoviano
Um processo estocéstico ¢ um processo Markoviano se a ocorréncia do estado fu-
turo, condicionando ao passado, depender somente do estado atual, ou seja, dados

os tempos n = {0,1,2,---}, diz-se que a familia de varidveis aleatérias {S(n) =
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s(0),s(1),- -} é um processo Markoviano se possuir a seguinte propriedade:

P{Sn+1)=s(n+1)|Sn)=s(n),---,5(0)=s(0)}

(2.2.1)
= P{S(n+1)=s(n+1) | S(n) = s(n)}.

Os processos de Markov podem ser classificados de acordo com a natureza do seu
parametro (discreto ou continuo) e de acordo com a natureza do seu espago de
estados (discreto ou continuo), logo o processo Markoviano pode ser classificado da

seguinte maneira:

Espaco de estados

discreto continuo

Natureza discreto || cadeia de Markov a || processo de Markov a tempo
do tempo discreto discreto

parametro
continuo || cadeia de Markov a || processo de Markov a tempo

tempo continuo continuo ou processo de difusao

Tabela 2.1: Classificagao do processo Markoviano

Neste contexto, nos capitulos seguintes vai-se estudar com maior incidéncia o
processo de Markov cujo espago de estados e a natureza do parametro sao ambos

discretos.

2.3 Cadeias de Markov a tempo discreto

Definigao 2.3.1 Cadeia de Markov a tempo discreto
Um processo Markoviano (como definido, do modo geral, no processo estocéstico) é
dito ser uma cadeia de Markov a tempo discreto quando as varidveis aleatérias S(n)

estiverem definidas no espago de estado discretos e com o tempo discreto.

A probabilidade Pi(jn’nﬂ) ¢ designada por probabilidade de transicao num passo,
ou seja, corresponde a probabilidade da cadeia estar no estado 7 no tempo n + 1,

sabendo que esteve no estado ¢ no tempo n.

Definicao 2.3.2 Cadeia de Markov homogénea
Uma cadeia de Markov diz-se homogénea quando a probabilidade de transicao é

independente da variavel tempo. Neste caso, Pi(f’"ﬂ) = P;;, sabendo que F;; ¢ a
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probabilidade da cadeia estar no estado ¢ e passar para o estado j num passo.

Assumindo a homogeneidade, a probabilidade de estar no estado 7 e passar para

o estado j num passo, no tempo n, é escrita na forma:
Py =P{S(n+1)=j|S(n) =i} (2.3.1)

A expressao (2.3.1) é conhecida como probabilidade de transitar do estado i para
o estado j independentemente do tempo n (homogeneidade) e obedece as seguintes

condicoes:

Nota: Considera-se a cadeia com m estados.

Existem trés principais formas de representar a probabilidade de transicao: pelo
grafo, diagrama de arvore e pela matriz de probabilidade de transicao P;; como

ilustrados no exemplo abaixo.

Exemplo 2.3.1

Considere uma cadeia em que dois estados discretos A e B estao identificados, assim
como as probabilidades de transicdo num passo. A probabilidade de transitar do
estado A para o estado B é % e com a mesma probabilidade de permanecer em A.

Estando em B, a probabilidade de transitar em A é i e de permanecer em B é %.

0,5

(D G

0,25

Figura 2.2: Esquema de uma cadeia com dois estados

A Figura 2.2 representa uma cadeia com dois estados em apenas um passo. Se
houverem mais estados, sera dificil representar um grafo das transigoes com respe-
tivas probabilidades. Para melhor visualizacao destas probabilidades em m estados

é conveniente resumi-las usando a notacao matricial (matriz de probabilidades de
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transi¢cao). De uma forma geral, a matriz de probabilidade de transigdo de ordem

m x m é representada da seguinte maneira:

Pll P12 le
p— F)'21 F).22 P2m
Pml Pm2 Pmm

Cada elemento desta matriz representa a probabilidade de transicao P definida em

(2.3.1). A representagao matricial dos estados A e B é ilustrada pela seguinte matriz:

Pode-se interpretar cada probabilidade desta matriz como sendo por exemplo Pap
a probabilidade de transitar do estado A para o estado B num passo. Como os
elementos de uma linha representam as probabilidades do sistema permanecer ou
transitar de um estado para o outro, entao, a soma dessas probabilidades deve ser

igual a unidade.

2.3.1 Equacao de Chapman-Kolmogorov

A transicao de um estado para o outro fica completamente especificada quando se
conhece a matriz P e a distribui¢ao de probabilidade inicial de S(0), p® = P{S(0) =
i}, i=1,2,---,m. Conhecendo esta distribuicdo, de inicialmente, estar no estado i
e a matriz de transicdo P, a probabilidade p(™ de estar no estado i apds n transicoes,

pode ser calculada desta forma:

p(2) — p(l)p _ p(O)PP _ p(O)P2

p™ =pnpr =pOpr ypeN 0<r<n

Conforme referido na seccao anterior, a probabilidade de transicao faz parte da
definicao da cadeia de Markov, mas agora pretende-se determinar a mesma proba-
bilidade de transicao em n periodos de tempo, Pi(f). Ou seja, a probabilidade de
estar no estado i e passar para o estado j apds n periodos que é definida por:
(n) . .
Py" =P{S(t+n)=j|5() =1}

(2.3.2)
— P{S(n) =3 | 5(0) =1}, i,j=1,2,--- ,m.
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Por sua vez, a matriz de probabilidades de transicao de ordem m x m apds n passos

fica: ~ _
Py Py - P
| P P A
L T Y
e obedece as seguintes condicoes:
PM>0, i,j=1,2-,m. (2.3.3)
YoPP =1 i=12- m (2.3.4)
j=1

Um dos métodos para obter o valor da probabilidade de transicao ao fim de n
periodos, Pi(;l), consiste em somar a probabilidade de cada uma das trajetérias que,
partindo do estado ¢, conduz ao estado j apds n transicoes. Apesar da aparente
simplicidade destes calculos, a medida que n aumenta também aumenta o nimero
de trajetérias e o calculo dessa probabilidade torna-se mais complexo. Esta forma

de calculo bastante eficiente é designada por Fquacao de Chapman-Kolmogorov.

Teorema 2.3.1
Seja {S(n)}, uma cadeia de Markov com probabilidade de transi¢do F,;. Para
qualquer periodo de tempo em n e r, tal que 0 < r < n, a equacao de Chapman-

Kolmogorov é:

P =>"prprn. (2.3.5)

J
k=1

A Figura 2.3 exibe os varios caminhos que a cadeia pode fazer, passando pelos vérios

pontos intermédios k no tempo 7.

Figura 2.3: Representacao do Teorema 2.3.1.
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Existe um estado intermédio k no tempo r em que a probabilidade de estar no
estado ¢ e passar para o estado j em n transicoes é igual a soma da probabilidade
de todos caminhos que levam ao estado k na r-ésima transicao. Ou seja, a cadeia
transita do estado ¢ para o estado j em transicoes realizadas por trajetorias mutu-

amente exclusivas passando pelo estado intermédio k, (k =1,2,--- ,m).

Voltando ao Exemplo 2.3.1 pretende-se determinar na forma matricial, a proba-

bilidade de permanecer no estado A apés 3 perfodos de tempo, ou seja, P3 .

| ]

Logo P§, = 32 ~ 0, 344. Pode-se determinar outra probabilidade, como por exem-

p3 =

= N =
B0 N
= N
W N
= D=
ENISUNI

plo, P}, = o ~ 0,328 em que P, é a probabilidade de estar no estado B e passar

para o estado A em 3 passos.

E como diagrama de arvore temos:

\\
12 12

Figura 2.4: Diagrama de arvore em trés passos

Suponha-se que se quer determinar a seguinte probabilidade da cadeia: estando
no estado A, qual é a probabilidade de permanecer no mesmo estado ao fim de 3

passos (n = 3). Esta probabilidade é calculada da seguinte forma:

1. Multiplicam-se as probabilidades de todos as trajetérias possiveis até ao tempo
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n = 3. Ou seja, calculam-se primeiramente as probabilidades de estar em
Ay, Ag, As e Ay quando n = 3 (Ver a Figura 2.4).

11 1 1
FAl==-Xx=-x=-==
527373
LIV SV
52717 16

11 1 1

* fe = X DX D=
37571727 16

1 3 1 3
A= xOx =2
175X 3

2. somam-se os produtos calculados em (1).

1+1+1+3—11~0344
8 16 16 32 32 T

Sendo assim, a probabilidade P3, de estar no estado A e permanecer no mesmo

estado quando n = 3 é aproximadamente 34, 4%.

2.3.2 Classificacao dos estados

Os estados de uma cadeia de Markov a tempo discreto podem ser classificados com
base na probabilidade de transicao F;;, onde a transicao de um estado ¢ para um

estado j constitui a cadeia com probabilidade nao negativa.

Definigao 2.3.2.1 Estado acessivel (alcangavel)
Um estado j é dito acessivel a partir do estado ¢, denotado por ¢ — 75, se dn > 0, tal
que Pz-(f) > 0, ou seja, j é acessivel (alcangdvel) quando j pode ser atingido a partir

de 7 num nimero finito de passos n.

Definicao 2.3.2.2 Estados comunicantes
Dois estados 7 e 7 sao ditos comunicantes ¢ = j se j é acessivel a partir de i e

vice-versa, quer dizer:
Inm: P >0 e PV >0 (2.3.6)

Teorema 2.3.2
A relacao de comunicagdo = entre os estados é uma relacao de equivaléncia que
satisfaz as seguintes propriedades. Sejam i, j, k estados de uma cadeia de Markov.

Entao:
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1. i 2 i (Reflexividade);
2. i 2 j = j =i (Simetria);
3. Sei S jej s kentao i S k (Transitividade).

Demonstracao
Ver Centeno [1]

Definicao 2.3.2.3 Cadeia irredutivel
Uma cadeia de Markov ¢ dita irredutivel se, e s6 se, qualquer estado j for acessivel

a partir de qualquer estado 7, o que significa que todos os estados sao comunicantes.

Definigao 2.3.2.4 Probabilidade do primeiro retorno
Considere um estado ¢ de uma cadeia de Markov homogénea. Representa-se por
(n)

fi; 7, n =1, a probabilidade da cadeia, tendo ocupado um determinado estado num

determinado periodo, voltar pela primeira vez ao mesmo estado apds n passos:
fi(in) = P{S(n)=1i, S(w) #i,v=1,2,--- ,n—1]5(0) =i}. (2.3.7)

Definicao 2.3.2.5 Estado recorrente
Um estado ¢ diz-se recorrente se o retorno ao mesmo estado é garantido. Se fl(ln) é
a probabilidade do primeiro retorno ao mesmo estado feito em n passos, entao, a

soma dessas probabilidades ¢ igual a 1. Isto é,

o0

A e um estado
recorrente

Figura 2.5: Estado recorrente.

O estado A é chamado de estado recorrente porque existe a possibilidade de re-

tornar ao mesmo estado e que a soma dessas probabilidades é unidade.
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Claramente, fi(il) =P e Pl(ln) pode ser calculado recursivamente pela seguinte ex-

pressao:

Z fzzr)‘Pun K n =1

Teorema 2.3.3

O estado i é recorrente se, e somente se, E PZ(Z”) = 0.
n=0

Demontracao
Ver Karlin and Taylor [8].

Lema 2.3.1

Se i & j e 1 é recorrente entao j também é recorrente.

Demonstragao

Se i< 7, entao In, m > 1 : P(n)>0 e P](lm)>0. Seja v >0

plmtvin) 5 pm) p) p(n)

17 Je 2 1]

O que implica que:

v=0 v=0 v=0

Se Z P diverge, entdo Z P](]U ) também diverge.
= v=0

Definicao 2.3.2.6 Classe de estados

Um conjunto A de estados é chamado de classe:

a) fechadase P; =0, Vie A, j ¢ A

b) irredutivel se i = j, Vi,j € A.

Definicao 2.3.2.7 Estado transiente
Um estado ¢ diz-se transiente, se e sé se, existe um estado j,i # j que é alcangavel a

partir do estado 7,7 — 7, mas o contrario nao se verifica, ¢ nao é alcancavel a partir
[e.e]

do estado j,j - 1, isto é, Z fi(i") < 1, para todo ¢ como mostra a Figura 2.6.
n=0
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A é um estado
transiente

Figura 2.6: Estado transiente.

O estado A é considerado como um estado transiente, simplesmente por ser um

estado que permite a transicao para um qualquer outro estado mas nunca o retorno.

Definicao 2.3.2.8 Estado absorvente
Um estado 7 é dito absorvente se é impossivel sair deste estado, P;; =0, Vj #1i. A
probabilidade de permanecer neste estado é unitéria, ou seja, P; = 1. Com isto diz-

se que um estado absorvente é um caso especial do estado recorrente (ver a Figura

2.7).

C & um estado
absorvente

Figura 2.7: Estado absorvente.

O estado C' é chamado absorvente porque uma vez transitado para esse estado,
nao ha possibilidade de saida e que a probabilidade de permanecer ao mesmo estado

C' seja unidade.

2.3.2.1 Periodicidade de uma cadeia de Markov

Definicao 2.3.2.1.1 Periodo do estado
Designa-se por periodo do estado i, d(i), o méximo divisor comum de nimeros

inteiros positivos n > 1 tais que P > 0. Se P =0, V,, > 1, entdo d(i) = 0.

Periodo 2 Periodo 3

Ay Te) o'e

Figura 2.8: Estados periddicos.
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A Figura 2.8 mostra-nos os estados periddicos com periodos 2 e 3. Nota-se que a
probabilidade do retorno ao estado ¢ é maior que zero e o maximo divisor dos esta-

dos, para o primeiro caso, é 2. Por outro lado, o maximo divisor dos trés estados é 3.

Definicao 2.3.2.1.2 Cadeia aperiédica
Uma cadeia de Markov é chamada aperiédica se cada um dos seus estados tiver

periodo 1, ou seja, se um estado ¢ tem probabilidade P; > 0.

Figura 2.9: Cadeia aperiddica.

A Figura 2.9 mostra-nos que a probabilidade do retorno ao estado ¢ é maior que

zero mas que este retorno ocorre em periodos irregulares.

Teorema 2.3.4

Um periodo de um estado verifica:
1. Se i & j entao d(i) = d(j).

2. Se um estado i tem periodo d(i), entao existe um inteiro K = K (i), onde para

todos os inteiros n > K vale:

P <

n

onde P;"d“” significa que o retorno ao estado i pode ocorrer em todos os

multiplos suficientemente grandes do periodo d(7).
3. Se P]Sm ) > 0, entdo Pj(zn @) - 0, v, > 0 suficientemente grande.

Demonstragao
Ver Karlin and Taylor [8].

Definicao 2.3.2.9 Cadeia ergddica

Uma cadeia de Markov é dita ergddica se os seus estados forem recorrentes e
aperiédicos. A probabilidade apds n transicoes p™ = p(® P* sempre coincide com
a probabilidade no estado do equilibrio a medida que n aumenta e é independente

da probabilidade inicial p(®.
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Cadeia ndo
ergodica

2

Figura 2.10: Cadeia ergddica e nao ergddica.

Cadeia ergédica

A Figura 2.10 mostra-nos uma cadeia ergodica onde todos estados sao comu-
nicaveis garantindo a transicao de um estado para qualquer outro. Enquanto que

numa cadeia nao ergédica nem todos estados sao comunicaveis.

2.3.3 Distribuicao estacionaria e Teoremas Limite

Uma cadeia irredutivel tem uma distribuicao estaciondria, se e somente se, todos os
seus estados sao recorrentes positivos. Nesse caso, 7 é tinico e estd relacionado com

o tempo médio de recorréncia (ver a secgio 2.3.4).

O vetor linha 7 é definido como a distribuigao estacionaria de uma cadeia de Markov

se:

m
20, Vi=12-m e Y m=L1 (2.3.8)
j=1
Uma distribuicao é chamada de estaciondria porque m nao se altera ao longo do

tempo, isto é:

P’ = (nP)P=7P =1

TP" = (WP("_D)P = P = 7 (condicao de estacionaridade).

A cadeia de Markov torna-se independente da distribuicdo inicial p(® quando n —
00, quer dizer, a matriz da probabilidade de transicao ficara inalterada ao longo do
tempo e isso implica que nhjEO Pi(j") nao depende de 7.

Se uma cadeia recorrente positiva é irredutivel e aperiddica, diz-se que tem uma
distribuicao limite, para qualquer 7 e j. Logo:

Jim B =
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Como lim P

n——+0o0 K
e P;; é escrita da seguinte forma:

= 7}, a probabilidade de estar em cada estado j dependendo de m;

M= Y miPy Vi = 1,20 m. (2:3.9)
=1

O vetor linha da distribuicao estacionéaria, composta pelas probabilidades da ex-

pressao (2.3.9) ¢ escrita da seguinte forma matricial:

m=mP. (2.3.10)

Note-se que nao existe qualquer hipotese da distribuicao inicial, a distribuicao limite
converge com a distribuicao estacionaria independentemente da sua classe inicial. Se
uma cadeia tem mais de uma classe comunicante fechada (nao ergédica), suas dis-
tribuigoes estaciondrias nao serao unicas, cada uma terd a sua propria distribuicao

estaciondria unica ;.

Continuando com o Exemplo 2.3.1, pretende-se agora determinar a distribuicao
estacionaria onde a probabilidade de transicao nao se altera ao longo do tempo,
independentemente do seu estado inicial. A Tabela 2.2 mostra-nos a distribuicao de
probabilidades de transicao até a distribuicao estaciondria. Nota-se que a partir do

5° passo, a probabilidade de alcancar um estado é a mesma partindo de qualquer

estado.
Passos (n) Iniciar em A Iniciar em B
P(A) P(B) P(A) P(B)

1° 5=0,5 5=0,5 1=0,25 3=0,75
2° 2=0,375 2=10,625 -~ 0,313 = ~ 0,688
3° 2 ~0,344 2L ~ 0,656 2~ 0,328 18 ~ 0,672
4° 2~ 0,336 B ~ 0,664 5 ~0,332 1~ 0,668
5° 1~ 0,333 32 ~ 0,667 1~ 0,333 32 ~ 0,667

Tabela 2.2: Distribuigao estacionaria

A distribuicao estacionaria é atingida quando n = 5, onde as probabilidades li-
mite dos estados A e B sao: m4 ~ 0,333 e mg ~ 0,667, respetivamente. A obtencao
da probabilidade limite dos estados nem sempre ocorre tao cedo quanto parece,
quando se refere ao nimero de passos suficientemente grandes, o cdlculo da proba-

bilidade limite torna-se mais complexo. Para este caso a expressao (2.3.10) é a mais



24 CAPITULO 2. PROCESSO MARKOVIANO

adequada.

A distribuicao estacionaria dos estados A e B pode ser calculada usando a expressao

(2.3.10):
oo ma] = [ra ][}

_ |1 1 1 3
= |:§7TA+Z7TB §7TA+Z7TB]

= N
W N

Igualando os termos das matrizes obtém-se o seguinte sistema de duas equacoes a

duas incognitas:

%WA—F%‘T(’B:?TA —%WA—F%WB:O (1)
54

1 3. _ 1 1 _

3TA+ 5Tp =Tp 3™ — 378 =0 (2)

Nota-se que estamos perante um sistema de equacoes lineares homogéneos, que

tem como solugoes triviais 14 = 0 e mp = 0. Mas existe uma restricao linear
2
E m; = 1 onde, para o caso dos estados A e B, uma das equacoes serd substituida
i=1
por mq +mp = 1.
1 1
—5MA+ ;7B = 0

A+ =1
Resolvendo este sistema, tem-se os seguintes resultados: w4 = ~ 0,333 e

4
T = ¢ ~ 0,607,

N

2.3.4 Tempo médio de recorréncia

O tempo médio de recorréncia, que se representa por u;, € o valor esperado da
probabilidade do primeiro retorno apds n passos fi(in). E determinado a partir da

probabilidade limite e matematicamente pode ser escrito da seguinte forma:
pi=> nf, =12 m. (2.3.11)

Teorema 2.3.6

Se uma cadeia de markov é irredutivel, recorrente e aperiddica, entao:

lim PV = ——— = —. (2.3.12)

n— 00 u Zn 1,(1,n) L
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Se lim P >0 para um estado ¢ recorrente e aperiédico, entao m; > 0 e se yu; < 00
n—oo

i
diz-se o estado i é recorrente positivo. Se m; = 0 e pu; = 0o, entdo, o estado i é
considerado recorrente nulo (transiente). Logo, o tempo médio de recorréncia p;, do

estado 7 é:

E nfi < 0o, se i é recorrente positivo

n

E n () — 00, se 1 é recorrente nulo ( ransien e)
iiL = 00, t t t

n
Para qualquer estado ¢ aperiddico de uma cadeia de Markov vale:

1
lim PV = — = ;. (2.3.13)

nooo % Lbi

Se ¢ for um outro estado qualquer, entao:

1
125

i
n—o0 J

com f;; = Z fi(f) a probabilidade da cadeia estar no estado j dado que esteve no

. n
estado 1.

NOTA: Se S(n) for simplesmente uma cadeia irredutivel, com periodo d, entao:

d
quando n — oo, P = P{S(nd) =i| S(0) =i} — —

2
3
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Capitulo 3
Sistemas Bonus-Malus

Para o desenvolvimento deste capitulo foram apresentados alguns termos técnicos
utilizados no ramo de seguros de modo a facilitar a compreensao e a percecao do
leitor durante a leitura deste trabalho. Para efeito de um determinado contrato de

seguro automovel, entende-se por:

Seguradora: Entidade legalmente autorizada para a exploracao de seguro obri-
gatorio de responsabilidade civil automével que subscreve um dado contrato.
Tomador de seguro: Pessoa ou entidade que contrata com a seguradora sendo
responsavel pelo pagamento de um prémio.

Segurado: Pessoa ou entidade titular do interesse do seguro.

Apodlice: Documentos que titulam o contrato de seguro celebrado entre o tomador
de seguro e a seguradora. Fazem parte integrante desta apdlice um conjunto de
condigoes, no qual é formalizado um contrato de seguro celebrado.

Prémio: Prestacao paga pelo segurado para contratacao de seguro que se efetiva
com a emissao da apdlice por parte das seguradoras.

Sinistro: A verificagao, total ou parcial, do evento que desencadeia o acionamento
da cobertura do risco prevista no contrato, considerando-se como um tnico sinistro
o evento ou série de eventos resultante de uma mesma causa.

Indemnizacgao: Refere-se a compensacao devida, atribuida pela seguradora ao se-
gurado, em caso de sinistro.

Cobertura: E uma garantia de protecao contra o risco de uma situagao prevista

na apoélice.

Um contrato de seguro como qualquer outro contrato reflete uma realidade econémico-

social. E um acordo celebrado, no qual a seguradora assume a cobertura de um

27
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determinado risco, comprometendo-se a indemnizagao no caso de ocorréncia de si-
nistro, em troca de um prémio correspondente, pago pelo segurado (considera-se o
tomador de seguro como segurado até o fim do trabalho).

No contrato de seguro de responsabilidade civil automével (obrigatério) em Portu-
gal, o segurado ¢é tarifado de acordo com algumas varidveis consideradas relevantes
(observaveis) a priori relativamente ao veiculo: o ano de registo, o peso do carro,
a capacidade do cilindro, a poténcia do cavalo do motor, o preco, o uso (particular
e profissional) e o tipo de cobertura (abrangente, apenas de terceiros ou uma mis-
tura), etc. Relativamente ao segurado: a sua idade, o seu sexo, a zona de residéncia,
a carta de conducao, etc. Mas também existem outras variaveis consideradas nao
observaveis na determinacao do prémio como, por exemplo, a nacionalidade, o es-
tado de saude do segurado, a capacidade de conduzir, a agressividade ao volante, o

conhecimento do coédigo da estrada, entre outros.

KAAS, R., et al. (2008) afirma que, numa investigagao de grande escala realizada
na Holanda em 1982, por motivo do mercado de seguros estar em risco de entrar em

crise, as conclusoes tiradas foram:

* A idade do segurado é muito importante para o seu histérico de sinistros, quer
dizer, a frequéncia de sinistros aos 18 anos é cerca de quatro vezes maior do
que dos 30 aos 70 anos. Parte desse mau histérico pode ser atribuida a falta
de experiéncia, mas apos alguns anos o efeito desaparece lentamente depois de

muita pratica.

Os carros mais pesados tendem a ser usados com maior frequéncia e também

tendem a produzir mais danos quando envolvidos em acidentes.

Os condutores com mau historico de sinistro sao piores do que os iniciantes.

Sendo assim, estes condutores terao que pagar um prémio agravado.

Em regioes menos densamente povoadas, ocorrem menos sinistros. Neste caso,

os condutores sem sinistros serao bonificados no prémio a pagar.

Depois de um periodo de tempo de contrato, normalmente um ano, o segurado volta
a ser tarifado a um prémio a posteriori onde é considerado, para além das varidveis
citadas acima, a experiéncia vivida no passado. Logo, para continuidade deste
processo de tarifagao, existe o chamado sistemas Bonus-Malus. Este ¢ um sistema
de tarifacao a posteriori, no qual o segurado, depois de ser observado durante um

periodo de tempo, se nao teve ocorréncia de sinistro é bonificado (Bonus) de acordo
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com a politica da seguradora, mas é agravado se verificar alguma ocorréncia de
sinistro (Malus).
Este sistema tem o principal objetivo de incentivar a boa conducao, de modo a

minimizar o nimero de ocorréncias de sinistro existentes no pais.

3.1 Exemplo de aplicacao

O sistema Bonus-Malus ¢ analisado aplicando a propriedade Markoviana, se a dis-
tribuigdo de probabilidade condicional de estados futuros do processo (condicional
tanto em estados passados, como presentes) depender apenas do estado presente, nao
da sequéncia de eventos que o precedeu. Por isso, esta propriedade é conhecida como
uma " propriedade sem memoria” pois a probabilidade de transicao nao depende de
como um individuo chega a um estado particular. Vamos analisar um exemplo, em
que se pretende determinar a proporcao de condutores que, eventualmente, estara
em cada etapa da escala de Bénus-Malus, além disso, fornecer um meio de descobrir
como o sistema Bonus-Malus é efetivo na determinacao de prémios ajustados que

representem os seus riscos reais.

Suponha-se que um condutor, ao renovar o seu contrato em 2018, paga um prémio

” 0

¢’ se apresentar um ou mais sinistros nos dois ultimos anos (2016,2017), caso
contréario, paga um prémio "a” com a < ¢ se nao apresentar nenhum sinistro. Note-
se que, para descrever esse sistema por uma escala de Bonus-Malus, existem tres
tipos de condutor. Dois que pagam o prémio alto "¢”: os que apresentam pelo me-
nos um sinistro no ano 2017 e os que apresentam sinistros em 2016. Por outro lado,
temos condutores que nao apresentam nenhum sinistro nos dois anos anteriores.

Portanto, temos tres estados que indicam o tipo de condutor a considerar:

1. Condutor que pagou ¢ ao renovar o contrato em 2018, sabendo que foi indem-

nizado em 2017,

2. Condutor que pagou ¢ ao renovar o contrato em 2018, sabendo que nao foi

indemnizado em 2017, mas foi indemnizado em 2016;

3. Condutor que pagou a ao renovar o contrato em 2018, sabendo que nao foi

indemnizado nos dois ultimos anos.

Seja N o numero de indemnizagoes de cada condutor e seja p = P(N > 1). A
tabela 3.1 resume o pagamento da renovacao de contrato em 2018 dos trés tipos de

condutor tendo em conta o seu comportamento nos ultimos anos :
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Condutor || 2016 2017 || prémio em 2018
1 ? N>1 c
2 N=>1| N=0 C
3 N=0 N=0 a

Tabela 3.1: Comportamento de condutores.

Os estados 1,2 e 3 representam os tipos de condutor na renovacao do contrato
em 2018 com probabilidade p de ter uma ou mais indemnizacoes no periodo de um
ano. Considere a varidvel aleatéria S(n) que representa o estado de um condutor

no tempo n. Usando a expressao (2.3.1) da cadeia de Markov tem-se:
P = P{S(2018) = j | S(2017) =i}, Vi,j e {1,2,3}.

Neste caso F;; representa a probabilidade de um condutor estar em 2018 no estado
J sabendo que esteve em 2017 no estado ¢. Vejamos a figura 3.1 que nos facilita a
compreensao de como obter a matriz de probabilidade de transicao P dos tipos de

condutor a considerar.

Tipos de condutor

201
blofolofofolojol

7
Pll P12 P13 31 P32 P33
Figura 3.1: Construcao da matriz de probabilidade de transicao

A matriz de probabilidade de transi¢ao P fica:

Py Py P p q
P=1Py Py Ps|=1|p 0
p31 Py Pss p 0 ¢

= O



3.1. EXEMPLO DE APLICACAO 31

Percebe-se que, por exemplo, P;; é a probabilidade de um condutor que esteve em
2017 no estado 1 permanecer em 2018 no mesmo estado. Como este condutor teve
pelo menos uma indemnizacao em 2017, se tiver pelo menos uma indemnizacao em
2018 entao mantém-se no mesmo estado com probabilidade p. Também pode-se
analisar P que é a probabilidade de um condutor que esteve em 2017 no estado 1
transitar em 2018 para o estado 2. Para que seja possivel esta transi¢ao, o condutor
nao devera apresentar indemnizacgoes em 2018, pois a probabilidade de nao haver

sinistros ¢ 1 —p =q.

Notamos que nem sempre é possivel a transicao de qualquer estado para outro.
Por exemplo isso acontece com P53 que é a probabilidade do condutor que esteve
em 2017 no estado 1 transitar em 2018 para o estado 3. Percebe-se que é um acon-
tecimento impossivel, visto que, o condutor no estado 1 ja teve pelo menos uma
indemnizacgao em 2017 e nao pode passar para o estado 3 porque este estado diz que
o condutor nao teve nenhuma indemnizacao nos dois ultimos anos. A probabilidade

para este acontecimento ¢é nula.

Sejam f;, « = 1,2,3, as probabilidades do condutor inicialmente estar no estado
1. A probabilidade de transitar do estado ¢ para o estado j apds um ano é dada

por f;P;;. Considere um condutor que inicia um novo contrato em 2017 com o vetor

3
de probabilidades dado por p'" = (fi, fa, f3) com f; = 0 e Zfi = 1. A pro-

=1
babilidade de estar em cada estado j dependendo de f; e P;; ¢ dada pela férmula

Z fiPi;. O vetor de probabilidades apés um ano p(*®) representa a distribuicio

d;u probabilidade para cada estado:

) p q 0
p2018) — (201D p Lo h f3i| 0 g
p 0 ¢

= :P(f1+f2+f3) afr q(f2+ f3)
=P a1 C](f2+f3)]~

Percebe-se que o vetor que contém a probabilidade do condutor estar num dos trées
estados em 2018 ¢ igual a p(18) = [p qfi q(fa+ f3)]. Desta forma pode-se in-
terpretar por exemplo ¢(fy + f3) como sendo a probabilidade do condutor estar
no estado 3 em 2018. Por outro lado, ¢f; é a probabilidade do condutor estar no

estado 2 em 2018 e a probabilidade do condutor estar no estado 1 em 2018 é igual a p.
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Da mesma forma calcula-se o vetor de probabilidades de transicao do condutor

apos dois anos:

p(2019) — p(2018)P _ p(2017)PP

p q Ol |p g O
:p(2017)P2:[f1 fo fg} p 0 q||p 0 g
p 0 ql|p 0 ¢g

] p rqg ¢
=N [ fs} p pq ¢
P pq ¢
= _P(f1+f2+f3) pq(fi+ fa+ f3) q2(f1+f2+f3)]
=|p pa qz}-

Neste caso, o vetor de probabilidades do condutor estar em cada um dos estados
em 2019 é dado por p?"1?) = [p g qQ} , independentemente da distribuigao inicial
fi. A probabilidade ¢? é interpretada como a probabilidade do condutor estar em
2019 no estado 3. Observa-se que podemos calcular a matriz de probabilidades de

transicao para o ano 2019 de forma matricial:

p pq ¢
PP = PP = p pg ¢

p pq ¢

Repetindo o mesmo procedimento de calculos para os anos seguintes, vé-se que

p(2020) — p(2021) — ... — 4(n) — p(2019)  Fptio. quando n — oo temos lim p™ =
n—oo
pP919) ¢ este vetor p™ é chamado de distribuicao estacionaria dos estados. A par-

tir desta distribuicao pode-se calcular a probabilidade de um condutor estar num
estado i e passar para um estado j depois de muitos anos. Se, por exemplo, quiser-
mos determinar a probabilidade de um condutor estar num estado ¢ e passar para
um estado j apds 512 anos, basta calcular a poténcia 9 da distribuicao estacionaria
P® = p019) isto §, [P(z)]g = [P(2019)]9 (considerando o ano inicial 2017). Por-
tanto, a probabilidade de estar no estado j apés 512 anos (2%) é certamente igual a

distribuicdo estacionaria p®*? dos estados.
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3.2 Definicao de um sistema Bonus-Malus

No seguro de responsabilidade civil automével, a quantidade de apdlices para este
ramo é geralmente muito elevada, pelo que um nimero significativo de segurados
contém, em geral, as mesmas caracteristicas. Apds identificadas as caracteristicas
relevantes em termos de mensuracao do risco, sao agrupados individuos que apresen-
tam caracteristicas semelhantes dando origem a uma tarifa para classes homogéneas
de risco e os prémios determinados para estas classes denominam-se por tarifacao a

PTLOTI.

O prémio ¢é calculado sem ter em conta o histérico do condutor, e nem sempre
todos os segurados colocados numa determinada classe representam o mesmo risco
para a seguradora. Portanto, os prémios a pagar por cada segurado devem ser pos-
teriormente corrigidos, de modo a adequar os riscos de acordo com a sinistralidade
observada. Com este proposito, é determinado uma tarifacao a posterior: aos segu-

rados de acordo com o seu histérico de sinistralidade.

Centeno (2003), define sistema Bonus-Malus como sendo um sistema de tarifagao a

posteriori que segue as seguintes carateristicas:

i) Os periodos de vigéncia das apdlices sao de idéntica duragao, geralmente con-

siderando um ano;

ii) As apdlices sao divididas num numero finito de classes Cy, Cs, - - -, Cy,, desig-
nadas por classes da cadeia. Essas classes induzem uma semelhanca de riscos
no conjunto de apdlices na qual cada apdlice permanece na mesma classe du-

rante um periodo de tempo;

iii) A classe do sistema em que um segurado é colocado num determinado periodo
depende unicamente da classe a que pertenceu no periodo anterior e do niimero

de sinistros declarados durante o mesmo periodo.

Este sistema, para além das suas caracteristicas, possui ainda trés elementos que

fazem com que o mesmo esteja completamente definido:

i) A escala de prémios b = (b(1),b(2), -+ ,b(m))", onde o valor b(i),i = 1,2,--- ,m,
nao representa o prémio a pagar (como designado por prémio da classe C; do
sistema) mas sim, apenas um fator multiplicativo do prémio determinado pelos

fatores a priori;
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ii) As regras de transigao entre as diferentes classes do sistema para cada par
ordenado (7, j). Seja T;; o conjunto de niimeros inteiros, tais que, uma apdélice
que pertencente a classe C; transite para a classe C}, no fim do periodo, quando
originar r sinistros nesse periodo. Deste modo, as regras de transicao podem
ser representadas por uma matriz T = [Ti ] com dimensao m X m. Para que
o conjunto de regras de transicao seja completo, T' deve obedecer as seguintes

condicgoes:

(a> Uﬂj:{071727"'}7

(b) T;; N Tij» # 0 sempre que j # j'.

iii) Cj, é a classe de entrada no sistema a qual se supoe ser a mesma para todos
os segurados novos, mas muitas vezes este elemento iii) é violado. A classe
de entrada depende do valor assumido por alguns fatores da tarifa a priori.
Quando nao é verificada esta hipdtese, este elemento #i7) nao levanta nenhuma

dificuldade, do ponto de vista matematico.

Um sistema Bonus-Malus pode ser representado pelo trio A = (C;,,b,T'). Esta de-
finicao do sistema tem a vantagem de ser considerada uma cadeia de Markov. Ou
seja, um sistema sem memoria, no qual, a classe atual do segurado e o niimero de
indemnizagoes do periodo vigente sao suficientes na determinacao da classe futura
do segurado para o proximo periodo, independentemente do seu histérico anterior,

isto é, nao ¢é necessario descobrir como e de que forma a classe atual foi alcangada.

Antigamente, em Portugal, vigorava um sistema que nao satisfazia a condigao de ser
diretamente uma cadeia de Markov. Isto porque, as suas regras de transicao estabe-
leciam que um segurado s6 podia ser bonificado quando, durante dois anos seguidos,
nao declarasse indemnizacgoes e isto invalidava que o sistema fosse considerado uma
cadeia de Markov. No entanto, o sistema passou a ser considerado uma cadeia de
Markov, desdobrando as classes de modo que, a transicao da classe futura dependa

simplesmente da atual e do niimero declarado de indemnizacoes.

Durante anos, em Portugal, funcionou um sistema tnico de tarifacao a posteri-
ori, segundo o qual, se procedia a uma reducao de 30% no prémio simples, quando,
durante dois periodos seguidos, o segurado nao tivesse sinistros (sinistros esses que
merecessem uma indemnizagao). O segurado estaria perante uma bonificagao que

caducaria quando houvesse qualquer sinistro. Quanto aos agravamentos, 15% agra-
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vados no prémio a pagar quando apresentado um sinistro no ano anterior, 30% de
agravamento com dois sinistros, 45% com trés sinistros e 100% com quatro ou mais

sinistros.

O antigo sistema Bonus-Malus portugues foi definido e caracterizado com as se-
guintes classes:

C1: Apdlices com 30% de desconto;

Cs: Apdlices sem desconto nem agravamento no segundo ano consecutivo;
C5: Apdlices sem desconto nem agravamento durante o primeiro ano;

Cy: Apolices com agravamento de 15% e sem sinistros no tltimo ano;

Cs5: Apdlices com agravamento de 15% e um sinistro no ultimo ano;

Cs: Apdlices com agravamento de 30% e sem sinistros no ultimo ano;

C7: Apdlices com agravamento de 30% e sinistros no ultimo ano;

Cy: Apdlices com agravamento de 45% e sem sinistros no tltimo ano;

Cy: Apdlices com agravamento de 45% e sinistros no tltimo ano;

Cho: Apdlices com agravamento de 100% e sem sinistros no ultimo ano;

Ch1: Apdlices com agravamento de 100% e sinistros no ultimo ano.

O vetor dos prémios para as classes acima citadas é:
t
b = [70 100 100 115 115 130 130 145 145 200 200 |

A matriz T = [Tij] das regras de transicao da classe C; para a classe C}, com

dimensao 11 x 11, representa as regras de transi¢ao:

PO} - - - {1} - {2} - {3} - {47
o) - - = {1} - {2} - {3} - {4}
- {0y - = {1} - {2} - (3} - {40}
) - - = = - {1} - {2} - {3}
— - {0} = - {1} - 2 - ()

T=|{}--- - — = - {1} - {2}
— - - = 0} - = {1} - {2

) - - = = = - - = - {1}
R (A t 0
O

i () R Ry

A matriz T mostra-nos como um segurado pode permanecer ou transitar de uma
classe C; para a outra classe C; dependendo do nimero de sinistros. Suponha que
um segurado assina um contrato de seguro automoével no ano atual, isto é, na classe
de entrada Cj. Se ele tiver {1} sinistro, automaticamente transita para a classe Cj
com 15% de agravamento. Se o segurado estiver na classe C; com 30% de desconto
e tiver pelo menos {4} sinistros no ano atual, ele terd um agravamento de 100% no

préximo contrato, isto é, passard para a classe C1;.
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Em conformidade com as regras de transicao, verifica-se que a classe C'3 corresponde
a classe de entrada. Segundo as classificacoes dos estados, nota-se que a classe de
entrada nao é alcancavel a partir de qualquer outra classe e a classe Cy é apenas
alcancgavel a partir da classe C3, quer dizer, as classes Cy e (5 sao consideradas

classes transientes.

3.3 Matriz de probabilidades de transicao

A matriz das regras de transicao T = [TZ} , para além de ser um dos elemen-
11x11

tos que completa o sistema Bonus-Malus, ajuda-nos ainda a construir a matriz de

probabilidades de transicao. Seja A o parametro que representa a frequéncia de

sinistralidade, ou seja, o nimero médio de sinistros ocorridos em cada unidade de

tempo. A probabilidade de transitar da classe C; para a classe C; em um passo ¢

dada por:
pT,)\(ia.j) = P(ZA,nJrl :,] | ZA,n = Z), 27.7 = 17 e 711 (331)

A matriz Pr ) = [pﬂ A (1, ]>:| ¢ conhecida como a matriz de probabilidades de transicao
da cadeia de Markov em um passo associada ao sistema Bonus-Malus, onde Za ,
representa a classe do sistema no periodo atual (n) e Za 41 representa a classe do
sistema ap6s um ano. A probabilidade de transitar da classe C; para a classe C; em

um passo obedece as seguintes condigoes:
11
prali, ) =0 e Y prali,j) =1. (3.3.2)
j=1

O processo associado ao nimero de sinistros que origina a indemnizagao, ¢ um pro-
cesso de contagem. Para descrever o nimero de sinistros ocorridos a um segurado
num determinado periodo de tempo, Centeno (2003) afirma que, para um segu-
rado retirado ao acaso de uma carteira de seguros, a distribuicao de Poisson mista
(veja para o efeito a monografia de Grandell (1997)) fornece melhores ajustamentos

quando se refere ao nimero de sinistros ocorridos.

Utilizando a distribui¢ao de Poisson com média A obtém-se, para o antigo sistema
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Bonus-Malus Portugués, a seguinte matriz de probabilidades de transicao:

rpo 0 0 0 p1 O p2 0 p3 O 1—po—p1—p2—p3
po 000 p1 0 p2 0 p3 0 1—po—p1—p2—p3
0 po0 0 p1 O0p2 0 p3 0 1—po—p1—p2—p3
po 000 0 0 p1 0 p2 0 1-po—p1—p2
0 00po 0 O p1 0 p2o O 1—po—p1—p2
Pry=|po 000000 0p 0 1-po—p1 ,
’ 0000 0pyg 0 0p1 O 1—po—p1
po 000 0 0O O O 0O 1—po
0000 OO0 O0mpo 0O 1—po
po 000 00000 0 1-po
L0 000 0 O 0 0 O po 1-po d11x11
onde: N ~ Poisson(\)
A"
pr=P(N=r)="=e? 120
T

r =0, entao py = e

r=1, entdo p; = e

)\2

r =2, entao py = 56"\
)\3

r =3, entao p3 = ae_A

A matriz Pp ) do antigo sistema Portugués pode ser representada pelo esquema da

Figura 3.2.

Figura 3.2: Esquema da matriz Pr .

Como foi verificado na matriz das regras de transicao e na Figura 3.2, as classe

Cy e (5 sao classes do estado transitério (transiente). A matriz de probabilidades
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de transicao pode ser reorganizada do seguinte modo:

Py 1y Pary

Pr =
0 Py 1

Y

onde:

* Py ry € a matriz de probabilidades de transicao entre as classes dos estados

transientes Cy e Cj.

* P, (7 ¢ a matriz de probabilidades de transicao entre as classes da cadeia

irredutivel {C,Cy, -+ ,C11}.

* Ps ) € amatriz de probabilidades de transi¢ao das classes dos estados tran-

sientes para as restantes classes.

A matriz P, (7)) pode ser considerada adequada para a andlise da cadeia de Markov.

Sendo assim, a matriz das classes dos estados recorrentes positivos e aperiédicos é:

po 0 p1 0 p2 0 p3 0 1—po—p1—p2—ps3
po 0 0 0 p1 0 p2o O 1-po—p1—p2
0po 0 0p1 0 p2 0 1-po—p1—p2
po 0 0 0 0 0 p1 O 1—po—p1

P, (T = [ 00 0p 0 0p 0 1—po—p1

e po 0 0 0O 0O O OO 1—po

00 00 0po 0O 1—po
po 0 0O OO O OO 1—po
00 00 O0O0 0 po 1—po 9%9

A matriz P (1)), para o antigo sistema Portugués, pode ser representada pelo es-

quema da Figura 3.3.

Figura 3.3: Esquema da matriz Py (7).
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3.3.1 Matriz de probabilidades de transicao em n passos

Como foi visto no capitulo 2, é possivel determinar a probabilidade de transitar

da classe C; para a classe C; apés n anuidades. Usando a expressao (2.3.2), essa

(n)

probabilidade de transicao p, (T

(4, 7) fica:
pg?()T)\)(Z?]) - P(ZA,k-i-n :.] | ZA,k = 2)7 k> ]-7 Z7] = 1727 e 79' (333)

P;Z)T,A) = [pén()T 3 (4, ])} ¢ a matriz de probabilidades de transicao da cadeia de
Markov em n anuidades associadas ao sistema Bonus-Malus. Zaj é a classe do
sistema no periodo k e por outro, Za y+n € a classe do sistema apds n anuidades. A

expressao (3.3.2) para este caso passa a ser:

9
pé?():r’,x)@,j) >0 e Z TA) (¢,j) =1, paran>1. (3.3.4)

3.4 Distribuicao estacionaria

Numa cadeia irredutivel, espaco de estados finito e aperiédico, a influéncia do estado
inicial de um determinado processo vai esmorecer a medida que n — oo. Sendo
assim, a probabilidade limite 7 (7,3 (j) pode ndo depender do estado inicial. Se
este for o caso, Ty (1,x)(j) pode ser interpretado como da probabilidade limite em n

passos,

lim pyr ) (5,4) = oy (i), J=1,2,-++,9. (3.4.1)

n—oo

Como se refere a cadeia de espaco de estados finito, os limites que definem a pro-
babilidade 75 (r)(j) existem e que formam uma distribuicao de probabilidade. A

equacgao (2.3.10), para os sistemas Bonus-Malus, passa a ser:

9

7T2,(T,\ Z p2 TA)(}]'): (3‘42)

satisfazendo as seguintes condigoes:

Tor(j) =20 e mo,rn(j) = 1.

.
Il ©
[en)

A equagcao (2.3.10) na forma matricial fica:

o, n P2, = T2,0)- (3.4.3)
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Como referido anteriormente, quando n tender para o infinito, P;%}A) tende para
uma matriz cujas linhas sao todas iguais. Esse vetor linha denomina-se por proba-
bilidade limite da cadeia de Markov.

Apds ter obtido a matriz de probabilidades de transicao da cadeia irredutivel Py (7)),
foi utilizada a Expressao (3.4.3), baseada nos célculos dos valores e vetores préprios
(ver o Apéndice A) para determinar a distribuigdo estacionéria do antigo sistema

portugués. Entao, com base em:

po 0 p1 0 p2 0 p3 O 1—po—p1—p2—ps3

po 0 0 0 p1 0 p2 0 1—po—p1—p2

0po 0 0p1 0 pr 0 1-po—p1—p2

po 0 0 0 0 0p1 O 1—po—p1
[m1 w2 mg ma 5 w6 w7 Mg o || o = [m1 w2 Mg ma s M6 w7 W8 Mo | 0| O 0 0po O 0 p1O 1—po—p1 ,

po 0 00O O OO 1—po

00 0 0 O0po OO0 1—po

po 0 0O OO O OO 1—po

00 0 O0O0O0 0wpo 1—po 9%9
efetuou-se os cédlculos de modo a encontrar a matriz linha 7o (7)) = [7727(T7/\) (])}

associada ao valor préprio unitario. Tem-se, com a ajuda do Software estatistico R,

a distribuicao estacionaria, que é representada pela transposta da seguinte matriz:

-
p%pl.
p(2)p1-
Py (popi + pi + pa).
P (pop? + T + pa2).-
Po(2popt + PipT + 2pop1p2 + 2p1p2 + PF + p3)-
P3(2pop; + PEps + 2pop1p2 + 2p1ps + Pt + ps).
po(1 —po — Pop1 — PePT — Dap2 — PopT — 20007 — DaPY — Pops — D1 — 2D5pD2 — 203p1p2 — Pobi)-
1 — po — pap1 — PoPT — Pop2 — PAPT — 20005 — DaPY — Pops — Popr — 2050102 — 2p0p1p2 — DoDs-




Capitulo 4

Analise de resultados do antigo

sistema portugués

Este capitulo da sequéncia aos capitulos anteriores com enfoque a analise pratica
nas alteragoes da matriz de probabilidades de transicao durante n anuidades. Para
o antigo sistema Portugueés, simulou-se diferentes valores da frequéncia de sinistrali-
dade X e as suas evolucoes durante determinadas anuidades até atingir a distribuicao

estaciondria, como refere Centeno (2003).

4.1 Matriz de probabilidades de transicao

Como visto no capitulo 3, a matriz adequada para uma analise da cadeia de Mar-
kov, é a matriz P (7). Para melhor percecao da utilidade desta matriz de transigao,
vamos supor que para uma dada apdlice de um determinado segurado, num deter-
minado periodo de tempo, a frequéncia de sinistralidade A é de 1%. Como visto no

Capitulo 3, entao:

po = e = e 0 = 0,9900498
p1r = e =0,01e % = 0,009900498

r A2 0,012
pr = A—'e—k, r=0 = po = ge” = ’2—'6*0»01 = 4,950249 x 107°
r : :
A3 0,01°
ps = ye* == e %0 =1,650083 x 1077

(Per=4) = 1—po—p1 —po—p3 =4,133471 x 107"

41
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Assim sendo, tem-se a matriz Py (7,1%) com a utilizagao da distribuicao de Poisson:

[ 0,9900498 0,0000000 0,0099005 0,0000000 4,95x10~5 0,0000000 1,65x10~7 0,0000000 4,13x 1010 ]
0,9900498 0,0000000 0,0000000 0,0000000 9,90x 10~3 0,0000000 4,95x 105 0,0000000 1,65x10~7
0,0000000 0,9900498 0,0000000 0,0000000 9,90x 10~3 0,0000000 4,95x 105 0,0000000 1,65x10~7
0,9900498 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 9,90x10~3 0,0000000 4,97x10~5

Py (1,19%) = | 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,9900498 0,0000000 0,0000000 9,90x 103 0,0000000 4,97x10~5

0,9900498 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 9,95x10~3
0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,9900498 0,0000000 0,0000000 9,95x 103
0,9900498 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 9,95x 103

| 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,9900498 9,95x10~3 ]

A matriz T das regras de transicao mostra-nos em que classe C; transitard um de-
terminado segurado, estando inicialmente numa classe C;, de acordo com o nimero
de sinistros ocorridos. Vé-se por exemplo, a probabilidade ps (7,1%)(8,1) de estar
na classe com maior agravamento, sem sinistros na ultima anuidade e passar para
a Unica classe com desconto na préxima anuidade é aproximadamente 99%, este
fenomeno acontece quando r = 0, ou seja, nao tendo sinistros na tultima anuidade, o
segurado tem a probabilidade quase 100% de nao voltar a ter sinistros na proxima
anuidade.

Com a probabilidade ps (r1%)(1,9) aproximadamente nula, o segurado transita da
unica classe com desconto para a classe com maior agravamento, com sinistros na
ultima anuidade. Esta transicao ocorre quando r > 4, isto é, se o segurado tiver
pelo menos 4 sinistros na ultima anuidade, automaticamente é penalizado com o

pagamento de 100% do seu prémio na préxima anuidade.

A matriz P (719 contém algumas probabilidades nulas, isto porque na matriz 1" das
regras de transicao do antigo sistema existem algumas transigoes impossiveis. Por
exemplo, a probabilidade ps (7,1%)(3,1) de estar na classe com 15% de agravamento
tendo um sinistro na ultima anuidade e passar para a unica classe com desconto.
Esta transicao ¢ impossivel de acontecer porque, tendo um sinistro no ano anterior,

o segurado nao tem o direito de ser bonificado no ano seguinte.

Foi ainda visto na expressao (3.4.1), quando n tender ao infinito, a probabilidade

(n)
Dy (1r,x

mesma, probabilidade por cada coluna. Procedeu-se aos calculos para determinar a

matriz de probabilidades de transicao em n anuidades. Tem-se a matriz P2(2()T 1%)

)(i,j) tende a uma matriz linha [772,(T,/\) (j)}, ou seja, uma matriz de tem a
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com probabilidades de transicao em duas anuidades:

[ 0,9801987 0,0098019 0,0098019 4,90x10~5 1,47x10~% 1,63x10~7 1,14x1076 4,09%10710 6.15x1079 ]
0,9801987 0,0000000 0,0098019 9,80x10~3 4,90x10~5 4,90x10~5 9,81x10~° 1,63x10~7 9,86x10~7
0,9801987 0,0000000 0,0000000 9,80x10~3 9,80x10~3 4,90x1075 1,47x10~%* 1,63x10~7 1,14x106

) 0,9801987 0,0000000 0,0098019 0,000000 4,90x10~5 9,80%x10~3 1,63x10~7 4,91x10~> 9,90x10~3

P2 %) = 0,9801987 0,0000000 0,0000000 0,000000 0,000000 9,80%x1073 9,80x10™3 4,91x10~> 1,48x10%

e 0,9801987 0,0000000 0,0098019 0,000000 4,90%x10~5 0,000000 1,63x10~7 9,85x103 9,90x10~>
0,9801987 0,0000000 0,0000000 0,000000 0,000000 0,000000 0,000000 9,85x10~3 9,95x103
0,9801987 0,0000000 0,0098019 0,000000 4,90x10~5 0,000000 1,63x10~7 9,85x10~23 9,90x10~>

[ 0,9801987 0,0000000 0,0000000 0,000000 0,000000 0,000000 0,000000 9,85x10~3 9,95%10~3 |

—~

Nota-se nesta matriz que a probabilidade de estar na 1* classe permanece inalterada,
independentemente da classe inicial. Pode-se dizer que, em média, a probabilidade
de transitar para a 1* classe em duas anuidades é aproximadamente 98, 02%, inde-
pendentemente da classe inicial. A partir da 22 classe, a interpretacao passa a ser da
seguinte forma: a probabilidade de um determinado segurado estar na unica classe
com desconto e passar para uma classe com agravamento de 100%, sem sinistros na
ultima anuidade, apds duas renovacoes do contrato é aproximadamente nula. Este

facto acontece quando o segurado tiver, pelo menos, 4 sinistros na sua apdlice.

Repetiu-se os calculos para diferentes valores da frequéncia de sinistralidade A, de
modo a analisar as alteragoes da matriz de probabilidades de transi¢ao. Para uma
frequéncia de 10% por exemplo, tem-se:

;

po=e " =e % =0,9048374
pr=Ade r=0,1e % = 0,0904837

r 22 0,12
A S e = e = 0,0045242
r! : :
A3 0,1?
p3 = ye’)‘ = ’3—'6*0’1 = 0,0001508

Perz4) = 1 —po — p1 — p2 — p3 = 3,846834 x 107¢

\
A matriz de probabilidades de transicao em uma anuidade é dada por:

™ 0,9048374 0,0000000 0,0904837 0,0000000 0,0045242 0,0000000 0,0001508 0,0000000 3,85x 106 ]
0,9048374 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0904837 0,0000000 0,0045242 0,0000000 1,55x 104
0,0000000 0,9048374 0,0000000 0,0000000 0,0904837 0,0000000 0,0045242 0,0000000 1,55x 104
0,0048374 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0904837 0,0000000 4,68x10~3
Py (110%) = | 0.0000000 0,0000000 0,0000000 0,9048374 0,0000000 0,0000000 0,0904837 0,0000000 4,68x 103
0,0048374 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 9,51x10~2
0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,9048374 0,0000000 0,0000000 9,51x10~2
0,9048374 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 9,51 x10~2
| 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,9048374 9,51 x10~2

Houve uma ligeira diminui¢ao nos valores da matriz de probabilidades de transi¢gao
P (710%) comparando com a matriz P (71%). Deste modo, com a frequéncia de si-
nistralidade de 10%, a probabilidade ps (r,10%)(2, 1) de estar na classe com 15% de

agravamento na apélice sem sinistros na ultima anuidade e passar a beneficiar de
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um desconto de 30% na primeira renovacao do contrato é aproximadamente 90, 5%,
isto é, se o segurado nao tiver nenhum sinistro. Se estiver, inicialmente, na tnica
classe com desconto e tiver, pelo menos, 4 sinistros na ultima anuidade, este se-
gurado transitard para a classe com 100% de agravamento com sinistros na ultima

anuidade. Esse acontecimento tem menor probabilidade de ocorrer nesta matriz.

Da mesma forma, foi calculada a matriz P2(T(L)Tw%) e quando n = 4 nota-se que a

probabilidade de estar em cada uma das trés primeiras classes é a mesma, indepen-

dentemente da classe inicial.

0,8187308 0,067032 0,0740818 0,0167580 0,0171105 0,00212268 0,00347507 0,00019398 0,00049519
0,8187308 0,067032 0,0740818 0,0100548 0,0171105 0,00748524 0,00213443 0,00153461 0,00183583
0,8187308 0,067032 0,0740818 0,0033516 0,0104073 0,01351812 0,00749699 0,00220494 0,00317647
0,8187308 0,067032 0,0740818 0,0100548 0,0171105 0,00078204 0,00213443 0,00823782 0,00183583
= | 0,8187308 0,067032 0,0740818 0,0033516 0,0104073 0,00011172 0,00079379 0,01561134 0,00987967
0,8187308 0,067032 0,0740818 0,0100548 0,0171105 0,00078204 0,00213443 0,00823782 0,00183583
0,8187308 0,067032 0,0740818 0,0033516 0,0104073 0,00011172 0,00079379 0,01561134 0,00987967
0,8187308 0,067032 0,0740818 0,0100548 0,0171105 0,00078204 0,00213443 0,00823782 0,00183583
0,8187308 0,067032 0,0740818 0,0033516 0,0104073 0,00011172 0,00079379 0,01561134 0,00987967

4)
P, 2,(T,10%)

Na medida em que aumenta a frequéncia de sinistralidade A\, também aumentam
as probabilidades mais baixas e diminuem as mais altas. Comparando com a ma-
triz de probabilidades anterior, a probabilidade de permanecer na tunica classe de
desconto apds 4 anuidades diminui aproximadamente para 81,9% e por outro lado,
a probabilidade de estar nesta classe de desconto e passar para a classe com 100%

de agravamento com sinistros na tltima anuidade aumenta aproximadamente para

0,05%.

Nao ficou para tras a curiosidade de aumentar significativamente a frequéncia de
sinistralidade A para verificar de que forma se altera a matriz de probabilidades

Ps (1,5 Para isso, foi propositadamente alterada a frequéncia para 40%. Entao,

po=e " =e % =0,67032

p=Ae N =0,4e7 %% = 0,268128
N Ao 0,47

pr="re 120 = pr=re = e 4 =0,0536256
r! : :
A 0,4?
p3 = 567)\ = ’3—'6*0’4 = 0,00715008

Perza) = 1 —po — p1 — p2 — p3 = 0,0007762514

A matriz de probabilidades de transicao num passo é dada por:

0,67032 0,00000 0,268128 0,00000 0,0536256 0,00000 0,00715008 0,00000 0,0007762514

0,67032 0,00000 0,000000 0,00000 0,2681280 0,00000 0,05362560 0,00000 0,0079263319

0,00000 0,67032 0,000000 0,00000 0,2681280 0,00000 0,05362560 0,00000 0,0079263319

0,67032 0,00000 0,000000 0,00000 0,0000000 0,00000 0,26812802 0,00000 0,0615519356

P2 (T,40%) = 0,00000 0,00000 0,000000 0,67032 0,0000000 0,00000 0,26812802 0,00000 0,0615519356
R 0,67032 0,00000 0,000000 0,00000 0,0000000 0,00000 0,00000000 0,00000 0,3296799540
0,00000 0,00000 0,000000 0,00000 0,0000000 0,67032 0,00000000 0,00000 0,3296799540

0,67032 0,00000 0,000000 0,00000 0,0000000 0,00000 0,00000000 0,00000 0,3296799540

0,00000 0,00000 0,000000 0,00000 0,0000000 0,00000 0,00000000 0,67032 0,3296799540
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A matriz Py (140%) mostra-nos uma diminuicao das probabilidades mais elevadas
e um aumento das mais baixas (quando comparado com as matrizes P (19 e
Ps (110%)). Estando na tnica classe com desconto, a probabilidade de permanecer
na mesma classe é de 67,03%. E estando na classe com maior agravamento e com
sinistros na ultima anuidade, a probabilidade de permanecer na mesma classe é

aproximadamente 32,97%.

Da mesma forma, como acontece nos casos anteriores, a probabilidade de estar
em uma das trés primeiras classes em 4 anuidades mantém-se inalterada, indepen-
dentemente da classe inicial. Mas desta vez alargou-se os cédlculos e notou-se que,
em 6 anuidades, a probabilidade de estar em uma das cinco primeiras classe é a
mesma, qualquer que seja a classe inicial. Em funcao da disparidade da frequéncia
de sinistralidade (40%, valores considerado exagero), a dispersao dos valores de pro-
babilidades tende a estreitar-se, razao pela qual, as maiores probabilidades tendem

a diminuir e as menores a aumentar.

0,449329 0,08075861 0,1204777 0,05232024 0,07805263 0,03984477 0,05087488 0,04806747 0,08027477
0,449329 0,08075861 0,1204777 0,05232024 0,07805263 0,03403882 0,05087488 0,05387342 0,08027477
0,449329 0,08075861 0,1204777 0,05232024 0,07805263 0,02242692 0,04506893 0,06548532 0,08608071

(6) 0,449329 0,08075861 0,1204777 0,05232024 0,07805263 0,03403882 0,05087488 0,05387342 0,08027477
P2 T40%) = 0,449329 0,08075861 0,1204777 0,05232024 0,07805263 0,02242692 0,04506893 0,06548532 0,08608071
(T,40%) 0,449329 0,08075861 0,1204777 0,05232024 0,07805263 0,03403882 0,05087488 0,05387342 0,08027477

0,449329 0,08075861 0,1204777 0,05232024 0,07805263 0,02242692 0,04506893 0,06548532 0,08608071
0,449329 0,08075861 0,1204777 0,05232024 0,07805263 0,03403882 0,05087488 0,05387342 0,08027477
0,449329 0,08075861 0,1204777 0,05232024 0,07805263 0,02242692 0,04506893 0,06548532 0,08608071

A partir da 6* classe a interpretacao passa a ser da seguinte forma: com probabi-
lidade de 5,087% o segurado da tnica classe com desconto passa para uma classe

com agravamento de 45%, isso se o segurado tiver trés sinistros da ultima anuidade.

4.2 Distribuicoes estacionarias

Varios célculos foram feitos para atingir o vetor linha [7T2,(T, NE )} a que chamamos
distribui¢ao estaciondria (como mostrado na expressao (3.4.2)). A determinago
deste vetor linha leva-nos a um sistema de equagoes lineares homogéneas que foi
resolvido com a teoria de valores e vetores proprios.

Foi calculada a matriz P2(7E)T 1%) 80 longo dos anos onde n — oo e conclui-se que

a distribuicao estacionaria é atingida apds 8 anos, onde a probabilidade de estar na
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classe C} ¢ estabilizada independentemente da classe inicial C;.

[ 0,9801987 0,0096079 0,0097045 0,0002373 0,0002397 5,78 %106 5,84x1076 1,4x1076 1,5x106 ]
0,9801987 0,0096079 0,0097045 0,0002373 0,0002397 5,78 106 5,84x10~% 1,4x10~6 1,5x10~6
0,9801987 0,0096079 0,0097045 0,0002373 0,0002397 5,78 106 5,84x107% 1,4x10~6 1,5x10~6

8) 0,9801987 0,0096079 0,0097045 0,0002373 0,0002397 5,78 x10 ¢ 5,84x1076 1,4x10~6 1,5x10~6

0 (T1%) = 0,9801987 0,0096079 0,0097045 0,0002373 0,0002397 5,78 x 10*‘? 5,84x1076 1,4x 10*6_ 1,5%10~6
R 0,9801987 0,0096079 0,0097045 0,0002373 0,0002397 5,78x10~6 5,84x107% 1,4x1076 1,5x10~6
0,9801987 0,0096079 0,0097045 0,0002373 0,0002397 5,78 %106 5,84x10~% 1,4x10~6 1,5x10~6
0,9801987 0,0096079 0,0097045 0,0002373 0,0002397 5,78 106 5,84x10~% 1,4x10~6 1,5x10~6

[ 0,9801987 0,0096079 0,0097045 0,0002373 0,0002397 5,78 %1076 5,84%x1076 1,4x1076 1,5x10¢ |

Estas probabilidades da matriz Pz(s()T 1%) sao interpretadas da seguinte forma: "numa

apolice com frequéncia de sinistralidade de 1%, ”a probabilidade de um determinado
segurado estar na tnica classe de desconto é aproximadamente 98, 02% independen-
temente da sua classe inicial. Por outro lado, a probabilidade de ter um agravamento
de 100% do valor do seu prémio com sinistros na tultima anuidade, independente-
mente do estado inicial é aproximadamente 1,5 x 1075%”. Como visto no Capitulo
2, o vetor linha 7 (7,1%) definido como distribuicao estaciondria de uma cadeia de

9
Markov ,tal que Zm’(T’l%) (5))=1,¢é
j=1

T2(T1%) = 7T2,(T,1%)P2,(T,1%)
= [079801987 0,0096079 0,0097045 0,0002373 0,0002397 5,78 %1076 5,84x 1076 1,4x10~6 1,5><10*6] .

Na condicao de estacionaridade, a probabilidade de ter 30% de desconto na apdlice

¢ aproximadamente 98%.

O vetor linha 5 (110%) definido como distribuicao limite de uma cadeia de Mar-

kov fica:

T2,(T,10%) — 7T2,(T,10%)P2,(T,10%)

= [0,8187308 0,067032 0,0740818 0,0149050 0,0164726 0,0032584 0,0036011 0,0009113 0,0010071] .

Na condicao de estacionaridade, a probabilidade de ter um agravamento de 15% na

apolice com um sinistro na ultima anuidade é aproximadamente 7,4%.

Prosseguindo com os cdlculos para A = 40%, o vetor linha da distribuicao esta-
cionario é:
T2,(T,40%) — T 2,(T,40%)P 2,(T,40%)

= [0.449329 0.08075861 0.1204777 0.05232024 0.07805263 0.03281939 0.04896077 0.05509285 0.08218887]

Tendo em conta as probabilidades das distribuigoes estaciondrias calculadas para

diferentes valores de frequéncia da sinistralidade A, em cada classe, achou-se por bem
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compara-las graficamente de modo a facilitar as suas interpretagoes, como sugere a

Figura 4.1.
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Figura 4.1: Distribuicao limite para diferentes valores de A

Consegue-se notar que, quanto maior for a frequéncia de sinistralidade A\, me-
nores serao as probabilidades de estar na 1? classe e este facto acontece por ser a
unica classe com desconto. Obviamente, se quiséssemos aumentar a frequéncia de
sinistralidade, consequentemente teriamos os mesmos acontecimentos da reducao da

probabilidade na classe de desconto e aumento das restantes.

4.3 Tempo médio de recorréncia

O tempo médio de recorréncia ou o tempo médio do primeiro retorno fis (7,5 (J)
de um estado j pode ser calculado usando a expressao (2.3.13), que se traduz na
inversa de cada probabilidade 75 (7 x)(j) da distribuicao estacionaria e apresenta os

seus valores arredondados.

Para A = 1%, tem-se:

. | ,
p2,r1%)(J) = A 1,2,---.9.

Fazendo a divisao por escalar para encontrar o tempo médio de recorréncia para

cada classe C}, obtém-se:

,uz,(T,l%)(l) =1, M2,(T,1%)(2) = 104, #2,(T,1%)(3) = 103,
M2 (T 1%) (4) = 4213, Hz,(T,l%)(5) = 4171, Mz,(:r,1%)(6) = 172927,
/J/27(T71%)(7) = 171206, ,U/27(T71%) (8) = 6925732, ,LLQ’(TJ%)(g) = 6856820
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Isso quer dizer, independentemente da classe atual na qual o segurado se encontra,
o retorno a mesma classe é garantido. Como, por exemplo, levara aproximadamente
1 renovacao de contrato para que o segurado volte a estar na unica classe com 30%
de desconto. Aproximadamente 4.171 renovacoes para que o segurado volte a estar
na classe com 30% de agravamento com sinistros na ultima anuidade. Com 1% da
frequéncia de sinistralidade raramente acontecem sinistros, razao pela qual, existem
maiores numeros de tempo médio para renovacoes de contratos nas ultimas classes

em funcao da baixa probabilidade limite destas classes.

Para A = 10%, tem-se:

1
(4 %j:—_aj:]‘?Q’.."g.
f12,(7,10%) (J) a,(1,10%) (J)

Feita a divisao, obtém-se:

,U2,(T,1o%)(1) =1, ,U2,(T,10%)(2) =15, Mz,(T,lo%)(3) = 13,
M2,(T,10%)(4) = 67, M2,(T,10%)(5) = 61, M2,(T,10%)(6) = 307,
p2,r,10%)(7) = 278, o (1,10%)(8) = 1097, o, (7,10%)(9) = 993.

O segurado fara cerca de 15 renovacoes de contrato para o seu primeiro retorno
a classe com 15% de agravamento e sem sinistros na ultima anuidade. Nota-se que o
tempo médio do primeiro retorno para as classes de agravamento reduziu, devido ao
aumento da frequéncia de sinistralidade A\, quando comparado com A = 1%. Com
isso, 993 renovacoes possiveis para que o segurado faga o seu primeiro retorno a

classe com 100% de agravamento e sinistros na ultima anuidade.

E para A\ = 40%, tem-se:

: 1 .
MQ,(TAo%)(]) = ‘), j=1,2,---,9.

T2,(T,40%) (]

Apoés a divisao, obteve-se os seguintes resultados:

N2,(T,40%)(1) =2, Mg, (T, 40%)(2) 12, po, (T4O%)(3) =38,
o, r,a0%)(4) = 19, po (1.40%)(5) = 13, fi2,(1,40%)(6) = 30,
Mz,(T,4o%)(7) =20, p2,(7,40%) (8) =18, H2,(T,40%) (9) =12

Com aumento significativo da frequéncia A, ha reducao nos tempos médios de re-

corréncia nas classes de agravamento e aumento na unica classe de desconto, no
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qual, o segurado tem de renovar o seu contrato duas vezes para voltar a estar na
tnica classe com 30% de desconto. Tendo em conta a alta sinistralidade, o segurado
terd que renovar o seu contrato 12 vezes para voltar a estar na classe com 100% de

agravamento e sinistros na ultima anuidade.

4.4 Prémio médio estacionario (PME)

Seja o vetor da escala de prémios b, um fator multiplicativo do prémio a pagar e
o vetor linha da distribuicao estacionaria m, (py) da expressao (3.4.3). O prémio
médio, em condi¢ao de estacionaridade, resulta do somatério do produto interno

dos dois vetores, isto é:

PME = " m @ (j) b(j)- (4.4.1)

j=1
Considerando o antigo sistema Bonus-Malus portugués, obtém-se para a frequéncia
de sinistralidade de 1% o prémio médio em condigao de estacionaridade de 70, 8986%
do prémio de entrada, um valor considerado bom em funcao da baixa frequéncia de

sinistralidade.

Aumentando a frequéncia para 10%, o prémio médio estaciondrio fica a 78,9966%.
Nota-se que houve um aumento de aproximadamente 8% comparando com o valor
anterior. Para um aumento significativo de 40% de frequéncia o prémio aumenta
para mais de 100%, facto este que dificilmente acontece na realidade. A Figura
4.2 representa a evolucao do prémio médio do antigo sistema portugués que possui

apenas uma classe com desconto de 30% do prémio a pagar.
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Figura 4.2: Evolucao do prémio médio
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Das analises feitas, notou-se que, quanto maior for a frequencia de sinistralidade,
maior serd o prémio médio em condicao de estacionaridade. No primeiro ano da
apolice, o segurado entra no sistema com 100% do pagamento do prémio em cada
um dos casos da frequéncia \ porque estando na classe de entrada, o segurado nao
tem nenhum histérico que possa influenciar o prémio a pagar.

A partir da segunda renovacao do contrato, nota-se uma descida consideravelmente
significativa nos dois primeiros casos (ver a Figura 4.2), o que corresponde a transigao
da tunica classe de desconto para as classes de agravamento. Para o ultimo caso, o
PME ¢ superior ao prémio de entrada porque, tendo em conta a elevada frequéncia
de sinistralidade, o segurado terd que pagar, em média, um prémio acima do prémio

de entrada.

Consideracoes finais

Conforme referido na introdugao, os segurados sao agrupados consoante a seme-
lhanca de riscos associados na tarifacao a priori, mas nem sempre os agrupados na
mesma classe apresentam o mesmo risco. Existem modelos que permitem ajustar
uma distribuicao, que seja representativa da frequéncia de sinistralidade observada

em uma determinada seguradora.

Numa andlise de uma base de dados real, na maioria dos casos nao se verifica a
homogeneidade. O segurado tem o seu prémio corrigido apds uma anuidade de ex-
periéncia e necessariamente pode originar um ajuste de um modelo que reflita a
heterogeneidade dos riscos inerentes ao comportamento de cada um dos segurados.
Durante a elaboracao deste trabalho, foi utilizado o processo de Poisson homogéneo,
onde se considera que o numero de sinistros é proveniente de uma distribuicao de

Poisson, ou seja, todos segurados apresentam os mesmos riscos.
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Conclusoes

Os riscos nao desaparecem com a contratacao de seguro, mas o facto desses riscos
associados a ocorréncia de sinistros serem transferidos para uma seguradora, isso
significa ter uma vida tranquila com menos incerteza. Com isso, quer-se dizer que a
atividade seguradora exerce um papel fundamental no desenvolvimento econémico e
social de qualquer pais, razao pela qual esteve sempre presente o objetivo de estudar

o sistema Bonus-Malus na atividade seguradora.

O antigo sistema Portugués que funcionou durante muitos anos em Portugal era
constituido por 11 classes das quais uma de entrada que nao era alcangavel a partir
de qualquer outra classe. Com a fundamentacao tedrica da teoria da probabilidade
e processos estocasticos (especificamente cadeias de Markov a tempo discreto) foi
reestruturado e estudado o funcionamento dos antigos sistemas de tarifacao a pos-

teriori, nomeadamente sistema Bonus-Malus.

Foi importante considerar alguns valores para a frequéncia de sinistralidade de modo
a comparar as suas probabilidades de transicao até que as mesmas se mantivessem
inalteradas. Esteve presente a curiosidade de saber qual seria o tempo médio de
transicao para que um segurado pudesse voltar a sua classe anterior, tendo em

conta uma dada frequéncia de sinistralidade.

Verificou-se que, para o antigo sistema portugués, quanto maior for a frequéncia
de sinistralidade menor sera o tempo médio para que o segurado volte a ter sinis-
tro. Vale relembrar que, nao esteve presente o objetivo de criticar o antigo sistema

portugués mas sim, fazer uma analise do seu funcionamento.

o1
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Trabalho futuro

Como trabalho futuro, pretende-se dar continuidade do estudo do sistema Bonus-
Malus, com o objetivo de comparar o funcionamento do sistema atual Portugues e o
sistema que vigora na ENSA (Empresa Nacional de Seguros de Angola), tendo em
conta as medidas de avaliacao : o nivel médio de estacionaridade, o coeficiente de

variacao dos prémios e a elasticidade do prémio médio como fatores de comparacao.
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Apeéendice A

Teorema de Perron-Frobenius

(Valores e vetores proprios)

Em algebra linear, o teorema de Perron-Frobenius, provado por Oskar Perron (1907)
e Ferdinand Georg Frobenius (1912), afirma que uma matriz real quadrada com en-
tradas positivas tem um tnico maior valor proprio e que o correspondente vetor

préprio tem componentes estritamente positivas.

Se P é uma matriz de probabilidade de transicao de uma cadeia irredutivel, espaco

de estados finito e com periodo d, entao:

a) Ay = 1 é um valor préprio de P.

21
b) M =Wl Ay =wh, - Ny =wdL com w = exp (?), sao valores proprios de
P.
c) Os valores préprios Agi1, -« -, As, s@0 tais que |A\;| < 1.

d) Existe um vetor x tal que x > 0 e Px = \;x.
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