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APRENDIZAGEM DE TOPICOS DE GEOMETRIA ANALITICA NO ESPACO COM RECURSO AQO
GEOGEBRA: UMA EXPERIENCIA COM ALUNOS DO 10.° ANO

José Manuel Macedo Monteiro

Mestrado em Ensino de Matematica no 3.° Ciclo do Ensino Basico e no Ensino Secundario
Universidade do Minho, 2018

RESUMO

Este estudo visa averiguar o contributo do GeoGebra na aprendizagem de tépicos de Geometria
Analitica no Espaco de uma turma de alunos do 10.° ano de Ciéncias e Tecnologias, o que remete
para a determinacédo da evolucdo do pensamento geométrico durante a intervencao pedagogica.
Na procura de compreender os significados que os alunos dao as suas atividades de aprendizagem
desses topicos, adotou-se uma abordagem qualitativa e interpretativa. Na concretizacdo do objetivo
delineado, formularam-se as seguintes questdes de investigacdo: Como utilizam os alunos o
GeoGebra nas atividades de aprendizagem de topicos de Geometria Analitica no Espaco? Que
dificuldades manifestam os alunos na aprendizagem, com ou sem o GeoGebra, de topicos de
Geometria Analitica no Espaco? Que percecdes tém os alunos sobre a utilizacdo do GeoGebra na
aprendizagem de topicos de Geometria Analitica no Espaco? Para responder a estas questoes,
recorreu-se a diferentes métodos de recolha de dados: questionarios, registo video das aulas,
producdes dos alunos na resolucao de tarefas, questdes aula e questdes teste.

A investigacdo foi realizada numa escola da cidade de Braga e para a sua implementacéo foi
elaborada a planificacdo de cada uma das aulas da intervencao pedagdgica, tendo em conta o
programa de Matematica A do Ensino Secundario, a planificacdo global para a disciplina prevista
realizar pelos docentes da Escola e os recursos disponiveis. Destes, salientam-se os tabletes, os
smartphones, o GeoGebra e a organizacao do espaco disponivel que condicionou de certa forma
o trabalho dos alunos em pares. Das oito aulas lecionadas, foram escolhidas trés para uma analise
sobre a realizacao de tarefas com ‘papel e lapis’ e com o GeoGebra, apenas com ‘papel e lapis’ e
apenas com o GeoGebra, em que se procurou interpretar a evolucao do pensamento Geométrico
3D dos alunos no estudo dos tdpicos de Geometria Analitica no Espaco.

Os resultados obtidos mostram que o recurso ao GeoGebra envolveu os alunos na visualizacédo e
manipulacdo de objetos, na identificacdo e relacionamento das propriedades dos solidos
construidos, no uso do raciocinio légico nas suas conclusdes e verificacdes e em aprender e
consolidar conceitos novos. As dificuldades dos alunos na aprendizagem de tdpicos de Geometria
Analitica no Espaco residiram, na sua maioria, na visualizacdo e representacdao, no dominio e
compreensao de conceitos e no desconhecimento do GeoGebra. As percecdes manifestadas pelos
alunos sobre a utilizacdo do GeoGebra na aprendizagem de Tdpicos de Geometria Analitica no
Espaco apontam para as potencialidades do GeoGebra para visualizar e perceber melhor as tarefas
e ainda confirmar resultados obtidos analiticamente, relacionar o grafico com o analitico, promover
a autonomia, resolver expressdes analiticas, clarificar conceitos, facilitar o debate de ideias, cativar
e aprender a trabalhar com um novo software usando o smartphone.

Palavras-chave: Geometria Analitica no Espaco; Ensino Secundario; GeoGebra; Aprendizagem;
Dificuldades.
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LEARNING OF ANALYTICAL GEOMETRY TOPICS IN SPACE WITH RESOURCE TO GEOGEBRA: AN
EXPERIENCE WITH STUDENTS OF THE 10TH YEAR

José Manuel Macedo Monteiro

Master in Mathematics Teaching in the 3rd Cycle of Basic Education and Secondary Education
University of Minho, 2018

ABSTRACT

This research aims to investigate the impact of GeoGebra in the learning of topics about Analytical
Geometry in Space within a class of students of grade 10 of Technological Sciences determining
the evolution of the geographical thought throughout the pedagogical intervention. A qualitative and
interpretive approach was used in the search to understand the meaning that students provide to
their learning activities regarding these topics. While developing the research objectives, the
following questions were raised: How do students use GeoGebra in learning activities regarding
Analytical Geometry in Space? What are the biggest challenges students face, with or without
GeoGebra, in the learning of Analytical Geometry in Space? What are the perceptions that students
have about using GeoGebra to learn about Analytical Geometry in Space topics? To find answers
to these questions, several methods of data collection have been used: questionnaires, video
recording and audio of the lessons, replies students provided in the resolution of tasks, class
questions and test questions.

The research was carried out in an institution in the city of Braga, and several lesson plans for each
one of the pedagogical interventions were developed, in order to ensure that it followed the
curriculum of Mathematics A for Secondary Education, the general planning for the subject that is
to be delivered by the instructors and that took to account the available resources. Highlighted in
this project are tablets, smartphones, GeoGebra and the organization of the physical space that
influenced the work in pairs. From the eight classes, tree was selected to interpret the evolution of
the 3D Geometrical thought of the students in the topics of Analytical Geometry in Space. These
were classes with “pen and paper” tasks and GeoGebra, exclusively “pen and paper” tasks and
exclusively GeoGebra tasks.

The results show that the use of GeoGebra involved students in the visualization and manipulation
of objects, in the identification and relationship of properties of constructed solids, in the use of
logical reasoning in their conclusions and verifications and in learning and consolidating new
concepts. The main difficulties shown by students in the learning of Analytical Geometry in Space
were related to the visualization and representation, in the expertise and understanding of concepts
and in the unfamiliarity with GeoGebra. The perceptions revealed by the students regarding the use
of GeoGebra in the learning of Analytical Geometry in Space indicates a positive correlation to the
potential of GeoGebra to better visualize and understand assignments and to verify analytical
results. Furthermore, it helped students relate the graphs and analytics, solve analytical
expressions, clarify concepts and facilitate discussion of ideas. It has promoted autonomy and a
higher engagement while allowing students to learn to work with a new software using the
smartphone.

Keywords: Analytical Geometry in Space; Secondary Education; GeoGebra; Learning; Difficulties.
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CAPITULO 1

INTRODUGAO

O presente capitulo esta dividido em trés seccdes: na primeira, apresenta-se o tema, o
objetivo e as questdes de investigacao do estudo; a segunda refere a pertinéncia do estudo; e a

terceira uma breve descricao da estrutura deste relatorio.

1.1. Tema, objetivo e questdes do estudo

0 estudo sistematico dos conceitos matematicos e das suas propriedades e a sua utilidade
na interpretacdo e compreensdo de fendmenos do quotidiano sdo agentes necessarios a
organizacao do pensamento do cidadao. A Matematica é uma das disciplinas que adquire relevo
no percurso formativo de uma grande parte dos estudantes, sendo também das que mais
dificuldades apresenta. Mas o insucesso escolar na disciplina de Matematica é uma realidade
reconhecida por todos e de alguma forma aceite, mas que nao pode ser abordada com uma
atitude passiva. Quando se realizam exames nacionais surgem as estatisticas publicadas pelo
Ministério da Educacao dando conta do insucesso escolar na disciplina e apenas na perspetiva
quantitativa. Para Ponte (1994), as causas de tais resultados “andam todas a volta dos mesmos
pontos, muito embora com énfases diferentes: a disciplina, o curriculo, o professor, o aluno, razdes
de ordem social e cultural” (p. 2). Numa reflexdo que fez sobre o insucesso em Matematica, este
autor defende que a razado fundamental para que tal aconteca reside no facto de esta disciplina
ser socialmente concebida para conduzir ao insucesso. Isto porque ela tem um papel fundamental
no processo educativo que € o de instrumento de selecao dos alunos. Para o autor, o combate ao
insucesso pressupde uma intervencao aos mais diversos niveis, incluindo as praticas pedagogicas,
o curriculo, o sistema educativo e a propria sociedade em geral — promovendo uma visao da
Matematica como uma ciéncia em permanente evolucao, que tanto procura responder aos
grandes problemas de cada época como é capaz de gerar 0s seus problemas proprios.

Nao obstante, apesar das muitas dificuldades colocadas ao ensino e a aprendizagem dos
estudantes, a Geometria, uma das principais areas da Matematica, esta presente em todos os
setores do conhecimento e é muito rica, ndao so6 na variedade, mas também nas aplicacdes
praticas, como, por exemplo, em desenho assistido por computador (CAD) e em modelagem

geomeétrica (incluindo design, na modificacdo e fabrico de carros e de avides, na construcdo de



edificios, etc.), na robdtica, em imagens médicas (que levaram a novos resultados substanciais
em campos como tomografia geométrica), na animacdo por computador, nas apresentacdes
visuais, na realidade virtual, entre outras, apresentando um desenvolvimento exponencial. 0 NCTM
(2007) refere que o conhecimento da Geometria proporciona uma forma de descrever, analisar e
compreender o mundo e as suas estruturas. Através dos conhecimentos e capacidades que
adquirem neste dominio, os alunos podem descobrir padrdes e formular conjeturas, avaliar,
construir e comunicar argumentos matematicos. Tais atividades podem ser potenciadas através
da utilizacdo de softwares dindmicos porque permitem construir e analisar uma diversidade de
casos.

Por isso, é natural que os curriculos atuais da Geometria procurem acompanhar o
desenvolvimento da sociedade. Por outro lado, as novas tecnologias que vao emergindo resultam
dessa evolucdo. Surge, assim, a oportunidade de desenvolver uma experiéncia de ensino que
decorre da necessidade de avaliar o impacto destas novas tecnologias na producao do
conhecimento. Neste trabalho, em particular, procura-se averiguar o impacto do GeoGebra na
aprendizagem de topicos de Geometria Analitica no Espaco de alunos do 10.° ano de escolaridade.

A Geometria marca a sua presenca nos programas de ensino da Matematica de 1991, de
2007 e de 2011. Segundo o programa em vigor, as finalidades da Geometria sdo, no Ensino
Basico, a estruturacao do pensamento e a aplicacdo da Matematica ao mundo real, e no Ensino
Secundario, a estruturacdo do pensamento, a analise do mundo natural e a interpretacdo da
sociedade.

As orientacdes programaticas sao elaboradas no sentido de atribuir a Geometria e ao seu
curriculo a relevancia que Ihe é devida, em funcdo da evolucéo da sociedade e da tecnologia. Nos
anos iniciais de ensino sdo abordados os conceitos elementares, que servirdao de base para
construir objetos mais complexos, trabalhando-se, até ao 10.° ano, sobretudo no plano
bidimensional. No 10.° ano de escolaridade introduzem-se os referenciais cartesianos planos,
efetua-se 0 estudo das equacoes cartesianas das retas. Fixada uma unidade de comprimento e
um referencial ortonormado do plano, passa-se para o calculo da medida da distancia entre pontos
a partir das respetivas coordenadas. Finalmente, ¢ feita uma primeira abordagem aos referenciais
cartesianos do espaco, generalizando-se algumas das nocoes ja estudadas no plano. No 11.° ano
de escolaridade, introduz-se a nocao geométrica de produto escalar de vetores, deduzindo-se as

suas principais propriedades. Fixado um referencial ortonormado, o produto escalar estuda-se



também do ponto de vista das coordenadas e completa-se o estudo das equacdes cartesianas de
planos no espaco, iniciado no 10.° ano.

Para fazer este percurso programatico, o caminho a seguir pelos alunos na aprendizagem
da Geometria ndo se encontra isento de dificuldades. Tal é referido pelos investigadores que
apontam diversos obstaculos encontrados pelos alunos. Laborde (1993) considera que as
dificuldades dos estudantes em Geometria surgem muitas vezes porque raciocinam sobre
desenhos quando se esperava que raciocinassem sobre objetos geomeétricos teoricos. Presmeg
refere que “um desenho ou um diagrama &, pela sua natureza, um caso concreto, ainda que o
mais simples pensamento matematico requeira abstracao e generalizacdo” (1997, p. 305), o que
faz com que, muitas vezes, um caso concreto de raciocinio matematico baseado na visualizacao
de desenhos e imagens seja a fonte de muitas dificuldades. Alguns estudantes tém dificuldade
ndo so em representar classes de formas, como também em estabelecer relacées geomeétricas,
por nao entenderem a natureza dos objetos em questdo e, em particular, por atribuirem
caracteristicas irrelevantes a um diagrama relativamente as relacées que pretende representar
geometricamente (Clements & Battista, 1992; Yerushalmy & Chazan, 1993). Outra dificuldade
surge quando os estudantes utilizam diagramas em demonstracdes, ou quando os desenhos nao
capturam relacdes geomeétricas apropriadas (por exemplo uma tangente pode ser desenhada a
mao livre e ndo parecer perpendicular ao raio que interseta) (Clements & Battista, 1992; Presmeg,
1997; Yerushalmy & Chazan, 1993). Os estudantes podem confundir diagramas geométricos com
fotografias desses objetos, alterando profundamente a sua interpretacdo. Por exemplo, os
estudantes identificam paralelogramos ndo retangulares como retangulos porque a sua
interpretacdo resulta de figuras de retangulos ja vistos (Clements & Battista, 1992).

Outras dificuldades que os alunos sentem séo a visualizacdo de objetos a trés dimensoes e
0 estabelecimento de conexdes entre a representacao grafica desses objetos e a sua representacao
algébrica (Breda, Trocado, & Santos, 2013; Costa, 2000; Duval, 2012; Rodrigues, 2012). Segundo
Breda, Trocado e Santos, (2013), “no tema da geometria, a tridimensionalidade dos objetos em
estudo é, para os alunos, uma fonte acrescida de dificuldades, ainda mais quando se pensa em
conexdes envolvendo a algebra” (p. 64).

Tendo como referéncia trabalhos de investigacdo em educacao matematica, no ambito da
Geometria, algumas dificuldades dos alunos podem ser ultrapassadas ou minimizadas pela
utilizacéo de novas tecnologias, tendo escolhido o GeoGebra, ferramenta gratuita e universalmente

acessivel, como o material tecnoldgico a investigar na aprendizagem dos alunos de topicos de



Geometria. Existe a necessidade de superar as dificuldades de ensino e da aprendizagem e de
proporcionar ambientes dinamicos, estimulantes, desafiantes que permitam aos alunos o
desenvolvimento da capacidade para explorar, conjeturar, raciocinar logicamente, que o GeoGebra
pode potenciar no estudo da Geometria no Espaco.

Assim, o tema objeto deste relatério é “Aprendizagem de topicos de Geometria Analitica no
Espaco com recurso ao GeoGebra: uma experiéncia com alunos do 10.° ano”, que tem por
finalidade contribuir para o desenvolvimento do raciocinio espacial dos alunos, através da proposta
de resolucdo de tarefas adequadas para estes progredirem para niveis superiores de pensamento
com recurso ao GeoGebra. O raciocinio espacial fornece ndo sé as bases para o raciocinio da
geometria formal como também ferramentas cognitivas para a sua analise critica. Segundo
Freudenthal (1973), a compreensdo do espaco “em que 0 jovem vive, respira € se move é o
espaco que deve aprender a conhecer, explorar, conquistar, de modo a poder ai viver, respirar e
mover-se melhor” (p. 403).

Com base nos pressupostos anteriores, o objetivo geral a atingir com este trabalho consiste
em averiguar o contributo do GeoGebra na aprendizagem de alunos do 10.° ano de escolaridade
de topicos de Geometria Analitica no Espaco. Para concretizar este objetivo, pretendo dar resposta

as seguintes questoes:

- Como utilizam os alunos o GeoGebra nas atividades de aprendizagem de tdpicos de
Geometria Analitica no Espaco?

— Que dificuldades manifestam os alunos na aprendizagem, com ou sem o GeoGebra, de
topicos de Geometria Analitica no Espaco?

— Que percecdes tém os alunos sobre a utilizacdo do GeoGebra na aprendizagem de

topicos de Geometria Analitica no Espaco?

O GeoGebra ¢ um instrumento atual e poderoso no ensino e na aprendizagem da
Matematica, em geral, e da Geometria, em particular, ao aliar as capacidades graficas as
capacidades algébricas do computador. E um software considerado por diversos autores como um
excelente recurso no apoio a atividade dos professores e dos alunos na aprendizagem da
Geometria (Breda et al., 2013; Choi, 2010; Hohenwarter & Jones, 2007; Ljajko & lbro, 2013;
Mehanovic, 2009; Santos, 2011; Silveira & Cabrita, 2013). O poder grafico do GeoGebra possibilita
0 acesso a modelos visuais poderosos que 0s alunos estao impossibilitados de realizar através de

formas de representacao tradicionais. O envolvimento dos alunos nas atividades de aprendizagem



com tal software pode ser fomentado pois é-lhes fornecido um meio de visualizar diversas opcdes
geomeétricas sob diversas perspetivas. A aprendizagem dos alunos é auxiliada através do feedback
que o GeoGebra pode proporcionar, visto que num ambiente de trabalho de geometria dinamica
arrasta-se um ponto e a forma observada no ecré altera-se. A utilizacdo do GeoGebra neste projeto
nao passa por substituir a compreensao e intuicao elementares, mas por estimular essa
compreensao e intuicao, de forma a enriquecer e potenciar a aprendizagem da geometria (NCTM,
2007). Por estas razdes, o GeoGebra torna-se propicio ao estudo da Geometria, ja que o recurso
a multiplas representacdes facilita a apropriacdo de conceitos geométricos pelos estudantes

(Denbel, 2015).

1.2. Pertinéncia do estudo

E impossivel compreender o papel da Matematica na construcdo da nossa sociedade sem
refletir sobre a histéria da Geometria no seu ensino (Veloso, 1998). A Geometria ¢ um dominio da
maxima importancia no curriculo de Matematica dada a utilidade que as relacbes geométricas
apresentam na resolucao de problemas do dia-a-dia e no desenvolvimento do raciocinio e da
argumentacao dos alunos. As ideias geométricas revelam-se muito Uteis na representacédo e na
resolucdo de problemas nas diversas areas das ciéncias, pelo que a Geometria devera ser, sempre
que possivel, integrada com essas areas de conhecimento. As nocdes de areas e fracdes podem
ser compreendidas através de representacdes geométricas, a informacao pode ser apresentada
através de histogramas e diagramas de dispersao, podem ser estabelecidas conexdes entre a
geometria e a algebra através de graficos de coordenadas. O raciocinio espacial é Util na
interpretacao de mapas, no planeamento de trajetos, na construcao de plantas e na criacao
artistica. A estrutura e a simetria presentes no ambiente que rodeia os alunos podem ser vistas e
apreendidas. Os conceitos geométricos podem ser estudados através da utilizacdo, quer de
modelos concretos, quer através de desenhos e de programas informaticos de geometria
dindmica. A Geometria estabelece relacoes e desenvolve o raciocinio (NCTM, 2007).

Existe uma oportunidade de desenvolver uma experiéncia de ensino utilizando um
instrumento tecnologico relativamente recente no estudo da Geometria. Tal consiste em averiguar
a influéncia que o GeoGebra tem no ensino e na aprendizagem da Geometria Analitica do Espaco,
em particular. Por este motivo, aplicar o GeoGebra na aprendizagem da Geometria Analitica do

Espaco pode constituir um momento de inovacao, de motivacdo e de melhoria na qualidade do



ensino e da aprendizagem deste topico pelo que o desenvolvimento de uma experiéncia de ensino
com o GeoGebra é pertinente e aliciante.

Num estudo realizado por Armindo (2016), no seu relatorio de estagio intitulado “O
contributo do GeoGebra para a aprendizagem da Geometria Analitica no Espaco”, a autora aponta
a necessidade de realizar uma investigacdo mais alargada, comecando, desde logo, pela
Geometria Analitica no Plano e estendendo-a até a Geometria Analitica no Espaco. Também as
dificuldades dos alunos na aprendizagem da Geometria, em geral, e da Geometria Analitica no
Espaco, em particular, sustentam que se empreguem novas ferramentas que potenciem a sua
aprendizagem. Todos estes aspetos foram catalisadores do presente trabalho que teve em conta
o programa do 10.° ano de escolaridade, atualmente em vigor, e que se procurou adaptar aos

conteudos nele previstos.

1.3. Estrutura do relatorio

Este relatorio esta organizado segundo quatro capitulos. No Capitulo 1, Introducéo,
apresenta-se o tema, o0 objetivo e as questdes do estudo, a pertinéncia do tema e a estrutura do
relatorio.

O Capitulo 2, Enquadramento Contextual e Teodrico, faz a descricdo do Agrupamento de
Escolas e da Escola onde decorreu a implementacéo do projeto, assim como das caracteristicas
da turma onde decorreu este estudo. Apresenta o plano geral de intervencao, salientando-se as
metodologias de ensino e aprendizagem e as estratégias da intervencao pedagogica e da avaliacao
da acado. Comporta ainda uma revisao da literatura que serviu de base as opcdes estratégicas e
metodoldgicas que adotei e a luz da qual desenvolvi a analise da implementacéo e a discussao
dos principais resultados obtidos.

No Capitulo 3, trata-se da Intervencdo Pedagogica onde se referem os tépicos lecionados
no ambito da Geometria no Espaco, se realiza uma analise dos dados resultantes das atividades
realizadas pelos alunos em trés das oito aulas concretizadas e se faz uma avaliacdo da Intervencao
Pedagogica.

Por fim, o Capitulo 4, Conclusdes, Recomendacodes e Limitacdes, trata, nas Conclusoes,
dos principais resultados do estudo, apresenta, nas Recomendacdes, algumas implicacdes da
implementacao do projeto para o ensino e aprendizagem da Geometria e algumas sugestdes para
estudos futuros, e, no que respeita as Limitacdes, apresenta algumas limitacdes na preparacao e

implementacao do projeto.



CAPITULO 2
ENQUADRAMENTO CONTEXTUAL E TEORICO

Este capitulo inicia-se pelo enquadramento contextual, em que sdo apresentados o
Agrupamento de Escolas, a Escola e a Turma onde se concretizou a intervencao pedagogica.

Posteriormente, apresenta-se o enquadramento teodrico que sustenta tal intervencao.
2.1. Enquadramento contextual

2.1.1. Caracterizacao do Agrupamento de Escolas

Licenciado em Engenharia Civil, sou professor do grupo 530 (antigo grupo 14 de Construcao
Civil) na Escola em que desenvolvi a Intervencdo Pedagdgica que sustenta este relatério, ha 32
anos. Realizei a profissionalizacdo em exercicio nos anos letivos de 1992/1993 e 1993/1994 e
pertenco aos quadros da escola. A realizacao do mestrado em ensino da Matematica deve-se a
necessidade de me qualificar nesta area de ensino, porque sendo engenheiro civil ndo tenho
habilitacdo profissional para lecionar Matematica. Encontro-me, pois, envolvido na organica e na
evolucao do sistema de ensino desde a criacao do atual agrupamento, nomeadamente na evolucao
da escola como organizacao educativa e a sua crescente complexidade, no aparecimento de novas
areas de desenvolvimento e pesquisa na area da organizacao escolar, que se encontra em grande
expansao. O estudo sobre o tipo de abordagens a administracdo do sistema de ensino permitiu
concluir que a administracao vigente é do tipo centralizada/desconcentrada, na qual existem niveis
hierarquicos intermédios e inferiores com poder de decidir imediatamente, mas sujeitos a
possibilidade das suas decisdes poderem ser revogadas pelos orgaos superiores. Este tipo de
administracao apresenta como vantagens o aumento da adequacado da organizacao as medidas
centrais, a maior adequacdo das medidas aos problemas locais, a maior eficiéncia e eficacia dos
servicos locais e o reforco do controlo estatal. Como desvantagens, apresenta o aumento da
burocratizacdo dos processos de gestao, a fiscalizacao e inspecdo mais apertada, a diminuicéo da
autonomia da escola e o desincentivo a participacao dos cidadaos nas decisées, cultivando a
passividade e conformismo social. Apesar deste ultimo facto, existe um esfor¢co do Agrupamento
de Escolas a que pertenco em envolver a comunidade educativa nos diversos eventos, atividades
e mesmo decisées que norteiam o seu dia a dia. Nao poucas vezes, quer 0s pais, quer a

comunidade, sao consultados e convidados a participar em multiplas iniciativas.



Tal Agrupamento de Escolas é constituido pelo Orgdo de Administracdo e Gestdo, —
Conselho Geral, Diretor, Conselho Pedagogico e Conselho Administrativo —, pelo Orgao de
Coordenacdo e Supervisdo Pedagogica e Orientacdo Educativa, a Articulacdo Curricular, as
Atividades de Grupo, Turma e Curso, Outras estruturas de Coordenacao e pelo Orgéo deliberativo
em Matéria Administrativo Financeira dos Servicos (Administrativos, Técnicos e Técnico
Pedagdgicos).

A governacdo das atividades pedagbgicas do Agrupamento rege-se por um projeto
educativo, que ¢ um documento central na organizacdo do Agrupamento, que tem como missao
“percursos com futuro”, e nele estdo patentes a sua historia e identidade, a caracterizacdo da
comunidade educativa, a oferta educativa, a organizacdo e servicos, o modelo educativo, os
compromissos durante o periodo de vigéncia e o acompanhamento e avaliacdo. O principal
objetivo centra-se no aluno e na sua formacao como pessoa, valorizando no entanto a exceléncia
e 0 mérito dos resultados que possam obter. A oferta formativa do Agrupamento é muito
diversificada e sdo asseguradas a igualdade de oportunidades de acesso e de participacao.
Segundo a diretora do Agrupamento, ainda ndo existe uma politica educativa que incentive a
autonomia das escolas no sistema de ensino, o que talvez ndo seja surpreendente face ao tipo de
administracao centralizada/desconcentrada. Pode-se entdo questionar como melhorar a
autonomia das escolas e do sistema de ensino? A resposta entronca quase sempre nha
descentralizacdo. E a partir da descentralizacdo que se constroi e se consolida a autonomia
(Azevedo, 2015). A autonomia fornece a dindmica local necessaria a um sistema educativo
descentralizado e, consequentemente, autonomo, com capacidade de autorregulacao,
possibilitando a tomada de decisdes e a definicdo de politicas proprias, apelando a um poder
proprio, que se carateriza pela distribuicao de atribuicdes e competéncias de um sistema politico
ou administrativo, introduzindo a capacidade de acdo por parte daqueles que recebem as
competéncias distribuidas.

Considerando os diversos modelos organizacionais habituais (a escola como empresa,
como burocracia, como arena politica, como anarquia e como cultura), parece adequar-se ao
Agrupamento o modelo de escola como cultura, uma cultura integradora, uma sensacdo de
partilha, de harmonia, de identidade, um ambiente saudavel, em que os alunos se sentem
incluidos e inseridos. Um modelo de cultura diferenciadora parece adequar-se quando se analisa
0 contexto de dez escolas que constituem o mega agrupamento, bastante afastadas umas das

outras, com liderancas intermédias como centros de contra poder.



Apesar do reconhecimento de uma escola de referéncia, o Agrupamento precisa refletir e
encontrar debilidades que lhe permitam melhorar e ultrapassar as suas limitacbes. Mas como
orgdo de uma sociedade em que esta inserido, o Agrupamento nao podera superar as limitacdes
da sociedade em que esta inserido. Quando muito, podera indicar caminhos a percorrer nesse
sentido.

Para que a escola seja plenamente democratica precisa de garantir, ndo so6 igualdade de
oportunidades de acesso, mas também igualdade de oportunidades de sucesso. Ora, isto nao
depende apenas da Escola mas sobretudo da evolucdo econdmico-social, a eliminacao de
barreiras econdmicas que nao limitem a adocdo de medidas pedagogicas consideradas
imprescindiveis. Uma destas medidas consiste na superacao de uma debilidade ja detetada,
relativa a observacao da pratica letiva em sala de aula, enquanto dispositivo de auto regulacao e
de formacédo entre pares, com impacto no desenvolvimento profissional e na inovacao de praticas
pedagbgicas, que sO sera possivel ultrapassar quando se puderem ultrapassar restricbes
economicas de forma a incorporar aulas de coadjuvacdo em todas as disciplinas com insucesso
(e ndo so as disciplinas de Matematica e de Portugués). Outra medida necessaria parece ser a
implementacao do trabalho em equipa, ndo so entre professores, mas também entre alunos com
a apresentacao de trabalhos realizados, nao isoladamente, mas em grande escala, valorizando
estes trabalhos e nao apenas os testes e os exames. Esta medida pode ajudar a colmatar a
auséncia de envolvimento direto dos orgaos dirigentes dos alunos na elaboracdo de documentos
estruturantes do Agrupamento e também talvez permita comecar a premiar o trabalho em equipa
e nao apenas o trabalho individual.

O Agrupamento distingue-se dos outros por ser um agrupamento de sucesso, por ser um
mega agrupamento que, apesar das suas debilidades, encontra forca e implementa medidas para
atingir objetivos mais ambiciosos. A lideranca é firme, responsavel e catalisadora. As atividades
extra curriculares (cerca de 500), cujo plano se pode consultar no portal do Agrupamento,
pretendem ajudar a sua missao, permitindo uma formacao plena do aluno. A forte inclusdo que
se verifica € um fator de unido entre todos, comecando pelas salas de aula, em que os jovens,
alertados para a diferenca, protegem e ajudam-se mutuamente. A oferta curricular é deveras
diversificada e inovadora, citando-se, como exemplo, o0 ensino do mandarim, a festa do ano novo
chinés, o desporto escolar e as palestras e conferéncias. Todos os alunos, funcionarios e
professores podem participar e manifestar uma opiniao no Agrupamento. Tal designio ¢ também

aplicavel a comunidade.



O Agrupamento dispde de dois jardins de infancia, sete escolas do primeiro ciclo, uma
escola do ensino basico com o segundo e terceiro ciclos e uma escola do ensino secundario. Ha
necessidade de desenvolver uma articulacao vertical de todos os niveis de ensino. Nesta
articulacdo, a realizacao de atividades desempenha um papel fundamental devido ao intercambio
que propiciam

A oferta formativa disponibilizada contempla uma grande diversidade de oferta publica de
ensino: cursos Cientifico-Humanisticos (Ciéncias e Tecnologias; Artes Visuais; Linguas e
Humanidades e Ciéncias Socioecondmicas); cursos Profissionais (privilegiando areas de formacao
de quadros técnicos intermédios no ambito da tradicdo industrial). Estes cursos de educacéo e
formacédo visam combater o abandono escolar dos nossos jovens, apostando no ensino
profissionalizante de dupla certificacdo, promovendo a certificacao escolar de nivel secundario e a
qualificacdo profissional de nivel IV; cursos de educacéo e formacéo profissional de adultos; ensino

secundario recorrente; e centro de reconhecimento, validacdo e certificacdo de competéncias.

2.1.2. Caracterizacao da Escola

A escola onde realizei a minha intervencdo pedagogica supervisionada ¢ uma Escola
Secundaria que tem as suas raizes na Escola de Desenho Industrial criada por diploma régio em
11 de dezembro de 1884, tendo sido inaugurada, um ano depois, pelo rei D. Luis I. Por decreto
régio de 23 de fevereiro de 1889, passou a designar-se Escola Industrial de Braga e, em 1891,
recebeu a designacao de Escola Industrial Frei Bartolomeu dos Martires, em homenagem ao
Arcebispo Dominicano. Supde-se que, por esta altura, a Escola tenha mudado para as instalacoes
da seiscentista Casa da Torre, atualmente situada no Largo Paulo Orosio. Era pretensdo da Escola
incluir o ensino da escrituracdo comercial, o que viria a ser reconhecido em 1914, com a fundacéo
do Curso Elementar do Comércio (Decreto de 30/6/1914). Com nova vocacao comercial a juntar
a anterior, industrial, o nUmero de alunos da Escola Industrial e Comercial Bartolomeu dos Martires
foi aumentando, recebendo, na década de 50, alunos provenientes de todos os concelhos
limitrofes de Braga. Além do Curso de Comércio, distinguiram-se os cursos de ‘Carpinteiro e
Marceneiro’ e ‘Costura e Bordados'. A criacdo do ensino comercial conduziria ao estabelecimento,
em 25 de agosto de 1948, de duas escolas distintas: a Escola Técnica Elementar Bartolomeu dos
Martires e a Escola Industrial e Comercial. Ficaram a compartilhar o0 mesmo espago, no novo
edificio publico da rua do Castelo, para onde se tinha transferido, no ano de 1936, a Escola

Industrial e Comercial Bartolomeu dos Martires. Com a reforma de 31 de maio de 1951, as duas
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escolas voltaram a fundir-se sob a designacado de Escola Comercial e Industrial de Braga. Desde a
sua transferéncia para a Rua do Castelo, o funcionamento encontrava-se repartido por dois polos:
0 da rua do Castelo e o da cangosta dos Congregados, onde a Camara Municipal de Braga
deliberara edificar a nova Escola, em finais de 1880, ficando o projeto inconcluso. O projeto de
construcao de uma nova Escola de raiz avancou no ano de 1953 e a inauguracado do edificio na
atual localizacao ocorreu no més de maio de 1958. Inauguradas estas novas instalacdes, manteve-
se em funcionamento a seccéo do ensino comercial na rua do Castelo.

Atualmente, a Escola tem inscritos no 3.° ciclo e no ensino secundario cerca de 1700
alunos/formandos (incluem-se 39 formandos dos cursos EFA e recorrente). Neste universo de
alunos, 34% sao abrangidos pela Acdo Social Escolar (ASE), beneficiando de apoios
socioeconomicos especificos e previstos na legislacado em vigor.

As funcdes docentes sdo asseguradas por um quadro estavel e experiente de profissionais
em todos os niveis de educacao e ensino, com cerca de 220 professores, caracteristico do contexto
urbano em que se insere a maior parte dos estabelecimentos de educacéo e ensino. Esta mais-
valia potencia uma acdo educativa continua, integrada e articulada (com resultados evidentes no
sucesso escolar) e permite que, na distribuicdo anual do servico, possa ser privilegiada a
continuidade pedagogica.

A Escola Secundaria, escola sede do Agrupamento, herda, no contexto da cidade de Braga,
uma tradicao forte e rica, cujas origens remontam a criacdo da Escola de Desenho Industrial, em
1884. Os resultados de sucesso escolar e as opcdes de prosseguimento de estudos no ensino
superior, bem como os resultados da avaliacdo nos exames nacionais sdo, de forma consistente,
a principal referéncia no ensino publico do concelho de Braga.

A requalificacdo no ambito da Parque Escolar dotou a escola de instalacdes e equipamentos
de qualidade para o desenvolvimento do seu Projeto Educativo, no que respeita a espacos de
aprendizagem, servicos educativos e espacos de lazer/convivio. A biblioteca, as salas de convivio
para os alunos, os laboratorios, a sala de matematica, os ginasios, as oficinas, possibilitam a
criacao de clubes e projetos do agrupamento, entre os quais se destacam o clube de Linguas
Estrangeiras, o clube de Artes Visuais, o clube de Matematica, o clube de Musica, o clube de
Robética, o Nucleo de Xadrez, a Oficina de Matematica, a Estufa, a Escola Promotora da Saude, o
Erasmus, o Etwinning, os Jovens Reporteres do Ambiente, a Oficina de Teatro, o Parlamento Jovem

e 0 Projeto do Desporto Escolar, entre outros.
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2.1.3. Caracterizacao da turma

A turma onde implementei a minha intervencdo pedagogica supervisionada era do 10.° ano
de escolaridade de Ciéncias e Tecnologias de uma escola do concelho de Braga composta por 12
alunos do sexo feminino e 15 do masculino, embora no 3.° periodo se tenha reduzido para 26
alunos por desisténcia de uma aluna. Tratava-se de uma turma com alunos cuja idade variava
entre os 15 anos, 23 alunos, e os 16 anos, quatro alunos. Em termos de desempenho escolar,
nenhum aluno reprovou de ano, encontrando-se todos no 10.° ano pela primeira. Um dos alunos
apresentava necessidades educativas especiais. Em relacao ao seu estrato parental, as
habilitacdes literarias dos seus pais eram diversificadas: grau de Doutor (1), Mestre (4),
Licenciatura (13), 12.° ano (16), 9.° ano (12), e 3.° ciclo de escolaridade (4). Ja no que diz respeito
a relacdo com a disciplina de Matematica, sete alunos manifestavam dificuldades e 11 alunos
destacavam-na como sendo a disciplina favorita. Outros alunos elegeram como disciplinas
preferidas a Educacao Fisica (5), Biologia e Geologia (6), Fisico Quimica (9), Inglés (3) e Portugués
(1).

Da andlise da informacdo que recolhi com a finalidade de conhecer melhor algumas
caracteristicas dos alunos da turma sujeita a este estudo, verifiquei que 18 alunos (69%) costumam
usar o computador/telemdvel para estudar matematica, enquanto 10 alunos (38%) dizem gostar
de Geometria e 22 alunos (85%) desconhecem o GeoGebra. Quanto aos métodos preferidos para
aprender Geometria, os alunos apresentam uma diversidade de métodos, os quais indiciam refletir

0S que vivenciaram no seu percurso escolar (Tabela 1).

Tabela 1.Métodos preferidos pelos alunos para aprenderem Geometria.

Métodos n° alunos %
Transmissao da matéria pelo professor. 12 46
Resolver problemas relacionados com situacoes do quotidiano. 15 58
Realizar trabalhos com colegas, em pares ou em grupo. 11 42
Resolver exercicios do manual escolar. 13 50
Passar para o caderno o que ¢ feito no quadro. 13 50
Ser o aluno a estabelecer as definicdes, regras e propriedades. 2 5
Resolver exercicios/problemas com recurso a software de geometria dinamica. 14 54

Relativamente ao aproveitamento na disciplina de Matematica, no ano letivo 2016/2017,
todos os alunos transitaram para o 10.° ano com nivel positivo, obtido durante o ano letivo e
também no Exame Nacional. No final do ano letivo, a média das classificacdes foi de 4,1 (Tabela

2) e no Exame Nacional a média foi de 4,52 (Tabela 3).
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Tabela 2. Classificacdes obtidas pelos alunos no 3.° periodo do 9.° ano a Matematica
Classificacdo na disciplina de Matematica

Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4 Nivel 5 Total
Feminino 0 0 2 4 6 12
Masculino 0 0 5 6 4 15
Total 0 0 7 10 10 27

Tabela 3. Classificacdes obtidas pelos alunos no Exame Nacional do 9.° ano a Matematica
Classificacdo na disciplina de Matematica

Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 Nivel4  Nivel 5 Total
Feminino 0 0 2 3 7 12
Masculino 0 0 0 6 9 15
Total 0 0 2 9 16 27

A avaliacao efetuada no 10.° ano, neste ano letivo 2017/2018, foi continua e englobou
todos os tdpicos abordados. Durante o 1.° periodo, foram predominantes os dominios da Logica
e da Algebra, durante o 2.° periodo dominou a Geometria no Plano e no Espaco e no terceiro

periodo predominou o dominio das Funcdes (Tabela 4).

Tabela 4. Classificacdes dos alunos obtidas a Matematica no 1.° periodo de 2017/18
8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

Feminino 1 2 1 1 2 2 2 1 0
Masculino 1 1 3 2 1 1 2 3 0 1
Total 1 1 1 5 3 2 3 4 5 1 1

Classificacdes dos alunos obtidas a Matematica no 2.° periodo de 2017/18
7/ 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 19

Feminino 1 1 2 1 1 2 1 1 1
Masculino 1 1 1 3 1 1 1 1 2 2 1
Total 1 1 2 3 2 3 1 2 3 3 3 2

Classificacdes dos alunos obtidas a Matematica no 3.° periodo de 2017/18
6 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 20

Feminino 1 1 2 1 3 1 1 1
Masculino 1 1 2 2 1 3 2 2 1
Total 1 1 1 3 2 1 2 4 3 3 3 2

A meédia das classificagdes no primeiro periodo foi de 13,37, no segundo periodo foi de
13,23 e no terceiro periodo foi de 13,58. Embora nao seja significativa, verifica-se uma diminuicao

da média das classificacdes durante o dominio em que predominou o ensino da Geometria.

2.2. Estratégias de intervencao

O objetivo geral a atingir com este trabalho consiste em averiguar o contributo do GeoGebra
na aprendizagem de alunos do 10.° ano de escolaridade de tdpicos de Geometria Analitica no
Espaco. Para concretizar este objetivo houve necessidade de reunir um conjunto de meios que

permitissem aos alunos desenvolver o seu trabalho. O conhecimento do programa, a planificacdo
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criteriosa de todas as aulas da intervencdo e a articulacdo com a professora orientadora
cooperante foram acdes essenciais. Seriam, no entanto, inuteis, se ndo se preparassem 0s meios
tecnoldgicos que permitiram aos alunos trabalhar com o GeoGebra, desde logo, dispor de tabletes
ou telemoveis com o sistema androide, e instalar nesses dispositivos o software GeoGebra 3D
mais recente. Em segundo lugar, tornou-se necessario adaptar os conteudos programaticos ao
GeoGebra. Como a maioria dos alunos nao tinha telemoveis com o sistema androide, nem tabletes,
foi necessario preparar os tabletes disponiveis na escola (nove) e instalar o software. Foram estes
dois fatores, o tecnoldgico e o programatico, que aliados a um terceiro fator relacionado com a
disposicdo das carteiras no espaco fisico disponivel da sala de aula, levou a organizacdo do
trabalho em pares, que foram condicionantes principais da intervencdo. A limitacdo dos

equipamentos levou a que o trabalho com o GeoGebra fosse executado em pares.

2.2.1. Metodologias de ensino e aprendizagem

A minha intervencédo pedagogica teve como foco central a atividade do aluno. Procurei
planificar criteriosamente tarefas de natureza exploratdria, tendo em consideracdo o programa da
disciplina, de forma que os alunos aprendessem os tépicos de Geometria estudados e
desenvolvessem o raciocinio geométrico 3D através do trabalho que realizaram. Procurei, assim,
envolver os alunos nas atividades da sala de aula. Preocupei-me que os alunos participassem
nessas atividades sem a preocupacao de ser eu a explicar tudo, guardando uma parte significativa
do conhecimento para que os alunos a descobrissem e assim conseguissem construir
conhecimento (Ponte, 2005). Para este autor, a énfase desloca-se da atividade “ensino” para a
atividade mais complexa “ensino-aprendizagem” (p. 13). Na concretizacdo desta metodologia de

ensino, Ponte (2005) destaca o ensino exploratério, que
parte de atividades em que os alunos sdo chamados a um forte envolvimento, para
se fazer num segundo momento uma discussao, balanco, clarificacdo relativamente
ao que se aprendeu. De alguma forma, trata-se do caminho inverso, em que se

comeca com forte énfase em atividade pratica que, por sua vez, serve de base a
elaboracdo e fundamentacao tedrica. (p.15)

Numa perspetiva similar, Santos et al. (2002) consideram que é importante que seja
proporcionada aos alunos a oportunidade de ‘fazer’ Matematica, especificamente através da
resolucdo de tarefas de natureza investigativa e exploratoria, adaptadas ao seu nivel de
amadurecimento matematico. Na selecao das tarefas, o papel do professor “é fundamental”

(NCTM, 2007, p. 58). Segundo Ponte e Serrazina (2000), a dinamica da aula é completamente
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diferente se o professor apresenta uma ficha tradicional de trabalho sé com exercicios de aplicacao
ou se oferece aos alunos uma investigacdo ou um problema.

A escolha das tarefas ao ter implicacdes na evolucao da aula e na aprendizagem dos alunos
fez com que a sua planificacdo fosse executada. Foram cumpridas as metas curriculares previstas
no programa da disciplina, o que exigiu uma planificacdo de todas as atividades de forma que os
alunos pudessem adquirir as competéncias exigidas no dominio da Geometria Analitica do Espaco,
num intervalo de tempo limitado.

Com a introducdo do GeoGebra nas atividades de ensino de topicos de Geometria Analitica
no Espaco procurei que a aprendizagem desses topicos tivesse o contributo dos alunos, fazendo
Matematica, trabalhando tarefas de natureza exploratéria, adequadas ao seu nivel de maturidade.
Intervim o menos possivel, fazendo o papel de moderador, de forma a proporcionar o melhor
envolvimento possivel dos alunos na realizacdo das tarefas. Os alunos resolviam as tarefas no
quadro e explicavam aos colegas a resolucdo, fazendo-se em seguida a sua discussao e analise
critica, uma vez que os alunos aprendem nao s6 a partir do trabalho que desenvolvem, mas
também através da reflexdo que efetuam sobre esse trabalho. Segundo Santos et. al. (2002), o
conhecimento matematico vai sendo construido através de tentativas sucessivas, baseadas na
observacdo e experimentacdo, em vez de o construir a partir de um corpo de factos e

procedimentos que trabalham com quantidades, medidas e seu inter-relacionamento.

2.2.2. Estratégias de avaliacao

Nesta seccao descrevem-se os procedimentos realizados para dar resposta ao objetivo e as
questoes de investigacao deste estudo. Ao procurar compreender o pensamento geométrico dos
alunos de uma turma do 10.° ano, este estudo segue uma abordagem predominantemente
qualitativa e interpretativa na analise das ‘acoes’ que os alunos realizaram nas suas atividades de
aprendizagem (Bogdan & Biklen, 1994). A recolha de dados foi realizada com recurso a diferentes
técnicas, tais como: questionarios (inicial, antes da intervencdo pedagogica; e final, apds a
intervencao pedagogica); producdes dos alunos; gravacdes video de aulas; questoes de aula; e
questoes de testes de avaliacao das aprendizagens.

Questionarios. Este método de recolha de dados, composto por um conjunto de questoes,
¢ um meio Util e eficaz para recolher informacdes relativas a uma ou mais variaveis, num curto
espaco de tempo (Rojas, 2001). Uma das suas desvantagens podera ser a possibilidade dada ao

sujeito de fazer a sua prépria interpretacao das questdes e de ocultar alguns factos de forma
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deliberada. Para a elaboracao de um bom questionario, deverao ser consideradas questdes
abertas, fechadas ou mistas (Rojas, 2001).

Na minha intervencao pedagogica, utilizei dois questionarios (Anexo 3) aos alunos da turma,
um no inicio e outro no final. O objetivo do questionario inicial foi o de obter informacéo que me
permitisse caraterizar a turma no que respeita aos seus dados pessoais, a relacdo com a
Geometria, a utilizacdo do computador no estudo a Matematica e ao conhecimento de algum
software de geometria dinamica.

O questionario final utilizado neste estudo pode ser descrito, segundo Rojas (2001), como
um Questionario Misto, incluindo questdes de resposta aberta e questdes de resposta fechada. As
questdes de resposta fechada correspondem a tipologia da escala de Likert para a medicdo de
atitudes, que consiste num conjunto de declaracées ou julgamentos perante os quais o sujeito
reage favoravel ou desfavoravelmente, positiva ou negativamente, ou expressa a sua auséncia de
opinides. A escala desenvolvida para este questionario foi baseada em cinco alternativas de
resposta relativas quanto ao grau de concordancia que cada aluno possui: 1 — Discordo Totalmente
(DT), 2 - Discordo parcialmente, (DP), 3 - Indiferente (I), 4 — Concordo Parcialmente (CP), e 5 -
Concordo Totalmente (CT).

Em funcdo dos objetivos deste estudo, optei por elaborar um Questionario Final com duas
partes: Partel — Opinides sobre a Geometria no Espaco e sobre o GeoGebra, constituida por vinte
e uma questdes de resposta fechada; e Parte 2 — Opinides sobre as vantagens, desvantagens da
utilizacdo do GeoGebra, dificuldades na aprendizagem de conceitos de Geometria no Espaco e o
contributo do GeoGebra na clarificacdo dessas dificuldades, assim como a diferenca entre a
resolucdo de tarefas com ‘papel e lapis’ e com o GeoGebra, constituida por cinco questdes de
resposta aberta.

Producdes dos alunos. Os documentos produzidos pelos alunos ‘com papel e lapis’ durante
as aulas (em duplicado através de papel quimico), eram recolhidos no final, para posterior correcao
e analise, de forma a obtencdo de dados significativos sobre as suas aprendizagens e sobre as
dificuldades sentidas. As producbes com o software de geometria dindmica, o GeoGebra, eram
submetidas via email na propria aula. A analise das producdes dos alunos permite averiguar a
evolucao do pensamento geométrico em 3D, que surge neste trabalho na descricdo de momentos
que ilustram a minha intervencao pedagodgica. Nessa analise, adotou-se uma nomenclatura que
consiste em classificar as respostas que os alunos deram as questoes colocadas nas tarefas

propostas em respostas corretas (C), respostas parcialmente corretas (PC), respostas incorretas
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(I) e respostas nao realizadas (NR). E pertinente referir que as producées dos alunos com o
GeoGebra foram feitas em pares devido a limitacdo dos equipamentos disponiveis. Com efeito,
alguns (poucos) alunos dispunham de Smartphones com o sistema androide, que permitiu instalar
e correr o software GeoGebra e a escola disponibilizou os restantes equipamentos (9 tabletes com
o sistema androide).

Questoes de aula. No final de cada aula solicitei aos alunos o preenchimento de questdes
relativas a forma como decorreram as atividades de aprendizagem, de forma a obter respostas
relevantes que pudessem responder as questdes de investigacdo. Para tal, foi distribuido uma
folha especifica, de resposta individual, contendo as seguintes questdes (Anexo 4): O que
aprendeste na aula de hoje? Que dificuldades sentiste? Como as ultrapassaste? Que vantagens
teve 0 GeoGebra na realizacdo das atividades da aula? Que desvantagens teve o GeoGebra na
realizacao das atividades da aula?

Gravacoes video. Todas as aulas foram gravadas em video com recurso a uma GoPro. A
gravacao video permitiu recordar a sequéncia dos assuntos abordados e reconstituir alguns
dialogos que se estabeleceram na sala de aula durante a intervencao.

Questoes de testes de avaliacdo. A intervencao teve inicio em 17 de janeiro de 2018 e termo
em 6 de marco de 2018. Foi acompanhada de momentos de avaliacdo, alguns dos quais se
traduziram em questdes teste. Estando a desenvolver o projeto de intervencao numa turma do
ensino regular do 10.° ano, tive que adaptar a planificacdo da intervencdo pedagdgica a
planificacdo da disciplina de Matematica. Por este motivo, ndo foi possivel realizar um teste
constituido unicamente com questdes sobre Geometria Analitica no Espaco, mas houve
determinados momentos em que foi possivel avaliar tais contetidos. Estes momentos de avaliacao
desenvolveram-se através de questdes teste realizadas nos dias 26 de janeiro, 1 de marco e 15
de marco de 2018, elaboradas pela docente da disciplina, com a colaboracao dos estagiarios. Os
resultados e a respetiva interpretacao serdo apresentados cronologicamente procurando refletir a
evolucao verificada. Segundo Hadji (2003) e Figari (1996), o processo de avaliacdo deve ser
temporal, passando por trés momentos distintos, o antes, o durante e o depois. Figari (1996)
considera que esta temporalidade permite abranger as dimensdes do que é induzido, do que €
construido e do que é produzido ao longo do estudo. Com base nesta perspetiva procurei
compreender se houve evolucao do pensamento geomeétrico em 3D dos alunos.

Na posse dos diversos elementos da recolha de dados, feita ao longo da intervencao

pedagogica, analisei toda a informacao que dai resultou. A informacéo que advém da analise de
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documentos é uma fonte estavel (pode ser revista varias vezes sem sofrer alteracdes), exata
(contém nomes, referéncias e detalhes de um acontecimento) e de ampla cobertura (decorre ao
longo de largos periodos de tempo, abrange muitos acontecimentos e ambientes distintos). O
recurso aos diversos documentos serviu para reforcar e valorizar evidéncias provenientes de fontes
diversificadas, assumindo um papel essencial no trabalho de campo. Na leitura deste relatério
aparecerao referéncias a esses documentos que foram codificados conforme apresentado na

Tabela 5.

Tabela 5: Codificacédo dos instrumentos de recolha de dados

Instrumentos Codificacao
Questionario inicial e final (Qi,dd-mm) e (Qf,dd-mm)
Questao aula (Qa,dd-mm)

Questao teste (Qt,dd-mm)

Producao alunos com ‘papel e lapis’ (Pa, dd-mm)

Producao alunos no GeoGebra (G, dd-mm)

Gravacao video (Gv, dd-mm)

18



2.3. Enquadramento tedrico

E arriscado, sendo impossivel, apontar a origem da Geometria. Mas ela acompanhou a
evolucao do homem até aos nossos dias. Por esse motivo, pode-se afirmar que a Geometria € um
dos ramos mais longos da matematica e as suas origens podem ser procuradas através de uma
ampla gama de culturas e civilizagdes. Durante os séculos XIX e XX, a Geometria, como a maioria
das areas de matematica, passou por um periodo de crescimento exponencial. Como
consequéncia, o conteudo de Geometria e a sua diversidade interna aumentaram sem o devido
reconhecimento. A Geometria do ‘mundo antigo’, codificada nos livros de Euclides, tornou-se
rapidamente uma subespécie da vasta familia das teorias matematicas do espaco. A classificacao
contemporanea de mais de 50 geometria ilustra a riqueza da teoria geométrica moderna (Jones,
2000).

Atualmente, a Geometria continua a expandir-se e os Ambientes Dindmicos de Geometria
sao instrumentos dessa expansao, dentre os quais emerge o GeoGebra. Software de computador,
0 GeoGebra tem o potencial de fazer melhorias significativas em como a Geometria é aprendida e
ensinada. Mas esse software nao estd amplamente disponivel nas salas de aula de matematica
escolar, como € o caso dos recursos de computacao em geral. Para que tais recursos possam ter
um efeito maximo na melhoria do ensino e aprendizagem de Geometria, é necessario encontrar
maneiras que permitam que os professores tenham tempo para desenvolver uma gama de
informacdo e comunicacao eficazes.

A avaliacdo do impacto do GeoGebra na aprendizagem da Geometria no Espaco levou a
uma pesquisa sobre o conhecimento existente, pelo que se apresentam, neste capitulo, alguns
aspetos e teorias considerados relevantes e que podem constituir um auxiliar importante neste
trabalho. A Geometria no Curriculo Escolar sera o primeiro ponto desta estrutura, a que se seguirdo
0 desenvolvimento do pensamento geométrico e o GeoGebra no ensino e aprendizagem da

Geometria.

2.3.1. A Geometria no curriculo escolar

Desde a antiguidade, a Geometria desenvolveu-se tanto em ‘altura como em envergadura’
(Hansen, Malkevitch & Douady, 1998). Atualmente, existem ramos da Geometria que nem sequer
foram concebidos ha mais de 95 anos. Este tremendo crescimento da Geometria criou uma tensao
para os educadores interessados no assunto. A medida que esses novos ramos foram surgindo,

nao faltaram tdpicos a competir pela atencao na sala de aula. Agora ha ainda mais escolhas de
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topicos, novos modos de ensino e novas tecnologias com as quais podem coabitar ideias novas e
antigas (Hansen, Malkevitch & Douady, 1998).

Um grande numero de desenvolvimentos contemporaneos em Matematica é
predominantemente geométrico. Estes desenvolvimentos incluem o trabalho em sistemas
dindmicos (uma importante disciplina estreitamente interligada com todas as principais areas de
matematica), a visualizacdo matematica (a arte de transformar o simbolico em geometria) € a
algebra geométrica (um sistema representacional e computacional para a geometria que é
inteiramente distinto de geometria algébrica) (Jones, 2000). A evolucdo da Geometria é inevitavel
e engloba a compreensdo de diversos fendomenos visuais. Uma definicdo contemporanea da
Geometria é atribuida a Zeeman: “A geometria compreende os ramos da matematica que
exploram a intuicdo visual (0 mais dominante dos nossos sentidos) para lembrar teoremas,
entender a prova, inspirar conjeturas, perceber a realidade e dar uma visao global” (Jones, 2000,
p. 78).

Decidir os objetivos para a formacédo da Geometria envolve considerar tanto a natureza da
Geometria como a variedade das suas aplicacdes. Assim, deve ser dada consideracao ao espaco,
ou seja, a visualizacdo, e a prova (Jones, 2000). O relatério promovido pela The Royal Society/Joint
Mathematical Council (2001) sugere que os objetivos atuais do ensino de Geometria podem ser

resumidos da seguinte forma:

a) desenvolver consciéncia espacial, intuicdo geométrica e a capacidade de visualizar;

b) fornecer um campo amplo de experiéncias geométricas em duas e trés dimensdes;

c) desenvolver conhecimento, compreensdo e capacidade no uso geométrico de
propriedades e teoremas;

d) incentivar o desenvolvimento e o uso de conjeturas, raciocinio dedutivo e prova;

e) desenvolver competéncias de aplicacao de geometria através de modelacao e resolucao
de problemas em contextos do mundo real;

f) desenvolver competéncias das tecnologias da informacdo e comunicacdo Uteis em
contextos especificamente geométricos;

g) gerar uma atitude positiva em relacdo a matematica;

h) desenvolver uma consciéncia do patrimonio histérico e cultural da geometria na

sociedade e das suas aplicacdes contemporaneas.
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A amplitude do conhecimento do que é a Geometria contemporanea e a gama de objetivos
que devem ser desenvolvidos para fornecer uma experiéncia completa, sdo parametros indicativos
das questdes que tornam o desenho de um curriculo de Geometria uma tarefa complexa (Jones,
2000).

A Norma da Geometria (NCTM, 2007) privilegia o desenvolvimento de um raciocinio
cuidadoso e da demonstracao, recorrendo a utilizacao de definicdes e factos ja conhecidos. A
tecnologia pode desempenhar um papel importante no ensino e na aprendizagem da Geometria,
através da utilizacao de programas informaticos de geometria dinamica. Os alunos podem criar
exemplos diversificados que, nao constituindo uma demonstracdo, permitem formular e explorar
conjeturas e a visualizacdo e o raciocinio espacial surgem mais claramente. Os programas de

ensino do pré-escolar ao 12.° ano deverao habilitar todos os alunos para:

e analisar as caracteristicas e propriedades de formas geométricas bi e tridimensionais e
desenvolver argumentos matematicos acerca de relacdes geomeétricas;

e especificar posicdes e descrever relacdes espaciais recorrendo a geometria de
coordenadas e a outros sistemas de representacao;

e aplicar transformacdes geométricas e usar a simetria para analisar situacoes
matematicas;

e usar a visualizacdo, o raciocinio espacial e a modelacdo geométrica para resolver

problemas. (NCTM, p. 44)

Segundo o programa da disciplina de Matematica em vigor, a Geometria & um dos pilares
da matematica e a sua aprendizagem comeca no ensino basico através do reconhecimento visual
de objetos, com as nocdes de ponto, reta, paralelismo e perpendicularidade. A partir destes,
constroem-se conceitos sobre angulos, poligonos, circunferéncias ou solidos. Em seguida, em
consequéncia das operacoes de medicdo de comprimentos, surge a nocao de fracao. Por fim,
surge a congruéncia de angulos na sequéncia dos conceitos de igualdade e amplitude de angulos
(Ministério da Educacéao e Ciéncia, 2013).

No 10.° ano de escolaridade, o estudo da Geometria Analitica aborda a Geometria no plano
e em seguida a Geometria no espaco. Na Geometria no plano é feita uma primeira abordagem
aos referenciais cartesianos no plano, as equacoes cartesianas das retas, das circunferéncias e
elipses e ao calculo vetorial no plano. Na Geometria no espaco, é introduzida a distancia entre

dois pontos no espaco, a equacdo cartesiana da superficie esférica, a esfera e o calculo vetorial
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no espaco. Introduzem-se as coordenadas de um vetor no espaco, estudam-se as operacdes com
vetores no espaco, a multiplicacao de um vetor por um escalar e a no¢ao de norma de um vetor
no espaco. Em seguida, aborda-se o conceito de vetor diretor de uma reta no espaco, da equacao
vetorial da reta e do sistema de equacdes paramétricas da reta no espaco. No 11.° ano de
escolaridade, introduz-se a nocao geométrica de produto escalar de vetores, deduzindo-se as suas
principais propriedades. Fixado um referencial ortonormado, o produto escalar estuda-se também
do ponto de vista das coordenadas e completa-se o estudo das equacdes cartesianas de planos
no espaco, iniciado no 10.° ano (Ministério da Educacao e Ciéncia, 2013).

Um curriculo adequado da Geometria pode promover o desenvolvimento do pensamento
geométrico dos estudantes, aspeto que me debrucarei seguidamente. No curriculo escolar, a
manipulacdo de numeros pode ser concreta, na Aritmética, ou na computacao com numeros, €
abstrata, na algebra, ou na computacdo com simbolos. No ensino da Geometria, esta separacao
entre uma forma concreta e uma forma abstrata ndo é nitida e encontra-se geralmente oculta.
Nesta seccao procurou-se analisar algumas teorias que se debrucam e estudam o
desenvolvimento do pensamento geométrico, nomeadamente a teoria de van Hiele, a teoria da
abstracdo, o conceito de visualizacdo e os tipos de raciocinio em geometria 3D defendidos por

Pittalis e Christou (2010).

2.3.2. Os niveis de pensamento geométrico de van Hiele

A teoria de van Hiele foi desenvolvida por um casal de matematicos holandeses nos anos
cinquenta e foi aplicada para explicar porque ¢ que os estudantes tém dificuldades com os
processos cognitivos de ordem mais elevada, sobretudo a demonstracédo, que € requerida para o
sucesso no desempenho da Geometria no ensino secundario. A teoria manifesta a ideia de que os
estudantes devem progredir segundo uma sequéncia de niveis de pensamento, num determinado
sentido, para evitar problemas de aprendizagem de um contetido que se situe num nivel para o
qual ainda nao se encontram preparados, porque ainda nao dominam o que lhe precede. Sao trés
0s aspetos essenciais desta teoria: a existéncia de niveis, as propriedades dos niveis e 0 movimento
de um nivel para o préximo.

De acordo com a teoria de van Hiele, os estudantes progridem através de cinco niveis
discretos e qualitativamente diferentes de pensamento geométrico. Os niveis sao sequenciais e
hierarquicos e para atingirem um nivel mais elevado precisam de dominar os niveis mais basicos.

Uma breve descricao dos niveis de van Hiele consiste em (Usiskin, 1982):
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nivel 0, visualizacdo: os alunos aprendem nomes de figuras e reconhecem a forma como
um todo (quadrados e retangulos parecem ser diferentes);

nivel 1, analise: os alunos conseguem identificar propriedades de figuras (retangulos tém
quatro angulos retos);

nivel 2, deducao informal: os alunos conseguem ordenar de forma légica, figuras e relacoes,
mas ndo raciocinam dentro de um sistema matematico (a deducédo simples pode ser
realizada, mas a prova ndo é entendida);

nivel 3, deducao formal: os estudantes percebem o significado da deducao e o papel dos
postulados, dos teoremas e da prova (as provas podem ser escritas com discernimento);
nivel 4, rigor: os estudantes conseguem efetuar deducdes abstratas, trabalhar em diversos
sistemas axiomaticos e as geometrias nao euclidianas podem ser estudadas.

Na teoria de van Hiele estd inerente que para entender Geometria um estudante deve
percorrer ordenadamente os niveis. A esta sequéncia fixa, chama-se propriedades dos niveis. A
primeira propriedade (sequéncia fixa) consiste em que um estudante nao pode estar no nivel n
sem ter passado pelo nivel n — 1; a segunda propriedade (adjacéncia) refere que o que é
intrinseco no nivel precedente, torna-se extrinseco no corrente nivel; a terceira propriedade
(distincao) consiste em que cada nivel dispde dos seus proprios simbolos linguisticos e a sua rede
de relacdes entre esses simbolos; e a quarta propriedade (separacao) diz que duas pessoas cujo
nivel de raciocinio geomeétrico é distinto ndo se entendem (Usiskin, 1982).

A progressao de um nivel para o outro ¢ determinada pelo ensino, em detrimento da teoria
piagetiana, que defende a progressao do aluno em funcao da idade e do seu desenvolvimento
cognitivo. Assim, o professor tem um papel fundamental ao definir as tarefas adequadas para os
alunos progredirem para niveis superiores de pensamento. Sem experiéncias adequadas, o seu
progresso através dos niveis é fortemente limitado. O pensamento geométrico desenvolvido por
van Hiele apresenta uma visao diferente da de Piaget, porque acredita que o desenvolvimento
cognitivo da Geometria pode ser acelerado pela instrucdo. Para van Hiele, o principal proposito do
ensino é o desenvolvimento do /nsight (pode ser observado quando ha uma adequada resposta a
uma nova situacao) no aluno. Contrariamente ao modelo de desenvolvimento de Piaget, 0 modelo
de van Hiele centra-se no desenvolvimento de formas particulares de ensino e nao no crescimento
de estruturas mentais. Dai que van Hiele sugira que, na auséncia de ensino sistematico, as
oportunidades de as criancas desenvolverem a matematica do espaco enfraguecem e para muitos
extinguem-se mesmo (Usiskin, 1982).

Pesquisas posteriores mostram que, embora a maioria dos alunos revele um nivel

dominante de pensamento geométrico, ao responder a perguntas abertas, um grande numero
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deles reflete claramente nas suas respostas a presenca de outros niveis, e ha alguns alunos cujas
respostas mostram dois niveis dominantes consecutivos de raciocinio simultaneamente (Burger &
Shaughnessy, 1986; Fuys et al., 1988; Usiskin, 1982). Burger e Shaughnessy (1986) e Fuys et
al. (1988) sugerem que esses estudantes estavam em transicdo entre dois niveis, mas as suas
abordagens para o problema foram diferentes. Por exemplo, Fuys et al. (1988) atribuiram a um
aluno o Nivel 1-2 para indicar que o aluno usou claramente os niveis 1 e 2 do raciocinio na
resolucdo de uma atividade (Fortuny, Gutiérrez & Jaime, 1991).

Na transicdo de niveis do pensamento geométrico, van Hiele identifica cinco fases de
aprendizagem sequenciais: inquiricdo (inquiry), orientacdo guiada (directed orientation),
explanacao, orientacao livre (free orientation) e integracéo (integration). Para van Hiele, um ensino
desenvolvido de acordo com esta sequéncia promove a aquisicdo de um nivel (van Hiele-Geldof,
1984). Para atingir um determinado nivel o aluno deve ter dominado o seu precedente, portanto,
se o nivel que o aluno domina ¢ diferente daquele que o professor esta a ensinar o progresso pode
nado ocorrer (Crowley, 1987).

Para Fortuny, Gutiérrez e Jaime (1991), os niveis de van Hiele ndo sdo discretos e
estabeleceram mais profundamente a sua transicdo segundo uma proposta baseada nos seguintes
argumentos: (a) ter em conta a capacidade dos alunos na utilizacdo de mais do que um nivel de
van Hiele; (b) a continuidade nos niveis de Van Hiele significa que a aquisicdo de um nivel
especifico pode demorar varios meses ou mesmo anos. Estes autores assumem que € mais
importante observar o tipo de raciocinio dos alunos do que a sua capacidade de resolver certos
problemas corretamente num certo intervalo de tempo. Além disso, uma resposta parcialmente
correta (ou mesmo totalmente incorreta) também pode dar mais informacdes. Uma resposta
incorreta pode, por si s, dar uma insignificante quantidade de informacao, mas o caso é diferente
quando é conjugada com outras respostas. Pontuando cada resposta, considera-se tanto os niveis
de van Hiele refletidos pelas respostas, como a precisao matematica. Faz-se uma avaliacdo de
cada resposta que leva em consideracao o(s) nivel(s) de pensamento refletido, bem como a sua
precisao matematica e integridade. Para avaliar um grau de aquisicao dentro de cada nivel de van
Hiele, os autores propdem um procedimento que consiste na avaliacao da resposta dos alunos a
uma série de itens e critérios. Para cada item é atribuida uma pontuacédo numeérica relacionada
com a escala usada para determinar os graus de aquisicao. Ao calcular a média das pontuacdes
atribuidas aos itens que medem cada nivel especifico, é atribuido ao aluno o grau de aquisicao

desse nivel.
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2.3.3. A teoria da abstracao

O dinamismo das figuras (movimento cinematico) esta intimamente relacionado com as
transformacdes geomeétricas (movimento geométrico) e, por isso, ao separar o movimento
cinematico do tempo realiza-se uma abstracdo matematica. Esta tem razéo de ser porque, por
exemplo, se considerarmos uma isometria, ndo existe prejuizo em trata-la como um movimento
cinematico porque a consideracao do fator tempo nao altera os resultados (Dias, 2004).

Segundo a teoria da abstracdo (Battista, 2007), a aprendizagem ocorre através de ciclos
individuais, por fases de acao (fisicas e mentais) recursivas, seguidas de reflexdo e abstracdo de
forma a permitir o desenvolvimento de modelos mentais mais sofisticados. Estes modelos mentais
consistem na abstracéao de objetos e de acdes que podem ser realizados nesses objetos. Uma vez
suficientemente abstraidos, os objetos e as acdes tornam-se imagens que podem ser mentalmente
trabalhados, ou seja, comparados, decompostos ou ligados entre si.

Identificam-se quatro niveis de abstracdo: abstracdo percetual; internalizacdo;
interiorizacdo; e segundo nivel de interiorizacdo (Battista, 2007). A abstracdo percetual (von
Glasersfeld, 1991) consiste num nivel de reconhecimento em que a abstracdo isola uma
carateristica no fluxo experimental e trata-a como um objeto. Quando o0s objetos sao
perceptualmente abstraidos, tornamo-nos conscientes desses objetos, colocamo-los na memoaria
corrente e isolamos as propriedades basicas necessarias para 0Ss reconhecermos
instantaneamente. No entanto, ndo os conseguimos representar, a ndo ser que se encontrem
fisicamente presentes.

A internalizacdo acontece quando a informacéo foi suficientemente abstraida e pode ser
representada na auséncia de mais esclarecimentos. A internalizacao conduz a visualizacdo em
todo o seu sentido (Steffe & Cobb, 1988). Segundo von Glasersfeld (1982), é neste estadio que
um conceito é formado, entendendo-se por conceito uma estrutura obtida através da abstracao
realizada a partir do processo de experimentacao que usamos recorrentemente. Para ser chamado
‘conceito’ as construcdes mentais devem ser suficientemente estaveis para serem representadas
na auséncia de estimulos percetuais (von Glasersfeld, 1982). Uma vez completa a internalizacao,
pode-se refletir sobre a representacdo do objeto, concluindo como é composto sem analisar a sua
estrutura (Steffe & Cobb, 1988).

A interiorizacao é realizada através de diversas fases: o isolamento da estrutura (forma), a
detecdo de padrdes (coordenacdo) e operacdes (acdes) de experiéncias e atividades. A

interiorizacdo da-se quando a abstracao desvincula o objeto do seu conceito original, permitindo
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operar, imaginar e projeta-lo noutro objeto ou noutra situacao nova. Para usar uma qualquer
abstracdo numa nova situacao, & imprescindivel que o objeto inicial seja reprocessado e nao
apenas recordado como foi encontrado no passado.

Nos niveis percetual e internalizacado, o contexto é uma parte inseparavel da abstracao,
enquanto na interiorizacdo o material abstraido torna-se separavel do seu contexto original, embora
as ligacdes possam permanecer (Steffe & Cobb, 1988). Segundo Hoyles e Healy (1997), nos niveis
percetual e de internalizacao, o contexto &€ uma parte inseparavel da abstracdo. No nivel de
interiorizacdo, a abstracao torna-se separavel do seu contexto original, embora permanecam as
ligacoes ao mesmo. Quando é atingido o segundo nivel de interiorizacdo, podem realizar-se
operacOes sobre 0s objetos sem ser preciso representa-los e podem ser utilizados simbolos para

0s substituir.

2.3.4. 0 conceito de visualizacao

O conceito de visualizacdo assume uma importancia fulcral na Matematica e em especial
na Geometria - ao envolver aspetos historicos, filosoficos, psicologicos, pedagogicos e
tecnologicos importantes, embora seja subjetivo e se preste por isso a diversas interpretacdes
(Zimmermann & Cunningham, 1991). Pode acontecer que um autor use, por exemplo, o termo
‘visualizacao’ e outro autor use ‘pensamento espacial’, mas podem estar a usar o mesmo
significado com termos diferentes. Tal confusdo aparente resulta da diversidade de areas onde a
visualizacao é considerada relevante, assim como da variedade de especialistas interessados nela
(Zimmermann & Cunningham, 1991).
Para esclarecer no que consiste a visualizacdo apoiamo-nos nas perspetivas de varios
investigadores:
- visualizacao em matematica constitui um aspeto importante da atividade matematica
onde se atua sobre possiveis representacdes concretas enquanto se descobrem as
relacdes abstratas que interessam ao matematico (Guzman,1996, p. 16);
- o termo visualizacao cientifica € comummente corrente para o uso da tecnologia grafica
do computador (Cunningham, 1991, p. 67);
- visualizacdo do ponto de vista da educacdo matematica inclui duas direcoes: a
interpretacao e compreensao de modelos visuais € a capacidade de traduzir em

informac&o de imagens visuais o que é dado de forma simbolica (Dreyfus, 1990, p. 119);
- visualizacao é a relacao entre imagens (Solano & Presmeg, 1995, p. 67).

De um modo geral, estas definicdes concordam em que a visualizacao se foca na percecao

e manipulacdo de imagens visuais. Nemirovsky e Noble (1997) afirmam que ha uma dificuldade
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comum quando se trabalha com os processos de visualizacao que é a necessidade de saber se a
imagem visual estd na mente do aluno ou fora do aluno, numa folha de papel ou no ecra do
computador. A resposta a questdo sobre como as representacdes mentais humanas sao
construidas e armazenadas faz com que alguns investigadores sustentem que a forma de
representacao mental humana & puramente proposicional, enquanto que outros presumem que
0s humanos possuem dois sistemas distintos de processamento de informacdo: um que
representa a informacao verbalmente e o outro que representa a informacao visualmente.

Dreyfus (1995) assume que nado temos espelhos nas nossas cabecas, defendendo que as
nossas imagens visuais contém abstracdes e variacdes fortemente interpretadas do que vimos,
em que 0s seus elementos logicos e pictoricos estdo fortemente misturados. Assim, o conceito de
imagem pode ser visto por diferentes aspetos, por exemplo: (i) como uma componente importante
da cognicao, uma referéncia mental que é o produto de imaginar numa qualquer modalidade seja
visual, verbal, olfativa, auditiva ou cinestésica (Gray & Pitta, 1999); (i) como uma construcao
mental que exibe informacao visual ou espacial (Presmeg, 1995); (iii) como representacéo
matematica dum conceito ou propriedade, contendo informacdo baseada em elementos
pictoricos, graficos ou diagramaticos (Gutierrez, 1996). O préprio termo ‘visual’ pode nao ter s6 a
ver com a visao, podendo-se referir também a propriedades espaciais e as suas relacées com a
visualizacdo. O termo ‘pensamento visual' aparece normalmente definido a par do termo
‘visualizacdo’ (Hershkowitz, Parzysz & Dormolen,1996; Mariotti, 1995; Senechal, 1991). Por
exemplo, para Senechal (1991), ‘visualizacao’ significa em linguagem usual ‘percecdo espacial’ e
assim é a reconstrucdo mental da representacédo de objetos a 3 dimensdes e ‘pensamento visual’
¢ um termo mais lato e é o que fazemos quando reconhecemos rapidamente e manipulamos
automaticamente simbolos de qualquer espécie. Mariotti (1995) induz a distincdo entre
visualizacdo, que considera trazer a mente imagens de coisas visiveis, e pensamento visual, o
pensar sobre coisas abstratas que originalmente podem nao ser espaciais, mas que podem ser
representadas na mente de alguma forma espacial. A referéncia ‘visual’ em matematica tende a
relacionar-se com a compreensao e a aplicacdo de conceitos matematicos utilizando
representacoes e processos visualmente apresentados em diagramas, programas de computacao
grafica e modelos fisicos (Rahim & Siddo, 2009).

Pelas ideias expostas, neste trabalho considero a ‘visualizacdo’ na matematica como o tipo
de raciocinio baseado no uso de elementos visuais ou espaciais, mentais ou fisicos, realizado para

resolver tarefas matematicas ou provar propriedades. A visualizacdo é integrada por quatro
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elementos principais: imagens mentais, representacoes externas, processos de visualizacao e
habilidades de visualizacdo (Gutiérrez, 1996). Uma ‘imagem mental’ é qualquer tipo de
representacdo cognitiva de um conceito ou propriedade por meio de elementos visuais ou
espaciais (Yakimanskaya, 1991). Uma ‘representacdo externa’ pertinente a visualizacdo ¢é
qualquer tipo de expressdo verbal ou representacdo grafica de conceitos ou propriedades,
incluindo imagens, desenhos, diagramas, etc., que ajuda a criar ou a transformar imagens mentais
e a fazer raciocinios visuais. Segundo Bishop (1983), um processo de visualizacdo ¢ uma acao
mental ou fisica em que imagens mentais estdo envolvidas. Como competéncias de visualizacao,
Gutiérrez (1996) distingue as seguintes:

- Percecao figura-fundo: capacidade de identificar uma figura especifica isolando-a de um
fundo complexo;

- Constancia percetiva: capacidade de reconhecer que algumas propriedades de um
objeto (real ou em uma imagem mental) sdo independentes de tamanho, cor, textura ou
posicdo, e permanecer inconfundivel quando um objeto ou imagem ¢ percebido em
diferentes orientacoes;

- Rotacao mental: capacidade de produzir imagens mentais dinamicas e de visualizar uma
configuracdo em movimento;

— Percecao de posices espaciais: capacidade de relacionar um objeto, imagem ou
imagem mental para si mesmo;

- Percecao de relacdes espaciais: capacidade de relacionar varios objetos, imagens, e/ou
imagens mentais para o outro, ou simultaneamente para si mesmo;

- Discriminacao visual: capacidade de comparar varios objetos, imagens, e/ou imagens
mentais para identificar semelhancas e diferencas entre si.

No ensino da Geometria, a capacidade de visualizacdo, em particular no espaco, deve ser
uma das preocupacdes a desenvolver. Esta capacidade necessita de ser apoiada no dominio da

representacao, que se torna deveras complexa, porque as imagens tridimensionais que geramos

mentalmente sao invariavelmente representadas a duas dimensodes (Gutiérrez, 1996).

2.3.5. Tipos de raciocinio em Geometria 3D

Investigacdes mais recentes em Geometria 3D admitem que ha uma distingéo entre tipos
de raciocinio no pensamento geométrico em 3D e habilidade espacial (Pittalis & Christou, 2010).
Habilidade espacial pode ser encarada como a capacidade que os individuos possuem para
executar varias tarefas num trabalho curricular especifico e incluir ndo sé o conhecimento como
as habilidades, tais como a construcao de redes, a representacdo de objetos 3D por figuras 2D,

identificar solidos e seus elementos, estruturar matrizes de cubos, calcular a superficie e o volume
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de solidos e comparar as propriedades das formas 3D (NCTM, 2000). O pensamento geométrico
em 3D esta intimamente relacionado com o dominio da Geometria, enquanto a estrutura das
habilidades espaciais dos estudantes esta intimamente relacionada com o desenvolvimento
cognitivo a que todos estao sujeitos, sendo este um dominio da Psicologia. Segundo Pittalis e
Christou (2010) é necessario desenvolver as habilidades espaciais para atingir a plenitude do
pensamento geométrico em trés dimensoes.

Lohman (1998) considera a existéncia de trés principais fatores de habilidade espacial:
visualizacdo espacial, orientacdo espacial e relacdes espaciais. O autor reconhece que existem
outros fatores, mas que nao sao centrais para estas ‘habilidades espaciais’. A visualizacdo espacial
requer que um aluno imagine o dobramento e desdobramento de um pedaco de papel que,
quando dobrado, foi perfurado uma ou mais vezes. A orientacdo espacial é definida como a
capacidade de os alunos permanecerem confusos pela mudanca das orientacdes a que uma
configuracdo espacial pode ser sujeita. As relacdes espaciais sdo definidas como a capacidade de
rodar mentalmente um objeto espacial como um todo, rapida e corretamente.

Para Pittalis e Christou (2010), existem quatro tipos de raciocinio envolvidos no pensamento
de Geometria 3D: (i) representar objetos 3D; (ii) estruturacdo espacial; (iiij medicao; e (iv)
conceitualizacdo de propriedades matematicas. Representar objetos 3D é essencial em varias
situacdes geométricas em 3D, como o desenho de um objeto 3D, construir um objeto 3D com
base na sua visao ortogonal, passar um modo de representacao para outro e reconhecer e
construir redes. O segundo tipo de raciocinio, que se refere a estruturacdo espacial, &€ composto
por um fator de primeira ordem que define a capacidade dos alunos na realizacao de varias tarefas,
identificar as partes componentes de uma estrutura, combina-las e estabelecer inter-relacdes entre
elas, como, por exemplo, a construcdo de matrizes 3D de cubos, manipulando matrizes 3D de
objetos e enumerando os cubos que se encaixam de uma forma espacial. O terceiro tipo de
raciocinio, que se refere a medicao, € composto por um fator latente de primeira ordem que define
a capacidade dos alunos na execucao de varias tarefas de medicdo, como calcular a area de
superficie e estimar o volume de objetos 3D sem usar férmulas. O quarto tipo de raciocinio, que
se refere a ‘conceitualizacao de propriedades matematicas’' € uma sintese da capacidade dos
estudantes em reconhecer as propriedades das formas 3D, como identificar solidos no ambiente
2D ou em esbocos, perceber os elementos estruturais e as propriedades dos objetos 3D, comparar
elementos estruturais de formas 3D (o numero de vértices, faces e arestas) com propriedades de

formas 3D e conceitualizar relacdes entre formas 3D e suas propriedades.
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Existem trés processos cognitivos fundamentais implicitos que medeiam os quatro tipos de
raciocinio descritos. Consistem na filtragem de propriedades geométricas em formas 3D, na
exploracdo do conhecimento das propriedades das formas 3D que os alunos possuem, na
manipulacdo de formas 3D e edicdo das convencdes usadas na representacdo de formas 3D.
Esses processos cognitivos estabelecem a diferenca mais importante entre o pensamento de
geometria 3D e as habilidades espaciais.

Assim, ha necessidade de desenvolver os alunos pensando nos quatro tipos de raciocinio.
O ensino de Geometria 3D deve, segundo Pittalis e Christou (2010), incluir atividades que
envolvam uma variedade de situacdes de Geometria 3D e nas investigacdes a levar a cabo neste
ambito devem-se desenvolver atividades apropriadas que requerem a ativacdo de diferentes tipos
de raciocinio porque o dominio na Geometria 3D pode ser alcancado apenas pela combinacao
efetiva dos quatro tipos de raciocinio. Por exemplo, os avancos dos alunos no raciocinio de
medicao podem melhorar a sua estruturacéo utilizando o conhecimento de como o volume ou a
area de superficie é calculada, compreender a estrutura dos sélidos espacialmente. Além disso,
representar objetos 3D ¢ essencial na conceitualizacdo de propriedades matematicas em
representacdes 2D de objetos 3D e ao mesmo tempo conceitualizar propriedades matematicas
pode contribuir para uma melhor compreensdo dos modos de representar objetos 3D (Pittalis &
Christou, 2010).

Os efeitos diretos das habilidades espaciais nos tipos de raciocinio em Geometria 3D
sugerem que o ensino de Geometria 3D deve integrar atividades que desenvolvam competéncias
espaciais. Esta afirmacao é sustentada por Berthelot e Salin (1998), que alegam que o ensino
tradicional de Geometria requer dos alunos muitas habilidades espaciais. Embora a pesquisa em
melhorar as habilidades espaciais apresente resultados controversos, pensa-se que uma melhoria
das habilidades espaciais teria lugar se o curriculo de Geometria apontasse explicitamente as
habilidades espaciais de uma forma sistematica como seu objetivo central, como defendem

Berthelot e Salin (1998).

2.3.6. 0 GeoGebra no ensino e aprendizagem da Geometria

Existem hoje em dia multiplas ferramentas que medeiam a aprendizagem de tdpicos de
Geometria. Logo-based (Lb), Geometric Supposers (GS) e Ambientes Dindmicos de Geometria
(ADG) sao trés tipos de ambientes computacionais destinados ao desenho de formas planas, em

que foram identificadas duas caracteristicas comuns. A primeira requer que os estudantes
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fornecam indicacdes explicitas para as formas geométricas, usando uma selecdo nos menus
disponiveis (nos GS e ADG) e listas de comandos em Logo. Assim, ao contrario do uso de ‘papel
e lapis’, nestes ambientes computacionais os estudantes nao podem desenhar sem possuirem
algum nivel conceptual e representativo bem explicito, argumentos que promovem e suportam a
reflexdo e a abstracdo de conceitos geométricos e a adequada progressao até ao nivel dois de van
Hiele. Por exemplo, Clements e Battista (1992), seguindo Papert, afirmam que,

Escrever uma sequéncia de comandos Logo, ou um procedimento, para desenhar

um retangulo (...) obriga o estudante a externalizar expectativas intuitivas. Quando a

intuicao € transportada para um programa torna-se mais intrusiva e mais acessivel a

reflexdo. (...) Os estudantes precisam analisar os aspetos espaciais do retangulo e
como podem construi-lo por partes. (p. 450)

Da mesma forma, Laborde (2001) afirma que quando se constroi um quadrado sendo dado
o lado, num AGD,

Com papel e lapis a tarefa é controlada por percepcao. A mesma tarefa em ambiente

Cabri nao pode ser obtida a sentimento, mas através do uso de um circulo como

instrumento para transferir uma determinada distancia. A tarefa executada em Cabri

requer mais conhecimento matematico acerca das propriedades de um quadrado e
das propriedades caracteristicas de um circulo. (p. 294)

Mas, sem uma adequada instrucao os estudantes podem nao conseguir atingir o conjunto
de comandos apropriados e assim atingir um adequado nivel conceptual explicito que ocorre na
aprendizagem da Geometria através de ambientes computacionais que depende de uma complexa
interacdo entre os comandos necessarios a construcdo das figuras, da sua avaliacdo pelos
estudantes, do seu raciocinio e da sua instrucdo (Battista, 2007).

A segunda caracteristica comum atribuida ao ambiente computacional na aprendizagem da
Geometria é a repeticdo dos desenhos (Laborde, 1992), que se consegue de forma diversa nos
trés ambientes (Lb, GS e ADG). No ambiente Logo, a repeticao requer o uso de procedimentos e
frequentemente variaveis, acrescentando mais instrucdes através de comandos. Em GS a
repeticao de construcdes € discreta e limitada devido a sua natureza. Em ADG a repeticao das
construcdes é continua e dindmica. Este fator de repeticdo sé ¢ interessante na medida em que
pode conduzir a producao de conceitos (Battista, 2007). Isto &, sera que os estudantes distinguem
diversos e multiplos elementos pertencentes a uma determinada classe de formas, criados através
do seu arrastamento, ou consideram que as novas formas obtidas pelo arrastamento das
anteriores sao outro tipo de objetos geométricos que podem ser estudados? Esta € uma questao

crucial que nos transporta aos diagramas. No estudo tradicional da Geometria, com ‘papel e lapis’,
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existem duas entidades principais. Em primeiro lugar, os diagramas, meros objetos percetuais;
em segundo lugar, ha a conceptualizacao das formas, ou seja, a forma consciente de as classificar
em classes de formas. Os ADG introduzem um novo conjunto de objetos, desenhos arrastaveis,
cujas caracteristicas se mantém invariantes e assim € possivel obter a sua conceptualizacao
porque as relacdes entre os diversos elementos criados através do arrastamento surgem
instantaneamente (Jones, 2000).

Arrastar figuras e desenhos nos ADG pode ndo permitir aos estudantes verem as
propriedades intrinsecas, nem pensar que as possuem, uma vez que estes novos desenhos
criados a partir dos anteriores podem ser entendidos como novas entidades com caracteristicas
proprias e nao como representacdes das anteriores. Analisando os novos desenhos criados por
arrastamento, os estudantes identificam, em primeiro lugar, a limitacdo dos movimentos, mais
tarde podem conceptualizar estas novas formas em termos de regularidade ou invariancia e,
finalmente, somente com muito esforco, estas novas formas sado conceptualizadas em termos de

propriedades geométricas formais (Battista, 2007).

2.3.6.1. Ambientes dinamicos da Geometria

Os ambientes dinamicos de geometria (ADG) parecem ser um dos mais populares tipos de
software usados pelos professores de matematica e estdo sujeitos a uma intensa investigacao
(Becker, 2000). Por um lado, afirma-se que os ADG proporcionam um meio revolucionario para a
compreensdo do desenvolvimento geométrico, promovendo a exploracdo das configuracoes
geomeétricas e tornando a identificacdo das conjeturas mais acessiveis aos estudantes. Porém, os
céticos preocupam-se que os ADG enfraquecam o papel da prova nos anos avancados de
escolaridade de Geometria (Mariotti, 2001). Esta é uma discussdo que se prolonga desde o
trabalho no 1.° ciclo da escola basica, passando pelos 2.° e 3.° ciclos e até ao ensino secundario.

A disponibilidade de ferramentas digitais, em particular os ADG, obrigou a uma mudanca
nos ultimos anos. A chegada do GeoGebra, disponivel gratuitamente, tornou o ADG acessivel e
disponivel para qualquer um, mas também prejudicou o mercado de software educacional em
Geometria que originalmente tinha espaco para varios ADGs diferentes — ndo apenas os blocos
originais do The Geometer’s Sketchpad (Jackiw, 1989) e Cabri-Géomeétre (Baulac, Bellemain &
Laborde, 1988), mas também mais de 50 outros produtos com varios modelos de licenciamento.
Alguns deles, incluindo o Sketchpad e o Cabri, ainda disponiveis, tornaram-se dificeis para

fornecedores independentes ou empresas manter ou lancar ADG alternativos. Mackrell (2011)
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discute a questao das decisdes de projeto para software interativo de geometria comparando Cabri,
Sketchpad, Cinderela (Richter-Gebert & Kortenkamp, 2012) e GeoGebra, e mostra que uma certa
variedade de abordagens é desejavel. Mackrell também destaca o facto de que o projeto
educacional consistente de um ADG ¢é dificil de alcancar. Um produto digno de mencdo é o
Geometry Expressions que segue uma abordagem relacional a Geometria (onde a Geometria é
modelada usando um sistema de Geometria simbodlica baseada em restricées), em comparacéo
com a abordagem construtiva funcional comum (onde configuracdes geométricas devem ser
expressas em termos de construcdes sequenciais).

A Geometria espacial também se tornou acessivel por meio da tecnologia: o Cabri 3D, o
GeoGebra 3D e outros ADG especializados que se encontram disponiveis. Mesmo assim, a
manipulacdo 3D em realidade aumentada ainda ndo se tornou prioritaria. Giicler et al. (2013)
examinaram alunos de 10 anos de idade usando dispositivos tacteis em ambientes multimodais
dindmicos, com resultados preliminares mostrando que tais tecnologias “tém o potencial de
oferecer aos estudantes mais jovens oportunidades de explorar objetos 3D através de multiplas
percepcdes, apoiando a forma como os alunos se envolvem em atividades matematicas, como
explorar, conjeturar, negociar significado e fazer sentido” (p. 97).

Changet al. (2014) usaram tabletes capazes de executar o Cabri 3D para criar um ambiente
de aprendizagem movel para Geometria espacial e os seus resultados indicaram melhorias nos
indices de Geometria espacial no grupo experimental. Resultados mais cautelosos foram
encontrados por Perry e Steck (2015), que apontam para as dificuldades no controle de variaveis
dentro de um delineamento experimental. O seu estudo mostra resultados mistos para o efeito do
uso de iPads na educacdo em Geometria com relacdo ao envolvimento do aluno, pontuacdes de
proficiéncia de padrdes de Geometria, autoeficacia e autorregulacdo metacognitiva. Latsi e Kynigos
(2012) utilizaram a Geometria da tartaruga 3D e descobriram que os alunos experimentam o
espaco 3D simulado através de duas perspetivas distintas, a perspetiva intrinseca da tartaruga e
a perspetiva extrinseca de um observador externo.

A tecnologia na educacdo em Geometria tornou-se importante, mas ainda nao ha pesquisas
suficientes e concludentes sobre os seus efeitos especificos (Venturini, 2015). Isso deve-se em
parte a0 modo como algumas tecnologias, como os ADG, alteram objetos geométricos e se
desviam de forma bastante significativa das abordagens de ‘papel e lapis’ - algo que pode fazer
articulacdo em sala de aula, com livros didaticos, manipuladores fisicos e, especialmente, com a

avaliacao (Venturini, 2015). O papel da tecnologia estd apenas a comecar a ser entendido,
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enquanto, ao mesmo tempo, continua a evoluir e a mudar rapidamente o mundo ao nosso redor
e na sala de aula. Alunos e professores estdo a usar ferramentas digitais ao longo do dia e é
necessario entender melhor como podem ser usados efetivamente para ensinar e aprender. Para
esse entendimento, a investigacdo pode contribuir no estudo de varias questdes, como, por

exemplo, refere Battista (2007):

(i) Existem duas perspetivas teoricas principais relativamente ao uso dos ADG para
promover o0 desenvolvimento do pensamento espacial dos estudantes. A primeira
consiste no facto de que é possivel construir numerosos exemplos, construir figuras
complexas e realizar multiplas transformacdes em tempo real nesses exemplos, fazendo
comparacfes com exemplos existentes e ambientes computacionais estaticos; a
segunda perspetiva teorica consiste no facto de que as figuras arrastaveis prefiguram-se
como objetos visuais e interessantes, manipulaveis, cujos movimentos podem ser
limitados e analisados geometricamente e cujas propriedades, além de ser vistas, podem
ser sentidas. Mas é importante testar estas teorias e determinar empiricamente como
os estudantes concetualizam estas figuras concebidas por arrastamento de outras. Sera
que os estudantes veem configuracdes variadas de um desenho dindmico como
exemplos de uma classe de formas geomeétricas, ou veem um desenho dinamico como
um interessante objeto manipulavel? Serdo os seus pontos de vista alterados pela
instrucdo? Como nos ADG as figuras sdo objetos manipulaveis, serdo essas encaradas
como classes de formas? Se assim nao for, como podem esses movimentos ser
imaginados? Podera o raciocinio dos estudantes sobre os objetos manipulaveis com os
ADG ser transferido para o raciocinio sobre categorias geométricas? (p. 883)

(i) Como ¢é que os estudantes conceptualizam construcdes geradas nos ADG? Qual o seu
significado? Serdo essas construcdes, procedimentos para construir uma configuracéo
visual ou serdo a representacdo de um conceito geométrico? Como é que a
aprendizagem das ferramentas de ADG altera as estruturas conceptuais dos estudantes?
Que tipos de estruturas conceptuais permitem aos estudantes empregarem de forma
produtiva os ADG? Sera que os conceitos criados através da utilizacdo dos ADG sao os
mesmos que sdo apreendidos no ensino tradicional da Geometria? (p. 884)

(iiiyPorque € que se torna apelativa a investigacdo sobre as figuras arrastaveis? Uma
explicacdo para a atracdo pelas figuras arrastaveis reside na teoria psicoldgica do
essencialismo que conjetura que as pessoas agem como se as coisas tivessem tracos
gue as fazem ser 0 que sao e que quando essa esséncia é desconhecida pode motivar
a procura de novos significados (...). Por isso, uma razao que pode tornar Uteis as figuras
ou desenhos arrastaveis € a de que os estudantes tentem determinar a esséncia desses
objetos, como eles se movem, porque se movem, como se movem de uma certa forma?
(p. 884)

(iv) Serao as figuras arrastaveis, Uteis a compreensao geomeétrica dos estudantes? Uma das
razbes pelas quais as figuras arrastaveis nos objetos gerados em ADG sao Uteis no
desenvolvimento da compreensao geométrica dos estudantes, prende-se com o facto de
que essas propriedades invariantes nesse movimento de arrastamento, poderao emergir
como invariantes durante o processo, o que sera impercetivel num desenho estatico? (p.
884)
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Em resumo, algumas questdes pertinentes, entre as quais se salientam as seguintes:
servirao os ADG para construir figuras e fazer comparacdes com ambientes computacionais
estaticos, ou entdo para manipular essas figuras, arrastando-as e sentindo as suas propriedades?
Os ADG alteram a compreensdo da Geometria a que os alunos estao sujeitos? Porque é que os
objetos arrastaveis se movem e porque se movem? Que propriedades poderdo surgir desse
movimento e serdo esses objetos Uteis a compreensdo geométrica dos estudantes? Tais questdes
podem originar novas investigacdes na procura de compreender a influéncia da tecnologia na

aprendizagem dos alunos de tépicos de Geometria.

2.3.6.2. 0 GeoGebra e a Geometria

O GeoGebra (abreviatura de Geometria e Algebra) é um software de matematica dinamica
que combina conceitos de Geometria e Algebra num Unico aplicativo. O programa retine as
ferramentas tradicionais de Geometria com outras mais adequadas a Algebra e ao Calculo. Isto
tem a vantagem didatica de representar, ao mesmo tempo € num Unico ambiente visual, as
caracteristicas geométricas e algébricas de um mesmo objeto, o que aliado a sua gratuitidade,
apresenta grande interesse para utilizacdo na aprendizagem da Matematica, em geral, e na
Geometria, em particular. Como vantagem adicional encontra-se a possibilidade de representacao
de objetos em trés dimensdes, potencialidade que tem vindo a ser amplamente desenvolvida. A
possibilidade de visualizar em trés dimensdes surge como uma nova forma de introduzir a
apreensao de conceitos e de beneficiar a aprendizagem dos alunos. Este ambiente de geometria
dindmica em trés dimensdes é um elemento motivador e gerador de interesse, acrescido ao facto
de que o uso das folhas graficas ¢ intuitivo para os estudantes que podem realizar, criar e
desenvolver os seus trabalhos (Breda et al., 2013).

Dadas as suas caracteristicas, a utilizacdo de software como o GeoGebra podera inspirar
uma mudanca nas formas de trabalhar em sala de aula os temas geométricos previstos no
curriculo, resolver problemas “que necessitam de pensamento de alto nivel e coisas que os
estudantes podem querer acompanhar fora de aulas escolares regulares” (Hohenwarter & Jones,
2007). O GeoGebra junta a facilidade de se mover entre a janela algébrica e a janela de geometria,
0 que significa que é possivel para o utilizador, por um lado, investigar os parametros da equacao
de uma curva por arrastamento de um ponto da curva com o rato e observar a mudanca que se
verifica na equacao. Por outro lado, permite alterar diretamente a equacéo da curva e observar a

forma como os objetos na janela de geometria mudam.

35


https://pt.wikipedia.org/wiki/C%C3%A1lculo
https://pt.wikipedia.org/wiki/Did%C3%A1tica

A utilizacdo do GeoGebra em sala de aula persegue o objetivo de mudar o papel dos alunos,
de recetores passivos de informacdo para exploradores individuais. Isto & possivel porque para
utilizar esta nova aplicacao de forma significativa, os estudantes tém que ser muito mais ativos na
realizacao das atividades da sala de aula. Nao se trata de uma simples apresentacao de
propriedades e elementos de um objeto, mas de envolver-se num processo dinamico de criacao
do proprio objeto, que envolve a descoberta e a exploracao. Essa maneira de aprender requer que
os alunos participem ativamente, o que leva a aquisicao de conhecimento que é de maior
qualidade e dura mais tempo. Além disso, esta ferramenta cria um ambiente que incentiva a
atividade criativa dos alunos. Nao se trata de um instrumento para substituir o quadro, mas de
um complemento, uma nova forma de promover a exploracdo dos materiais com a possibilidade
do estabelecimento de conjeturas. O papel do professor é o de dirigir e monitorizar o trabalho dos
alunos e estabelecer com eles uma dialética construtiva de forma a que o processo de interacdo
do conhecimento se manifeste em ambas as direcdes (Ljajko & Ibro, 2013). Introduzir o GeoGebra
no ensino de Matematica ndo é uma tarefa facil para os professores, mas o seu uso apropriado
melhora a qualidade do ensino e ajuda os alunos a obter melhores resultados na sua
aprendizagem. Por exemplo, as aplicacdes dinamicas que se usam para apresentar a elipse e as
suas caracteristicas melhoram a instrucdo matematica em varios aspetos: (i) gasta-se menos
tempo a desenhar esbocos e a fazer calculos; assim, mais tempo poderia ser usado para aprender
e explorar as caracteristicas da elipse, (ii) as aplicacdes sdo dinamicas, o que significa que os
alunos teriam a possibilidade de reexamina-las se algo nao estivesse claro (Ljajko & Ibro, 2013).

O GeoGebra é um software de cddigo aberto que fornece ferramentas para visualizar ideias
matematicas do nivel elementar para o nivel universitario. O GeoGebra também é independente
da plataforma em que se trabalha (pois é escrito em Java) e é livre para usar diretamente do site
do GeoGebra. Qualquer construcao do GeoGebra pode ser exportada como uma pagina da Web
em formato html e tornar-se dinamica para os alunos usarem. Os menus do GeoGebra e todos os
seus comandos sao livremente traduzidos em quase 40 idiomas e os alunos podem alternar entre
diferentes idiomas durante as sessoes de trabalho, caso necessitem. O GeoGebra torna possivel
gravar a solucdo de cada aluno “passo-a-passo” se for necessaria uma analise mais aprofundada
(Mehanovic, 2009).

O ensino de Geometria Analitica utilizando o software GeoGebra contribui para a formacao
de um ambiente capaz de privilegiar as acdes dos alunos na construcao do conhecimento

matematico, proporcionando possibilidades de visualizacao de conceitos e propriedades
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relacionados com diversos objetos geométricos. Privilegia a experimentacdo e da énfase a
interpretacdo de construcdes geométricas, que sdo dificeis de trabalhar em sala de aula com os
processos tradicionais com ‘papel e lapis’. Assim, novas formas de aprendizagem surgem,
desenvolve-se a autonomia, estabelecem-se conexdes entre entes algébricos e geomeétricos,
complementam-se os diversos equipamentos disponiveis (quadro, manual, projetor, computador).
E a manipulacéo algébrica associada a visual, cria novas possibilidades de conexao, o que pode
contribuir para a formacao de conjeturas, definicdes e reflexdes (Santos, 2011).

A incorporacao bem-sucedida do GeoGebra na aprendizagem e ensino de Geometria pode
diferir, dependendo do dominio social e cultural. Mas as mudancas numa turma podem ocotrer,
entre outros, em cinco aspetos: (1) motivacao, (2) discussdes e interacdes, (3) aprendizagem
centrada no aluno, (4) compreensdo processual versus conceptual e (5) estratégias de resolucao
de problemas. Estes aspetos nao s6 nao sao independentes como se encontram intimamente
relacionados, pelo que as consequéncias de se atuar sobre um deles, pode influenciar os outros.
Ora, o GeoGebra vai influenciar cada um desses aspetos (Denbel, 2015). Cré-se que uma nova
abordagem poderia trazer mudancas positivas para a aprendizagem da Geometria, ou seja, ao
contrario da maneira tradicional de ensinar e aprender Geometria, acredita-se que uma nova
abordagem ofereca mais ofertas para aumentar a participacdo dos alunos em discussdes com
toda a turma, interacdes e argumentacdes sobre construcao de teorias e no desenvolvimento de
compreensao conceptual e de estratégias de resolucao de problemas.

A referéncia a caracteristica dinamica dos ADG é entendida como o oposto de estatica.
Dindmica conota movimento, acao e energia. A geometria dinamica & uma geometria ativa e
exploratdria executada com software de computador interativo. Permite visualizar conceitos
geomeétricos abstratos. Para Denbel (2015), as ferramentas de geometria dindmica, como o
Geometric Sketchpad, o Geometric Inventor e o Cabri, oferecem mais oportunidades para construir
e justificar conceitos geométricos do que as configuracdes com ‘papel e lapis’. Um ambiente de
aprendizagem com ‘papel e lapis’ tem uma capacidade limitada na introducéo de um conceito
geomeétrico com énfase nas suas propriedades intrinsecas. Esta caracteristica insuficiente do
‘papel e lapis’ faz com que a tendéncia dos alunos para construir uma imagem conceptual seja
limitada. A geometria dindmica tende a corrigir essa insuficiéncia, fornecendo aos alunos a opcéo
de gerar evidéncias empiricas para progredir de casos especificos para o caso geral. Além disso,
um meio dinamico de geometria desempenha um papel essencial no desenvolvimento de provas

de conjeturas geomeétricas (Denbel, 2015). Nas atividades projetadas, geralmente, a comprovacao
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da validade de conceitos geométricos por meio de uma ferramenta de geometria dindmica é
realizada arrastando os pontos relevantes dos objetos construidos para uma situacao na qual eles
satisfazem condicdes pré-definidas. O AGD permite o desenho de tais atividades, nas quais os
alunos exploram as propriedades relevantes dos objetos geométricos, a fim de construir uma
imagem concetual mais apropriada (Denbel, 2015). Assim, a aprendizagem de tépicos de
Geometria num AGD pode oferecer aos alunos oportunidades para construir e manipular figuras

geometricas e realizar investigacdes empiricas.
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CAPITULO 3
INTERVENCAO PEDAGOGICA

Na concretizacao da minha intervencao pedagogica procurei averiguar o contributo do
GeoGebra na aprendizagem de tépicos de Geometria Analitica no Espaco, os quais sao sintetizados
na Tabela 6. O desenvolvimento desses tdpicos seguiu os dominios de conteidos emanados do
programa curricular do 10.° ano de escolaridade (Ministério da Educacao e Ciéncia, 2013), com

0 apoio do GeoGebra.

Tabela 6. Sintese da intervencdo pedagdgica.
Topicos Objetivos

Aulas Recursos

Posicao relativa de retas e planos.

Referenciais e coordenadas no
espaco. Projecao de um ponto no
espaco.

Planos paralelos aos planos
coordenados. Retas paralelas aos
eixos coordenados.

Distancia entre dois pontos e
equacdo do plano mediador de um
segmento de reta no espaco.
Equacdo cartesiana da superficie
esférica e inequacéo cartesiana da
esfera.

Resolucao de problemas envolvendo
conjuntos de pontos do espaco.
Introducao aos vetores/retas do
espaco.

Ponto médio de um segmento e
equacoes de retas no espaco.

Resolucao de problemas envolvendo
célculo vetorial do espaco.

Determinar a posicéo relativa de retas e
planos

Representar coordenadas de um ponto no
espaco; determinar o simétrico de um
cubo em relacao aos planos coordenados.
Escrever equacdes de planos paralelos
aos planos coordenados.

Determinar a distancia entre dois pontos
do espaco. Estabelecer a equacdo do
plano mediador de um segmento de reta
no espaco, a equacdo de uma superficie
esférica e a inequacao de uma esfera.

Aplicar nocdes de geometria analitica no
espaco a resolucao de problemas.
Representar e operar vetores e
coordenadas de vetores do espaco.
Determinar o ponto médio de um
segmento de reta no espaco. Definir
equacoes de retas no espaco.

Aplicar o calculo vetorial no espaco a
resolucao de problemas.

GeoGebra, Manual escolar e Quadro Interativo

As aulas foram planeadas e delas se recolheram as producdes dos alunos, efetuaram
gravacoes video e se recolheram respostas dos alunos a questdes aula. Entre as oito aulas
contempladas na Tabela 6, de modo a explicitar a minha intervencdo pedagogica, descrevo e
interpreto momentos que dinamizei nas aulas 1, 2 e 5, o que se traduz no ensino dos topicos
posicao relativa de retas e planos (aula 1), referenciais e coordenadas no espaco (aula 2) e

resolucdo de problemas envolvendo conjuntos de pontos do espaco (aula 5).
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3.1. Momentos da intervencao pedagodgica

3.1.1. Posicao relativa de retas e planos

Na lecionacao da posicao relativa de retas e planos tive em consideracao os conhecimentos
prévios que os alunos desenvolveram no 3.° ciclo. Partindo deste pressuposto, na aula em que
lecionei este topico procurei rever nocdes ja estudadas e sistematiza-las, visto que servem de pré-
requisito para a aprendizagem de conceitos da geometria tridimensional, e ao mesmo tempo
procurei introduzir nas atividades dos alunos o GeoGebra. Na abordagem de tal topico os alunos

resolveram duas tarefas. A primeira tarefa a ser explorada foi a seguinte:

Tarefa 1: Ao estudar Geometria no Espaco, o Rui apercebeu-se que num cubo pode determinar varios
planos, tais como:

(1) Um plano que contém duas diagonais faciais estritamente paralelas do cubo;

(2) Um plano perpendicular ao plano anterior que contém duas diagonais faciais;

(3) Um plano estritamente paralelo a uma das faces do cubo, que contenha outra face do cubo.

Com recurso ao GeoGebra, esboce os planos idealizados pelo Rui.

Num momento inicial, os alunos resolveram a tarefa com ‘papel e lapis’ e a sua exploracéo
foi feita tendo como referéncia as diferentes formas de definir um plano e os elementos de um
cubo. Da analise das respostas dos alunos a cada um dos itens da tarefa constata-se que alguns
deles apresentam respostas corretas (C), enquanto outros tém respostas parcialmente corretas

(PC), respostas incorretas (I) e ndo realizadas (NR), como se observa na Tabela 7.

Tabela 7: Frequéncia das respostas dos alunos aos itens da Tarefa 1 (n = 27).

Papel e lapis GeoGebra
Critérios C PC | NR C PC I NR
Construcdo de um cubo 26 - 1 - 23 - 2 2
Plano que conttm duas diagonais faciais
25 2 - - 1 - 4 12

estritamente paralelas

Plano perpendicular ao plano que contém duas
diagonais faciais estritamente paralelas, que contém 13 11 2 1 11 - 2 14
duas diagonais faciais

Plano estritamente paralelo a uma das faces do cubo

que contenha outra face do cubo B35 -9 21 - - 6

A representacao do cubo tornou-se essencial para os alunos poderem responder as
questdes delineadas. Quase todos os alunos efetuaram essa representacdo, quer na sua atividade
com ‘papel e lapis’ quer com o GeoGebra, o que significa que o cubo esta instituido no seu

pensamento geométrico, pela forma e pelos elementos que o constituem, o que se traduz na
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capacidade de o representar em trés dimensdes (3D). Os alunos revelam capacidade de
visualizacdo e de analise das caracteristicas deste sélido, o que ja ndo se verifica na resposta
considerada incorreta do aluno A25 que revela auséncia de criticidade na representacdo que

efetua de um cubo (Figura 1).
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Figura 1. Representacdo incorreta de um cubo pelo aluno A25 (Pa. 17-01).

Apds o esboco do cubo, o aluno ndo analisa os elementos que o constitui de modo a
aperceber-se de que o representou com faces que apresentam diferencas, no que respeita a forma
e dimensdes das arestas. Embora nao se exigisse o rigor do tracado de uma perspetiva cavaleira,
visualmente esta representacao podera nao ser vista como uma representacdo de um cubo, mas
como a de um paralelepipedo.

Quanto a representacao de planos no cubo com ‘papel e lapis’, no que respeita ao desenho
do plano que contém duas diagonais faciais estritamente paralelas, somente dois alunos (7%) é
que nao o fizeram corretamente. Um deles, tracou o plano que claramente contém uma diagonal
facial, mas nao garante que contenha a que lhe é estritamente paralela, razdo pela qual a
resolucao foi considerada parcialmente correta (Figura 1). O aluno A5 apresentou uma resposta

do mesmo tipo por nao garantir que o esboco do plano seja um paralelogramo! (Figura 2).

*

.

Figura 2: Representacao parcialmente correta, pelo aluno A5, de um plano que contém duas diagonais faciais
estritamente paralelas do cubo (Pa, 17-01).

' Geralmente, representa-se um plano por um paralelogramo ou por um retangulo (Palma Fernandes, 1981), o que foi
convencionado nas aulas sobre topicos de Geometria no Espaco.
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A representacdo ndo ¢ a mais adequada porque a perspetiva que adotou ndo o ajudou a
evidenciar a forma de um paralelogramo pois ficaria sobreposto a diagonal facial frontal.

Na representacdo do plano perpendicular ao plano que contém duas diagonais faciais
estritamente paralelas e que contém duas diagonais faciais, a maior parte dos alunos nao
respondeu corretamente (52%). Um numero significativo de alunos apresentou uma resposta
considerada parcialmente correta (41%) por ndo tornarem evidentes as duas diagonais nem o

plano que as contém, como ilustra o seguinte esboco, elaborado pelo aluno A2 (Pa, 17-01):
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Figura 3. Resposta parcialmente correta do aluno A2 na representacdo do plano perpendicular ao plano
que contém duas diagonais faciais estritamente paralelas do cubo e que contém duas diagonais faciais.

A auséncia de tais elementos na construcao indicia dever-se a perspetiva adotada, que nao
permite perceber se o aluno visualizou o plano perpendicular esperado, 0 que nao acontece nas

representacdes consideradas corretas, como exemplifica a seguinte construcao, feita pelo aluno

A20:
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Figura 4. Resposta correta da representacao do plano perpendicular ao plano que contém duas diagonais
faciais estritamente paralelas do cubo e que contém duas diagonais faciais, feita pelo aluno A20 (Pa, 17-01).
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Quanto as duas representacdes consideradas incorretas, relativamente ao item em analise,
as mesmas expressam pelo menos um dos planos que ndo contém uma das diagonais faciais, tal

como revela a seguinte figura, elaborada pelo aluno A3:
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Figura 5. Resposta incorreta da representacao do plano perpendicular ao plano que contém duas diagonais
faciais estritamente paralelas do cubo e que contém duas diagonais faciais (Pa, 17-01).
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Finalmente, a representacdo do plano estritamente paralelo a uma das faces do cubo que
contenha outra face foi efetuada corretamente por quase metade dos alunos (48%) e foi a que teve
um maior numero de auséncia de resposta (33%). Os restantes alunos (19%) efetuaram tal
representacdo de uma forma que foi considerada parcialmente correta, tal como exemplifica a

resolucdo do aluno A8 que é expressa na Figura 6.

ST
Figura 6. Resposta parcialmente correta da representacao do plano estritamente paralelo a uma das faces
do cubo que contenha outra face (Pa, 17-01).

Nesta representacao, o aluno mostra ter a nocao de que duas retas paralelas representam
um plano, mas, tal como é convencionado, ndo representa o plano estritamente paralelo a uma
das faces do cubo que contenha outra face na forma de um paralelogramo.

Durante a exploracdo da tarefa surgiram algumas questdes dos alunos, as quais procurei
envolver a turma na sua resposta, como ilustram os seguintes dialogos (Gv, 17-01):

Sara: O que é uma diagonal facial?

Renata:  E uma diagonal de uma das faces do cubo.
Professor: O que é necessario para definir um plano?

André: Trés pontos n&o colineares.

Maria: Duas retas nao coincidentes.

Professor: E qual a posicao das retas? As retas podem ser paralelas?
Inés: Sim.

Professor: As retas podem ser concorrentes?

Vitor: Sim.

Professor: As retas concorrentes e paralelas sdo complanares?

Vitor: Séo.

Professor: Entao, para definir um plano precisamos de 3 pontos ndo colineares e
duas retas complanares. Qual é a terceira hipotese?

Inés: Um ponto e uma reta?

Professor: ... desde que o ponto nao pertenca a reta.

Apds a concretizacado da tarefa com ‘papel e lapis’, os alunos resolveram a tarefa em pares
com o recurso ao GeoGebra (cada par de alunos dispunha de um tablete/smartphone). A escola

disponibilizou nove tabletes e alguns alunos tinham smartphones com o sistema androide.
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Somente um aluno resolveu a tarefa individualmente porque o numero de alunos da turma era
impar.

Na resolucdo da tarefa com o recurso ao GeoGebra, alguns alunos conseguiram responder
a todos os critérios estipulados (41%), tal como ilustra a seguinte representacao efetuada pelo par

de alunos P13 (G, 17-01):

Figura 7: Representacao, pelo par de alunos P13, dos critérios da Tarefa 1 com recurso ao GeoGebra.

Analisando item a item da tarefa proposta, no que diz respeito a representacdo do cubo,
somente um par de alunos (7%) ndo a concretizou e o par P11 (7%) apresentou uma resposta

incorreta, tal como exemplifica a seguinte construcéo:

Figura 8: Representacao, pelo par P11, de um cubo com recurso ao GeoGebra (G, 17-01).

Em tal construcéo, as arestas do sélido ndo tém a mesma dimenséao (2 X 2 X 1,5), o que
revela falta de capacidade critica dos alunos na identificacdo da forma que representaram: um
paralelepipedo que nao é um cubo.

Quanto a representacdo de um plano que contenha duas diagonais faciais estritamente
paralelas, seis pares de alunos (44%) nao responderam a questéo e dois pares (15%) apresentaram
um esboco considerado incorreto, o que se deveu por o plano representado nao conter as duas

diagonais faciais, tal como exemplifica a figura seguinte, realizada pelo par P5 (G, 17-01):
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Figura 9: Representacao incorreta de um plano que contém duas diagonais faciais estritamente paralelas,
realizada pelo par P5.

No que respeita a representacao de um plano perpendicular ao plano que contém duas
diagonais faciais estritamente paralelas que contém duas diagonais faciais, a maioria dos alunos
(52%) ndo apresentou qualquer resposta e o par de alunos P7 (7%) efetuou uma representacéo
incorreta ao representar o plano perpendicular a uma aresta do cubo sem garantir que contenha

duas diagonais faciais (Figura 10).
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Figura 10: Representacéo incorreta do plano perpendicular ao plano que contém duas diagonais faciais
estritamente paralelas e que contém duas diagonais faciais, feita pelo par P7 (G, 17-01).

Por fim, quanto a representacdo de um plano estritamente paralelo a uma das faces do
cubo que contenha outra face do cubo, a maior parte dos alunos (78%) efetuou-a corretamente
enquanto trés pares de alunos (22%) nao efetuou qualquer esboco.

Nas resolucdes com o GeoGebra, o desempenho nos itens ‘representar um plano que
contém duas diagonais faciais estritamente paralelas do cubo’ e ‘representar um plano
perpendicular ao plano que contém duas diagonais faciais estritamente paralelas, que contém
duas diagonais faciais’ foi mais conseguido com ‘papel e lapis’ (93% e 48%, respetivamente) do
que com o GeoGebra, visto que apenas 41% dos alunos as executaram corretamente.

0O desempenho no item ‘representar um plano estritamente paralelo a uma das faces do

cubo que contenha outra face do cubo’ adquire um maior grau de execucdo com o GeoGebra
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(70%) do que com ‘papel e lapis’ (48%). A explicacdo desta diferenca indicia dever-se a uma maior
acessibilidade de construcdo no GeoGebra do que com ‘papel e lapis’.

Apds a concretizacdo da tarefa que incidia sobre a ‘posicao relativa de retas e planos’ num
cubo, seguiu-se a exploracdo de um prisma com a finalidade de consolidar o topico em estudo

(Tarefa 2).

Tarefa 2
Desenhe, no caderno e no GeoGebra, a figura seguinte.

Represente um plano perpendicular ao plano DEF.

B

Da analise das respostas dos alunos, constata-se que o seu desempenho quer na
‘representacao de um prisma triangular’ quer ‘na representacao de um plano perpendicular ao
plano formado por uma das faces triangulares’ foi mais conseguido com o GeoGebra do que com

‘papel e lapis’, como se observa na Tabela 8.

Tabela 8: Frequéncia das respostas dos alunos aos itens da Tarefa 2.

Papel e lapis GeoGebra
C PC | NR C PC | NR
Representar um prisma triangular 19 1 - 7 25 - - 2
Representar um plano perpendicular ao plano DEF 11 3 1 12 25 - - 2

Relativamente a representacao de um prisma triangular com ‘papel e lapis’, a maioria dos
alunos (70%) conseguiu efetua-la corretamente, enquanto o aluno A5 (4%) apresentou um esboco
considerado parcialmente correto. Os restantes alunos (26%) nao apresentaram qualquer esboco
do prisma. No esboco considerado parcialmente correto, o aluno representa, a traco interrompido,

as arestas da base superior (Figura 11).

v

Figura 11: Representacdo parcialmente correta, pelo aluno A5, de um prisma triangular (Pa, 17-01).
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Quanto a representacdo de um plano perpendicular ao plano DEF, um nimero significativo
de alunos tanto respondeu corretamente ao que era pretendido (41%) como nao apresentou
qualquer esboco (44%). Entre os restantes alunos, trés efetuaram um esboco considerado
parcialmente correto (11%), tal como o efetuado pelo aluno Al1 e o aluno Al (4%) apresentou um
esboco considerado incorreto. As representacdes consideradas parcialmente corretas deveram-se
por 0s alunos nao explicitarem claramente o plano solicitado, subsistindo uma certa indefinicao

na sua representacao, tal como exemplifica a seguinte figura (Pa, 17-01):

Figura 12: Representacdo parcialmente correta do plano perpendicular ao plano DEF, feita pelo aluno A11.

Na representacao de um plano perpendicular ao plano DEF considerada incorreta, o aluno

Al ndo nomeia os vértices e limita-se a explicita-lo apenas por uma reta (Figura 13).

Figura 13: Representacéo incorreta de um plano perpendicular ao plano DEF (Pa, 17-01).

Nas respostas consideradas corretas a tarefa em analise, os alunos representaram
adequadamente o prisma e o plano perpendicular ao plano DEF, como exemplifica o seguinte

esboco efetuado pelo aluno A6 (Pa, 17-01):

~
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Figura 14: Representacao correta de um plano perpendicular ao plano DEF, feita pelo aluno A6.
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Quanto a resolucao da Tarefa 2 com recurso ao GeoGebra, somente um par de alunos (7%)
ndo apresentou qualquer esboco de cada uma das situacdes, o que ja nao se verificou com a
maior parte dos pares (93%) que as representou corretamente, como ilustra a seguinte construcéo

efetuada pelo par de alunos P10 (G, 17-01):

Figura 15. Representacao da tarefa 2 com recurso ao GeoGebra, representada pelo par de alunos P10.

Nas construcbes que os alunos realizaram, a nomeacao dos vértices nao seguiu a ordem
que constava na figura da Tarefa que lhes foi proposta devido as sucessivas tentativas de
representacao do prisma. Em ambos os itens, os alunos revelaram um melhor desempenho com
0 GeoGebra do que com ‘papel e lapis’: no item ‘Representar um prisma triangular’ 93% dos
alunos concretizaram com o GeoGebra enquanto 70% o fizeram com ‘papel e lapis’; no item
‘Representar um plano perpendicular ao plano DEF’, também 93% dos alunos o efetuaram com o
GeoGebra, em contraponto aos 41% que o realizaram com ‘papel e lapis’.

Em jeito de sintese, para avaliar o raciocinio geométrico dos alunos na resolucao das duas
tarefas adotei os quatro tipos de raciocinio envolvidos no pensamento de geometria 3D de Pittalis
e Christou (2010), que consistem em: (i) representar objetos 3D; (ii) estruturacdo espacial; (i)

conceitualizacdo; e (iv) medicao (Tabela 9).

Tabela 9: Frequéncia dos tipos de raciocinio geométrico dos alunos na resolucao da Tarefa 1 e Tarefa 2 .

Tarefa 1 Tarefa 2
Papel e lapis GeoGebra Papel e lapis GeoGebra
Representar objetos 3D 26 23 19 25
Estruturacdo espacial 25 11 19 25
Conceitualizacao 13 21 11 25

Medicao - - - -

Quase todos os alunos revelaram capacidade de representar um ‘objeto’ 3D, o cubo e o
prisma, usando a perspetiva como técnica, com base na sua visao ortogonal, quer com ‘papel e
lapis’ quer com o GeoGebra. A maior parte dos alunos denota ter capacidade de visualizacdo e de

analise dos solidos representados.
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Relativamente a estruturacdo espacial de um objeto geométrico, a representacao de um
cubo foi mais conseguida com ‘papel e lapis’ do que com o GeoGebra, o que se inverteu na
representacdo de um prisma triangular. Nessas representacdes, os alunos que as efetuaram
adequadamente identificaram os componentes dos solidos e combinaram-nos com os planos
solicitados.

Quanto a representacdo do plano que contém duas diagonais faciais ocorre mais facilmente
no cubo quando este é construido com ‘papel e lapis’ porque se trata de um solido geométrico
que comeca a ser apreendido desde muito cedo, isto ¢, desde o 4° ano com as medicdes de
volumes em unidades cubicas (Programa e Metas Curriculares de Matematica do Ensino Basico).
Por outro lado, o cubo é um poliedro que comeca a ser trabalhado com frequéncia devido a grande
predominancia da sua forma no dia a dia, mantendo as suas propriedades constantes em todas
as construcdes que dele se fazem, pelo que é uma construcdo que gque se torna mais facilmente
representavel.

As propriedades de um prisma podem variar em funcdo da figura que constitui a sua base,
pelo que a sua construcdo com ‘papel e lapis’ foi visualizada com mais dificuldade pelos alunos.
No caso da representacao de um prisma triangular e de um plano perpendicular ao plano DEF, a
flexibilidade do GeoGebra favorece a sua construcdo, o que explica a maior eficacia da sua
representacdo com este recurso.

Nos dois primeiros tipos de raciocinio geomeétrico, ‘representar objetos 3D’ e ‘estruturacéo
espacial’, emergem a abstracao percetual na identificacdo de propriedades basicas dos solidos e
a internalizacao que se traduz nas respetivas representacdes com base em tais propriedades, o
gue conduz a visualizacao em todo o seu sentido.

0O terceiro tipo de raciocinio geométrico abordado trata-se da conceitualizacdo, que resulta
do reconhecimento da forma 3D dos objetos, das suas propriedades. Na Tarefa 1, representar um
plano paralelo a uma face que contenha outra face do cubo implica ter presente o conceito de
paralelismo, o conceito de plano, as propriedades do cubo e relacionar esses conceitos com as
faces do solido e dominar a técnica de representacdo. Na Tarefa 2, representar um plano
perpendicular a uma base implica o reconhecimento das propriedades do prisma triangular e a do
plano perpendicular a base DEF e relacionar estes conceitos, o que se tornou mais eficaz no
prisma com a representacao no GeoGebra e a visualizacao adquiriu maior expressao do que a que
foi realizada com ‘papel e lapis’. Segundo a teoria da abstracao, a interiorizacdo predomina neste

tipo de raciocinio geométrico (conceitualizacdo), uma vez que a abstracao desvincula o objeto do
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seu conceito original, permitindo operar, imaginar e projeta-lo noutro objeto ou noutra situacao

nova.

3.1.2. Referenciais e coordenadas no espaco

No estudo de tépicos de Geometria 3D importa desenvolver a capacidade dos alunos em
explorar o sistema de eixos tridimensional na representacdo e interpretacdo de figuras

geomeétricas. Com esse intuito, 0os alunos resolveram a seguinte tarefa:

Tarefa 1

Representar um cubo [ABCDEFGH] com duas unidades de aresta e em que trés das suas arestas
sejam coincidentes com os eixos do referencial espacial.

1. No GeoGebra, representar no referencial espacial os planos x0y, xOz e y0z. Com esses planos,
em quantas partes fica dividido o espaco? Em que diferem as coordenadas dos pontos de cada uma
dessas partes?

2. Construir o cubo [ABCDEFGH] no caderno e no GeoGebra.

3. Indicar as coordenadas dos vértices do cubo [ABCDEFGH].

4. Determinar o perimetro da secéo que resulta da interseccdo do plano que contém duas diagonais
faciais paralelas com o cubo [ABCDEFGH].

5. Desenhar o simétrico do cubo [ABCDEF GH] relativamente ao plano x0y.

6. Desenhar o simétrico do cubo obtido na alinea anterior relativamente ao plano yOz.

Da analise das respostas dos alunos aos itens da tarefa constata-se que, de uma forma
geral, o seu desempenho foi mais conseguido com o GeoGebra do que com ‘papel e lapis’,

conforme se pode verificar na Tabela 10.

Tabela 10. Frequéncia das respostas dos alunos aos itens da Tarefa 1 (n = 27).

Papel e lapis GeoGebra
ltens C PC |1 NR C PC I NR
Representar no referencial espacial os planos

- - - - 25 - - 2
coordenados.
Identificar caracteristicas dos pontos de cada

5 9 - 3 - - - -
octante.
Construir o cubo [ABCDEFGH]. 2 1 - 14 25 - - 2
Indicar as coordenadas dos vértices do cubo. 20 7 - - - - - -
Representar a secao determinada pela interseccao
do plano que contém duas diagonais faciais paralelas - - - = - 25 - 2
com o cubo [ABCDEFGH].
Calcular o perimetro da seccao obtida. 26 - - 1 - - - -
Desenhar no referencial espacial o simétrico do cubo 11 - - 16 23 _ 92 9
[ABCDEFGH] relativamente ao plano xOy.
Desenhar o simétrico do cubo obtido, relativamente 5 1 1 24 6 - 8 3

ao plano yOz.
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A resposta ao primeiro item da tarefa foi efetuada com o GeoGebra. A maioria dos alunos
respondeu corretamente (93%), como exemplifica a representacdo dos planos coordenados no

referencial espacial efetuada pelo par P1 (Figura 16).

Figura 16: Representacao no referencial espacial, pelo par P1, dos planos xOy, xOz e y0z (G,18-01)

Somente um par de alunos (7%) nao apresentou qualquer resolucdo, provavelmente por ndo
ter identificado a ferramenta do GeoGebra que permite representar planos.

Na identificacao das caracteristicas de pontos de cada um dos octantes obtidos, os alunos
foram desafiados a fazé-lo com ‘papel e lapis’ para evitar que obtivessem as coordenadas de
possiveis pontos com o GeoGebra. A maior parte dos alunos (56%) conseguiu identificar
corretamente as caracteristicas dos pontos de cada um dos octantes, como ilustra a resposta dada

pelo aluno A18 (Figura 17).
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Figura 17. Indicacao correta das caracteristicas dos pontos de cada octante, pelo aluno A18 (Pa,18-01).

Por sua vez, trés alunos (11%) ndo apresentaram qualquer resposta e os restantes (33%)
apresentaram uma resposta parcialmente correta. Entre os alunos que apresentaram este tipo de
resposta, oito alunos indicaram as coordenadas de pontos situados apenas nos octantes que tém
cota positiva, tal como exemplifica a resposta dada pelo aluno A5, e um aluno (A1) trocou o sinal

da abcissa pelo sinal da ordenada dos pontos dos octantes pares (Figura 18).
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Figura 18. Indicacao parcialmente correta das caracteristicas dos pontos de cada octante, respetivamente,
pelos alunos A5 e Al (Pa,18-01).

A razao que levou os alunos a considerar somente quatro octantes indicia dever-se a
influéncia da representacao dos planos coordenados que efetuaram no GeoGebra. Esses alunos
manifestam capacidade de visualizacao da variacao do sinal das coordenadas dos pontos em cada
octante que se situa no espaco superior a xOy, 0 que ja nao acontece com os restantes octantes.
Quanto a troca de sinal da abcissa com o da ordenada dos pontos dos quadrantes pares tal pode
dever-se a visualizacdo inadequada destes eixos coordenados, o que resultou da troca de posicao
entre esses eixos.

Quanto ao terceiro item da tarefa, construcao do cubo [ABCDEFGH], os alunos também
tiveram um melhor desempenho no GeoGebra do que com ‘papel e lapis’. No GeoGebra, um par
de alunos (7%) nao a realizou e vinte e cinco (93%) construiram o cubo corretamente, tal como

mostra a representacao efetuada pelo par P1:

- '."}

Figura 19. Construgao do cubo [ABCDEFGH] no GeoGebra pelo par P1 (G, 18-01).

Na construcdo do cubo com ‘papel e lapis’ verifica-se que a maioria dos alunos (52%) nao
efetuou qualquer resposta e um aluno (4%) apresentou uma resposta considerada parcialmente
correta por representar um soélido com trés arestas coincidentes com os eixos coordenados, mas
que é mais parecido com um prisma quadrangular regular, em que o comprimento é claramente
muito maior do que as dimensobes iguais da largura e altura, do que com um cubo, tal como

expressa a Figura 20.
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Figura 20. Construcao parcialmente correta do cubo com ‘papel e lapis’ pelo aluno A25 (Pa,18-01).

Os restantes alunos (44%) construiram corretamente o cubo segundo as indicacdes dadas,

tal como exemplifica a representacao efetuada pelo aluno A17 (Figura 21).

Figura 21. Construcao do cubo com ‘papel e lapis’ pelo aluno A17 (Pa,18-01).

Na indicacao das coordenadas dos vértices do cubo representado, a maior parte dos alunos

(74%) fé-lo corretamente, como mostra a resposta dada pelo aluno Al7:

Figura 22. Indicacdo correta das coordenadas dos vértices do cubo pelo aluno A17 (Pa,18-01).

Os restantes alunos (26%) apresentam uma resposta considerada parcialmente correta por
considerar inadequadamente as coordenadas de pelo menos um dos vértices, tal como ilustra a
resposta do aluno A5 que indica erradamente as coordenadas do vértice F (Figura 23), ou por
apresentar apenas as coordenadas de metade dos vértices do cubo, como ilustra a resposta do

aluno A6 (Figura 23).
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Figura 23. Indicacdo parcialmente correta das coordenadas dos vértices do cubo, respetivamente, pelos
alunos A5 e A6 (Pa, 18-01).

No item relativo a representacdo da secdo produzida no cubo pela interseccao deste com
um plano que contivesse duas diagonais faciais, os alunos recorreram ao GeoGebra. Enquanto
um par de alunos (7%) nao apresentou qualquer resposta, a maior parte (93%) representou um
plano que contém duas diagonais faciais paralelas do cubo, sem explicitar a seccao produzida

pela sua interseccao com o cubo, como exemplifica a representacao efetuada pelo par P13.

Figura 24. Representacdo parcialmente correta da interseccdo do cubo com o plano que contém duas
diagonais faciais paralelas do cubo pelo par P13 (G,18-01).

Uma razao possivel para a nao representacao da seccao indicia dever-se a falta de
familiarizacao dos alunos com a ferramenta do GeoGebra que permite determinar as interseccdes
de superficies.

Quanto ao calculo do perimetro da seccao determinada, somente um aluno (4%) é que nao
efetuou qualquer resposta, enquanto a maior parte dos alunos (96%) foi capaz de o calcular

corretamente com ‘papel e lapis’, como mostra o calculo efetuado pelo aluno A3:

Figura 25. Calculo, com ‘papel e lapis’, do perimetro da secdo pelo aluno A3 (Pa,18-01).

No item da tarefa relativo ao desenho no referencial espacial do simétrico do cubo dado
relativamente ao plano xOy, na resolucdo com ‘papel e lapis’ a maior parte dos alunos (59%) nao
efetuou qualquer resposta enquanto os restantes alunos (41%) o fez corretamente, como

exemplifica a resolucao efetuada pelo aluno A27 (Figura 26).
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Figura 26. Representacéo correta do simétrico do cubo dado, relativamente ao plano xOy, pelo aluno
A27 (Pa, 18-01).

Ja no que respeita a resolucdo do mesmo item com o GeoGebra, verifica-se que o
desempenho foi mais conseguido do que com o ‘papel e lapis’, visto que a maior parte dos alunos
(85%) respondeu corretamente a questdo formulada, tal como ilustra a resolucédo do par P1 (Figura
19). Somente um par de alunos (4%) nao efetuou qualquer resposta enquanto outro par
apresentou uma resposta considerada incorreta por obter um cubo que nao € simétrico ao cubo

dado em relagéo ao pano x0Oy, como mostra a seguinte figura:

Figura 27. Representacao incorreta, no GeoGebra, do simétrico do cubo dado, relativamente ao plano xOy
pelo par P5 (G, 18-01).

Finalmente, na representacao do simétrico do cubo obtido anteriormente relativamente ao
plano yOz também houve um melhor desempenho com o GeoGebra do que com ‘papel e lapis’.
Relativamente a esta forma de resolucéo, a maior parte dos alunos (85%) nao apresentou qualquer
resolucdo. Somente dois alunos (7%) apresentaram uma resolucao correta, tal como mostra a
construcao efetuada pelo aluno A27 (Figura 26). Dos restantes alunos, um deles (4%) apresentou
uma resposta considerada parcialmente correta e o outro uma resposta incorreta, como revela a

Figura 28:

Figura 28. Representacdo parcialmente correta e incorreta do simétrico do cubo obtido anteriormente
relativamente ao plano yOz, respetivamente, pelos alunos A4 e A16 (Pa, 18-01).
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A construcao considerada parcialmente correta deveu-se por o aluno trocar o eixo Oy com
0 eixo 0z, enquanto a construcado considerada incorreta o aluno considerou um plano de simetria
que nao coincide com o plano yOz.

Quanto a resolucao do item em analise com o GeoGebra, constata-se que a maior parte dos

alunos a efetuou corretamente (59%), como ilustra a construcao efetuada pelo par P8:

Figura 29: Representac&o correta do simétrico do cubo obtido anteriormente relativamente ao plano yOz,
pelo par P8 (G,18-01).

Dos restantes alunos, trés (11%) ndo efetuaram qualquer representacao e quatro pares de
alunos (30%) desenharam incorretamente o simétrico do cubo obtido relativamente ao plano yOz,

como ilustra a construcdo efetuada pelo par P3:

Figura 30: Representacéo incorreta do simétrico do cubo obtido anteriormente relativamente ao plano yOz,
pelo par P3 (G,18-01).

Sintese. Na analise do raciocinio espacial dos alunos contemplado na resolucéo dos itens
da tarefa proposta no estudo de ‘Referenciais e coordenadas no espaco’, atendeu-se aos quatro
tipos de raciocinio envolvidos no pensamento de geometria 3D. Verifica-se que a maior parte dos
alunos foi capaz de construir e representar o referencial espacial, os planos coordenados e um
cubo, usando a perspetiva como técnica, com base na sua visdo ortogonal, usando o GeoGebra,
enquanto que com ‘papel e lapis’ quase metade da turma fez a representacdo do cubo,

correspondendo ao primeiro tipo de raciocinio, isto &, ‘Representar objetos 3D’ (Tabela 11).
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Tabela 11. Frequéncia dos tipos de raciocinio geométrico dos alunos na resolucao da Tarefa 1.

GeoGebra Papel e lapis

1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8
Representar objetos 25 - 256 - - - - - - 24 13 - - - - -
3D
Estruturacéo - - - - 25 - - - - - - = 2T - - -
espacial
Conceitualizacdo - - - - - - 23 16 - - - - - - 11 3
Medicao - - - - - - - - - - - - - 26 - -

Neste tipo de raciocinio geométrico, esta presente a abstracao percetual, pois os alunos
reconhecem as propriedades basicas, quer do espaco criado pela intersecdo dos planos
coordenados, quer do cubo. Também esta presente a internalizacéo, outra fase da abstracao, pois
os alunos representam esses planos e o cubo com base nas suas propriedades basicas o que
conduz a visualizacdo em todo o seu sentido. Pode-se referir a presenca da capacidade de
visualizacao e de analise, visto que a maior parte dos alunos reconhece o sélido e as suas
propriedades.

Relativamente a estruturacdo espacial de um objeto, quase todos os alunos representou
com o GeoGebra o plano que contém duas diagonais faciais paralelas, embora ndo tenham
representado a seccao que resulta da sua interseccao com o cubo, o que se pode explicar devido
ao ainda fragil conhecimento do GeoGebra. As coordenadas dos octantes sdo indicadas de formas
correta e parcialmente correta pela maior parte dos alunos, pois identificaram os componentes do
espaco criado pela intersecao dos planos coordenados, assim como a indicacao das coordenadas
dos vértices do cubo. Tal desempenho reforca que a visualizacdo, patenteada na representacao
3D, foi conseguida. Neste nivel de raciocinio mantém-se a abstracao percetual e a internalizacao,
mas surge a interiorizacdo, uma vez que esta desvincula o objeto do seu conceito original,
permitindo operar, imaginar e projeta-lo noutro objeto ou noutra situacao nova, como & o caso de
reconhecer o sinal das coordenadas dos octantes e as coordenadas dos veértices do cubo.

A conceitualizacao verifica-se porque os alunos, além de reconhecerem a forma 3D dos
objetos, reconhecem as suas propriedades, o que se traduz no desenho no referencial espacial do
simétrico do cubo dado, relativamente ao plano xOYy. Este desenho foi concretizado com ‘papel e
lapis’ por 41% dos alunos e por 78% com o GeoGebra. Tal desenho implica ter presente o conceito
de simetria, o conceito de plano, as propriedades do cubo, relacionar esses conceitos com as
faces do soélido e dominar a técnica de representacao. Estes conceitos estdo presentes na
resolucdo dos itens ‘Desenhar o simétrico do cubo [ABCDEFGH | relativamente ao plano x0y’
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e ‘Desenhar o simétrico do cubo obtido na alinea anterior, relativamente ao plano y0Oz' e neste
caso, tal foi conseguido por 7% e 59% dos alunos, com ‘papel e lapis’ e com o GeoGebra,
respetivamente.

Na questao ‘Determinar o perimetro da seccao que resulta da intersecao do plano que
contém duas diagonais faciais paralelas com o cubo [ABCDEFGH]', encontra-se presente a
medicao, evidenciada por 96% dos alunos na determinacéo do perimetro da seccao. Estes alunos
resolveram corretamente a questao, analiticamente, com ‘papel e lapis’, sem necessidade de
representarem a secc¢ao, o que indica que a visualizacao da seccao produzida pela interseccao do
plano que contém duas diagonais faciais com o cubo esta implicitamente atingida. Analisando o
pensamento geomeétrico, do ponto e vista da teoria da abstracao, verifica-se o 2.° nivel de
interiorizacdo, porque a abstracao permite que se realizem operacdes sobre os objetos sem ser
preciso representa-los e podem ser utilizados simbolos para os substituir. Tal foi 0 caso da
determinacdo do perimetro da seccao produzida no cubo por um plano que contenha duas
diagonais faciais. Embora varios estudantes tenham representado a seccao, muitos ndo o fizeram,
tendo determinado corretamente o seu perimetro, do que se infere que dominam as fases de

abstracao percetual e da internalizacao, prévias da interiorizacao.

3.1.3. Resolucao de problemas (envolvendo conjuntos de pontos do espaco)

Uma vez lecionadas as primeiras quatro aulas e prosseguindo a sequéncia de dominios de
conteldos previstos no programa do 10.° ano, surge a resolucédo de problemas em que se procura
aplicar conhecimentos e procedimentos estudados, até ao momento, relativos as nocoes de

geometria analitica do espaco adquiridas pelos alunos.

Tarefa 1: Exploracao de um prisma
De um prisma quadrangular regular [ABCDEFGH] de altura 8, conhecem-
se trés vértices da base: A(2,—1,0), B(2,3,0) e C(—2,3,0).
1. Identificar, no referencial ortonormado do espaco, os pontos A,B e C.
Determinar as coordenadas dos restantes vértices e nomea-los.
2. Definir analiticamente:
2.1 0 plano que contém a face [EFGH] do prisma;
2.2 Aaresta [FB];
2.3 0 plano mediador da aresta [FB];
2.4 0O plano mediador do segmento de reta [AG]; v
2.5 A semirreta FG; v
2.6 0 conjunto de pontos do espaco cuja distancia ao ponto A é igual a 4.
3. Efetuar a representacédo do prisma e verificar os resultados que obteve em 2 no GeoGebra.

o tosnammnafo

Apds a leitura da tarefa por um aluno, gerou-se o seguinte dialogo em torno do significado

de prisma quadrangular regular (Gv, 25-01):
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Professor: O que é um prisma quadrangular regular?

Francisco: E um prisma cuja base é um quadrado.

Professor: Esta resposta ¢ suficiente?

Sandra:  Nao, falta dizer o que significa regular.

Manuel:  Tem lados paralelos iguais.

Professor: Bem, as bases podem ser paralelas e o prisma nao ser regular. Entdo o
que é que tem que acontecer?

Marco: As faces laterais tém que ser perpendiculares as bases.

Professor: Correto, entdo um prisma quadrangular regular tera a base na forma de um
quadrado e as faces laterais iguais, por serem perpendiculares a base.

Num momento inicial, os alunos resolveram a tarefa com ‘papel e lapis’ e, posteriormente,
recorreram ao GeoGebra para representar o prisma segundo as condicdes dadas na tarefa e
verificar os resultados obtidos. Da analise das resolucdes dos alunos pelos dois meios a que
recorreram, constata-se que o seu desempenho € aproximadamente 0 mesmo nesses meios
(Tabela 12).

Tabela 12: Frequéncia das respostas dos alunos aos itens da Tarefa 1 (n = 23).

Papel e lapis GeoGebra
ltens C PC 1 NR C PC I NR
Identificar as coordenadas dos vértices do prisma. 6 7 - - 23 - - -
Definir analiticamente o plano que contém a face
[EFGH] do prisma. 21 2 - - B - - 4
Definir analiticamente a aresta [FB]. 18 5 - - - - - -
Definir analiticamente o plano mediador da aresta 03 _ o~ 17 - - 6
[FB].

Definir analiticamente o plano mediador do 19 3 1 ~ 17 - - 6

segmento de reta [AG]. '
Definir analiticamente a semirreta FG. 11 11 1 - - - - =
Definir analiticamente o conjunto de pontos do

. 2 2 - 1 21 - - 2
espaco cuja distancia ao ponto A ¢ igual a 4.

Na resolucao com ‘papel e lapis’, relativamente ao item ‘ldentificar as coordenadas dos
vértices do prisma’, os alunos revelam capacidade de visualizacao e de analise das caracteristicas
deste solido. Os alunos cuja representacdo € parcialmente correta (30%) cometem lapsos na
identificacao das coordenadas de alguns vértices, tal como exemplifica a resposta do aluno A2

(Pa, 25-01):

ESME B MUY BN M A0 R P NI S B TR
111 BTG 38 1000, 2,81 HLl2E3R) ]

Figura 31. Indicacao parcialmente correta de coordenadas dos vértices do prisma (A2).
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0 aluno A2 engana-se na identificacdo das ordenadas dos pontos D e H, indicando —3 em
vez de —1, revelando falta de capacidade critica de verificar que a representacao desses pontos
faria com que a sua posicao comprometesse a representacao do solido.

Quanto ao item ‘Definir analiticamente o plano que contém a face [EFGH] do prisma’,
somente dois alunos (9%) nao apresentam uma resposta totalmente correta por se preocuparem
com a representacdo da face [EFGH] em detrimento do plano que a contém, conforme ilustra a

resposta do aluno A6 (Pa, 25-01):

y AN N A: L»
= S SCCrianai

Figura 32. Representacéo parcialmente correta do plano que contém a face [EFGH] do prisma (A6).

Ja na definicao analitica da aresta [FB], alguns alunos (22%) apresentam as condicdes que
traduzem a reta FB em vez do segmento de reta, resposta considerada parcialmente correta,

conforme ilustra a resposta do aluno A20 (Pa, 25-01):
Figura 33. Representacéo parcialmente correta da aresta [FB] do prisma (A20).

Relativamente ao item ‘Definir analiticamente o plano mediador da aresta [FB]’, todos os

alunos respondem corretamente, como explicita a resposta do aluno A11 (Figura 34).

Figura 34. Representacéo correta do plano mediador da aresta [FB], feita pelo aluno Al1 (Pa,25-01).

Os alunos utilizaram a definicdo e realizaram a deducao formal do plano mediador. Usando
a capacidade de visualizacdo e analise, diversos alunos indicaram a equacao z = 4, sem a
deduzirem, porque a aresta [FB] ¢ vertical, o que faz com que o plano requerido seja paralelo ao
plano de projecao x0Oy, passando no seu ponto médio.

Para ‘Definir analiticamente o plano mediador do segmento de reta [AG]’, nem todos os
alunos revelam que aplicaram a definicdo de plano mediador de um segmento de reta. Um aluno
(A10) apresenta a expressdo que define o plano mediador, mas sem ter apresentado 0s passos

de deducao da expressao (Pa,25-01):
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Figura 35. Representacéo incorreta do plano mediador da aresta [AG] (A10).

0 mesmo ja nao acontece com outras respostas com erros de sinais, mas que ilustram a
aplicacdo de tal definicao, razdo pela qual foram consideradas parcialmente corretas (11%). Tais
erros derivam da simplificacao da expressado que resulta da condicdo que define esse plano, como

exemplifica a resolucao do aluno A1l (Pa,25-01):

T T !1 | ! = ll ]
24 (x!=2) 1% (%m)z (0--051 = (x4 zlr) 1 ﬁ'\/- V& (R=8)"¢=> | |
= = ¢ ) e i = ] S 7 BN
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Figura 36. Representacédo parcialmente correta do plano mediador da aresta [AG] (A11).

A maior parte dos alunos (83%) aplicou corretamente a condicao que resulta da definicao
de plano mediador de um segmento de reta e obteve a equacédo esperada, como mostra a

resolucao do aluno A2 (Pa,25-01):

Figura 37: Representacéo correta do plano mediador da aresta [AG] (A2).

No item relativo a definicdo analitica da semirreta FG, 48% responde correctamente, 48%
responde parcialmente correto e 4% (um aluno) responde incorretamente. A resposta incorreta é

a seguinte (Pa,25-01),

Figura 38: Resposta incorreta relativamente a definicao da semirreta FG (A11).

Embora a resposta esteja formalmente correta, considerei-a incorreta porque existem
carateres rasurados, feitos contra as orientacdes do professor, segundo as quais os alunos nao

deveriam rasurar quaisquer respostas, mas escrever a frente a resposta correta com a devida
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justificacao. Este procedimento do aluno faz pressupor que, quando teve conhecimento da
resposta correta, a escreveu a frente da anterior, que procurou eliminar.
As respostas parcialmente corretas prendem-se com a escrita incompleta da condicéo, tal

como se mostra através da resposta do aluno A24 (Pa,25-01).

Figura 39. Resposta parcialmente correta, do aluno A24, relativamente a definicao da semirreta FG.

Num primeiro momento o aluno escreveu a terceira condicao corretamente, x < 2, mas
em seguida colocou a condicao incorrecta x = 2, tendo procurado apagar a anterior.

Por fim, na definicdo analitica do conjunto de pontos do espaco cuja distancia ao ponto A
¢ igual a 4, a maioria dos alunos (87%) identificou-o como sendo uma superficie esférica de centro
nesse ponto e com este raio. Dos restantes alunos, dois (9%) apresentaram uma resposta
parcialmente correta por um deles (A18) definir a condicdo que traduz uma esfera e o outro (A15)
por, embora aplique bem a condicdo que define uma superficie esférica, traduzir erradamente a

expressao que obtém (Figura 40), (Pa,25-01).

Figura 40: Respostas parcialmente corretas na definicdo do conjunto de pontos do espaco cuja distancia ao
ponto A é igual a 4 (A18 e Al5).

Apds a concretizacdo da tarefa com ‘papel e lapis’, os alunos resolveram a tarefa em pares
com o recurso ao GeoGebra. A maioria dos alunos conseguiu responder a todos os itens da tarefa
solicitados (74%), tal como ilustra a seguinte representacéo efetuada pelo par de alunos P4 (G,25-

01):



Figura 41: Representacgéo, pelo par P4, dos itens da Tarefa 1 com recurso ao GeoGebra.

Analisando item a item da tarefa, no que diz respeito a representacao dos pontos A,B e C
e a identificacdo das coordenadas dos restantes vértices, todos os alunos as concretizaram. Ja na
definicdo analitica do plano que contém a face [EFGH] do prisma, a maior parte dos alunos (83%)
representou-o e, mediante o feedback do GeoGebra, obteve a sua equacdo. O mesmo ja néo
aconteceu com a verificacao analitica da aresta [FB]. Embora o GeoGebra tenha facilidade de a
representar, apenas permite verificar o seu comprimento.

O plano mediador da aresta [FB] e o plano mediador do segmento de reta [AG] foram
representados por 74% dos alunos, o que permitiu a sua verificacdo analitica. Os restantes alunos
(26%) nao realizaram esta verificacdo. Averiguar a representacio analitica da semirreta FG
também nao foi possivel realizar no GeoGebra por este software apresentar a sua equacao vetorial,
topico ainda nao estudado .

O conjunto de pontos do espaco que representam uma superficie esférica com centro no
ponto A e raio igual a 4 foi verificado por 91% dos alunos, enquanto os restantes no a realizaram.

O par de alunos P7 resolveu apenas a primeira questao (G,25-01), conforme a Figura 42.

Figura 42: Um par de alunos resolveu apenas a primeira questao: ‘Identificar, no referencial ortonormado
do espaco, os pontos A, B e C, determinar as coordenadas dos restantes vértices e nomea-los’.

Apds a concretizacao da tarefa que incidia sobre a ‘exploracao de um prisma’, seguiu-se a
exploracao da equacao cartesiana de uma superficie esférica com a finalidade de consolidar o

topico em estudo (Tarefa 2).
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Tarefa 2: Exploracao da equacao cartesiana de uma superficie esférica
Considere a superficie esférica definida pela seguinte equacéo:
x2+2x+y?—8y+2z2—-42z-3=0
1. Indique o centro, C, e o raio da superficie esférica.
2. Determine a interseccao da superficie esférica com cada um dos seguintes conjuntos de pontos:
a) Eixo Oy;
b) Plano de equacdo x = —1;
c) Plano de equacdo z = 4;
3. Apresente a equacao de um plano paralelo ao plano xOy, tangente a superficie esférica.
Verifique que o ponto A(—3,0,0) pertence a superficie esférica.
5. Determine a inequacao reduzida da esfera de centro A e raio AC.

&

Esta tarefa teve como objetivo consolidar conhecimentos sobre a superficie esférica e sobre
a esfera e determinar a interseccéo entre a esfera, uma reta e um plano no espaco. Os alunos
poderiam resolvé-la analiticamente, ou com o GeoGebra, ou através de ambos 0s processos.

Da analise das respostas dos alunos, constata-se que o seu desempenho na resolucédo das
diversas questées vai decrescendo, como se observa na Tabela 8. E de salientar que os alunos
resolveram a tarefa com ‘papel e lapis’ e, posteriormente, com o GeoGebra, em jeito de

confirmacao, mas por iniciativa propria (Tabela 13).

Tabela 13: Frequéncia das respostas dos alunos aos itens da Tarefa 2 (n = 23).

Papel e lapis GeoGebra
ltens C PC 1 NR C PC | NR
Indicar o centro e o raio da superficie esférica 21 2 - - 17 2 - 4
Interseccao da superficie esférica com:

a) Eixo Oy; 4 7 1 1 17 - - 6
d) Plano de equacdo x = —1; 6 5 3 9 11 - - 12
e) Plano de equacéo z = 4; 6 1 1 15 9 - - 14
Definir a equacao do plano paralelo ao plano
. . . 2 - 1 20 - - _ -
x0y, tangente a superficie esférica
Ver|f|c?r. que, 9 ponto A(—3,0,0) pertence a Y > _ 21
superficie esférica
Determinar a inequacdo reduzida da esfera de 1 o~ o L ~

centro A e raio AC.

Relativamente a indicacao das coordenadas do centro da superficie esférica e da medida
do seu raio com ‘papel e lapis’, a maioria dos alunos (91%) conseguiu efetua-la corretamente. Os
restantes dois alunos (9%), embora apresentem um raciocinio correto, apresentam resolucdes
consideradas parcialmente corretas porgue nao indicam as coordenadas do centro e a medida do

raio da superficie esférica, conforme ilustra a resposta do aluno A4 (Pa,25-01):
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Figura 43: Resolucao parcialmente correta relativamente a indicacdo das coordenadas do centro e da
medida do raio da superficie esférica (A4).

Quanto ao item relativo & determinacéo da interseccao da superficie esférica com o eixo Oy
do sistema de eixos tridimensional, a maior parte dos alunos respondeu corretamente (61%). Entre
os restantes alunos, sobressai a resposta considerada parcialmente correta (31%) em relacéo as
incorretas (4%) e a auséncia de resposta (4%). As respostas parcialmente corretas, como a que
exemplifica a dada pelo aluno Al (Figura 44), deveram-se por ilustrar a determinacdo adequada
da ordenada dos pontos de interseccao sem indicar a abcissa e a cota, pelo que a localizacao

espacial dos pontos néo fica definida (Pa,25-01).

Figura 44: Resposta parcialmente correta na determinacéo da interseccdo da superficie esférica com o eixo
Oy (Al).

Quanto a resposta considerada incorreta, o aluno (A14) escreve a condicao que representa

a superficie esférica sem apresentar a condicao que representa o eixo Oy(Pa,25-01):

Figura 45: Resposta incorreta na determinacéo da interseccao da superficie esférica com o eixo Oy (Al4).

Na determinacao do conjunto de pontos que resultam da interseccao da superficie esférica
com o plano de equacdo x = —1, prevalece a percentagem de alunos que ndo realizou qualquer
resposta (39%). Dos restantes, 26% dos alunos responderam corretamente, 22% responderam de

forma parcialmente correta e 13% de forma incorreta. Os que apresentam uma resposta
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parcialmente correta conciliam a equacao da superficie esférica com a equacdo do plano x =
—1 mas nado apresentam uma resposta concreta a questdo formulada, como expressa a resposta

do aluno A5 (Pa,25-01):

Figura 46: Resposta parcialmente correta na determinacéo da interseccdo da superficie esférica com o
plano de equacdo x = —1 (Ab).

Das trés respostas consideradas incorretas, destacam-se duas que resultam de

procedimentos distintos efetuados pelos alunos A7 e A15, como ilustra a Figura 47.

Figura 47: Respostas incorretas na determinacao da interseccao da superficie esférica com o plano de
equacdo x = —1, dadas pelos alunos A7 e A15, respetivamente (Pa,25-01).

A intersecao da superficie esférica com o plano de equacdo x = —1 & uma circunferéncia
que fica definida através da indicacdo do seu centro e do seu raio. O aluno A7 nao respondeu a
questdo, tendo-se limitado a apresentar as suas condicdes iniciais, e o0 aluno A15 apresentou uma
resolucdo sem nexo ndo tendo chegado a qualquer conclusdo com sentido.

Quanto a determinacao da interseccao da superficie esférica com o plano de equacéo z =
4, a maioria dos alunos (66%) nao apresentou qualquer resposta, enquanto 26% dos alunos
responderam corretamente, 4% responderam de forma parcialmente correta e 4% de forma
incorreta. Na resposta parcialmente correta, o aluno (A5) concilia a equacdo da superficie esférica

com a equacao do plano z = 4, mas nao responde a questao formulada (Pa, 25-01):

Figura 48: Resposta parcialmente correta na determinacéo da interseccao da superficie esférica com o
plano de equacédo z = 4 (AD).
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Ja na resposta incorreta, embora o aluno procure determinar a interseccéo entre a superficie
esférica e o plano z = 4, aplica erradamente a lei do anulamento do produto sem ter a expressao

fatorizada, como explicita a seguinte figura (Pa,25-01):

Figura 49: Resposta incorreta na determinacao da interseccdo da superficie esférica com o plano de
equacdo z = 4 (Al5).

Relativamente ao item da determinacao da equacao de um plano paralelo ao plano xOy
tangente a superficie esférica, também se verifica que a maior parte dos alunos nao apresentou
qualquer resposta (87%). Somente dois alunos (9%) apresentaram uma resposta correta, enquanto
a resposta do aluno em falta (A21) foi considerada incorreta (4%) por apresentar uma condicao

que, embora traduza um plano paralelo ao plano xOy, néo é tangente a superficie esférica (Pa,25-

01):

Figura 50: Resposta incorreta na determinacdo da equacao de um plano paralelo ao plano xOy tangente
a superficie esférica (A21).

S6 o par P2 resolveu no GeoGebra a questéo ‘Verifique que o ponto A(—3,0,0) pertence
a superficie esférica’ e relativamente a resolucao analitica, apenas o aluno Al9 verificou
analiticamente, de forma correta, que o ponto A(—3,0,0) pertencia a superficie esférica (Pa,25-

01).

Figura 51. Verificacdo analiticamente correta feita pelo aluno A19, de que o ponto A (-3,0,0) pertence a
superficie esférica.

A Ultima questdo, ‘determinar a inequacao reduzida da esfera de centro A e raio AC’, foi

respondida analiticamente pelo aluno A19, de forma parcialmente correta, conforme se mostra na

Figura 52 (Pa,25-01):
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Figura 52. Resolucao parcialmente correta do aluno A19, a questdo ‘Determine a inequacéo reduzida da
esfera de centro A e raio AC.

A resposta é considerada parcialmente correta porque o aluno Al9 indicou a equacdo
reduzida da esfera e ndo a sua inequacao.

A medida que os alunos foram resolvendo analiticamente as questées das tarefas, foram
confirmando e experimentando a resolucdo com o GeoGebra. O par de alunos P2 efetuou
corretamente a representacado de todas os itens da Tarefa 2 no GeoGebra, conforme se pode

observar na Figura 53 (G,25-01).

Figura 53: Representacdo, pelo par P2, de todos os itens da Tarefa 2, no GeoGebra.

Relativamente a verificacao das coordenadas do centro, C, e da medida do raio da superficie
esférica com o GeoGebra, a maioria dos alunos (73%) conseguiu concretiza-la corretamente,
enquanto dois alunos do par P13 (9%) apresentaram verificacdes parcialmente corretas, conforme

se ilustra na Figura 54 e 17% nao realizaram qualquer verificacao (G,25-01).

Figura 54: Verificacdo parcialmente correta do centro/ raio da superficie esférica com o GeoGebra (P13).

O par de alunos P13 representou o centro da esfera corretamente, C(—1,4,2), mas o raio
r = 3 estava incorreto, uma vez que o seu valor correto é 2+/6.

Relativamente a determinacéo da intersec¢éo da superficie esférica com o eixo Oy, houve
74% de verificacoes corretas e 26% nao responderam. Na determinacdo da interseccdo da
superficie esférica com o plano de equacdo x = —1, 48% dos alunos verificaram corretamente e
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52% nao realizaram qualquer resposta. Quanto a determinacdo da interseccdo da superficie
esférica com o plano de equacéo z = 4, 39% dos alunos efectuaram a verificacdo correta e 61%
nao realizaram qualquer resposta. Finalmente, um par de alunos verificou com o GeoGebra, de
forma correta, que o ponto A(—3,0,0) pertencia a superficie esférica.

Esta tarefa ndo era particularmente destinada a ser resolvida pelos alunos com o GeoGebra,
mas sobretudo a praticar conceitos anteriormente apreendidos, deixando a liberdade de
verificarem a solucdo analitica que eventualmente encontrassem. Verificou-se que os alunos
privilegiaram a solucao analitica, mas uma parte significativa realizou também verificacées com o
GeoGebra.

Em jeito de sintese, para avaliar o raciocinio geométrico dos alunos na resolucéo das duas
tarefas adotei os quatro tipos de raciocinio envolvidos no pensamento de geometria 3D de Pittalis
e Christou (2010), que consistem em: (i) representar objetos 3D; (ii) estruturacao espacial; (i)

conceitualizacao; e (iv) medicao (Tabela 14).

Tabela 14: Frequéncia dos tipos de raciocinio geométrico dos alunos na resolucao da Tarefa 1 e Tarefa 2.

Tarefa 1 Tarefa 2
Papel e lapis GeoGebra Papel e lapis GeoGebra
Representar objetos 3D 16 23 21 17
Estruturacao espacial 18 17 6 9
Conceitualizacao 11 - 1 2
Medicao 20 21 - -

A maioria dos alunos revela capacidade de representar ‘objetos 3D’, o prisma e a superficie
esférica, quer com ‘papel e lapis’ quer com o GeoGebra. Analiticamente, os alunos nao desenham
0 objeto, mas as suas respostas, corretas e parcialmente corretas, denotam capacidade de
visualizacéo e de analise dos solidos representados.

Relativamente a estruturacao espacial de um objeto geométrico, a representacdo de um
prisma quadrangular regular e de uma esfera foi mais conseguida analiticamente do que com o
GeoGebra, 0 que se explica pelo ainda fragil conhecimento das novas potencialidades do GeoGebra
na sua aplicacéo a resolucao das atividades propostas e do insuficiente dominio do programa de
software. Nessas representacdes, os alunos que as efetuaram adequadamente identificaram os
componentes dos solidos e combinaram-nos com 0s elementos necessarios.

Nos dois primeiros tipos de raciocinio geomeétrico, ‘representar objetos 3D’ e ‘estruturacéo
espacial’, emergem a abstracao percetual na identificacao de propriedades basicas dos solidos e

a internalizacdo que se traduz nas respetivas representacdes com base em tais propriedades.
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O terceiro tipo de raciocinio geométrico abordado trata-se da conceitualizacdo, que resulta
do reconhecimento da forma 3D dos objetos, das suas propriedades: na Tarefa 1, definir
analiticamente a semirreta FG, uma situacao nova, implica ter presente o conceito de reta no
espaco, o conceito de plano no espaco, as propriedades do prisma e relacionar esses conceitos
com as propriedades da semirreta; ou se os alunos deduzem as equacOes pretendidas através
das definicoes; na Tarefa 2, representar a intersecao da superficie esférica com uma reta e um
plano, o que implica o reconhecimento das propriedades da esfera e da reta e dos planos,
relacionar os diversos elementos visualizando os entes geométricos resultantes das intersecoes e
determinando as equacdes que 0s representam.

No item ‘Definir analiticamente o plano mediador da aresta [FB]’, da Tarefa 1, todos os
alunos responderam corretamente, alguns seguindo a deducéo formal, outros, informalmente. A
deducéo formal implica o conhecimento do plano mediador, as suas propriedades, a sua definicao,
0 conhecimento do prisma e das suas propriedades e a interligacao dos dois tendo como foco a
aresta [FB]. Estao assim presentes as quatro fases de pensamento geométrico dos alunos. No
caso dos alunos que utilizaram a deducao informal, passa-se 0 mesmo, embora nao seja deduzida
a sua equacao, que nao é necessaria para chegar a resposta correta. Neste caso, os alunos
relacionam o plano mediador com um plano paralelo ao plano xOy que passa no ponto médio do
segmento de reta [FB], o que também pressupée o conhecimento do sélido e das suas
propriedades, do plano mediador e das suas propriedades e da sua interacao.

Segundo a teoria da abstracdo, a interiorizacdo predomina neste tipo de raciocinio
geometrico (conceitualizacao), uma vez que a abstracao desvincula o objeto do seu conceito

original, permitindo operar, imaginar e projeta-lo noutro objeto ou noutra situacao nova.

3.2. Avaliacao do ensino ministrado

A avaliacdo do ensino ministrado resulta ao nivel das atitudes, que designo por percecdes,
e ao nivel dos conhecimentos revelados pelos alunos. Para avaliar as atitudes dos alunos face a
sua aprendizagem durante a minha intervencao pedagogica recorri a informacao recolhida a partir
de questdes aula, as quais os alunos responderam no final das aulas, e de um questionario, que
foi respondido no final da intervencdo pedagogica. Para avaliar os conhecimentos recorri as
respostas que os alunos deram a questdes teste, que integraram os testes que avaliaram as

aprendizagens dos alunos.
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3.2.1. Conhecimento de topicos de Geometria Analitica no Espaco

Na escola onde realizei a minha intervencéo pedagogica €, por um lado, politica regular do
Departamento de Matematica que os testes ministrados aos alunos incluam toda a matéria
lecionada desde o inicio do ano. Por outro lado, sendo a Geometria Analitica no Espaco uma parte
da Geometria que é lecionada no 10.° ano de escolaridade, ndo houve lugar a um teste que
incidisse sobre todos os tépicos programaticos deste dominio. As questdes teste de 01-02, de 01-
03 e de 15-03 permitem complementar a avaliacdo sobre a progressdo dos alunos quanto a
evolucdo do raciocinio geométrico 3D. Dado o numero significativo de alunos da turma, as
dimensdes reduzidas das salas e a plena ocupacdo da Escola, sdo feitas duas versdes em cada

teste de avaliacao.

A questao teste de 01-02. O teste a que diz respeito esta questao tem duas versoes e as

respostas analisadas em seguida correspondem a Versédo 1 (Qt, 01-02).

3. Nafigura ao lado esta representado, em referencial 0.n. Oxyz, o cubo [ABCDEFGH], de aresta
4. O ponto O ¢ o centro da face [AFED], que esta contida no plano
x0z; as outras faces estdo contidas em planos paralelos aos planos
coordenados.

3.1. Indica as coordenadas dos vértices B e E e do centro da
face[ABCD].
3.2. Define analiticamente:
3.2.1. Aaresta [CH];
3.2.2. Asemirreta DA;
3.2.3. Areta de intersecao dos planos mediadores das arestas [EH] e [BG];
3.3. Usa letras da figura para identificar o conjunto dos pontos definido por:
331, x=2ANz=-2
332, x=-2AN0<y<4 AN-2<z<2

Apresenta-se na Tabela 15 a quantificacdo das respostas corretas (C), parcialmente corretas

(PC), incorretas (I) e ndo realizadas (NR) desta questao.

Tabela 15. Distribuicdo das respostas dadas pelos alunos a questao teste de 01-03 (n = 24).

Questdes C PC | NR
3.1. Coordenadas dos vértices B, E e do centro da face 16 5 1 2
3.2.1. Aresta [CH] 12 6 1 5
3.2.2. Semirreta DA 13 8 1 2
3.2.3. Reta de intersecao dos planos mediadores 7 10 3 4
3.3.1.Conjunto de pontos definidos por x =2 Az = -2 6 9 8 1
3.3.2. Conjunto de pontos definidos por x = —2A0<y<4A —2<z<2 5 11 5 3

Relativamente a indicacao das coordenadas dos vértices B e E e do centro da face [ABCD],
dos vinte e quatro alunos avaliados, um aluno (4%) apresentou uma resposta incorreta e cinco
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(21%) apresentaram uma resposta parcialmente correta. Exemplo deste tipo de respostas sao as

que foram dadas pelos alunos Al, A8 e Al1 (Qt, 01-02):
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Figura 55. Respostas parcialmente corretas dadas pelos alunos Al, A8 e All, respetivamente,
relativamente a indicacdo das coordenadas dos vértices B e E e do centro da face [ABCD].

Tais respostas foram consideradas parcialmente corretas, no caso do aluno Al, porque
apenas as ordenadas e as cotas dos pontos B e E estao corretas, e ndo assinalou as coordenadas
do centro da face; ja o aluno A8 indica erradamente as coordenadas do centro da base e em
relacdo aos pontos B e E apenas estdo corretas as suas cotas; e no caso do aluno Al1 sé estéo
corretas as ordenadas dos pontos B e E.

A resposta incorreta em relacao a indicacao das coordenadas dos vértices B e E e do centro
da face [ABCD] diz respeito a Versao 2 do teste de avaliacao, apresentada pelo aluno A19 (Qt,

01-02):
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Figura 56. Resposta incorreta do aluno A19, em relacao a indicacao das coordenadas dos vértices B e E
e do centro da face [ABCD]

A definicao analitica da aresta [CH] é apresentada parcialmente correta e incorreta pelos

alunos A4 e Ab, respetivamente, de acordo com a figura 57 (Qt, 01-02):
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Figura 57. Respostas parcialmente correta e incorreta, apresentadas pelos alunos A4 e A5, respetivamente,
em relacao a definicao analitica da aresta [CH].

0O aluno A4 representa a equacao, nao da aresta, mas da reta CH e falta indicar a condicao
que limita o intervalo de pontos [CH]; o aluno A5 apresenta como resposta, trés retas, pelo que

se considera a sua resposta incorreta.
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A definicao analitica da semirreta DA é apresentada parcialmente correta e incorreta pelos

alunos A5 e A2, respetivamente, de acordo com a seguinte figura 58 (Qt, 01-02):

2R = O A8 =9 /\k\y e

I

[ . 3 | B0l | |
392) o mmunade DA |- 3R A%b A ""’-‘35"”}

Figura 58. Definicdo analitica da semirreta DA é apresentada parcialmente correta e incorreta pelos
alunos A5 e A2, respetivamente.

Considera-se parcialmente correta a resposta do aluno A5 porque define a reta, mas néo
acrescenta corretamente a condicao que transforma a reta numa semirreta; quanto ao aluno A2,

ndo consegue definir a reta DA, nem a condicdo que a limita e transforma numa semirreta.

A definicdo analitica da reta de intersecao dos planos mediadores das arestas [EH] e [BG],

¢ respondida de forma parcialmente correta e incorreta pelos alunos A4 e Al1, respetivamente:

2.2.3) Plome ovedindod de CEHT <y - R
Pome rmedinden) de | TBEI: X 43

R: qu L‘J inlens @ \J 4 A A =i

BAD C_LH] s &= 120 A y=2 N %=0
(6l = ysu A2%0

Figura 59. Definicao analitica da reta de intersecdo dos planos mediadores das arestas [EH] e [BG],
respondida de forma parcialmente correta e incorreta pelos alunos A4 e A1l (Qt, 01-02).

A solucao correta seria x = 0 Ay = 2, por isso, no caso do aluno A4 se considerou a sua
resposta parcialmente correta, pois uma das condicOes esta correta e apresenta as duas condicdes
necessarias a definicdo de uma reta.

Em relacdo a identificacdo do conjunto de pontos definidos por x = 2 Az = —2, pode
observar-se na figura seguinte a resposta parcialmente correta e incorreta dos alunos A2 e A3,

respetivamente (Qt, 01-02):

3.3) 334 B awihk, |AB]]

3.3.14. rela Af

Figura 60. Resposta parcialmente correta e incorreta dos alunos A2 e A3, respetivamente, em relacéo a
identificacao do conjunto de pontos definidos porx = 2 A z = —2.

A condicdo x = 2 A z = —2 identifica a reta AB e nao a aresta [AB], pelo que a resposta

do aluno A2 foi considerada parcialmente correta.
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Relativamente & identificacdo do conjunto de pontos definidos pela condicdo x = =2 A0 <
y<4 AN—-2<1z<?2, apresenta-se uma resposta parcialmente correta e outra incorreta dos

alunos A10 e A8, respetivamente, na figura (Qt, 01-02):

33.2 poots F‘(:r,t'—:,u_

2 o JE: 0

Figura 61. Resposta parcialmente correta e outra incorreta dos alunos A10 e A8, respetivamente, relativamente a
identificacdo do conjunto de pontos definidos pela condiciox = =2 A 0 <y <4 A —2<z< 2.

A resposta correta seria a face [EFGH] e o aluno A10 nao associa a forma da face aos
vértices que indicou acertadamente, dai ter considerado parcialmente correta a sua resposta. O

aluno A8 apresentou como solucao o segmento de reta [FE], o que ndo esta correto.

A questao teste de 01-03. Esta questao teste tem duas versdes, muito semelhantes, pelo
que foram analisadas as respostas a Versao 1. O tempo previsto foi quinze minutos e participaram

apenas quinze alunos que precisavam de melhorar as suas classificacoes (Qt, 01-03).

1. Na figura esta representado, em referencial o.n. Oxyz, o paralelepipedo [ABCDEFGH]. O ponto
O ¢é a origem do referencial e pertence a aresta [CD]. O ponto /pertence a
aresta [AB] e ao eixo coordenado Ox. As faces [ABCD] e [CDHG] estao
contidas nos planos coordenados xOy e yOz respetivamente. As restantes

faces estao contidas em planos paralelos aos planos coordenados. -

Sabe-se que o ponto E tem coordenadas (2, -2, 3) e que Al = %ﬁ

1.1. Averigua se o ponto K (1, 3, 4) pertence ao plano mediador do segmento de reta [HB].
1.2. Define, por uma condicao, o plano paralelo ao plano xOz e que, ao intersetar o
paralelepipedo, o divide em dois sélidos iguais.
1.3. Define analiticamente
1.3.1. a superficie esférica de centro em A e que contém o ponto C;
1.3.2. um dos planos tangentes a superficie esférica e paralelo ao plano coordenado yOz.
1.4. Carateriza a regido do espaco resultante da intersecao da superficie esférica considerada na
alinea anterior com o plano EFG.

Apresenta-se na Tabela 16 a quantificacado das respostas corretas (C), parcialmente corretas
(PC), incorretas (I) e ndo realizadas (NR), desta questao.

Tabela 16. Frequéncia das respostas dadas pelos alunos a questéo teste de 01-03 (n = 15)

Questdes C PC | NR
1.1 o ponto K(1, 3, 4) pertence ao plano mediador do segmento de reta [HB]? 11 2 2 0
1.2 Definir por uma condi¢&o, o plano paralelo ao plano x0z. 7 4 4 0
1.3.1 Definir analiticamente a superficie esférica 6 8 1 0
1.3.2 Definir analiticamente um dos planos tangentes a superficie esférica. 2 8 1 4
1.4 Caraterizar a regiao do espaco 5 5 2 3
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Quatro respostas parcialmente corretas resultaram da primeira pergunta, ‘averigua se o
ponto K (1, 3, 4) pertence ao plano mediador do segmento de reta [HB]', apresentando-se as

resolucdes, dos alunos A4 e Ab, respetivamente (Qt, 01-03):

32, M=OENLL AL

Figura 62. Respostas parcialmente corretas, dos alunos A4 e A5, quanto a averiguar se o ponto K(1, 3, 4)
pertence ao plano mediador do segmento de reta [HB].

0 aluno A4 considerou o segmento de reta [AB] em vez do correto [HB], tendo obtido uma
resposta incorreta. J& o aluno A5, embora tenha acertado na resposta, enganou-se na
determinacao das coordenadas dos extremos do segmento de reta [HB]. No entanto, ambos os
alunos seguiram um raciocinio correto, o que determinou serem consideradas as duas respostas
como parcialmente corretas.

Os alunos Al1 e Al12 n&o estabeleceram as equacdes do plano mediador do segmento de
reta [HB], por esse motivo apresentam uma resposta incorreta, como ilustra a seguinte figura (Qt,

01-03):

—_— : Mo,

[l Nos Aol

Figura 63. Respostas incorretas apresentadas pelos alunos A11 e A12, quanto a averiguar se o ponto K(1,
3, 4) pertence ao plano mediador do segmento de reta [HB].

Mostra-se na Figura 64 uma resposta parcialmente correta e outra incorreta a questao
‘definir por uma condicao o plano paralelo ao plano x0z', executadas pelos alunos A7 e Al4,

respetivamente (Qt, 01-03).

Figura 64. Resposta parcialmente correta e outra incorreta a questdo de ‘definir por uma condicéo, o plano
paralelo ao plano x0z’, executadas pelos alunos A7 e Al4, respetivamente.
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A resposta do aluno A7 esta parcialmente correta porque indica a condicdo y = 1, que € a
resposta correta, conjugada com outras duas condicdes que alteram o seu significado, enquanto
a resposta do aluno A14 esta incorreta.

Definir analiticamente a superficie esférica é respondido de forma parcialmente correta
pelos alunos A2, A3, A5, Al1l e incorretamente pelo aluno A6, conforme se indica na Figura 65

(Qt, 01-03).

(Y 5o J

bl GG sl 1B ()15 17)
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e 2>}*(}}- v) ‘?54 7
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—_— e : salin
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Figura 65. Respostas parcialmente corretas dos alunos A2, A3, A5 e All e incorreta do aluno A6,
respetivamente.

O aluno A2 calculou erradamente o raio da superficie esférica; o aluno A3 definiu
analiticamente a esfera em vez da superficie esférica; o aluno A5 errou na determinacao das
coordenadas do ponto C o que conduziu a erros na determinacao do raio e na definicao da
equacao da superficie esférica; e o aluno All enganou-se na determinacdo do raio e nas
coordenadas do ponto A. Devido a estes fatores, os alunos A2, A3, A5 e All apresentaram

respostas consideradas parcialmente corretas.
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Para definir analiticamente um dos planos tangentes a superficie esférica e paralelo ao plano
coordenado y0z, os alunos A2 e A9 fizeram-no de forma parcialmente correta, enquanto o aluno

A11 definiu incorretamente o plano, conforme se expressa na Figura 66 (Qt, 01-03).

{:3:9) e = O

Ana
B Y Yt Wi  © ye YFVio p ya by

TINB-0OAOLecd

Figura 66. Definicdo parcialmente correta (A2, A9) e incorreta (A11) de um dos planos tangentes a
superficie esférica e paralelo ao plano coordenado yOz.

O aluno A2 indicou um plano paralelo ao plano coordenado y0Oz, enquanto o aluno A12
indicou os dois planos tangentes a superficie esférica, pelo que a sua resposta esta parcialmente
correta. Ja o aluno Al1 apresentou um segmento de reta como resposta incorreta.

Para caraterizarem a regido do espaco resultante da intersecdo da superficie esférica
considerada na alinea anterior com o plano EF G, apresentaram resolucdes parcialmente corretas
0s alunos A6, A12 e Al4, enquanto os alunos A5 e Al13 o fizeram incorretamente, conforme se

apresenta na Figura 67 (Qt, 01-03).

2 o0 ,v\,l
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em e azn 2
S
| A
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X;— u»_a
B3
|H2- (Y+
\ =
+ (U4 )
=2
o ) = |
RGGds ok da RNY = Q¢
D x
= —
Ly )
T € [ ssgeootto ZHRaYBO) £ po 2\ N iDvEsin, Lk

Figura 67. Resolucdes parcialmente corretas (A6, A12 e Al4) e incorretas (A5 e A13)
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Os alunos A6 e A12 promovem a intersecao entre a superficie esférica e o plano de equacdo

z = 3, embora o raio da superficie esférica ndo esteja bem determinado, seguem o raciocinio

correto para dar resposta a questao, enquanto os alunos Ab e A13 mostram nao dominar os

conceitos nem a visualizacao necessaria a resolucao da questao.

A questao teste de 15-03. Vinte e seis alunos participaram no teste e como nos casos

anteriores, esta questao teste tem duas versoes, pelo que foram analisadas as respostas a Versao

1, seguinte (Qt, 15-03):

[ABCDEFGH]. Sabe-se que:
e A(14,-7,4), B(16,—4,10),
e E pertence ao plano xQy;
o Avreta AE é definida pelo sistema de equacdes paramétricas

€(10,—6,13):

x =14 -3k
y=-=7+6kk€eR
z=4-2k

5.1. Determina as coordenadas do vértice E.
5.2. Escreve uma equacao vetorial que defina a aresta [BC].
5.3. Determina ”ﬁ - %R‘)”

5.4. 0 ponto C é ponto de intersecao das retas:
Ax=10A z=13 e x=10 A y=-6
B)x=—6A z=13 e y=13 A z=-6
Cz=13Ax=13 e z=10 A y=-6
Dy=—4Ax=13 e x=10A y=-6

5. Na figura esta representado, num determinado referencial o. n. Oxyz, um prisma quadrangular regular

Apresenta-se na Tabela 17 a quantificacdo das respostas corretas (C), parcialmente corretas

(PC), incorretas (I) e ndo realizadas (NR) desta questao.

Tabela 17. Frequéncia das respostas dadas pelos alunos a questéo teste de 15-03 (n = 27).

Questoes

C PC | NR
5.1. Determinar as coordenadas do vértice E 17 7 2 1
5.2. Escrever uma equacao vetorial que defina a aresta [BC] 11 15 0 1
5.3. Determinar ”ﬁ - %B_C:” 8 13 3 3
5.4. O ponto C é ponto de intersecao das retas 21 0 2 4

Sete respostas parcialmente corretas resultaram da primeira questdo ‘determina as

coordenadas do vértice E’, dos alunos A, A6, A7, A10, A12, A16 e A21, algumas com resolucao

semelhante, distinguindo-se as seguintes resolucdes (A5 e A16):

B3 AT el 3 4) ¢ (60 G € = (1,1, 1) fiad (35

Mlicy o B ) Eiey
"¢ B 21 -1 6l =k =y -

%% 4= B2 -, 13) 1 (6] =%, 10) @ 54 3) k£

{fely = (e -6, 3 K s, 7203, Ke R

Figura 68. Resolucdo parcialmente correta dos alunos A5 e A17
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0 aluno Ab estabelece a equacao vetorial da reta que contém o ponto E e atribui o valor 1
a k pelo que determina coordenadas erradas deste ponto, enquanto o aluno Al7 determinou
corretamente o valor de k, mas a resposta a que chegou encontra-se errada.

As respostas incorretas a questdo ‘determina as coordenadas do vértice E’, foram

apresentadas pelos alunos A19 e A27, respetivamente, de acordo com a figura seguinte:

5]
| |
k-1 4 (A 3, AN =1 =], N
| | &
()
L i =
B S.A EEEE
=g ! \
AE= bRt >~ L 13 6, Fd)
> \ '
A B (14 2]} L =i\l 4 =9)
{ A3 B =1L | L J' Yyl 3,6 1 )
j il a1
= ..J',l‘ '.-";/.

Figura 69. Resolucao incorreta dos alunos A19 e A27 (Qt, 15-03).

Relativamente a questao ‘escrever uma equacao vetorial que defina a aresta [BC]’, 15

alunos apresentam respostas parcialmente corretas, todas semelhantes as dos alunos A5 e Al6,

que se podem observar na Figura 70 (Qt, 15-03).

e L] TEmes
‘ "BC = ‘-T' \:b BC =(1({T,' ﬁ; ,l:}) 'Ll'\E! "l‘[l "lu) {=h B(i_ :(-6;3‘#1 3);

4@‘] '-»;[?(,??5\ =106, [‘) B I{F- 5)-2,3), KE R

Figura 70. Resolucdes parcialmente corretas representativas da questdo ‘escrever uma equacao vetorial
que defina a aresta [BC]' (A5 e Al6).

As resolucdes sao parcialmente corretas porque 0s alunos apresentaram a equacao vetorial

da reta BC, faltando indicar a condicdo que a define como o segmento de reta [BC].
Na determinacao de ”ﬁ - %B_C) ” apresentam-se resolucdes representativas

parcialmente corretas dos alunos A8 e A21, respetivamente, na figura seguinte (Qt, 15-03):

53 ';* 5.3>RCE (~¢-2 B)
P M be AR o Fal(8.5.0) el -900) - (2w, 2. 400] 0 o B
s [FA={Ac tAB
£(2,8,6) i £aln,5.0) L .
: AE=EFA =104 -19-¢H) 0-9): (6)-12}-4)
4] zlu,4,3) { ] L
AB=®-A: (16 16,-9-(-9),40-4)= (2,3
) = ) 1
':T,l FA= (1612, -1213,14146)3 1,2) ye| Af ke d
St ) Fa AF =K-8,9,-2)
) )
PR iy 8.19,-2)1 1} (-¢]-2 {.),‘\*c.[s/,‘}lw—. j“/‘("*," ‘4)
4 - » T i
R 57 [TAR[- & [B€1)=| [F3y90t [ 4y - 2511005 4 - 361
= & \ 2/l IN d 2

Figura 71. Resolucdes parcialmente corretas na determinacao de ”ﬁ — %B_é” (A8, A21).

0 aluno A8 seguiu um raciocinio correto, tendo determinado os vetores pretendidos, mas

ao efetuar as operacées com os vetores enganou-se nos calculos e foi conduzido a um resultado
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nao exato. O aluno A21 também seguiu um raciocinio correto, mas cometeram incorrecées no
processo que o conduziu a um resultado diferente.

Os alunos A13, A2 e A27, resolveram incorretamente a determinacao de ”ﬁ — %ﬁ”

conforme se apresenta na Figura 72 (Qt, 15-03).

5.3 AF s Af4AB

Ri=[B-h = (6, A0 =0 2.9 = (2,9, 3,
™ AR Al AP<BL

CRTEES
O (53,82 ¢,-0,3) 5 = £-R
[GAGY 3 2802 1(-B,-4,2) = (4444, 9}~ (46,4, 10)
g%(ﬁ‘w—§) :tcr%/'ﬁa

Figura 72. ResolucGes incorretas na determinacéo de ||ﬁ - %BT” (A13, A2 e A27).

Finalmente, o aluno A18 respondeu incorretamente a ultima questdo de escolha multipla
ao selecionar a opcao (B) (Qt, 15-03).
Sintese das questoes feste. Associada a andlise das resolucdes das questdes teste,

quantifica-se a evolucado que se verificou na avaliacdo em 3D do pensamento geométrico dos

alunos, durante o periodo em estudo, através dos dados apresentados na seguinte figura.

= Médias das classificagoes

15
13,1 13,6
12,3 I
10 T I T T
fev,01 mar,1 mar,15
Figura 73. Evolucao das classificacdes dos alunos as questdes teste no periodo em estudo.

As classificacdes dos alunos nas questdes teste sobre tdpicos de Geometria Analitica no
Espaco variam entre 11,2 e 13,6. Verifica-se que paulatinamente os alunos revelam uma ligeira
evolucao no seu desempenho nas trés primeiras questdes analisadas, o que sofreu uma ligeira
quebra na ultima questéo, o que indicia dever-se ao intervalo de tempo entre o final das aulas do

tema geometria 3D e 0 momento de avaliacéo final.
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3.2.2. Percecdes dos alunos sobre a intervencao pedagogica

As percecdes dos alunos sobre a minha intervencdo pedagodgica resultam da analise as
respostas que deram a questdes aula (com as quais pretendo averiguar se os alunos
compreenderam os conceitos abordados, identificar as dificuldades que sentiram e as vantagens
e desvantagens do GeoGebra na realizacdo das atividades da aula) e a itens que integraram o

questionario que responderam no final da intervencao.

Resultados das questoes aula

Na aula onde se estudou o topico ‘posicao relativa de retas e planos’, os alunos destacaram
a utilizacdo do GeoGebra na revisdo de conceitos apreendidos em anos anteriores, algumas
dificuldades em usar este recurso, que para alguns alunos os ajudou a visualizar as construcoes
de planos e de solidos (Tabela 18).

Tabela 18. Frequéncias das respostas dos alunos as questdes de aula 1 (n = 27) (Qa,17-01)
0 que aprendeste na aula de hoje ?

A utilizar o GeoGebra e a identificar mais facilmente planos no espaco. 2

A utilizar o GeoGebra. 8

A utilizar o GeoGebra e a rever conceitos esquecidos. 16
A posicao relativa de retas e planos. 1

Que dificuldades sentiste?

Dificuldades a utilizar o GeoGebra. 5

Nenhumas ou poucas. 6

Dificuldades a desenhar o solido ou os planos. 5

Dificuldades nas revisdes de conceitos. 11
Que vantagens teve o GeoGebra na realizacao das atividades da aula ?

Ajudou a perceber melhor. 8
Tem-se uma melhor nogéo das figuras e dos planos. 7
Permitiu visualizar em 3D os solidos facilitando a resolucao das tarefas. 10
N&o usei 0 GeoGebra. 2

Que desvantagens teve o GeoGebra na realizacao das atividades da aula ?

Lentidao. 5

Nenhuma. 17
Distracao. 3

N&o usei 0 GeoGebra. 2

Excetuando os alunos que nao usaram o GeoGebra (7%), todos os outros apresentam
vantagens na sua utilizacdo na aprendizagem dos topicos em estudo.

Na aula sobre os conceitos programaticos relativos aos ‘referenciais e coordenadas no
espaco’, alguns alunos continuam a revelar dificuldades em trabalhar com o GeoGebra, enquanto
outros destacam o contributo deste software na visualizacdo dos objetos geométricos que

representaram (Tabela 19).

81



Tabela 19. Frequéncia das respostas dos alunos as questdes da aula 2 (n = 27) (Qa,18-01)

0 que aprendeste na aula de hoje ?

Que a cota é a altura e que se |é no eixo dos z. 4
Referenciais e coordenadas no espaco, com ajuda do GeoGebra. 10
A trabalhar melhor com o GeoGebra, o0 simétrico de um sélido e o referencial no espaco. 13
Que dificuldades sentiste?

A identificar os eixos coordenados. 3

Nenhumas ou poucas. 7

Em determinar o simétrico do cubo. 4
A trabalhar com o GeoGebra. 5

Na representacao no papel. 8

Que vantagens teve o GeoGebra na realizacao das atividades da aula ?

Ajudou a perceber melhor. 13
Visualizacdo em 3D dos solidos facilitando a resolucédo das tarefas. 13
Nao usei 0 GeoGebra. 1

Que desvantagens teve o GeoGebra na realizacao das atividades da aula ?

Lentidao. 5

Nenhuma. 16
A compreender melhor em 3D. 1

Distracao. 1

Nao usei 0 GeoGebra. 1

Dificuldades a trabalhar com o GeoGebra 3

A maioria dos alunos usou o GeoGebra nas atividades que realizaram. Com excecao de um
aluno que nao utilizou o GeoGebra, todos indicaram aspetos favoraveis a sua utilizacao, tais como
‘ajudou a perceber melhor’, ‘ajudou a visualizar os solidos em 3D’, ou a ‘compreender melhor as
dimensdes’. Como desvantagens da utilizacdo do GeoGebra, enquanto a maior parte dos alunos

refere “nenhuma”, existem alunos para quem a lentiddo da sua utilizacdo é uma desvantagem

para a sua aprendizagem.

Na aula onde se abordou os conceitos programaticos relativos a ‘resolucao de problemas

(envolvendo conjuntos de pontos do espaco)’, os alunos revelaram dificuldades em explorar os

topicos em estudo (Tabela 20).

Tabela 20. Frequéncia das respostas dos alunos as questdes da aula 5 (n = 27) (Qa,25-01)

0 que aprendeste na aula de hoje ?

A resolver problemas envolvendo conjuntos de pontos no espaco. 7
A intersetar uma superficie esférica com um plano. 7
A utilizar conhecimentos adquiridos. 5
Nao responderam. 8
Que dificuldades sentiste?

Nao senti dificuldades. 11
Na interpretacao das questoes. 6
Em determinar a intersecéo da superficie esférica com um plano. 6
Nao responderam. 4
Que vantagens teve o GeoGebra na realizacao das atividades da aula ?

Ajudou a perceber melhor as atividades. 3
Permitiu a visualizacdo em 3D. 13
Nenhuma. 7
Nao responderam. 4
Que desvantagens teve o GeoGebra na realizacao das atividades da aula ?

Demorou muito tempo na representacao. 4
Nenhuma. 19
Nao responderam. 4
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A maior parte dos alunos ndo apresentou desvantagens na resolucao das atividades com
recurso ao GeoGebra. Porém, existem alunos para quem o uso do GeoGebra ndo teve vantagens

nessa resolucao.

Resultados do questionario final

O objetivo da minha intervencdo pedagogica é o de averiguar o contributo do GeoGebra na
aprendizagem de topicos de geometria analitica no espaco. Para avaliar as opinides dos alunos
sobre esse contributo e sobre toda a experiéncia realizada, foi realizado um questionario no final
da intervencado (Qf, 08-03). Na elaboracdo do questionario (Anexo 5), indagaram-se vinte e seis
alunos sobre a contribuicdo do GeoGebra na aprendizagem de Geometria no Espaco, sobre a
compreensao e visualizacdo induzidas pelo GeoGebra nas aulas, sobre o trabalho em pares, sobre
a resolucao das tarefas propostas com o GeoGebra e analiticamente, durante a experiéncia de
ensino, através de vinte e uma questdes de natureza fechada. Cinco questdes de natureza aberta
foram colocadas relativamente as vantagens, desvantagens, dificuldades, contributo do GeoGebra
e a diferenca quanto a resolucao analitica das tarefas de Geometria no Espaco. A analise das
respostas dos alunos ao questionario foi feita a partir da contagem de frequéncias no caso das
questdes de natureza aberta e do calculo da média e do desvio padrdo, no caso das questdes de
natureza fechada. Como adotei a tipologia da escala de Likert para a medicao de atitudes, atribui
o valor um a discordo totalmente e discordo, dois a indiferente e trés a concordo e concordo
totalmente, o que permitiu quantificar aqueles parametros estatisticos.

Na tabela seguinte apresenta-se a avaliacdo que os alunos fazem na aprendizagem de
Geometria no Espaco com o GeoGebra, salientando-se o desenvolvimento de habilidades na
utilizacdo do GeoGebra na resolucdo de problemas de Geometria no Espaco e o estabelecimento
nas aulas de definicdes de conceitos de Geometria no Espaco. Os alunos gostaram de aprender
topicos de Geometria no Espaco com o GeoGebra com recurso ao GeoGebra, o que suscitou o

interesse pela Geometria (Tabela 21).

Tabela 21. Percecdes dos alunos relativamente a aprendizagem de Geometria no Espaco com o GeoGebra.

Itens X S

Gostei de aprender Geometria no Espaco com o GeoGebra. 22 04
0 estudo de conceitos de Geometria no Espaco com recurso ao GeoGebra suscitou 0 meu interesse 25 04
pela Geometria. ’ ’

Sou capaz de construir no GeoGebra representacdes de solidos geométricos. 2,7 0,6
Desenvolvi habilidades de utilizar o GeoGebra na resolucao de problemas de Geometria no Espaco. 2,8 0,4
0 GeoGebra nao favoreceu a minha aprendizagem de conceitos de Geometria no Espaco. 1,4 0,6
0 GeoGebra permitiu-me estabelecer nas aulas definicdes de conceitos de Geometria no Espaco. 2,8 0,2
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O sentimento positivo dos alunos mantém-se quanto & compreensdo dos conceitos e
visualizacdo induzidas pelo GeoGebra nas aulas, como se pode observar na Tabela 22, excetuando
a situacao da afirmacdo ‘as aulas em que utilizei o GeoGebra foram as que participei mais nas
atividades da aula’, em que, em média, a resposta dos alunos foi neutra. Também é curiosa a
afirmacao positiva em que os estudantes referem que gostariam de aprender outros conceitos

matematicos com recurso ao GeoGebra (Tabela 22).

Tabela 22. Percegdes dos alunos relativamente & compreensao e visualizacao induzidas pelo GeoGebra

nas aulas.
Itens X S
Os conceitos de Geometria no Espaco foram mais dificeis de compreender do que outros 13 03
conceitos matematicos. ! !
Descobrir por mim os conceitos matematicos ¢ mais aliciante do que ser o professor a 22 07
apresenta-los. ’ !
As aulas em que utilizei 0 GeoGebra foram as que participei mais nas atividades da aula. 2,0 0,8

0 GeoGebra permitiu-me visualizar diferentes formas geométricas. 29 0,1
0 GeoGebra ajudou-me a compreender melhor conceitos geométricos estudados. 2,7 0,3
0 GeoGebra permitiu visualizar melhor as construcdes efetuadas do que no quadro/papel. 2,9 0,4
Gostaria de aprender outros conceitos matematicos com recurso ao GeoGebra. 2,4 0,7

Relativamente ao trabalho em pares, em média, os alunos avaliam positivamente a

oportunidade de trabalhar com o colega na resolucéo das tarefas propostas nas aulas (Tabela 23).

Tabela 23. Percecdes dos alunos relativamente ao trabalho em pares.
Itens X S
0 trabalho em pares permitiu-me discutir sobre possiveis formas de resolver as tarefas. 2,8 04
Trabalhar em pares na sala de aula ajudou a explorar melhor o GeoGebra do que
individualmente.

2,8 0,2

Encerrando a andlise das respostas dos alunos as questdes de natureza fechada, as
opinides também sao, em média, de concordancia quanto a integracdo do GeoGebra na resolucéo

das tarefas propostas, como se pode observar na Tabela 24.

Tabela 24. Percecdes dos alunos sobre a resolucéo de tarefas com o GeoGebra e analiticamente.

Itens X S

Recorri ao GeoGebra para validar resultados obtidos analiticamente. 2,6 0,7
0 GeoGebra ajudou-me a relacionar a resolucéo analitica e a resolucéo grafica. 2,7 0,6
Recorri a processos analiticos para validar resultados obtidos no GeoGebra. 2,5 0,7
Recorri ao GeoGebra para resolver tarefas que ndo conseguia fazer por processos analiticos. 2,2 0,8
Preferi resolver as tarefas propostas analiticamente do que com o GeoGebra. 2,3 0,7
0 GeoGebra permitiu explorar mais exemplos do que se fosse com papel e lapis. 29 01

As opinides favoraveis dos alunos relativamente ao teor das questdes de natureza fechada,
sao confirmadas pelos valores da média que se verificaram na maior parte das questées. Com

excecao de uma resposta, a média de todas as outras varia entre 2,2 e 2,9 (num maximo possivel
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de 3). Analisando os valores da média, podemos concluir que as respostas dos alunos se
concentram entre as opcdes “concordo parcialmente (CP) e concordo totalmente (CT)".

Para além das questdes de natureza fechada, também analisei as respostas que os alunos
deram a cinco questdes de natureza aberta no final do questionario, que compreendem a
apresentacdo de trés vantagens (desvantagens) da aprendizagem de Geometria do Espaco com
recurso ao GeoGebra, dificuldades sentidas na aprendizagem, o contributo do GeoGebra na
clarificacao de dificuldades e a diferenca entre a resolucdo de tarefas com o GeoGebra e com
‘papel e lapis’ (Tabela 29).

Relativamente as vantagens da utilizacdo do GeoGebra na aprendizagem de topicos de
Geometria Analitica no Espaco, os alunos destacaram como principal vantagem a melhor

visualizacao e compreensao do espaco tridimensional.

Tabela 25. Frequéncia das vantagens da utilizacdo do GeoGebra na aprendizagem.
Indica trés vantagens da utilizacao do GeoGebra para a tua aprendizagem

Visualizar e compreender melhor o 3D. 22
Confirmar resultados obtidos analiticamente, relacionar o grafico com o analitico. 14
Rapidez na resolucdo, promove a autonomia. 9
Debate de ideias, cativante, inovador. 3
Aprender a trabalhar com um novo software usando o smartphone. 3

Talvez por nao conseguirem identificar claramente desvantagens com que se depararam,
poucos alunos responderam a esta segunda questdo, em que a principal desvantagem reside
numa certa distracdo e desconcentracdo. Uma explicacdo possivel para estas respostas é o facto
de as tarefas serem desenvolvidas em pares e como cada par sé dispde de um dispositivo, o outro

elemento do par tende a distrair-se.

Tabela 26. Frequéncia das desvantagens da utilizacdo do GeoGebra na aprendizagem.
Indica trés desvantagens da utilizacao do GeoGebra para a tua aprendizagem
Utilizacao complicada do GeoGebra, dificuldade na utilizac&o.
Aula centrada no GeoGebra.
Distracao, afeta a concentracéo.
Demora, alguma confusao
Brincadeira e nao poder usar no teste
Alguns conceitos ficam pouco esclarecidos

— = N 00—

De entre as respostas as dificuldades sentidas na aprendizagem de conceitos de Geometria
no Espaco salientam-se as dificuldades de visualizar sélidos no espaco e de lembrar as formulas
definidoras dos diversos entes de Geometria Espacial estudados, o que indicia uma fragil

consolidacao dos conceitos neste momento.
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Tabela 27. Frequéncia das dificuldades na aprendizagem de conceitos de Geometria no Espaco.
Que dificuldades sentiste na aprendizagem de conceitos de Geometria no Espaco?
Intersetar os sélidos com planos no espaco.

Nenhumas ou poucas.

Visualizar sélidos no espaco.

Lembrar-me das diversas férmulas usadas na definicao dos elementos do espaco.
Localizacao espacial.

Utilizacéo do GeoGebra.

Interpretar as tarefas.

Fazer demonstracao.

Relacionar conceitos.

NN~~~ B~OO -

Relativamente ao contributo do GeoGebra na clarificacdo de dificuldades que sentiram na
aprendizagem de conceitos de Geometria do Espaco, os alunos referiram uma melhor percecao

do espaco e a obtencao dos elementos algébricos das figuras construidas.

Tabela 28. Frequéncia do contributo do GeoGebra na clarificacdo de dificuldades na aprendizagem de
conceitos de Geometria do Espaco.
Qual foi o contributo do GeoGebra na clarificacao de dificuldades que sentiste na
aprendizagem de conceitos de Geometria do Espaco?
Ajudou a visualizar / perceber melhor o espaco. 13
Nenhum.
Auxiliou a superar dificuldades.
Funcionamento das equacdes analiticas
Muito produtivo.
Na obtencédo dos elementos algébricos das figuras..
Melhorou o relacionamento dos contetidos abordados.
Ajudou a perceber a origem dos conceitos.

— o= W == Ol

Quanto a diferenca entre a resolucdo de tarefas com o GeoGebra e com ‘papel e lapis’, de
todas as respostas as questdes de natureza abertas esta foi a que obteve um espetro mais variavel
e diversificado, salientando-se a que refere que com ‘papel e lapis’ é mais dificil ‘ver’ e analisar

figuras e verificar as respostas.

Tabela 29. Frequéncia da diferenca entre a resolucao de tarefas com o GeoGebra e com ‘papel e lapis’.
Diferenca entre a resolucao de tarefas com o GeoGebra e com ‘papel e lapis’

No GeoGebra néo é preciso pensar como a figura esta colocada e com ‘papel e lapis’ temos 1
que analisar e imaginar as figuras muito bem.

No GeoGebra podemos rodar os solidos a vontade.

O espaco é mais compreensivel no GeoGebra, realizo calculos mais rapidamente.
Com ‘papel e lapis’ é mais dificil ‘ver’ e analisar figuras e verificar as respostas.
Com ‘papel e lapis’ ¢ mais facil perceber porque somos nos a escrever.

Existe uma melhor perspetiva com o GeoGebra.

Sera preferivel com ‘papel e lapis’ porque nos testes ndo se usa o GeoGebra.

No GeoGebra nao precisamos de desenhar.

O GeoGebra é mais interativo, o ‘papel e lapis’ & mais pratico.

0 GeoGebra faz por nos.

O GeoGebra é mais rapido, mas mais dificil de fazer.

R =R ==, Wk~ O0oN
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CAPITULO 4
CONCLUSOES, RECOMENDACOES E LIMITACOES

Este capitulo esta dividido em trés seccoes: a primeira diz respeito as conclusdes contendo
0s principais resultados do estudo; a segunda as recomendacdes com sugestdes para estudos
futuros; e, no que respeita as limitacdes, apresentam-se algumas limitacdes na preparacédo e

implementacao do projeto.

1.1. Conclusoes

Recordando o objetivo geral a atingir com este trabalho, averiguar o contributo do GeoGebra
na aprendizagem de alunos do 10.° ano de escolaridade de topicos de Geometria Analitica no
Espaco, as conclustes deste estudo emergem como resposta as questdes de investigacédo

delineadas:

- Como utilizam os alunos o GeoGebra nas atividades de aprendizagem de topicos de
Geometria Analitica no Espaco?

- Que dificuldades manifestam os alunos na aprendizagem, com ou sem o GeoGebra, de
topicos de Geometria Analitica no Espaco?

- Que percecdes tém os alunos sobre a utilizacdo do GeoGebra na aprendizagem de

topicos de Geometria Analitica no Espaco?

Tais respostas advém da sintese da informacao que ¢ apresentada no capitulo que trata da
intervencao pedagodgica e da avaliacao do ensino ministrado e sao, quanto possivel, sustentadas

pelo quadro tedrico que enquadra este estudo.

1.1.1. Como utilizam os alunos o GeoGebra nas atividades de aprendizagem de

topicos de Geometria Analitica no Espaco?

De acordo com o Programa e Metas Curriculares de Matematica A — Ensino Secundario
(Ministério da Educacéo e Ciéncia, 2013), os desempenhos fundamentais que os alunos deverao
evidenciar devem “concorrer para a aquisicdo de conhecimentos, factos, conceitos e
procedimentos, para a construcao e desenvolvimento do raciocinio matematico, para a resolucao
de problemas em diversos contextos, para uma comunicacao (oral e escrita) adequada e para
uma visdo da Matematica como um todo articulado e coerente” (p. 6). Na concretizacao de tais

desempenhos, as aulas da intervencao pedagogica foram planificadas com a preocupacao de
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atribuir a primazia da acdo aos alunos de forma que estes pudessem analisar as caracteristicas e
propriedades de formas geométricas bi e tridimensionais e desenvolver argumentos matematicos
acerca das relacbes geométricas e usar a visualizacao, o raciocinio espacial e a modelacao
geométrica para resolver problemas (NCTM, 2007). Assim, na planificacdo e na sua
implementacao na sala de aula, a atividade dos alunos com ‘papel e lapis’, que tende a predominar
em todo o sistema de ensino (Ponte, 2005), foi acrescentada a realizacdo de tarefas com recurso
ao GeoGebra, quer na sua resolucdo, quer na sua verificacao, quer na deducéo de conceitos.

Inicialmente, os alunos tiveram um primeiro contato com o GeoGebra 3D e aprenderam a
explorar comandos deste software, quer ao nivel do plano — sobretudo os relacionados com pontos,
retas e planos —, quer ao nivel do espaco, tais como construir um solido geométrico e, em seguida,
arrasta-lo ou roda-lo. Nesta fase da intervencdo de ensino, a maior parte dos alunos revelou
capacidade para reproduzir no GeoGebra sélidos (cubo e prisma triangular) e planos, segundo as
condicdes dadas, que representaram com ‘papel e lapis’. A comparacao entre as duas formas de
representacdo é inevitavel e as diferencas e semelhancas, sdo apontadas nas respostas dos alunos
guanto as vantagens e inconvenientes da utilizacdo do GeoGebra.

Seguidamente, os alunos desenharam os planos coordenados no GeoGebra e identificaram
as propriedades dos pontos localizados em cada um dos octantes criados pela sua intersecao,
apropriando-se do conceito relativo a localizacdo espacial de um ponto. Depois, através do desenho
de um cubo no GeoGebra, puderam verificar as coordenadas dos seus vértices, resposta que
tinham efetuado com ‘papel e lapis’. Realizaram e visualizaram no GeoGebra a intersecdo de um
plano obliguo com o cubo e calcularam com ‘papel e lapis’, o perimetro da seccao obtida. A
medicdo desta seccdo foi plenamente conseguida analiticamente, porque previamente haviam
feito a construcdo da intersecdo, quer com papel e lapis, quer com o GeoGebra. Também
representaram o simétrico do cubo em relacao a um plano horizontal e o simétrico deste simétrico,
em relacdo a um plano vertical sendo de salientar que a resolucdo com ‘papel e lapis’ foi inferior
a conseguida com o GeoGebra.

Mas como o grau de dificuldade das tarefas ia sendo mais elevado, aula apos aula, o
desempenho que os alunos manifestavam na sua resolucdo também aumentava pelo que a
maioria conseguia resolver as questdes colocadas. Assim aconteceu na exploracdo de um prisma,
em que os alunos verificaram com o GeoGebra os resultados previamente determinados
analiticamente (determinacdo das coordenadas dos seus vértices, planos constituintes, retas e

semirretas) e na exploracao da equacao cartesiana de uma superficie esférica, em que os alunos
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desenharam a superficie esférica no GeoGebra, verificaram o seu centro e o seu raio determinados
previamente com ‘papel e lapis’, além de determinarem a intersecéo da superficie esférica com
uma reta ou com diversos tipos de planos. E de referir que em algumas aulas a maioria dos alunos
ndo conseguiu terminar as tarefas porque estas eram mais complexas e nao havia tempo para as
concluir. Por vezes, a resolucdo analitica e grafica ndo coincidia, o que originava a sua verificacao
e reformulacdo, ou mesmo das duas.

Tal foi o caso da ultima aula analisada, sobre a ‘resolucdo de problemas (envolvendo
conjunto de pontos do espaco) ‘ quando se resolveram duas tarefas, em que a segunda nao foi
concluida pela maioria dos alunos por falta de tempo. A primeira tratou da exploracdo de um
prisma, resolvendo tarefas, em primeiro lugar analiticamente e em segundo lugar verificando com
0 GeoGebra, o que foi concretizado pela maioria dos alunos; a segunda utilizou uma superficie
esférica para que indicassem o centro e o raio da superficie esférica, determinassem a sua
intersecdo com o eixo Oy, com os planos de equacdo x = —1 e z = 4, apresentassem a
equacao de um plano paralelo ao plano xOvy, tangente a superficie esférica, confirmassem que o
ponto A(—3,0,0) pertence a superficie esférica e determinassem a inequacao reduzida da esfera
de centro A e raio AC. O enunciado desta Ultima tarefa ndo pedia explicitamente aos alunos para
utilizarem ‘papel e lapis’ ou o GeoGebra, mas responderam das duas formas, pelo que houve
respostas escritas e houve outras determinadas com o GeoGebra. Embora se verificasse equilibrio
entre as resolucdes com ‘papel e lapis’ e com o GeoGebra, as trés Ultimas questdes nao foram
realizadas pela maioria dos alunos.

As tarefas relacionadas com medicao, tendem a ser medidas, com a progressao das aulas,
com recurso ao GeoGebra, em detrimento com a medicao analitica. A explicacao para este facto
¢ a de que se torna mais apelativa, mais rapida e mais exata a utilizacdo dos recursos de medicéo
que o GeoGebra possui em comparacdo com a resolucao analitica, mais ardua e trabalhosa
(Battista, 2007) e os alunos adquirem progressivamente mais competéncias. A resolucao de
tarefas com o GeoGebra em detrimento do ‘papel e lapis’ ndo se torna menos valida porque exige
o dominio dos conceitos em causa, o dominio das funcionalidades do GeoGebra e das operacdes
mentais indispensaveis a obtencao da solucao.

Quanto a analise do pensamento geométrico em Geometria 3D dos alunos, constata-se que
na resolucao das tarefas propostas durante a intervencao pedagogica se identificaram varios tipos
de raciocinio espacial segundo o modelo de Phitalis e Christou (2010). Nas primeiras tarefas

realizadas no inicio da intervencao pedagodgica, quase todos os alunos revelaram capacidade de
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representar um ‘objeto’ 3D (primeiro tipo de raciocinio geométrico em Geometria 3D), o cubo e o
prisma, usando a perspetiva como técnica, com base na sua visao ortogonal, quer com ‘papel e
lapis’ quer com o GeoGebra. Relativamente a estruturacéo espacial (segundo tipo de raciocinio
geométrico em Geometria 3D) de um objeto geométrico, a representacdo de um cubo foi mais
conseguida com ‘papel e lapis’ do que com o GeoGebra, 0 que se inverteu na representacao de
um prisma triangular. O terceiro tipo de raciocinio geométrico abordado tratou-se da
conceitualizacdo, que resulta do reconhecimento da forma 3D dos objetos, das suas propriedades
e foi mais vincado nas construcdes efetuadas com o GeoGebra do que com ‘papel e lapis’. Todas
estas capacidades se manifestaram nos diversos momentos da intervencdo pedagdgica.
Relativamente ao tdpico ‘referenciais e coordenadas no espaco’, verificou-se que a maior parte
dos alunos foi capaz de construir e representar o referencial espacial, os planos coordenados e
um cubo, usando o GeoGebra, enquanto que com ‘papel e lapis’ apenas metade da turma fez a
representacdo do cubo, correspondendo ao primeiro tipo de raciocinio (capacidade de representar
um ‘objeto’ 3D). A estruturacéo espacial foi equivalente, quer com o GeoGebra, quer com ‘papel
e lapis’, mas a conceitualizacdo foi mais conseguida com ‘papel e lapis’. Ja na medicédo (quarto
tipo de raciocinio), o GeoGebra foi dominante, relativamente ao ‘papel e lapis’.

No momento seguinte em estudo, quando foram propostas as tarefas de ‘exploracao de um
prisma’ e da ‘equacdo cartesiana de uma superficie esférica’, a maioria dos alunos revelou
capacidade de representar ‘objetos 3D’, o prisma e a superficie esférica, quer com ‘papel e lapis’
quer com o GeoGebra. Relativamente & estruturacdo espacial de um objeto geométrico, a
representacdo de um prisma quadrangular regular e de uma esfera foi conseguida de forma
equivalente, quer analiticamente, quer com o GeoGebra. O terceiro tipo de raciocinio geométrico
abordado tratou-se da conceitualizacdo e o quarto a medicdo que foram mais conseguidos
analiticamente.

Embora o grau de realizacao seja equivalente quando sdo empregues ambos os meios de
representacao, verifica-se, com o decorrer da intervencao pedagogica, que a presenca dos quatro
tipos de raciocinio geométrico predomina nas tarefas que sao realizadas com o GeoGebra,
relativamente as que sdo realizadas com ‘papel e lapis'. Isto acontece porque nas tarefas
realizadas com o GeoGebra esta sempre presente a representacao de objetos 3D e a medicao,
enquanto nas tarefas realizadas com ‘papel e lapis’ pode ndo ser necessario representar um

‘objeto’ 3D e ser mais complexa a medicao e por estes motivos ndo se realizar analiticamente.
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Verifiquei assim que a resolucdo das tarefas propostas na intervencao pedagogica com o
recurso ao GeoGebra envolveu os alunos em atividades de visualizar e manipular as construcoes
resultantes, identificar e relacionar propriedades dos solidos construidos, usar o raciocinio légico
nas suas conclusdes e verificacdes, aprender e consolidar conceitos novos. A integracdo do
GeoGebra nas atividades das aulas proporcionou um ambiente motivador e dindmico, que lhes
permitiu construir o seu préprio conhecimento. Breda et al. (2013) consideram que a visualizacao
em trés dimensdes proporciona uma nova forma de introduzir a apreensdo de conceitos e de
beneficiar a aprendizagem dos alunos. Para as autoras, um ambiente de aprendizagem que resulte
de softwares de geometria dindmica 3D é um elemento motivador e gerador de interesse,
acrescido ao facto de que o uso das folhas graficas & intuitivo para os estudantes que podem
realizar, criar e desenvolver os seus trabalhos. Em tais ambientes, o papel do professor consistiu,
segundo Ljajko e Ibro (2013), em dirigir e monitorizar o trabalho dos alunos e estabelecer com
eles uma dialética construtiva de forma a que o processo de interacdo do conhecimento se
manifeste em ambas as direcdes. Porém, estes autores advogam que nem sempre se torna facil
introduzir o GeoGebra na aula de matematica, principalmente quando os professores nao se
sentem familiarizados na sua utilizacdo, tal como acontece com a exploracdo de topicos de
geometria 3D, que nem sempre faz parte das estratégias de ensino de alguns professores de
matematica.

De uma forma geral, os alunos utilizaram o GeoGebra de forma construtiva na aprendizagem
de topicos de Geometria Analitica no Espaco e o conhecimento deste software constituiu uma nova

habilidade que enriqueceu o seu estudo.

4.1.2. Que dificuldades manifestam os alunos na aprendizagem, com ou sem o

GeoGebra, de topicos de Geometria Analitica no Espaco?

No processo de aprendizagem de conceitos matematicos, no geral, e de tdpicos de
Geometria Analitica no Espaco, em particular, os alunos tendem a revelar dificuldades na
visualizacao de objetos a trés dimensdes e no estabelecimento de conexdes entre a representacao
grafica desses objetos e a sua representacao simbaélica (Breda, Trocado & Santos, 2013; Costa,
2000; Duval, 2012; Rodrigues, 2012). No que diz respeito a Geometria, Breda, Trocado e Santos
(2013) defendem que “a tridimensionalidade dos objetos em estudo &, para os alunos, uma fonte
acrescida de dificuldades, ainda mais quando se pensa em conexdes envolvendo a algebra” (p.

64). No caso da turma em estudo, os alunos ndo apontam explicitamente dificuldades de
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visualizacao na resposta as questoes de aula, mas quando lhes € pedido que indiguem vantagens
da utilizacdo do GeoGebra na sua aprendizagem, indicam quase unanimemente que é visualizar
e compreender melhor o 3D.

Os alunos apontam dificuldades sentidas durante as aulas da Intervencdo Pedagogica,
algumas reveladas na revisao de conceitos e na representacao de solidos com ‘papel e lapis’. A
maioria das dificuldades manifestadas pelos alunos reside na utilizacdo do GeoGebra 3D e na
interpretacdo das tarefas matematicas que Ihes foram propostas para resolver. As dificuldades em
trabalhar com o GeoGebra nao sdo surpreendentes porgue como os alunos nunca tiveram
qualquer contato com o GeoGebra precisariam de desenvolver habilidades no trabalho com este
software, o que acontece com uma utilizacdo mais sistematica durante algum tempo. Além disso,
algumas tarefas sado de resolucdo mais complexa, o que, segundo Battista (2007), sem uma
adequada instrucao os estudantes podem nao conseguir atingir o conjunto de comandos
apropriados e, assim, atingir um adequado nivel conceptual explicito que ocorre na aprendizagem
da Geometria através de ambientes computacionais que depende de uma complexa interacao
entre os comandos necessarios a construcao das figuras, da sua avaliacdo pelos estudantes, do
seu raciocinio e da sua instrucéao.

No que respeita as percecdes dos alunos sobre as dificuldades que sentiram na
aprendizagem de tépicos de Geometria Analitica no Espaco, a maior parte delas relaciona-se com
a visualizacao dos solidos no espaco, o conhecimento de conceitos, o seu relacionamento, as
formulas utilizadas e, por fim, a interpretacdo das tarefas.

Nas primeiras aulas houve dificuldades, na representacéo solicitada, dos objetos com ‘papel
e lapis’, o que, segundo Costa (2000), se deve a dificuldade de representar a tridimensionalidade
dos objetos em duas dimensoes e os alunos nao serem capazes de visualizar uma imagem de
diferentes perspetivas nao distinguindo uma figura geométrica do desenho que a representa. As
dificuldades de visualizacao que o0s alunos mostram na realizacao de tarefas sem o GeoGebra séo
confirmadas através da analise das questdes teste relativas a localizacdo de pontos no espaco em
que sao incapazes de determinar as suas coordenadas, ou na determinacao da equacao de um
plano tangente a uma superficie esférica e paralelo a um dos planos de projecao (Breda, Trocado
& Santos, 2013; Costa, 2000; Duval, 2012; Rodrigues, 2012).

Outra das dificuldades habituais é o fragil dominio e compreensao de conceitos que se
encontra patente em muitas das resolucdes parcialmente corretas e incorretas que os alunos

apresentam em ‘papel e lapis’, como, por exemplo, na definicao analitica de uma aresta, de uma
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semirreta, da reta de intersecdo de planos, na identificacdo de uma reta ou de uma superficie
limitada e mesmo de uma superficie esférica. Outro tipo de dificuldades ndo pouco frequentes nas
resolucdes analiticas sdo os erros de calculo e a falta de coeréncia no raciocinio geométrico, além
de ndo menos frequentes a distracdo e a desconcentracdo de alguns alunos.

O registo apresentado sobre as dificuldades dos alunos na aprendizagem de tépicos de
Geometria Analitica no Espaco resultou da analise a descricdo das aulas e das questdes de aula
em que se conclui que, na sua maioria, consistem em dificuldades de visualizacao, de dominio e
compreensdo de conceitos, novas dificuldades relacionadas com o GeoGebra além das
tradicionais, relacionadas com o significado das tarefas propostas. As dificuldades de visualizacéo
conduzem a incapacidade de ver um objeto de diversas perspetivas, a falhas na distincdo entre
uma figura geométrica e o desenho que representa essa figura ou em formalizar o pensamento

analitico (Costa, 2000).

4.1.3. Que percecoes tém os alunos sobre a utilizacido do GeoGebra na

aprendizagem de topicos de Geometria Analitica no Espaco?

Na evolucao da intervencao pedagogica houve uma certa constancia na assuncéao das
vantagens da utilizacdo do GeoGebra na resolucédo de tarefas, que foi manifestada pelos alunos
nas suas respostas as questdes de aula. Também se interessaram pelos contetudos e participaram
na realizacado, com o GeoGebra, das tarefas propostas.

A utilizacdo do GeoGebra na realizacdo das atividades da aula foi feita gradualmente ao
longo das aulas da Intervencdo Pedagogica e apresenta como vantagens, segundo os alunos, a
ajuda para perceberem melhor as atividades na visualizacdo 3D dos solidos e dos planos, na
compreensao das dimensdes e na sua obtencdo. A maioria dos alunos aponta que o GeoGebra
ajuda a visualizar e a perceber melhor as atividades, o que consideram ser aspetos marcantes
para a sua aprendizagem. Para além dessas vantagens, os alunos destacam outras, tais como
confirmar resultados obtidos analiticamente, relacionar o grafico com o analitico, promover a
autonomia, resolver expressoes analiticas, clarificar os conceitos, promover o debate de ideias,
cativar e aprender a trabalhar com um novo software usando o smartphone. Segundo Sinclair et
al. (2016), a maior mudanca para 0 ensino de geometria baseada em tecnologia & a ampla
disponibilidade de dispositivos moveis com toque em telas. Os alunos estdo familiarizados com
esses dispositivos, e os tabletes e smartphones oferecem espaco suficiente na tela para fazer

geometria.
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Além da confirmacao de que o GeoGebra ajuda a visualizar e a compreender melhor os
objetos no espaco, os alunos sugerem outros aspetos ja evidenciados na revisdo de literatura,
como, por exemplo, a relacdo entre a representacao grafica e a analitica, a autonomia, a discussao,
a clarificacao de conceitos, a motivacdo e a aprendizagem de um novo software (Denbel, 2015).

Segundo Denbel (2015), um ambiente de geometria dinamica como o GeoGebra permite o
‘design’ de atividades, nas quais os alunos exploram as propriedades relevantes dos objetos
geomeétricos, a fim de construir uma imagem conceptual mais apropriada. Laborde (2001) defende
que a aprendizagem de tdpicos de Geometria num AGD pode oferecer aos alunos oportunidades
para construir e manipular figuras geométricas e realizar investigacdes empiricas, atividades
dificeis ou mesmo impossiveis de executar num ambiente de geometria estatica.

Tais perspetivas corroboram a afirmacdo de que a possibilidade de visualizar em trés
dimensdes surge como uma nova forma de introduzir a apreensao de conceitos e de beneficiar a
aprendizagem dos alunos e que o ambiente de geometria dindmica em trés dimensdes & um
elemento motivador e gerador de interesse, acrescido do facto de que o uso das folhas graficas ¢
intuitivo para os estudantes que podem realizar, criar e desenvolver os seus trabalhos (Breda et
al., 2013). De facto, os resultados deste estudo comprovam de que os alunos gostam de aprender
Geometria no Espaco com o GeoGebra, o que suscitou o seu interesse pela Geometria, se sentem
capazes de construir no GeoGebra representacdes de solidos geométricos, e de desenvolver
habilidades de utilizar este software na resolucdo de problemas de Geometria no Espaco.

As percecdes manifestadas pelos alunos sobre a utilizacdo do GeoGebra na aprendizagem
de Topicos de Geometria Analitica no Espaco apontam para a capacidade que o GeoGebra traz a
visualizar e a perceber melhor as tarefas e ainda confirmar resultados obtidos analiticamente,
relacionar o grafico com o analitico, promover a autonomia, resolver expressdes analiticas,
clarificar os conceitos, promover o debate de ideias, cativar e aprender a trabalhar com um novo
software usando o smartphone. Dadas as suas caracteristicas, a utilizacao de software como o
GeoGebra podera inspirar uma mudanca nas formas de trabalhar em sala de aula os temas
geomeétricos previstos no curriculo, resolver problemas e promover a autoaprendizagem através
do envolvimento dos alunos na construcdo de conceitos geométricos.

As desvantagens indicadas pelos alunos com a utilizacdo do GeoGebra, sdo sobretudo nas
aulas iniciais e dizem respeito a morosidade na realizacdo das tarefas, a distracao, ou a discussao
entre os alunos, ja nas aulas finais respondem quase unanimemente que ndo descortinam

desvantagens na sua utilizacao.
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4.2. Recomendacdes

Como no estudo realizado se obtiveram resultados animadores quanto a utilizacdo do
GeoGebra na aprendizagem de topicos de Geometria Analitica no Espaco a primeira recomendacao
para futuros estudos passa por estudar a influéncia do GeoGebra na aprendizagem de outros
topicos da Geometria, tanto na perspetiva do plano como do espaco, promovendo o envolvimento
dos alunos na construcao do conhecimento desses topicos. Trabalhar com alunos nos anos iniciais
de escolaridade permite que ao longo do tempo o GeoGebra entra nos seus esquemas de acao, o
que lhes permitira tirar mais partido das suas potencialidades.

Um outro estudo que se pode realizar com base no que foi feito neste relatorio, prende-se
com a avaliacdo das aprendizagens dos alunos. No ensino de tépicos de Geometria com o
GeoGebra importa avaliar o desempenho dos alunos com a integracdo deste recurso nas suas
atividades de avaliacao: que tipo de questdes devem integrar os testes de avaliacdo? Como avaliar
o desempenho dos alunos através desse recurso? Que influéncia tem a sua utilizacdo na
aprendizagem e na avaliacao?

Uma outra recomendacao consiste em sugerir o estudo e desenvolvimento de um guia de
aprendizagem com o GeoGebra, que tenha em conta o curriculo de Geometria previsto no
programa em vigor. Seria um novo recurso que ndo colidiria com os existentes, nomeadamente o
manual adotado ou com a calculadora porque a diversidade de recursos disponiveis pode ser um
fator importante na melhoria da aprendizagem dos alunos e do ensino dos professores.

Nao posso deixar de apresentar uma recomendacéo final. Baseia-se numa ideia que surgiu
das seguintes opinides dos alunos quando questionados sobre ‘qual a finalidade do estudo da
Geometria? E qual a importancia do estudo da Geometria?’ Para um deles, a finalidade do estudo
da Geometria é “uma espécie de revisdo de toda a matéria” e o estudo da Geometria ¢ importante
porgue “tem exercicios que relacionam tudo”; outro diz que a finalidade do estudo da Geometria
¢ “aprender a relacionar varios aspetos”; e um outro responde que a finalidade do estudo da
Geometria & “para obter mais informacao e ganhar uma visédo mais abrangente da Matematica”.
A ideia que surgiu destas respostas é estudar a alteracao do curriculo da Matematica relativamente
ao momento em que se devem abordar os topicos de Geometria, em cada ano letivo, de modo a
aumentar a eficacia da aprendizagem dos alunos. Por exemplo, se sera pertinente, em cada ano
de escolaridade iniciar a aprendizagem pelo tdpico Geometria e s6 posteriormente passar ao

estudo dos outros topicos.
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4.3. Limitacodes

No estudo realizado, por razdes varias, emergiram diversos tipos de limitacdes. A primeira
limitacdo encontrada foi a organizacdo do tépico Geometria previsto na planificacdo anual da
disciplina de Matematica na Escola. Foi necessario compatibilizar um novo recurso € 0 Seu uso ao
programa da disciplina e a planificacdo prevista, o que foi realizado com a professora cooperante.

Outra limitacdo prende-se com o0s recursos tecnolégicos. Para utilizar o GeoGebra séo
necessarios dispositivos como os tabletes e os smartphones, que apenas seis alunos possuiam
pelo que a solucdo encontrada foi a de ser realizado trabalho em pares, uma vez que a Escola
pode disponibilizar os restantes nove tabletes. Uma vez que s6 existia um equipamento disponivel
para dois alunos, um dos alunos acabou por dominar a realizacdo das tarefas em detrimento do
outro.

A extensao do curriculo da Matematica esteve sempre presente uma vez que limitou o
numero de aulas que se poderiam atribuir a Intervencdo Pedagogica. Com efeito, os tdpicos a
introduzir sdo extensos e diversificados, pelo que poucas aulas restaram a Geometria Analitica no
Espaco para se cumprir o programa da disciplina. Este fator condicionou as aulas da intervencéo
porque na sua maioria ndo foi possivel cumprir a planificacdo prevista, uma vez que haviam tarefas
que estavam previstas realizar e por falta de tempo ndo se realizaram pois que na aula seguinte
havia um novo topico a abordar. Com efeito, para a resolucdo auténoma de tarefas, com um
software que ndo dominavam, implicaria mais aulas para que os alunos pudessem resolver tarefas
cada vez mais desafiantes e explorar com maior extensdo as potencialidades do GeoGebra.

O facto de os alunos nunca terem contactado com o GeoGebra, tornou-se necessario
aprender um novo recurso a par da aprendizagem dos tdpicos previstos de Geometria Analitica no
Espaco, o que também se considera uma limitacdo, uma vez que foi necessario mais tempo para
a realizacdo das tarefas. A dificuldade de interpretacao que alguns alunos sentiram em algumas
tarefas que lhes foram propostas, eventualmente por falta de habito de trabalharem tarefas de
natureza exploratoria e de habitos de leitura e interpretacao, também dificultou a concretizacao

dos planos de aula que foram elaborados.
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ANEXO 1 - Autorizacao do Diretor

Pedido de autorizacao ao Diretor da Escola

Exm? Sr?. Diretora da Escola Secundaria Carlos Amarante

Eu, José Manuel Macedo Monteiro, venho por este meio solicitar autorizacao para concretizar,
numa turma de 10.° ano desta escola, o projecto de Dissertacao de Mestrado, a desenvolver sob
orientacdo do Doutor Floriano Augusto Veiga Viseu, sob o tema “Aprendizagem de tdpicos de
Geometria Analitica no espaco com recurso ao GeoGebra: uma experiéncia com alunos do 10°
ano”. Este projecto integra-se no ambito do curso de Mestrado em Ensino de Matematica no 3.°
Ciclo do Ensino Basico e no Ensino Secundario, da Universidade do Minho, e tem como objetivo
averiguar o contributo do GeoGebra na aprendizagem de tdpicos de Geometria Analitica no Espaco.
No decorrer da investigacao as principais formas de recolha de dados para a concretizacdo do
projeto serao:

(i) questdes aula, (ii) registos video / audio, (iii) questionarios, (iv) trabalhos produzidos pelos
alunos, (V) questoes teste, (VI) entrevistas aos alunos.

Sera solicitada autorizacdo aos Encarregados de Educacao dos alunos para a participacdo neste
projeto de investigacao e sera salvaguardado o anonimato (quer dos alunos, quer da escola).
Antecipadamente grata pela colaboracdo e com os melhores cumprimentos,

Pede deferimento,

(José Manuel Macedo Monteiro)

Braga, 8 de Novembro 2017

107






ANEXO 2 - Autorizacdo do EE

Pedido de autorizacao aos Encarregados de Educacao
Exmo(a). Senhor(a)
Encarregado(a) de Educacéao
No ambito do Mestrado em Ensino de Matematica, da Universidade do Minho, enquanto professor
estagiario, pretendo desenvolver experiéncias de ensino que potenciem a aprendizagem dos
alunos do tema “APRENDIZAGEM DE TOPICOS DE GEOMETRIA ANALITICA NO ESPACO COM
RECURSO AO GEOGEBRA: UMA EXPERIENCIA COM ALUNOS DO 10°ANO”. O desenvolvimento
dessas experiéncias implica a recolha de dados, que serdo obtidos através da resolucéo de tarefas
e da observacao das aulas. Para uma melhor compreensao das atividades que se desenvolvem
na aula de Matematica necessito de proceder a recolha de dados através de gravacdes (audio e
video). Para esse fim, venho desta forma solicitar a sua autorizacdo para proceder ao registo em
suporte audio e video dos dados necessarios a concretizacao das experiéncias de ensino e de
aprendizagem na sala de aula do seu educando.
Comprometo-me a usar os dados apenas para fins académicos e a nao divulgar o nome da escola
e dos alunos, nem expdr qualquer indicador que envolva o seu educando. S6 me interessa a
informacao que me ajude a melhorar as minhas estratégias de ensino. Os dados das gravacoes
serao apenas usados para efeitos do estudo a realizar e nao terdo qualquer influéncia nas
classificacoes escolares dos alunos. Comprometo-me ainda a proceder a destruicéo de todas as

gravacoes apos a realizacdo dos trabalhos.

Agradeco a sua colaboracao.
Braga, 8 de Novembro 2017

O estagiario de Matematica,

(José Manuel Macedo Monteiro)

Autorizo que se faca o registo em audio e video das atividades de ensino e de
aprendizagem nas aulas de Matematica que envolvem o meu educando desde que
seja salvaguardado o anonimato do seu nome e de qualquer indicador que o indicie.

O Encarregado de Educacéo
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ANEXO 3 - Questionarios

Questionario Inicial
As tuas opinides sao importantes para o estudo que estou a realizar relativamente a
aprendizagem de tépicos de Geometria Analitica no Espaco com recurso ao GeoGebra, sendo este
um software de geometria dinamica que se pode utilizar nas actividades de ensino e aprendizagem
de topicos matematicos. Para obter resultados validos é da maior importancia que respondas de
forma refletida a todas as questdes que te sao apresentadas a seguir. Comprometo-me a utilizar

os dados apenas para efeitos da investigacao e de forma anénima.
Dados Gerais

1. Idade:__

2. Sexo: | M [ ]F

3. Quais sdo as tuas disciplinas preferidas ? Porqué ?

4.  Em que disciplina tens mais dificuldades ? Porqué?

5. Que classificacao obtiveste na disciplina de Matematica no ano anterior?
6. Quais sdo os temas que mais aprecias na disciplina de Matematica?

Porqué?

7. Quais sdo os temas que menos aprecias na disciplina de Matematica? Porqué?

8. Costumas usar o computador/telemével quando estudas Matematica? S|:| N IJ

sim, com que finalidade
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Perspetivas sobre a Geometria e 0 GeoGebra

1. Como caracterizas a tua relacdo com a Geometria?

N

Qual é a finalidade do estudo da Geometria?

3. A Geometria € um dominio que integra os programas da disciplina de Matematica em
todos os niveis de ensino. Na tua perspetiva, qual é a importancia do estudo da

Geometria?

4. Nos anos anteriores aprendeste conceitos de Geometria com recurso a softwares como o

GeoGebra? S I:I N. I:I Se sim, quais?

5. Dos varios métodos para aprender Geometria, apresentados a seguir, selecciona trés da
tua preferéncia:
I:I transmissao da matéria pelo professor.
|:| resolver problemas relacionados com situacoes do quotidiano.
|:| realizar trabalhos com colegas, em pares ou em grupo.
I:I resolver exercicios do manual escolar.
|:| passar para o caderno o que ¢é feito no quadro.
I:I ser 0 aluno a estabelecer as definicoes, regras e propriedades.

I:I resolver exercicios/problemas com recurso a software de geometria dinamica.
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Questionario Final

As tuas opinides sao importantes para o estudo que estou a realizar relativamente a aprendizagem
de tépicos de Geometria Analitica no Espaco com recurso ao GeoGebra. Para obter resultados
validos é da maior importancia que respondas de forma refletida a todas as questdes que te sao
apresentadas a seguir. Comprometo-me a utilizar os dados apenas para efeitos do meu estudo e

de forma anénima.

1. Das afirmacdes que se seguem, assinala com X a que se adequa mais ao teu grau de
concordancia, atendendo a seguinte escala: DT: Discordo Totalmente; DP: Discordo Parcialmente;

I: Indiferente; CP: Concordo Parcialmente; CT: Concordo Totalmente.

Afirmacdes

DT

DP

cpP

CT

Gostei de aprender Geometria no Espaco com o GeoGebra.

Os conceitos de Geometria no Espaco foram mais dificeis de compreender
do que outros conceitos matematicos.

0 estudo de conceitos de Geometria no Espaco com recurso ao GeoGebra
suscitou 0 meu interesse pela Geometria.

O trabalho em pares permitiu-me discutir sobre possiveis formas de
resolver as tarefas.

0 GeoGebra permitiu-me visualizar diferentes formas geomeétricas.

Recorri ao GeoGebra para validar resultados obtidos analiticamente.

O GeoGebra ajudou-me a compreender melhor conceitos geométricos
estudados.

O GeoGebra ajudou-me a relacionar a resolucdo analitica e a resolucao
grafica.

Sou capaz de construir no GeoGebra representacées de solidos
geomeétricos.

Recorri a processos analiticos para validar resultados obtidos no GeoGebra.

Desenvolvi habilidades de utilizar o GeoGebra na resolucdo de problemas
de Geometria no Espaco.

Recorri ao GeoGebra para resolver tarefas que nao conseguia fazer por
processos analiticos.

Preferi resolver as tarefas propostas analiticamente do que com o
GeoGebra.

O GeoGebra nao favoreceu a minha aprendizagem de conceitos de
Geometria no Espaco.

0 GeoGebra permitiu-me estabelecer nas aulas definices de conceitos de
Geometria no Espaco.

Descobrir por mim os conceitos matematicos € mais aliciante do que ser
0 professor a apresenta-los

O GeoGebra permitiu visualizar melhor as construcdes efetuadas do que
no quadro/papel.

As aulas em que utilizei o GeoGebra foram as que participei mais nas
atividades da aula.

O GeoGebra permitiu explorar mais exemplos do que se fosse com papel
e lapis.

Gostaria de aprender outros conceitos matematicos com recurso ao
GeoGebra.

Trabalhar em pares na sala de aula ajudou a explorar melhor o GeoGebra
do que individualmente.
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2. 0 ensino de Geometria no Espaco foi realizado com recurso ao GeoGebra. Indica trés
vantagens da utilizacdo do GeoGebra para a tua aprendizagem.

3. O ensino de Geometria no Espaco foi realizado com recurso ao GeoGebra. Indica trés
desvantagens da utilizacao do GeoGebra para a tua aprendizagem.

4. Que dificuldades sentiste na aprendizagem de conceitos de Geometria no Espaco?

5. Qual foi o contributo do GeoGebra na clarificacao de dificuldades que sentiste na aprendizagem
de conceitos de Geometria no Espaco?

6. Explica a diferenca entre a resolucdo de tarefas no GeoGebra e a resolucdo de tarefas com
papel e lapis.
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ANEXO 4 - Questdo aula
Questoes aula Data:___

O que aprendeste na aula de hoje?

Que dificuldades sentiste? Como as ultrapassaste?

Que vantagens teve o0 GeoGebra na realizacao das actividades da aula?

Que desvantagens teve o GeoGebra na realizacdo das actividades da aula?
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ANEXO 5 - Planificacao das aulas

Planificacdo das aulas da intervencao

Plano de aula 1
Topico: Posicao relativa de retas e planos.
Objetivo: Determinar a posicao relativa de retas e planos.

Conhecimento Prévio: Nocao de ponto, de reta e de plano.

Atividade Motivacional

Ao estudar Geometria no Espaco, o Rui apercebeu-se que num cubo pode determinar

varios planos, tais como:

(4) Um plano que contém duas diagonais faciais estritamente paralelas do cubo;

(5) Um plano perpendicular ao plano anterior que contém duas diagonais faciais;

(6) Um plano estritamente paralelo a uma das faces do cubo, que contenha outra face do
cubo.

Com recurso ao GeoGebra, esboce os planos idealizados pelo Rui.

Exploracao

1. Questionar os alunos sobre as diferentes formas de definir um plano.

2. Perguntar a turma quais sao os elementos de um cubo.

3. Apds a construcdo de um cubo, com uma dada medida de aresta, pedir a turma que
determinem os planos solicitados na atividade motivacional.

4. Considerando os elementos de um cubo, sugerir aos alunos que identifiquem:

4.1. Duas retas complanares;

4.2. Duas retas ndo complanares;

4.3. Duas retas concorrentes;

4.4. Duas retas estritamente paralelas;

4.5. Duas retas coincidentes;

4.6. Uma reta paralela a uma face do cubo;

4.7. Uma reta secante a uma face do cubo;

4.8. Uma reta contida numa face;

4.9. Dois planos concorrentes e a reta de interseccéo.
Pratica

Desenhe no caderno e no GeoGebra a figura seguinte:

Represente um plano perpendicular ao plano DEF.

B

Desafio

Depois de completar as seguintes afirmacdes, utilize 0 GeoGebra para ilustrar cada uma delas:
E condicdo necessaria e suficiente para que uma reta seja paralela a um plano que

E condicdo necessaria e suficiente para uma reta secante a um plano num dado ponto P ser
perpendicular @ €SSE PIAN0 GUE.......cooiiiiiiieeiee e e et e et e e e e e e

Comentarios

10° ano
Ensino em pares

Perguntar como se
pode definir uma
reta e um plano.

Rever conceitos de
paralelismo, per-
pendicularidade,
entre retas, entre
retas e planos e en
tre planos.

Praticar GeoGebra
Representar planos
perpendiculares.

Intuir relacdes de:
-paralelismo no
no espago;
-perpendicularidade



E condicdo necessaria e suficiente para dois planos serem perpendiculares

Trabalho de Casa

Resolva os exercicios 1, 2, 3 e 4 das paginas 6 e 7 do manual. Use o GeoGebra na resolucao.
Tarefas Adicionais

Desenhe no GeoGebra o seguinte prisma:

Com recurso ao GeoGebra, represente um plano perpendicular a uma das faces do prisma.
Materiais
Manual escolar, caneta, quadro, GeoGebra.

Plano de aula 2
Topico: Referenciais e coordenadas no espaco. Projecao de um ponto no espaco.

Objetivo: Definir referencial no espaco, determinar e definir coordenadas de um ponto
no espaco.

Atividade Motivacional

Abre o Geogebra e observa o referencial espacial.

Desenha o referencial no caderno, assinala a origem do referencial, O, o eixo das abcissas, X,
0 eixo
das ordenadas, y e o eixo das cotas, z.
Desenha um cubo com 2 de aresta no Geogebra, com arestas coincidentes com os eixos do
referencial espacial. Assinala o vértice do cubo, nado pertencente aos eixos coordenados.
Indica o valor da abcissa, o valor da ordenada e o valor da cota deste vértice.
Exploracao
Assinala no referencial criado no Geogebra:

1- O plano xOy;

2- 0 plano x0Oz;

3- 0 plano yOz;

4- Indica qual é a projeccao ortogonal do ponto G no plano xOy;

5-  Apresenta todas as coordenadas dos vértices do cubo.
Pratica

Elabora a actividade inicial 1 da pagina 8 do manual.
Desafio

Desenha no Geogebra os vértices (1,-1,-1) e (1,1,-1). Em seguida desenha o cubo gerado
pela aresta que une esses dois pontos. Determina, analiticamente, sem recorrer ao
Geogebra, as coordenadas desses pontos. Depois de o fazeres, verifica essas coordenadas

Com o Geogebra.
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Comentarios
Turma do 10°

ano

Grupos  de
dois
Trabalhar em

Geogebra

Atividade
pratica

Aplicar
conceitos



Sintese Final

Define referencial ortonormado no espaco. Quais sdo os planos coordenados?
Define projeccao ortogonal de um ponto numa reta e de um ponto num plano.
Diz o que entendes por coordenadas de um ponto P.

0 que aprendeste na aula de hoje?

Que dificuldades sentiste?

Trabalho de Casa

Resolve os exercicios 1, 2 e 3 da pagina 11 do manual.

Tarefas Adicionais

Exercicio 17 da pagina 22 do manual.

Materiais

Manual escolar, fita métrica, caneta, quadro, Geogebra.

Plano de aula 3
Topico: Planos paralelos aos planos coordenados. Retas paralelas aos eixos
coordenados.
Objetivo: Escrever equacdes de planos paralelos aos planos coordenados.
Atividade Motivacional
A partir da aresta que une os pontos A(0,-1-1) e B(0,1,-1), desenhe no
GeoGebra, um
cubo. Diga quantas representacdes desse cubo se podem realizar?
De seguida, represente esse cubo no caderno.
Exploracao
1-Representar o cubo.
2-Analisar as diferentes representacdes do cubo segundo os dados do enunciado
3-No mesmo referencial espacial que representa o cubo, desenhe os planos
definidos pelos pontos EFG, HGC e AED.
4- Estabeleca através de uma condicao:
O plano definido por EFG; Generalize.
O plano definido por HGC; Generalize.
O plano definido por AED. Generalize.
b-Indicar por uma condicao, as retas que resultam da interseccao dos planos
EFG, HGC e AED.
Pratica
Na figura estao represen-tados nove cubos, todos com as mesmas dimen-soes,
num referencial ortonormado do espaco.
Tal como a figura sugere:
- 0s planos que contém as faces do cubo sao perpendiculares aos eixos
coordenados;
- cubos contiguos tém uma face comum ou uma aresta comum;
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Comentarios

Turma do 10° ano

Com esta actividade pretende-se estimular a
capacidade de visualizacdo dos alunos de
solidos num referencial espacial. Para esse
efeito, explora-se a representacdo de um
cubo para definir equacdes do plano. O
GeoGebra tem por finalidade, ilustrar essas
representacdes e clarificar o conflito de
representar figuras tridimensionais no plano

Estabelecer equacdes de planos e de
retas  Identificar  diferengas  na.
representacao

Esta tarefa faz parte do manual escolar.
Pretende-se que os alunos definam equagdes
de planos que contém as faces de cubos
representados no enunciado da tarefa.



-0s vértices F, G e
J, pertencem aos
semieixos
positivos Ox, Oy e
0z,
respectivamente;
-as coordenadas
do ponto A sdo
(1,0,-1).

1.- Determine as
coordenadas dos

vertices Ba N;
2.- Defina por uma equacao os planos:
a)AFE b)BCG c)ABC
d)NMH e)DIN flJJKL
Desafio

Tendo como referéncia o cubo construido a partir da aresta que une os pontos
A(0,-1,-1) e B(0,1,-1), definir a condicao que representa o cubo.
Escreva condicdes que representem as arestas do cubo anterior.
Escreva condicdes que representem as semi-retas definidas por AB, FG e por
DH.
Sintese Final
Diga como estabelecer a equacao de um plano paralelo a um dos planos
coordenados?
Diga como se estabelece a equacédo de uma reta?
Trabalho de Casa
Resolve os exercicios 4 da pagina 12 e 5 da pagina 14, do manual.
Tarefas Adicionais
No referencial ortonormado do espaco estd representado um prisma
quadrangular regular. A unidade de medida é o centimetro. A area da base do
prisma ¢ 16 cm2 e a area lateral € 96cmz. Os vértices B e F pertencem aos
semieixos positivos Ox e Oz, respectivamente, e o vértice C pertence ao semieixo
negativo Oy.
Escreva:

1- As coordenadas do vértice do prisma;

2- Uma condicao que defina cada um dos planos

gue contém as faces do prisma;
3- Uma condicao que defina cada uma das
arestas do prisma.

Materiais
Manual escolar, caneta, quadro, Geogebra.

Explorar a representacdo do cubo no
GeogGebra para definir a condicéo
pedida.

Esta tarefa faz parte do manual escolar.
Pretende-se que os alunos definam equacdes
de planos que contém as faces do prisma e
condigdes que representem arestas do
prisma, representados no enunciado da
tarefa.

Plano de aula 4

Comentarios

Topico: Distancia entre dois pontos e equacdo do plano mediador de um segmento de reta | Turma do 10°ano
no espaco. Equacéao cartesiana da superficie esférica e inequacao cartesiana da esfera.
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Objetivo: Determinar a distancia entre dois pontos do espaco. Estabelecer a equacéo do
plano mediador de um segmento de reta no espaco, a equacao de uma superficie esférica
e a inequacao de uma esfera.

Tarefa 1: distancia entre dois pontos e plano mediador de um segmento de reta
no espaco.

Num referencial ortonormado do espaco, um paralelepipedo tem um dos seus vértices na
origem e trés arestas coincidentes com os eixos coordenados. O vértice oposto a origem
tem coordenadas (2,3,1).

Exploracao

1-Representar no Geogebra o paralelepipedo.

2-Calcular o comprimento da diagonal espacial do paralelepipedo com recurso ao GeoGebra.
3-Questionar a turma como obter algebricamente esse comprimento.

4-Considerar um prisma do qual se conhece as coordenadas genéricas dos pontos

Alx.,y1,2)) e Clx,,y.,Z.):
C (w2, y2, 22)

A(Il-yl-, 21)

Como determinar a distancia do ponto A ao ponto C?

5-Escrever a equacao do plano mediador do segmento de reta que traduz uma das arestas
do paralelepipedo.

6- Considerando um segmento de reta [AC] no espaco, em que A(x,y1,z) e C(X,y.Z),
escrever uma equacao do plano mediador do segmento de reta.

Tarefa 2: superficie esférica e esfera.

Dos diferentes solidos que existem, ja é do teu conhecimento a esfera. Como defines uma
esfera? Que figura geométrica te permite gerar uma esfera?

Exploracao

1-Registar no quadro as respostas dos alunos sobre o que entendem por esfera.

2-Pedir aos alunos exemplos do quotidiano que representam uma esfera.

3-A partir de uma bola, tendo como referéncia a distincdo no plano entre circunferéncia e
circulo, questionar a turma sobre a variacao da distancia de qualquer ponto da bola em
relacdo ao seu centro.

4-Perguntar aos alunos o que se obtém de rodarem um circulo em torno de um diametro.
5- Distinguir superficie esférica de esfera.

6-Representar no GeoGebra uma esfera com centro na origem e raio 2cm.

7-Na folha algébrica do Geogebra, aparece a equacdo x+y>+z==4. O que significa essa
equacao? Como a obter?
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Aplicar e desenvolver a
capacidade de visuali-
Zagao no espaco

A partir da distancia
entre dois pontos no
espaco, determinada no
GeoGebra, os alunos
serdao incentivados a
deduzir a férmula geral
da distancia entre dois
pontos no espaco.

Pretende-se que os
alunos deduzam:

-uma equacao de um
plano mediador paralelo
a um dos planos
coordenados;

-uma equacao do plano
mediador de um
segmento de reta no
espaco.

Com estas questoes
pretende-se que oS
alunos digam como se
pode gerar uma esfera.
Mostrar-se-a um
exemplo de uma
semicircunferéncia a
gerar uma
circunferéncia ,.

Pretende-se que os
alunos  deduzam a
condicao que representa



8- Determinar a inequacao que representa a esfera com centro na origem e raio 2cm.
9- Determinar a condicdo que representa a superficie esférica e a esfera com centro no

ponto C(xl,yl,zl) e raior.
Pratica

1- Considere, num referencial ortonormado Oxyz, os pontos:

A(1,2,3); B(-2,2,2); C(2,2,0).

a) Determine a distanciaentre Ae B,AeCeBeC.
b) Justifique que o triangulo [ABC] é rectangulo em A.
c) Escreva na forma ax+by+cz+d=0, com a,b,c,d € R , uma equacdo do plano mediador de
[AB].

2- Considere, num referencial ortonormado do espaco, os pontos A(4,0,0), B(2,1,3) e
C(0,2,0). Seja P a superficie esférica de centro em B e que passaem Ae a0
plano mediador de [AC].

2.1 Defina por uma condigdo a superficie esférica f3.

2.2 Defina por uma condicao o plano a.

2.3 Verifique se o centro da superficie esférica pertence ao plano a.
Desafio
Considere, fixado um referencial cartesiano do espaco, a superficie esférica cujo centro é o
ponto C(2,2,2) e que é tangente ao plano de equacao Y = 2 — V6.
1-Esta superficie contém apenas dois pontos que tém as trés coordenadas iguais. Determine
as coordenadas destes dois pontos.
2-Determine para que valores reais de a a interseccdo da superficie esférica com o plano de
equacao x = a € uma circunferéncia de raio V5.
Trabalho de Casa
Resolve os exercicios 7 da pag. 16 e 8dapag. 17, 10e 11 da pag. 18, 12 e 13 da pag. 19
do manual.

Tarefas Adicionais
Exercicio 8 da pagina 27 do manual.

Materiais
Manual escolar, caneta, quadro, Geogebra.

a esfera e a superficie
esférica, com centro
num ponto qualquer e
raio qualquer.

Tarefa  baseada no
exercicio 6 da pagina 15
do manual.

Tarefa  retirada do
manual (exercicio 22 da
pag. 23).

Tarefa  retirada do
caderno  de fichas
(exercicio 7 da pag. 79).

Pretende-se que os
alunos entreguem estes
trabalhos de casa numa
folha, para correccéo.

Trabalho facultativo.
Para entregar quem
quiser.

Plano de aula 5

Topico: Resolucédo de problemas (envolvendo conjuntos de pontos do espaco).
Objetivo: Aplicar nocdes de geometria analitica no espaco a resolucao de problemas.
Tarefa 1: exploracao de um prisma
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Comentarios

Turma do 10° ano



De um prisma quadrangular regular [ABCDEFGH] de altura 8, conhecem-se trés
vértices da base: A(2,—1,0), B(2,3,0) e C(—2,3,0).
1-ldentificar, no referencial ortonormado do espaco, 0s
pontos A,B e C, determinar as coordenadas dos
restantes vértices e nomea-los.
2-Definir analiticamente:
2.7 O plano que contém a face [EFGH] do prisma;
2.8 A aresta [FB];
2.9 0 plano mediador da aresta [FB];
2.10 O plano mediador do segmento de reta [AG]; ’.
2.11 A semireta FG; x
2.12 0O conjunto de pontos do espaco cuja distancia Y
ao ponto A é igual a 4.
3-Efetuar a representacao do prisma e verificar os resultados que obteve em 2 no
GeoGebra.
Tarefa 2: exploracao da equacao cartesiana de uma superficie esférica
Considere a superficie esférica definida pela seguinte equacao:
x2+2x+y?—8y+2z2—4z-3=0
1-Indique o centro, C, e o raio da superficie esférica.
2-Determine a interseccdo da superficie esférica com cada um dos seguintes conjuntos
de pontos:
a) Eixo Oy;
b) Plano de equacao x = —1;
c) Plano de equacdo z = 4;
3-Apresente a equacao de um plano paralelo ao plano xOy, tangente a superficie
esférica.
4-Verifique que o ponto A(—3,0,0) pertence a superficie esférica.
5-Determine a inequacao reduzida da esfera de centro A e raio AC.
Desafio
Considere um cubo [OPQRSTUV]. no referencial ortonormado do espaco, do qual se
conhecem os seguintes elementos:
e 0 cubo tem aresta 5 unidades;
e o ponto 0(0,0,0) é um vértice do cubo;
e 0s vértices P, R e S do cubo pertencem
aos semieixos positivos Ox, Oy e Oz,
respectivamente;
e [MNUQ] é uma piramide.
1- Represente o cubo num referencial
ortonormado;
2- Representa a piramide que se obtém da
interseccdo do plano MNQ de
equacao 10x+15y+6z=125, com o cubo;
3- Determine as coordenadas dos pontos M e N.
4-  Determine o valor exato do volume da piramide [MNUQ].
5-  Determine a equacao reduzida da superficie esférica que contém os oito
vértices do cubo
[OPQRSTUV].

P
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Apos a leitura do

enunciado da
tarefa, questionar
os alunos sobre o
significado de
prisma
quadrangular
regular.

Qual a influéncia do
GeoGebra na
representacao que
os alunos fazem
dos soélidos

Consolidar
conhecimentos
sobre a superficie
esférica e sobre a
esfera

Visualisar a
interseccao entre a
esfera e um plano
no espaco.

Verificar a utilidade
do GeoGebra na
resolucao de
problemas de
geometria no
espaco.

Estimular os alunos
na aplicacdo do
GeoGebra, na
resolucao de
problemas.



Trabalho de Casa

Resolve os exercicios 18, 20 e 23 da pag. 23, 27 da pag. 24 e 28 da pag. 25 do

manual.

Tarefas Adicionais

Exercicio 8 da pagina 27 do manual.
Materiais

Manual escolar, caneta, quadro, Geogebra.

Plano de aula 6

Topico: Introducao aos vetores / retas do espaco.
Objetivo: Representar e operar vetores e coordenadas de vectores do
espaco.

Atividade
Motivacional
Relativamente a um
cubo de aresta 2,
representado na figura,
apresenta, utilizando
as
vértices:

1-

letras dos seus

Dois segmentos
orientados
equipolentes.

2- Trés segmentos
orientados nao
equipolentes.

3- Trés segmentos
orientados equipolentes ao segmento de reta [Q, R].

4- Dois vectores simétricos.

5- Dois vectores cuja soma seja PV. Verificar, utilizando as suas
coordenadas.

Exploracao

1- Rever nocdes do calculo vectorial do plano, tais como: vetor,
segmentos orientados equipolentes, vectores simétricos, vetores
colineares e norma de um vetor.

2- Resolver as cinco primeiras questoes da actividade motivacional.

3- Indicar a norma dos diferentes vetores que se podem formar com os
vertices do cubo.

4- Determinar os vectores, formados pelos vértices do cubo, cuja soma
seja PV.

5- Solicitar um aluno que explique a turma através do GeoGebra a soma
dos vectores PR e VT.

6- Determinar um vetor que desloque o cubo para o sétimo octante de
modo que trés arestas coincidam com os eixos coordenados. Verificar
no GeoGebra.

Pratica
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Comentarios
Turma do 10° ano

Com esta actividade
pretende-se prolongar o
estudo do calculo
vectorial no plano ao
espaco.

Os alunos identificam
vectores no  espaco,
operam com vectores
definidos por
coordenadas do espaco,
aplicam a nocao de
norma de um vetor do
espaco e identifica-
vetores  simétricos e
colineares no espaco.

A regra da adicdo de
vectores no plano ¢é
aplicada com vectores no
espaco.



Considere um cubo
[OPQRSTUV] no
referencial ortonormado do
espaco, do qual se
conhecem 0s seguintes
elementos:
e 0 cubo tem aresta
5 unidades;
e o ponto 0(0,0,0)
é um vértice do

P
cubo: /
e 0s vértices

P,R e S do cubo
pertencem aos semieixos positivos Ox, 0y e Oz,

respectivamente;
e [MNUQ] é uma piramide.

A- Utilize o GeoGebra para:
1- Representar o cubo num referencial ortonormado.
2- Representar a piramide que se obtém da interseccao do plano
MNQ de equagdo 10x + 15y + 6z = 125, com o cubo;
3- Provar que MN + W = W
B- Comprovar com a resolucao analitica os passos em A- 2 e em A- 3.

Desafio

Seja Oxyz um referencial ortonormado no espaco.

O ponto A coincide com a origem dos eixos coordenados, o vetor AV &

uma aresta lateral de uma piramide quadrangular reta de vértice V. A

base da piramide ¢ constituida pelo poligono [ABCD], sendo [AB] uma

aresta coincidente com o eixo Ox.

Um prisma quadrangular regular [EFGHMNOP] esta inscrito na

piramide. A base inferior [MNOP] esta contida na base da piramide; a

base superior [EFGH] resulta da interseccdo de um plano paralelo a

x0y, que contém o ponto médio do segmento [AV].

1- Desenhe a piramide no GeoGebra sabendo que as coordenadas de V
séo (2,2,6).

2- Represente o prisma no GeoGebra, sabendo que o vértice E é o de
menor abcissa e de menor ordenada (os vértices FGH seguem a
orientacdo de ABCD).

3- Mostre, analiticamente, que os vectores BC e FG séo colineares.

4- Determine as coordenadas:

4.1. Dos vértices da base [EFGH].
4.2. Dos vetores NH e OF.
4.3. Mostre que NH +HP -PN =0

Trabalho de Casa

Resolver as tarefas 2 da pag. 30, 4 da pag. 31, 8 e 9 da pag. 36 do

manual.

Tarefas Adicionais
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Verificar que a resolucéo
analitica e a resolucao no

GeoGebra
complementam.

se



Tarefas 7 da pag. 34 e 10 da pag. 36 10 do manual.
Materiais
Manual escolar, caneta, quadro, Geogebra.

Plano de aula 7
Topico: Ponto médio de um segmento e equacdes de retas no espaco.
Objetivo: Determinar o ponto médio de um segmento de reta no espaco. Definir
equacdes de retas no espaco.
Atividade Motivacional
No referencial ortonormado do espaco Oxyz, conforme a figura, esta representado um
paralelepipedo cujas faces sao paralelas aos planos coordenados.
Sabendo que F(1,0,0) e D(6,4,2) ,
determinar:
1 - As coordenadas do ponto médio do
segmento de reta [E, C];
2 - As coordenadas do vetor diretor da reta
definida por HC.
3 - A equacao vectorial da reta HB,;
4 - As equacdes paramétricas da reta HB;
5 - Mostrar que EC =EB + ﬁ;
Verificar as solucdes no GeoGebra.
Exploracao
1 - Questionar os alunos relativamente as nocoes de ponto médio de um segmento de
reta no plano e de equacao vectorial de uma reta no plano. Perguntar, em seguida, como
serao as correspondentes expressdes no espaco.
2- Resolver as cinco primeiras questdes da atividade motivacional.
3 - Construir o paralelipipedo no GeoGebra e verificar as solucdes das questdes 1 a 5.
Pratica
Considerar, num referencial ortonormado do espaco, Oxyz, a esfera de diametro [AB],
emque A(3,—1,2) e B(1,7,0).
5. Escrever uma condicdo que defina a esfera;
6. Calcular o perimetro da interseccao da esfera com o plano yOz;
7. Escrever o sistema de equacbes paramétricas da reta AB;
8. Determinar as coordenadas do ponto da reta AB de ordenada 3.
Desafio
Na figura seguinte esta representado, num referencial ortonormado do espaco, Oxyz,
um co-ne de revolucdo de base contida no plano x0z.

Sabe-se que:
e (O eixo do cone é a reta definida pelo sistema de equacdes cartesianas x = 3
N z=3;

e Uma geratriz do cone ¢ a reta definida pela equacao vectorial
(x,y,2)=(3,3,4)+k(0,6,-2), K ER .
Determinar o volume do cone no GeoGebra.
Verificar analiticamente o volume determinado.
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Comentarios
Turma do 10° ano

Estender ao espaco as nocdes
de:

- ponto médio de um segmento
de reta no plano;

- vetor director de uma reta no
plano;

- equacao vectorial de uma reta
no plano;

- equacdes parameétricas de
uma reta no plano.

A verificacdo dos resultados
obtidos no GeoGebra permite
aos alunos obter feedback da
sua aprendizagem

Comprovar analiticamente
resultados obtidos no
GeoGebra tem por finalidade
validar esses resultados com os
conhecimentos apreendidos.



Trabalho de Casa
Tarefas 12 e 13 da pag. 37, 14 da pagina 38, 15 e 16 da pagina 39..
Tarefas Adicionais
Tarefas 41 e 42 da pagina 47 do manual.
Materiais
Manual escolar, caneta, quadro, Geogebra.

Plano de aula 8

Topico: Resolucédo de problemas (envolvendo calculo vectorial do espaco).

Objetivo: Aplicar o calculo vetorial no espaco a resolucao de problemas.

Atividade Motivacional

Num referencial ortonormado do espaco Oxyz é dado o plano m, definido pelos pontos

A(3,2,1),B(6,4,—1) e C(3,—2,3). Determine,

A-Utilizando o GeoGebra:

1- A equacao cartesiana do plano T;

2- Os pontos de interseccao do plano 7T com os eixos coordenados;

3- As equacdes vectoriais das retas de intersecdo do plano m com os planos
coordenados.

B-Analiticamente:

4- As equacdes cartesianas das retas de intersecado do plano Tt com os planos
coordenados;

5- As equacdes parameétricas das retas de intersecao do plano 1t com os planos
coordenados (considera as equacdes vectoriais das retas de interseccao de 7t com
o0s planos coordenados).

Exploracao

1 - Questionar os alunos sobre o que se obtém da intersecao de duas retas. E de uma

reta com um plano ? E o que se obtém da intersecéo de dois planos ?

2 — Rever com os alunos as noc¢oes de:

vetor no espaco;

vetor director de uma reta no espaco;

equacao vectorial de uma reta no espaco;

equacdes paramétricas de uma reta no espaco.
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Comentarios
Turma do 10° ano

Os alunos constatam que as
solucdbes de um problema
podem ser encontradas pelo
uso do  GeoGebra, ou
analiticamente.

Estas questdes tém por
finalidade rever nocgdes ja
estudadas: posicao relativa de
retas e de retas e planos, vetor
director de uma reta e equacao
vectorial de uma reta no
espaco.

Pretende-se que os alunos
saibam o que & um vetor
director de uma reta e a forma



3- Resolver as questdes da actividade motivacional.

Pratica
O Sr. Manuel dispde para a rega dos seus campos, um reservatorio com a forma de
uma piramide quadrangular regular [ABCDV] de base [ABCD] . Ajude o Sr. Manuel
a determinar o volume do reservatorio, tendo em consideracao o seguinte:

e A piramide esta projetada num referencial ortonormado do espaco Oxyz;

e A tem coordenadas (1,-1,1);

e A e B sao extremos de uma aresta da base da piramide;

e ( é o0 veértice oposto de A;

- 5 19

P oG,

« BU=(-7,4,3)

e CBE=(0,4,-3).
1-Calcule o volume da piramide no GeoGebra.
2-Verifique analiticamente o volume da piramide.
Desafio
Um cubo encontra-se definido num referencial ortonormado Oxyz, através dos vértices
[ABCD], pertencentes a uma face inferior paralela ao plano xOy e através da face
superior, [EFGH]. Sendo dados os pontos A(3,0,—2),C(—4,1,—2) e
H(—1,-3,3), determine:
1-As coordenadas dos restantes vértices do cubo;
2-A equacao vectorial da reta definida pelos vértices B e H;
3-A representacao do cubo no GeoGebra;
4-Verifique a alinea 2, no GeoGebra.
Trabalho de Casa
Tarefas 12 e 13 da pag. 37, 14 da pagina 38, 15 e 16 da pagina 39..
Tarefas Adicionais
Tarefas 9 e 10 da pagina 52 e 12 da pagina 53 do manual.
Materiais
Manual escolar, caneta, quadro, Geogebra.
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de definir a equacao vectorial
de uma reta.

Pretende-se que os alunos
trabalhem com a equacdo
vectorial da reta, determinem
pontos, calculem o volume da
piramide e recordem a nogéo
de piramide quadrangular
regular.

A resolucao no GeoGebra pode
ser verificada analiticamente.
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