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Resumo

Efeitos Plasmónicos em Estruturas Unidimensionais e em Nanoestruturas à Base de Grafeno

O presente trabalho tem como objectivo discutir efeitos plasmónicos em nanoestruturas baseadas
em grafeno. São estudadas, em primeiro lugar, uma cunha infinita (dieléctrica ou metálica) e uma
superf́ıcie ranhurada perfeitamente condutora. Ambos os casos são estudados com e sem um reves-
timento de grafeno, de modo a comparar ambos os resultados e discutir a influência do mesmo nas
respectivas propriedades plasmónicas. Em segundo lugar, são estudadas estruturas exclusivamente
compostas por tiras de grafeno, e são avaliadas as suas propriedades ópticas, sendo conclúıdo que o
comportamento observado é influenciado pela excitação de plasmões de superf́ıcie nas tiras de grafeno.
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Abstract

Plasmonic Effects in Unidimensional Structures and Graphene-Based Nanostructures

The main purpose of this work is to discuss some plasmonic effects on graphene-based nanostruc-
tures. Firstly, we study the cases of an infinite (dielectric or metallic) wedge and a perfect conducting
grooved surface. Both cases are studied with and without a coating of graphene, and the difference
between both configurations allows an assessment of the graphene influence in the respective plasmo-
nic properties. Secondly, we consider nanostructures exclusively composed of graphene ribbons and
calculate its optical properties, where we conclude that the observed behaviour is influenced by the
excitation of surface plasmons on the graphene ribbons.
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Resultados Originados desta
Dissertação

Em geral, os métodos e resultados apresentados ao longo deste trabalho foram desenvolvidos integral-
mente pelo autor da presente dissertação, sempre com a supervisão do Doutor Nuno Peres, no campus
de Gualtar da Universidade do Minho, em Braga, Portugal. No entanto, como em qualquer trabalho
cient́ıfico, é importante distinguir claramente que partes do conteúdo correspondem à reprodução de
resultados já conhecidos, de modo a explicitar quais as contribuições originais do autor. Deste modo,
essa distinção será feita seguidamente, discriminada por caṕıtulo do presente trabalho.

Caṕıtulos 2 e 3 Estes caṕıtulos têm uma ı́ndole sobretudo introdutória, onde apenas se pretende
apresentar algumas noções básicas sobre a F́ısica necessária para o desenvolvimento deste trabalho.
Para esse efeito, o seu desenvolvimento teve por base, principalmente, o trabalho prévio de Gonçalves
e Peres [1].

Caṕıtulo 4 O método utilizado para a resolução do problema da cunha sem grafeno baseou-se no
trabalho de Dobrzynski e Maradudin [2]; no entanto, a abordagem a este problema foi mais aprofun-
dada do que a dos referidos autores, tendo sido produzidos resultados originais relativos à distribuição
dos potenciais e dos campos electromagnéticos tanto no interior como no exterior da cunha. A re-
solução do problema da cunha com grafeno, por sua vez, corresponde integralmente a trabalho original
desta dissertação. A comparação dos resultados obtidos pelo método desenvolvido com resultados si-
mulados com recurso ao software COMSOL Multiphysics foi realizado por S. Xiao e N. A. Mortensen
no Center for Nanostructured Graphene, na Universidade Técnica da Dinamarca, em Lyngby, fruto
de uma colaboração com o Centro de F́ısica da Universidade do Minho. Este resultado é referido mas
não é apresentado no presente trabalho.

Caṕıtulo 5 O problema dos modos plasmónicos suportados numa superf́ıcie ranhurada sem grafeno
baseou-se numa breve abordagem de um problema semelhante por Maradudin, Sambles e Barnes [3];
no entanto, no presente trabalho, este problema é discutido com um pouco mais de generalidade e
com significativamente maior detalhe, tendo sido obtidos resultados originais, tanto a ńıvel de mo-
dos plasmónicos permitidos, como a ńıvel da distribuição dos campos electromagnéticos no sistema.
Por sua vez, o cálculo da reflectância desta superf́ıcie, bem como toda a abordagem ao problema da
superf́ıcie ranhurada revestida por grafeno —tanto a ńıvel dos modos plasmónicos permitidos e distri-
buição de campos electromagnéticos como a ńıvel da reflectância e absorvância— são integralmente
originais desta dissertação. O problema dos modos plasmónicos suportados por uma superf́ıcie ranhu-
rada com grafeno tem ainda alguma margem de desenvolvimento, pelo que continuará a ser estudado
em trabalho futuro.

Caṕıtulo 6 O método aproximado desenvolvido no caṕıtulo 6, bem como os respectivos resultados
e subsequente análise, correspondem igualmente a trabalho original desta dissertação, para ambos os
problemas resolvidos com recurso ao mesmo. A comparação dos resultados do método aproximado com
os resultados do método exacto e ainda com dados experimentais foi realizado por P. A. D. Gonçalves
no Centro de F́ısica da Universidade do Minho. Mais uma vez, estes resultados são referidos no
presente trabalho, mas não são apresentados explicitamente.
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G.1 Representação gráfica da densidade das matrizes P(e) e P(o). . . . . . . . . . . . . . . . 130
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Caṕıtulo 1

Introdução

O circuito integrado, constrúıdo à base de chips de siĺıcio, foi inventado nos anos 1950, tendo revolucio-
nado toda a electrónica que seria desenvolvida desde então [6]. A sua invenção resultou da contribuição
de diversos autores, dos quais se destaca Jack Kilby, que viria a receber o Prémio Nobel da F́ısica do
ano 2000 pelo papel que desempenhou na mesma [7]. Hoje em dia, a electrónica baseada em siĺıcio
está presente em incontáveis objectos do quotidiano, desde telemóveis, televisões ou computadores,
até automóveis, aviões ou satélites.

Em 1965, Gordon E. Moore observou que, desde a invenção dos chips de siĺıcio, o número de
tranśıstores presentes nos mesmos duplicava a cada 18 meses [8, 9] —comportamento que ficou co-
nhecido por Lei de Moore. Este aumento do número de tranśıstores por chip decorria principal-
mente da miniaturização do tamanho dos mesmos que era alcançada ano após ano, que resultava
também na diminuição do tamanho dos chips [10, 11]. Actualmente, existem comercialmente chips
com números da ordem de milhares de milhão de tranśıstores com tamanhos da ordem das dezenas
de nanómetros [12,13].

Notavelmente, esta previsão de Moore manteve-se correcta durante quase meio século [14], até
que, recentemente, o aumento do número de tranśıstores por chip começou a abrandar [11, 15]. Este
abrandamento deve-se sobretudo ao facto de os tranśıstores não poderem diminuir indefinidamente,
principalmente devido à manifestação de efeitos como o aumento do rúıdo térmico ou a dissipação de
calor [16], bem como pelo facto de a miniaturização dos conectores entre tranśıstores diminuir o seu
desempenho [17]. Deste modo, a tecnologia à base de siĺıcio aproxima-se a cada ano da estagnação
tecnológica.

Esta limitação abre as portas ao desenvolvimento de tecnologias complementares ou alternati-
vas ao siĺıcio que possam ocupar a vanguarda do desenvolvimento tecnológico durante as próximas
décadas [13,18]. Uma das mais promissoras abordagens é a de integrar elementos ópticos nos sistemas
electrónicos convencionais, dando origem à opto-electrónica [11, 19, 20]. Algumas vantagens dos ele-
mentos ópticos correspondem à sua elevada largura de banda, baixo custo energético, baixo custo de
produção e desempenho potencialmente superior [21]. A t́ıtulo de exemplo, os interconectores ópticos
(tipicamente baseados em fibras ópticas) têm uma capacidade cerca de 1000 vezes maior de transportar
informação digital do que os análogos electrónicos [22].

A grande dificuldade no que concerne a integração dos dispositivos ópticos nos circuitos integra-
dos convencionais prende-se com o seu tamanho microscópico, por oposição ao tamanho nanoscópico
dos componentes electrónicos [18, 22]. É neste sentido que a nanoplasmónica —e, em particular, os
plasmões polaritões de superf́ıcie —surge como a opção mais natural para ultrapassar este problema,
como será discutido de seguida.

1.1 Plasmões Polaritões de Superf́ıcie

A nanoplasmónica defini-se como a área de estudo dos fenómenos ópticos que ocorrem na vizinhança
nanoscópica de superf́ıcies metálicas [23]. Para compreender estes efeitos, considere-se, em primeiro
lugar, que estes ocorrem a uma escala suficientemente pequena (da ordem dos nanómetros) para que
qualquer onda electromagnética (EM) possa ser aproximada, nessa região, a uma onda plana. Por
outro lado, assuma-se ainda que, em primeira aproximação, os electrões do metal onde esta incide
são aproximadamente livres. Devido à oscilação deste campo EM (que, em geral, se propaga num
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CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO

dieléctrico até incidir no metal), os electrões livres na superf́ıcie deste são periodicamente afastados
relativamente aos iões da rede, o que dá origem a um movimento colectivo do gás de electrões, cujo
quantum se denomina plasmão polaritão de superf́ıcie (surface plasmon polariton, SPP) [24,25]. Este
comportamento está representado de forma esquemática no esquema da figura 1.1.

Esta designação, que evidencia o acoplamento destas oscilações ao campo EM que as origina, re-
flecte o carácter tanto de onda electromagnética como de carga de superf́ıcie dos SPP’s [23,26]. Estes
correspondem a quasi-part́ıculas bosónicas e podem apresentar ainda propriedades quânticas, como o
entrelaçamento ou o estreitamento (squeezing), que não têm um análogo clássico [27]. Alternativa-
mente, os SPP’s podem também ser excitados através de um feixe de electrões, ao invés de fotões [28]
—na realidade, a primeira observação e análise de SPP’s foi realizada por Rufus Ritchie, da Uni-
versidade do Tennessee, que se interessou por este fenómeno após observar que o espectro da perda
de energia por parte de electrões que atravessavam uma superf́ıcie metálica era composto de linhas
discretas, o que sugeria a manifestação de algum fenómeno quantificado. [26,29].

B

E

metal

dieléctrico

+++ ++++++ −−−−−− q

Figura 1.1: Representação esquemática do comportamento de um SPP na interface entre um dieléctrico e um metal.
As cargas livres à superf́ıcie reorganizam-se devido à interacção com um campo electromagnético, oscilando

colectivamente com este. Este movimento colectivo propaga-se com um momento ~q na interface, e o campo eléctrico
devido a este (perfil a vermelho, linhas de campo a laranja) decai rapidamente para longe da interface. Esquema

baseado no original de O. Benson [24].

A ńıvel quantitativo, estas ondas podem ser obtidas directamente como uma solução das equações
de Maxwell [30, 31] para um sistema como o representado na figura 1.1. Realizando esse cálculo —
como será feito no caṕıtulo 3 para alguns casos particulares —obtém-se o comportamento dos campos
eléctrico e magnético que descrevem o SPP. Dessa análise, chega-se ao resultado de que o seu campo
magnético é transversal ao seu movimento, e está contido no plano da interface [25]. Por outro lado,
o seu campo eléctrico é normal à superf́ıcie, bastante amplificado junto a esta (em relação ao campo
incidente) e decai exponencialmente com o afastamento à mesma. A penetração deste campo no
metal é muito menor do que a penetração no dieléctrico, devido ao efeito de blindagem das suas
cargas livres. Esta natureza evanescente é particularmente importante, pois impede que a energia
radie da superf́ıcie [25,28,32], e está na base de muitas aplicações interessantes deste fenómeno, como
será discutido mais à frente.

Adicionalmente, a resolução das equações de Maxwell resulta em que a relação de dispersão t́ıpica
dos SPP’s seja obtida da equação [1, 25,33]

q =
ω

c

√
ε1ε2
ε1 + ε2

, (1.1)

onde ε1 e ε2 são as permitividades dos meios vizinhos à interface considerada, e podem, em geral, ser
dependentes da frequência (por exemplo, no caso dos metais). Esta expressão é muito interessante,
pois permite retirar algumas informações importantes acerca do comportamentos dos SPP’s.

Em primeiro lugar, note-se que, se ε1 e ε2 são constantes (o que corresponde a meios dieléctricos
não-dispersivos [30]), a relação de dispersão obtida corresponde essencialmente à da luz num meio com
uma permitividade efectiva

√
ε1ε2/(ε1 + ε2), e os modos correspondentes não são plasmónicos, uma

vez que não estão confinados à interface (podem reemitir-se para fora da mesma). Este resultado é
apenas um reflexo do facto de não existirem cargas livres na interface entre dois dieléctricos, pelo que
não poderão também existir SPP’s.
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Por outro lado, no caso em que pelo menos uma das permitividades é dependente da frequência,
a equação (1.1) admite soluções sempre que a parte real da função dieléctrica muda de sinal através
das interfaces [33, 34], de modo a que ε1ε2 < 0 e ε1 + ε2 < 0. Este é o caso mais comum das
interfaces dieléctrico/metal, visto que o primeiro meio é, geralmente, descrito por uma permitividade
constante e positiva, enquanto que o segundo é descrito, segundo o modelo de Drude, por uma função
da frequência da forma ε(ω) = 1− ω2

P/ω
2, onde ωP é a sua frequência de plasma [1,35,36]. Fica claro

que, nesta configuração, só são admitidas soluções plasmónicas para ω < ωP. No regime oposto, a
função dieléctrica do metal é positiva e este torna-se transparente à radiação.

De forma qualitativa, a necessidade de um metal para excitar plasmões de superf́ıcie pode justificar-
se da seguinte maneira: para provocar este movimento oscilatório nos electrões livres da superf́ıcie do
meio, a radiação tem que interagir localmente com os mesmos, ou seja, em regiões muito mais apertadas
que o seu comprimento de onda; porém, existe um limite mı́nimo para o confinamento da radiação
(i.e., o tamanho mı́nimo para o qual podemos focar um objecto, que corresponde a cerca de λ/(2n),
onde n =

√
ε é o ı́ndice de refracção do meio, e λ é o comprimento de onda da radiação), chamado

“limite de difracção” da luz [37]. Este limite pode ser relacionado com o Prinćıpio de Incerteza de
Heisenberg, ∆px∆x ∼ ~ [38], observando que ∆px está relacionado com o ı́ndice de refracção da luz no
meio, ∆p = 2π~n/λ. Porém, nos casos em que a constante dieléctrica ε tem uma parte real negativa,
então n (e, consequentemente, ∆p) tem um valor complexo, e o limite de difracção da luz deixa de ser
verificado [34].

É por este motivo que os SPP’s surgem como a opção mais natural para interligar os componentes
ópticos e electrónicos num só circuito: por um lado, estes conseguem interagir com a luz abaixo do
seu limite de difracção (tipicamente, da ordem dos ∼ 100− 1000 nm), o que vai de encontro às escalas
t́ıpicas dos componentes electrónicos actuais; por outro lado, a sua natureza h́ıbrida entre radiação
EM e superf́ıcies de carga constitui uma ponte natural entre os dispositivos electrónicos actuais e os
dispositivos plasmónicos desejados.

No entanto, a sua integração em circuitos integrados não é um passo trivial. O primeiro desafio da
sua implementação corresponde à excitação dos SPP’s na interface desejada. Um outro resultado muito
importante proveniente da equação (1.1) é o facto de o momento q(ω) de um SPP com uma determinada
frequência ser maior do que o momento de um fotão com a mesma frequência (q0 = ω/c) [25, 28]. De
facto, a dispersão obtida para os plasmões de superf́ıcie tem, qualitativamente, uma forma semelhante
à representada na figura 1.2.1

Figura 1.2: A azul está
representada, de forma
qualitativa, a relação de

dispersão dos SPP’s,
dada pela expressão
(1.1); a laranja, está

representada a relação
de dispersão de um

fotão, ω = cq.

Esta diferença no momento está associado à ligação do SPP à superf́ıcie, sendo que uma maior
frequência corresponde a um maior confinamento [28]. Esta diferença implica ainda que o SPP não
pode radiar para o dieléctrico, o que explica porque é que o campo perpendicular à interface deve
ser evanescente [23, 25, 28]. No entanto, esta desigualdade dos momentos resulta em que não seja
posśıvel criar um SPP directamente através da incidência de um fotão na superf́ıcie, pelo que, para

1Esta é apenas uma representação qualitativa da dispersão, e só é válida para q não muito elevado. De facto, o
limite assimptótico quando q aumenta varia significativamente com a configuração considerada —podendo, por exemplo,
tender para um valor constante ou continuar a aumentar indefinidamente. Este comportamento será estudado com algum
detalhe no caṕıtulo 3.
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criar o SPP, esta diferença no momento que tem que ser compensada. Esta compensação pode ser
feita de diversos modos. O mais comum envolve iluminar um filme fino metálico com recurso a reflexão
interna total através de um prisma: a chamada configuração de Kretschmann-Raether [23, 25, 28, 32].
Métodos alternativos consistem em espalhamento através de defeitos topológicos na superf́ıcie, ou
ainda a criação de componentes personalizados para esse fim, como sequências de lacunas, ondulação
da superf́ıcie, ou inclusão de nanopart́ıculas [25,28].

O segundo desafio a ultrapassar está relacionado com o comprimento de propagação dos SPP’s
numa superf́ıcie. Quando a luz é convertida num SPP numa superf́ıcie metálica, este vai propagar-se
mas, ao mesmo tempo, vai sofrer uma atenuação gradual, devida a perdas provenientes da absorção
pelo metal. Esta absorção —relacionada com a parte imaginária da constante dieléctrica do metal—
vai afectar directamente o comprimento de propagação do SPP [28]. Existem ainda outros processos
menos significativos que se traduzem em perdas, como espalhamento em imperfeições na superf́ıcie ou
nas fronteiras da mesma, e ainda devido ao aquecimento do metal devido a efeitos resistivos [22, 39].
A prata é o metal com as menores perdas no espectro viśıvel, e permite que SPP’s na sua superf́ıcie se
possam propagar até 100 µm —podendo chegar a 1 mm na região quase-infravermelha (∼ 1500 nm),
frequência usada em telecomunicações [25].

Deste modo, o tamanho máximo do circuito está limitado pela distância de propagação dos SPP’s, o
que significa que os dispositivos presentes no circuito têm que ser necessariamente ainda mais pequenos,
numa escala inferior ao limite de difracção da luz. Isto constitui um desafio importante, mas também
traz vantagens, não só em termos de compactidade, como também no aumento das velocidades de
operação e baixas latências e ainda nas baixas necessidades de potência óptica [21,26]. Adicionalmente,
é importante notar que quanto mais confinado está o SPP à superf́ıcie, mais forte será a absorção por
parte do metal, e menor será o seu comprimento de propagação; no outro extremo, se o SPP não
estiver suficientemente confinado, não ficará suficientemente “preso” à superf́ıcie, e poderá dissipar-se,
por exemplo, na presença de um defeito [28]. É necessário então encontrar algum compromisso entre
a propagação e o confinamento, de modo a fabricar circuitos robustos, mas nos quais a distância de
propagação dos SPP’s seja superior ao tamanho do circuito.

No passado, estas dificuldades eram de tal modo importantes que os SPP’s não eram considerados
viáveis para a construção de dispositivos fotónicos. Porém, nos últimos anos, já foi posśıvel desenvolver
componentes baseados em SPP’s significativamente mais pequenos que a distância de propagação,
desde guias (para controlar a propagação dos SPP’s) até filtros de comprimento de onda, interruptores,
moduladores ou routers, entre outros [22,25,28].

Por fim, importa referir que um efeito análogo ao anteriormente descrito pode ser observado em
nanopart́ıculas metálicas, ao invés de interfaces metal-dieléctrico. O exemplo mais comum consiste
em nanopart́ıculas de ouro ou prata —metais com a maior condutividade DC [34]— que devem ter
dimensões mais pequenas que a distância de penetração do metal (∼ 20 nm), mas maiores do que o
chamado comprimento de não-localidade (∼ 2 nm), que corresponde ao comprimento percorrido por
um electrão com velocidade de Fermi (vF ∼ 2× 106 m/s) durante uma oscilação óptica [23]. Quando
os electrões (em primeira aproximação, livres) pertencentes à superf́ıcie das nanopart́ıculas metálicas
sentem o campo devido à radiação EM, vão igualmente oscilar com a mesma, o que se traduz numa
acumulação de cargas positivas num dos extremos da nanopart́ıcula, e cargas negativas no extremo
oposto. Cria-se então uma força de restauro contrária ao campo eléctrico da radiação. Assim, os
electrões vão oscilar colectivamente com uma frequência que depende não só do balanço entre estas
duas forças, como também da composição e forma da nanopart́ıcula, e do material dieléctrico que a
envolve [23].

O quantum destas oscilações corresponde igualmente a um SPP mas, ao contrário daqueles forma-
dos em interfaces, este não se propaga, pelo que se denomina SPP localizado. Ainda assim, estes SPP’s
apresentam algumas caracteŕısticas comuns com os SPP’s propagantes, como um campo eléctrico al-
tamente amplificado e localizado [40, 41]. Este efeito é particularmente notável quando consideradas
distribuições de nanopart́ıculas. Nessas condições, esta amplificação é bastante complexa, sendo tra-
duzida por uma distribuição não homogénea de campos eléctricos intensos e altamente localizados [23],
que se caracterizam pela existência de pontos de maior amplificação denominados pontos quentes (hot
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spots), e são devidos não só os factores de amplificação devido a cada nanopart́ıcula, mas também a
várias caracteŕısticas do sistema, como a interferência construtiva de campos eléctricos de diferentes
SPP’s, e ainda morfologias espećıficas associadas à forma das nanopart́ıculas, como zonas pontiagudas
ou vales estreitos [23]. Estas caracteŕısticas tornam estes SPP’s muito úteis para diversas aplicações,
como será discutido de seguida.

1.1.1 Aplicações de SPP’s localizados

Como já discutido, o objectivo mais importante dos SPP’s do ponto de vista deste trabalho corresponde
à sua utilização em circuitos fotónicos. No entanto, para além das suas propriedades únicas até agora
discutidas, estes apresentam ainda uma versatilidade notável, o que os torna ideais para as mais
diversas aplicações tecnológicas —as mais importantes das quais serão brevemente apresentadas de
seguida.

Estruturas fotónicas na Natureza e Arte A criação de estruturas capazes de tirar partido de
determinadas propriedades ópticas é algo que já está optimizado há milhões de anos na Natureza.
Muitas espécies animais e vegetais usam estas propriedades como vantagens evolutivas, muitas vezes
alterando as suas propriedades ópticas como mecanismos de defesa contra predadores. As técnicas
usadas nestas situações são muito variadas, desde estruturas de redes ou múltiplas camadas cristalinas
(exemplo do reflexo prateado de alguns peixes, sendo a estrutura cristalina, neste caso, a guanina)
a camadas com diferentes ı́ndices de refracção (exemplo da coloração azul iridescente2 de algumas
espécies de borboletas —ver figura 1.3(a)—, sendo este efeito obtido através de camadas alternadas
de cut́ıcula e ar). Uma revisão extensiva destes fenómenos pode ser encontrada no artigo de Vukusic
e Sambles [42].

Por outro lado, ainda antes de este fenómeno ser explicado, este já era usado, por exemplo, para
a criação de arte, nomeadamente em vitrais coloridos. Esta aplicação propicia-se pelo facto de os
SPP’s localizados, quando em ressonância, absorverem e emitirem luz em frequências ópticas, viśıveis
a olho nu. Um exemplo desta aplicação é o Lycurgus Cup [ver figura 1.3(b)], datado do séc. XIV
e exposto no British Museum. Esta taça tem a particularidade de que, quando iluminada por luz
exterior à mesma (e que, portanto, chega ao observador reflectida na taça), apresenta uma cor verde
mas, quando iluminada por luz interior à mesma (e, portanto, transmitida através da taça), apresenta
uma cor vermelha. Este efeito é chamado de dicróısmo e ocorre devido ao facto de que a frequência
de emissão dos SPP’s em ressonância depende dos ângulos de incidência e de visualização [43] —
neste caso em particular, os SPP’s devem-se a uma liga de nanopart́ıculas de ouro e prata na taça
que constitui menos de 1% da sua constituição [44]. Em geral, devido a este efeito, um colóide com
nanopart́ıculas de prata transmite luz amarela, enquanto que se as part́ıculas forem de ouro, a luz
transmitida é vermelha [23]. Este comportamento levou a que estas nanopart́ıculas fossem usadas para
este fim desde a Idade Média. Outro exemplo deste efeito são os vitrais da Sainte Chappelle, em Paris,
onde se pensa que as cores observadas são devidas a ressonâncias de SPP’s em nanopart́ıculas na sua
constituição. A dependência da cor e intensidade da luz transmitida com os ângulos de incidência e
de visualização foram usados artisticamente nestes vitrais [23], um exemplo dos quais pode ser visto
na figura 1.3(c).

Técnicas de microscopia Uma das principais aplicações da amplificação do campo eléctrico na su-
perf́ıcie de nanopart́ıculas plasmónicas prende-se com o aumento da absorção ou emissão de moléculas
na sua vizinhança, o que pode ser utilizado para o melhoramento de técnicas de espectroscopia. Al-
guns exemplos utilizam efeitos como o espalhamento Raman (surface-enhanced Raman scattering,
SERS), a fluorescência (surface-enhanced fluorescence, SEF), a absorção no infravermelho (surface-
enhanced infrared absorption, SEIRA) ou a actividade óptica (surface-enhanced Raman optical activity,
SEROA) [47].

2Iridescência é uma propriedade de certos objectos cuja cor varia com a mudança do ângulo de observação.
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(a)

(b) (c)

Figura 1.3: Exemplos de efeitos plasmónicos para fins naturais e art́ısticos. (a) Iridescência da borboleta Morpho
Rhetenor. Fonte: [45] (adaptado). (b) Lycurgus Cup. À esquerda, sob iluminação exterior e, portanto, reflectida pela

taça; à direita, sob iluminação interior, transmitida através da taça. Fonte: [44] (c) Exemplo de vitral da Sainte
Chapelle, Paris. Fonte: [46].

Destes, aquele no qual o efeito dos SPP’s é mais viśıvel é o SERS. O espalhamento Raman (Raman
scattering, RS) corresponde a um espalhamento inelástico entre a radiação e a matéria, no qual as
moléculas, após absorverem um fotão (e, consequente, aumentarem a sua energia), transitam para
um modo vibracional distinto, reemitindo o fotão com uma energia diferente. Dependendo se este
fotão é emitido com menos ou mais energia, o espalhamento é chamado de Stokes ou anti-Stokes.
Este efeito permite obter uma grande quantidade de informação acerca da matéria em estudo, através
das suas caracteŕısticas vibracionais, que constituem uma assinatura espećıfica da mesma. Porém, o
efeito Raman é muito fraco —a sua secção eficaz por molécula está na ordem de 10−30 cm2, podendo
chegar a 10−25 cm2 sob certas condições de ressonância— o que limita a aplicabilidade desta técnica
de espectroscopia [48].

Porém, incidindo um feixe laser numa superf́ıcie que, para além da amostra, contenha nano-
part́ıculas plasmónicas, estas vão amplificar o campo à sua volta, em particular o campo espalhado
pelas moléculas, devido ao efeito Raman. Este aumento é particularmente forte quando o campo espa-
lhado está em ressonância com o laser incidente e com a frequência de oscilação dos SPP’s —para tal,
nanopart́ıculas de prata ou ouro são as mais indicadas, pois cumprem este requisito na região viśıvel e
quase-infravermelha do espectro EM, que é a região na qual operam os lasers mais comuns; para além
disso, estes metais têm uma parte imaginária da constante dieléctrica pequena, o que se traduz num
amortecimento fraco durante a propagação na superf́ıcie. Para além deste efeito, a presença destas na-
nopart́ıculas metálicas na superf́ıcie altera a polarizabilidade das mesmas, o que proporciona também,
só por si, um aumento do efeito Raman [47]. Multiplicando estas duas contribuições, é posśıvel obter
secções eficazes por molécula até à ordem de 10−16 cm2, o que corresponde a um aumento do efeito
Raman em cerca de 14 ordens de grandeza [23,47].

A maior contribuição para esta amplificação vem dos hot spots, apesar de estes comporem apenas
uma pequena percentagem da amostra [49]. Assim, esta técnica pode ser aplicada a espectroscopia de
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1.1. PLASMÕES POLARITÕES DE SUPERFÍCIE

apenas uma molécula: esta poderá criar um sinal SERS suficientemente grande para ser visualizada,
desde que esteja colocada sobre um hot spot [50]. Esta técnica é conhecida como single molecule
surface-enhanced Raman scattering (SM-SERS), e funciona particularmente bem com a deposição de
colóides de prata agregados aleatoriamente, com diferentes tamanhos e formas [51].

Por fim, um outro melhoramento do RS é chamado tip-enhanced Raman scattering (TERS), e
também tira partido da alta amplificação do campo e do forte confinamento local que se verificam no
SERS. Nesta técnica, uma pequena ponta metálica é colocada a alguns nanómetros do filme molecular,
o que, por um lado, aumenta o sinal RS —verificando-se amplificações de 3 a 7 ordens de grandeza—
e, por outro lado, permite ainda a obtenção de informação topológica da amostra [48], o que constitui
uma vantagem adicional. Um exemplo da utilização desta técnica, onde se torna viśıvel a sua utilidade,
é apresentado na figura 1.4.

Figura 1.4: Comparação entre a tip-enhanced
Raman scattering (TERS) com espectroscopia
Raman “tradicional” de moléculas de brillian

cresyl blue (BCB) dispersas em vidro. A azul, a
espectroscopia é realizada com a ponta de um

microscópio de força atómica (atomic force
microscope, AFM) relativamente afastada da

superf́ıcie; a vermelho, é usada uma ponta
metálica a alguns nanómetros da superf́ıcie. A

presença da ponta metálica amplifica
visivelmente o sinal Raman. Adaptado da

referência [48]; figura original na referência [52].

Pinças Ópticas No que se refere ao estudo de moléculas individuais, conseguir prendê-las numa
armadilha e manipulá-las constitui um procedimento experimental de grande interesse, pois tal método
tem a capacidade de facilitar de forma evidente o estudo das suas propriedades. Nesse contexto, o
primeiro dispositivo capaz de realizar tal procedimento foi desenvolvido em 1986, e denominado por
pinça óptica (optical tweezer, OT)3 [54], que usa as forças produzidas por um feixe de luz fortemente
focado para prender pequenos corpos. O seu funcionamento baseia-se no equiĺıbrio entre os gradientes
de intensidade de campo eléctrico na direcção do foco gerados pelo feixe de luz, que mantém a part́ıcula
confinada, e a pressão da radiação exercida na part́ıcula, que tende a “empurrá-la” para fora do
foco [55]. Na situação em que as forças de gradiente dominam, a part́ıcula fica efectivamente presa
espacialmente.

Os OT’s tradicionais podem ser aplicados a part́ıculas da ordem dos micrómetros [32]. Para
part́ıculas mais pequenas ainda (da ordem dos nanómetros, nomeadamente), este processo torna-se
mais complicado, devido a dois efeitos adversos: por um lado (e assumindo que podemos considerar
a part́ıcula como sendo uma esfera de raio R), a intensidade das forças que prendem a part́ıcula
decrescem abruptamente (a profundidade do poço de potencial varia segundo uma lei proporcional a
R3), o que resulta numa armadilha mais fraca; por outro lado, a redução nas dimensões da part́ıcula
resulta numa diminuição do atrito no seu movimento devido às forças de arrasto viscoso, o que se
traduz num aumento dos seus movimentos Brownianos. Na realidade, a energia das nanopart́ıculas
obedece a uma distribuição de Maxwell-Boltzmann, pelo que part́ıculas com uma energia média de
kBT (onde kB é a constante de Boltzmann e T a temperatura da nanopart́ıcula) podem atingir valores
de energia muito mais elevados [32]. Assim, quando estes dois efeitos se tornam importantes, a própria

3Este desenvolvimento esteve na base da co-atribuição do Prémio Nobel da F́ısica de 1997 a Steven Chu, “pelo
desenvolvimento de métodos para arrefecer e prender átomos com luz laser” [53].
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energia térmica das part́ıculas, kBT pode ser suficiente para remover a part́ıcula do poço [32,56]. Para
compensar eventuais eventos de alta energia, Ashkin et al. sugeriram que, para uma armadilha eficaz,
é necessário um poço da ordem de 10kBT [54]. Para compensar estes efeitos, existem duas abordagens
posśıveis: aumentar o confinamento da armadilha, ou seja, aumentar a focagem do laser incidente
(e assim diminuir a largura do poço) e/ou aumentar a profundidade do poço de potencial através
do aumento da intensidade do laser. É neste sentido que os SPP’s podem desempenhar um papel
importante no desenvolvimento desta tecnologia.

Por um lado, os SPP’s num filme fino metálico criam um campo óptico homogéneo [32], pelo
que um padrão espećıfico de SPP’s —desenhado especificamente para um dado fim— pode criar um
confinamento lateral optimizado do poço de potencial capaz de prender uma part́ıcula. Por outro
lado, a amplificação do campo na superf́ıcie dos SPP’s contribui para que seja posśıvel obter poços de
potencial mais profundos recorrendo a intensidades da radiação emitida mais baixas [57]. Com uma
intensidade do laser incidente de 107 Wm−2, foi posśıvel obter armadilhamentos de várias horas —o
que corresponde a uma diminuição de cerca de duas ordens de grandeza na intensidade necessária,
relativamente a OT’s tradicionais, para esferas do mesmo tamanho [56,57].

Um exemplo de um armadilhamento simples através deste processo está representado na figura 1.5,
onde se observa uma esfera de poliestireno a ser capturada por um disco de ouro. Apesar deste exemplo
usar discos de ouro da ordem dos micrómetros, estes não são ideais para armadilhar part́ıculas ainda
mais pequenas. Para tal, é prefeŕıvel usar várias estruturas plasmónicas mais pequenas, e tirar partido
do acoplamento entre os seus campos eléctricos. Para além do maior controlo topológico dos campos
obtidos, a densidade metálica em cada disco pode ser diminúıda, o que reduz o efeito do aquecimento
do metal, e as consequentes forças térmicas que dáı advém [56,57].

(a) (b) (c)

Figura 1.5: Na figura (a) está presente, assinalado a verde, um disco de ouro com diâmetro de 4.8 µm isolado, rodeado
de esferas de poliestireno com diâmetro de 4.88 µm. As imagens (b) e (c) representam a evolução temporal do esquema

apresentado em (a). Apesar de existir um momento incidente (assinalado pela seta vermelha), uma das esferas fica
presa sobre o disco de ouro, quando este é iluminado nas condições adequadas para excitar SPP’s. Esta captura é

mantida enquanto os discos de ouro estiverem a ser iluminados. Adaptado da referência [58].

Outras aplicações Neste breve resumo, o foco incidiu nas aplicações tradicionalmente mais ilus-
trativas da utilidade tecnológica (e até art́ıstica) dos SPP’s. No entanto, estes têm muitas outras
aplicações, desde nanopart́ıculas para combate a tumores [59], até “opto-fluidotrónica”4 [60], LED’s tão
brilhantes como lâmpadas incandescentes [61,62] e LED’s feitos de siĺıcio [63], “LASER’s plasmónicos”
(denominados SPASERs, Surface plasmon amplification by stimulated emission of radiation) [64] ou,
inclusivamente, mantos de invisibilidade [65]. Uma revisão de muitas destas aplicações foi realizada
por Harry Atwater e pode ser consultada na referência [66].

4Fluidics (fluidotrónica, numa tradução livre) corresponde a uma alternativa à electrónica baseada em correntes de
flúıdos. Opto-fluidotrónica corresponde à sua combinação com elementos ópticos —neste caso, plasmões de superf́ıcie—
devido às suas propriedades térmicas [60].
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1.2 Radiação Terahertz

No espectro electromagnético, a radiação terahertz localiza-se entre a radiação infravermelha média e
a radiação microondas, numa gama de frequências5 tipicamente entre 0.1 e 30 THz [67,68] (1 THz =
1012 Hz) —o que corresponde, em termos de comprimentos de onda, ao intervalo entre 10 µm e 3 mm.

Ao contrário das gamas vizinhas, a radiação terahertz foi, durante décadas, muito pouco explorada
a ńıvel tecnológico —criando-se o que alguns autores designam por um gap terahertz [69, 70]— prin-
cipalmente devido à falta de materiais e aparelhos que respondessem de forma controlada a est́ımulos
nesta frequência. [68]. De facto, hoje em dia ainda não existem comercialmente aparelhos que con-
sigam criar, detectar ou manipular radiação terahertz de forma eficiente e controlada [70, 71], o que
constitui um dos maiores desafios desta área. No entanto, nos últimos anos, os desenvolvimentos nas
áreas da fotónica e da nanotecnologia têm permitido ultrapassar gradualmente alguns destes proble-
mas [67]. Um exemplo importante destes avanços é o “laser de cascata quântica” (quantum cascade
laser) [72], que permite gerar ondas cont́ınuas na gama dos terahertz; outros desenvolvimentos têm sido
alcançados ao ńıvel de d́ıodos [73,74], de detectores [75] ou de fontes terahertz alternativas [76,77]. No
entanto, estes aparelhos, em geral, ainda não estão optimizados para a aplicação, pois têm usualmente
tamanhos consideráveis, e muitas vezes apenas trabalham a temperaturas baixas [78]. Adicional-
mente, a potência das fontes terahertz é, em geral, muito baixa, dificultando a sua manipulação e
detecção [70,78].

Ainda assim, esta gama de frequências é promissora para uma grande variedade de aplicações, o
que tem atráıdo a atenção da comunidade cient́ıfica nos últimos anos, e que se podem dividir em duas
grandes áreas: sensoriamento e comunicação [67].

Começando pelas aplicações a ńıvel de sensoriamento e técnicas de medição, uma das primeiras
aplicações desta tecnologia ocorreu na astrof́ısica [79], concretamente para a observação do espectro de
poeiras interestelares. No entanto, a principal aplicação da radiação terahertz a este ńıvel corresponde
à espectroscopia, uma vez que as vibrações inter-moleculares (principalmente de moléculas grandes,
como protéınas ou DNA) têm tipicamente frequências nesta gama [80] —a espectroscopia terahertz
funciona assim como um complemento à espectroscopia infravermelha que mede tipicamente vibrações
intra-moleculares [67]. Por outro lado, esta radiação não é ionizante (ao contrário da radiação mais
energética usualmente usada em medicina, como raios-X) e ainda assim permite obter imagens com
uma resolução espacial maior do que a radiação de comprimento de onda maior (como a infravermelha),
pelo que constitui um candidato ideal para imagiologia para aplicações biomédicas. Neste âmbito, tem
sido estudada a utilização desta radiação em áreas que vão desde a medicina dentária [81] até à detecção
de tecido canceŕıgeno [82–84]. Esta sensibilidade a vibrações moleculares torna a radiação terahertz
também ideal em imagiologia no âmbito da segurança, nomeadamente para a detecção de drogas ou
explosivos [67,85]. Um exemplo está na figura 1.6(a), onde três substâncias diferentes (mas visualmente
semelhantes) são facilmente distingúıveis através do seu espectro terahertz, visto que as moléculas que
compõem cada uma das substâncias têm uma assinatura vibracional distinta. Adicionalmente, como
o comprimento de penetração de radiação terahertz é superior à espessura t́ıpica de um envelope, esta
técnica pode ser utilizada para analisar o seu conteúdo de forma não-destrutiva [86]. Por fim, esta
radiação pode ainda ser usada para imagiologia em tempo real para a detecção de bens iĺıcitos [87]
—nomeadamente em aeroportos e locais análogos. Visto que, em geral, as moléculas absorvem e
emitem radiação terahertz com diferentes frequências [88], as imagens terahertz permitem detectar
objectos com uma baixa percentagem de metal, como cerâmicas, o que não é posśıvel com os raios-X
tradicionais.

A outra grande área de aplicação da radiação terahertz diz respeito às comunicações. Em primeiro
lugar, no que toca às comunicações sem fios, é importante referir que, de forma idêntica à Lei de

5Ao longo de todo o trabalho, e como habitual, a unidade Hz referir-se-á sempre a uma frequência linear, ou seja,
aquela correspondente a f = c/λ, onde λ é o comprimento de onda da radiação. Por conveniência, muitas vezes a
frequência angular, ω = 2πf , será expressa em Hz, mas o leitor deverá ter em consideração que este é um abuso de
notação (equivalente a expressar ω em electrões-volt, por exemplo), e que, para obter a frequência angular (expressa em
s−1) é necessário multiplicar o valor indicado por um factor de 2π.
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CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO

(a)

(b)

(c)

Figura 1.6: Exemplos de aplicação de radiação terahertz para imagiologia no âmbito da segurança. (a) Três amostras
de 60 g de codéına, cocáına e sacarose quando vistas a olho nu (em baixo) e através do respectivo espectro na região

terahertz (em cima). A cor é adicionada artificialmente. Fonte: [67] (adaptado). (b) Imagem terahertz de um ser
humano com uma arma escondida sob roupa, captada a 8 m do alvo. Fonte: [89] (adaptado). (c) Imagem terahertz de

uma faca cerâmica coberta por ganga escura (borda do tecido assinalada), objecto inviśıvel aos raios-X. Fonte: [90]
(adaptado).

Moore, a taxa de transmissão de informação duplica a cada 18 meses —esta é a chamada Lei de
Edholm da Banda Larga [91, 92]. Extrapolando esta lei, é posśıvel prever que, por volta de 2020,
esta taxa chegue à ordem das dezenas de Gbit/s [92]; para satisfazer esta necessidade, tem vindo a ser
estudada, com sucesso, a hipótese de utilizar para esse efeito a banda desocupada dos terahertz [93,94],
principalmente para comunicações de curto alcance, tirando partido do facto de esta gama ter uma
maior largura de banda do que as frequências rádio ou microondas, e ser menos suscept́ıvel a efeitos de
cintilação do que a radiação infravermelha [68,95]. Por outro lado, a radiação terahertz tem também
sido associada à opto-electrónica [68, 71, 96, 97] —o que constitui a mais importante aplicação desta
do ponto de vista deste trabalho. A sua utilidade para essa finalidade pode ser motivada dada a sua
posição no espectro EM: uma vez que esta se localiza entre a radiação infravermelha (associada à
fotónica) e microondas (associada à electrónica), esta gama corresponde a uma ponte entre aparelhos
fotónicos e electrónicos [78], o que a torna particularmente interessante para a aplicação em opto-
electrónica. Neste sentido, os plasmões de superf́ıcie têm sido explorados para a criação de diversos
elementos plasmónicos capazes de trabalhar eficazmente em frequências terahertz [96,98–100].

Para este efeito, um dos materiais mais explorados nos últimos anos para a fabricação desse tipo de
elementos tem sido o grafeno [68,101], por diversos motivos —nomeadamente pelo facto de ser estru-
turalmente flex́ıvel, transfeŕıvel e barato [68], introduzir perdas de inserção negligenciáveis [102] e os
seus plasmões terem tipicamente frequências na gama dos terahertz [70]. O grafeno é um material bidi-
mensional composto por átomos de carbono dispostos segundo uma estrutura cristalina do tipo “favo
de mel” [103]. Apesar de este já ter uma longa história [104], apenas foi isolado experimentalmente em
2004 [105], o que valeu o Prémio Nobel da F́ısica de 2010 a Andre Geim e Konstantin Novoselov [106].
A grande particularidade deste material corresponde ao facto de, nos chamados pontos de Dirac, as
suas bandas de condução e valência serem degeneradas (pelo que o grafeno, efectivamente, tem um gap
de energia nulo), e a relação de dispersão dos seus electrões ser linear6. Este comportamento resulta
em que estes tenham uma massa efectiva nula (sendo chamados electrões de Dirac), e se movam com
uma velocidade vF ' c/300, chamada velocidade de Fermi [103, 107,108]. Uma das mais importantes
caracteŕısticas do grafeno, do ponto de vista das suas propriedades electrónicas, é a sua energia de
Fermi, EF. No grafeno ideal, a energia de Fermi cruza o ponto de Dirac, pelo que, neste caso, a densi-

6As propriedades electrónicas do grafeno (e a sua relação de dispersão, em particular) serão exploradas com detalhe
no caṕıtulo 2.
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dade de estados é nula e o grafeno é electricamente neutro [103,109]. No entanto, a energia de Fermi
do grafeno pode ser facilmente controlada, quer pela aplicação de uma voltagem [108], quer pela sua
dopagem qúımica [110], o que o torna um candidato ideal para aplicações tecnológicas, nomeadamente
a ńıvel de plasmónica.

1.3 Estrutura do Presente Trabalho

A discussão realizada até este ponto teve o objectivo de motivar e contextualizar o tema escolhido
para este trabalho, tanto do ponto de vista da F́ısica envolvida no mesmo, como no âmbito de futuras
aplicações para as quais este trabalho visa contribuir. Finda esta discussão, será agora apresentada,
de forma breve, a estrutura delineada para o mesmo.

Em primeiro lugar, e de modo a complementar e aprofundar alguns aspectos discutidos na in-
trodução, os dois caṕıtulos subsequentes têm uma ı́ndole mais introdutória, pretendendo apenas de-
monstrar algumas propriedades basilares que serão úteis ao longo do restante trabalho. Concretamente,
no caṕıtulo 2 são estudadas as principais propriedades electrónicas e ópticas do grafeno —sendo os
resultados principais deste caṕıtulo a sua estrutura de bandas e a sua condutividade. De seguida, e
utilizando estes resultados, são estudados no caṕıtulo 3 os modos plasmónicos permitidos em estrutu-
ras simples de grafeno, nomeadamente os casos de uma folha plana e de duas folhas paralelas deste
material, ambas envolvidas por meios dieléctricos. Os resultados obtidos para estes dois casos serão
de seguida generalizados para geometrias mais complexas, nomeadamente com a inclusão de metais.

Após este ponto, seguir-se-á a parte mais importante do trabalho, ou seja, aquela onde efectivamente
se estudam nanoestruturas mais complexas à base de grafeno.

A primeira estrutura a ser considerada, no caṕıtulo 4, será uma cunha infinita, metálica ou
dieléctrica, envolvida por um meio dieléctrico. Primeiramente, esta cunha será estudada na sua
forma mais simples, i.e., sem o grafeno, onde se determinarão os modos plasmónicos permitidos por
essa configuração, e a condições necessárias para que estes existam. Seguidamente, será introduzido
um revestimento de grafeno em toda a superf́ıcie da cunha, e serão estudados novamente os modos
plasmónicos permitidos pela mesma, de modo a avaliar as diferenças entre os dois casos.

O problema seguinte a ser abordado, no caṕıtulo 5, será o de uma superf́ıcie perfeitamente con-
dutora. Em primeiro lugar, demonstrar-se-á que uma superf́ıcie lisa deste tipo não admite soluções
plasmónicas, e que uma maneira de contornar este problema é o de introduzir ranhuras na mesma.
Serão encontrados os modos plasmónicos permitidos pelo sistema, e será ainda calculada a sua re-
flectância para uma onda incidente arbitrária. De seguida, será igualmente introduzido grafeno no
sistema, com uma determinada configuração, e será realizado um cálculo idêntico, quer para os modos
plasmónicos admitidos, quer para a reflectância.

Por fim, no caṕıtulo 6, serão estudadas estruturas ligeiramente diferentes, uma vez que, ao contrário
das anteriores, serão exclusivamente compostas à base de tiras infinitas de grafeno. Em concreto,
considerar-se-ão, em primeiro lugar, uma rede de difracção e, em segundo lugar, uma tira de grafeno
isolada. Para ambos os casos, serão determinadas as propriedades ópticas do sistema através de um
método anaĺıtico aproximado desenvolvido para este efeito, e cujos resultados são satisfatórios.

No final do trabalho, os principais resultados serão discutidos brevemente no caṕıtulo 7, relativo
às conclusões.
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Caṕıtulo 2

Propriedades Electrónicas e Ópticas do
Grafeno

Uma vez que o objecto de estudo deste trabalho serão nanoestruturas à base de grafeno, o primeiro
passo do seu desenvolvimento deverá ser o estudo das propriedades deste material isoladamente. Assim,
neste caṕıtulo serão, em primeiro lugar, analisadas as suas propriedades electrónicas —nomeadamente
qual a sua estrutura de bandas— e, de seguida as suas propriedades ópticas —concretamente a sua
condutividade. Os resultados derivados neste caṕıtulo serão usados recorrentemente ao longo do
restante trabalho.

2.1 Propriedades Electrónicas

Os átomos do carbono 6C têm 4 electrões de valência, pelo que, isoladamente, apresentam uma confi-
guração electrónica [C] = 1s22s22p2. Porém, na estrutura do grafeno, os electrões das camadas 2s, 2px
e 2py formam uma orbital h́ıbrida sp2, que tem a forma de três lóbulos no plano xy (plano formado
pelos átomos) separados entre si por 120°. Esta orbital pode formar ligações σ com a mesma orbi-
tal dos três átomos vizinhos, o que resulta na estrutura “favo de mel” planar representada na figura
2.1(a). O electrão de valência que sobra ocupa uma orbital pz, perpendicular ao plano dos átomos de
carbono. Na grafite, existem vários planos hexagonais de carbono empilhados verticalmente, ligados
uns aos outros através de ligações π entre os átomos que populam a respectiva orbital pz. Porém,
no grafeno, estes electrões permanecem desemparelhados, o que resulta em propriedades electrónicas
singulares [101,103,108].

A estrutura cristalográfica do grafeno pode ser descrita por uma rede triangular com base, ou,
equivalentemente, como a sobreposição de duas sub-redes triangulares A e B semelhantes (descritas
pelos mesmos vectores da base, a1 e a2), deslocadas uma da outra por um vector δ. Esta estrutura está
representada na figura 2.1(b). Estes três vectores descrevem totalmente a estrutura do grafeno, já que
é posśıvel obter a posição de qualquer átomo da rede através de combinações lineares de coeficientes
inteiros destes três vectores, a partir da localização de um deles.

Dentro de uma mesma rede, todos os átomos são equivalentes entre si, ou seja, são indistingúıveis
uns dos outros; contudo, os átomos das sub-redes A e B podem ser distinguidos através da direcção das
suas ligações com os átomos vizinhos —assim, os átomos de sub-redes diferentes não são equivalentes,
e por isso estão representados com recurso a cores diferentes na figura 2.1(a).

Com o recurso à figura 2.1(b), é simples determinar que, de acordo com a escolha efectuada,

a1 = a(1, 0), a2 = a

(
−1

2
,

√
3

2

)
, δ = a0(0, 1), (2.1)

sendo a = |a1| = |a2| = a0
√

3 ≈ 0.246 mm [103] a constante da rede.
Verifica-se imediatamente do esquema da figura 2.1(b) que o grafeno tem dois átomos por célula

unitária. Como habitual, é útil encontrar a rede rećıproca desta, descrita pelos vectores da base bj
tais que ai · bj = 2πδij (i, j = 1, 2). Encontra-se facilmente que estes devem ter coordenadas

b1 = b

(√
3

2
,
1

2

)
, b2 = b(0, 1), b ≡ 4π√

3a
=

4π

3a0
, (2.2)
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(a)

a1
a2 δ a0

a

A

B

(b)

b2

b1

b

K ′

K

(c)

Figura 2.1: (a) Representação esquemática de parte de uma folha de grafeno. Os átomos das duas sub-redes A e B estão
representados com cores diferentes, evidenciando que os mesmos não são equivalentes. (b) Representação esquemática

dos vectores da base da estrutura triangular dos átomos da sub-rede A, a1 e a2, a vermelho; a célula unitária de
Wigner-Seitz [35], a amarelo; o vector que relaciona as duas sub-redes, δ, a preto. (c) Representação esquemática dos
vectores da base da rede rećıproca do grafeno, b1 e b2, a vermelho; a célula unitária de Wigner-Seitz, que corresponde
à 1ª Zona de Brillouin a rosa; estão ainda representados os pontos de Dirac K e K′, que serão estudados neste caṕıtulo.

de onde se conclui que a rede rećıproca do grafeno é também hexagonal, estando a sua primeira zona
de Brillouin representada na figura 2.1(c).

De modo a encontrar as propriedades electrónicas do grafeno, é necessário compreender de que
forma os seus átomos interagem entre si. Para tal, considere-se um átomo da sub-rede A na origem
das coordenadas, que não interage com nenhum dos vizinhos. A orbital pz deste átomo (responsável
pelas interacções, pois está apenas meia cheia) pode ser descrita por uma função de onda φ(r), bem
localizada em torno de r. Este átomo é equivalente a todos os outros átomos da sub-rede A, ou seja,
todos aqueles átomos que podem ser obtidos a partir da origem por uma translação segundo um vector
da rede Rn = n1a1 + n2a2 (n1 e n2 são quaisquer números inteiros). Assim, a orbital pz de qualquer
átomo da sub-rede A numa posição Rn é dada por φ(r−Rn). Do mesmo modo, e visto que, por um
lado, os átomos das sub-redes A e B são quimicamente idênticos, e, por outro lado, qualquer átomo
da sub-rede B pode ser obtido através de uma translação de δ a partir de um átomo de A, então as
orbitais pz dos átomos da sub-rede B são descritas por funções φ(r−Rn − δ).

Até agora não foi considerada qualquer interacção entre os átomos, pelo que cada um destes cons-
titui um sistema isolado, descrito pela sua própria função de onda. Porém, quando é “ligada” a
interacção entre os diferentes átomos da rede, o sistema vai passar a ser constitúıdo por todos os
átomos, e vai passar a ser descrito por uma única função de onda. Se a interacção entre estes átomos
é suficientemente fraca (correspondendo a longas distâncias interatómicas), pode ser considerado, em
primeira aproximação, que a função de onda total é uma combinação das respectivas funções de onda
de part́ıcula única correspondentes às orbitais dos átomos não-interactivos φ(r). Este limite é cha-
mado de aproximação dos electrões fortemente ligados (modelo tight-binding) [35,36], e determina que
a função de onda total deve ter a forma

Ψk(r) =
∑
n

anφ(r−Rn) +
∑
n

bnφ(r−Rn − δ) (2.3)

Assim, em geral, se cada sub-rede A e B é composta por N átomos, a expansão da função de onda
nesta base tem 2N coeficientes an e bn que necessitam de ser determinados. Porém, os átomos de cada
sub-rede estão relacionados por uma simetria de translação segundo um vector Rn, pelo que a função
de onda associada a cada uma delas tem que respeitar o Teorema de Bloch [35, 36]. Esta simetria
restringe os coeficientes an e bn (à excepção de uma constante) de modo a que as funções de onda de
cada rede tenham a forma

ψAk (r) =
1√
N

∑
Rn

eik·Rnφ(r−Rn), ψBk (r) =
1√
N

∑
Rn

eik·Rnφ(r−Rn − δ), (2.4)
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2.1. PROPRIEDADES ELECTRÓNICAS

o que significa que a função de onda global da rede total (composta pelas sub-redes A e B) tem a
forma

Ψk(r) = αψAk (r) + βψBk (r) (2.5)

=
1√
N

∑
Rn

eik·Rn [αφ(r−Rn) + βφ(r−Rn − δ)]. (2.6)

Esta simetria permite reduzir o número de parâmetros da combinação linear de 2N para apenas
dois, α e β. O desafio é, como tal, encontrar a forma expĺıcita destes estados (ou seja, determinar estas
constantes), e ainda a sua energia, E(k). Para tal, é necessário utilizar a equação de Schrödinger [111],

HΨk(r) = E(k)Ψk(r), (2.7)

onde H é o Hamiltoniano do sistema. Fazendo o produto interno da equação anterior por φ(r−Rm),
obtém-se ∫

d3r φ∗(r−Rm)HΨk(r) = E(k)

∫
d3r φ∗(r−Rm)Ψk(r), (2.8)

ou, expandindo explicitamente Ψk(r) segundo a equação (2.6),

1√
N

∑
Rn

eik·Rn

[
α

∫
d3r φ∗(r−Rm)Hφ(r−Rn) + β

∫
d3r φ∗(r−Rm)Hφ(r−Rn − δ)

]
=

= E(k)
1√
N

∑
Rn

eik·Rn

[
α

∫
d3r φ∗(r−Rm)φ(r−Rn) + β

∫
d3r φ∗(r−Rm)φ(r−Rn − δ)

]
.

(2.9)

É necessário neste ponto resolver cada um dos quatro integrais da equação anterior. Começando
pelo mais simples, ∫

d3r φ∗(r− r1)φ(r− r2) (2.10)

representa a sobreposição entre as funções de onda das orbitais centradas em r1 e r2. Em particular, no
caso em que r1 = r2, o valor deste integral é 1, considerando que as funções φ(r) estão normalizadas.
Por outro lado, à medida que |r1 − r2| aumenta (isto é, que as orbitais cuja sobreposição está a ser
avaliada se afastam), o valor deste integral deve diminuir consideravelmente. Assim, em limite, pode
ser considerado que não existe sobreposição entre orbitais centradas em átomos diferentes, pelo que o
valor do integral acima apresentado é δr1,r2 . Em particular, no caso da equação (2.9),∫

d3r φ∗(r−Rm)φ(r−Rn) = δRn,Rm ,

∫
d3r φ∗(r−Rm)φ(r−Rn − δ) = 0. (2.11)

Por outro lado, os integrais do tipo∫
d3r φ∗(r− r1)Hφ(r− r2) (2.12)

representam a interacção produzida pelo Hamiltoniano entre as orbitais centradas em r1 e r2. No caso
particular em que r1 = r2, este integral corresponde à energia da orbital centrada nesse ponto, ε, que
é igual em qualquer átomo da rede. Porém, existe a liberdade de redefinir a referência da escala da
energia, pelo que pode ser considerado que, por simplicidade, ε ≡ 0. Por outro lado, à medida que
|r1 − r2| aumenta, é igualmente esperado que o valor deste integral diminua rapidamente. Assim, em
primeira ordem, pode ser considerado que existe interacção apenas entre primeiros vizinhos, e que
esta interacção tem uma energia −t (denominada energia de hopping). No caso da equação (2.9), os
primeiros vizinhos a ser considerados no integral podem ser encontrados com o aux́ılio da figura 2.2(a),
obtendo-se ∫

d3r φ∗(r−Rm)Hφ(r−Rn) ≡ 0, (2.13)
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a1
a2 δ

−a2 + δ−a1 − a2 + δ

(a)

a1

a2

−δ

a1 + a2 − δa2 − δ

(b)

Figura 2.2: Primeiros vizinhos, assinalados a vermelho, de um átomo: (a) da sub-rede A; (b) da sub-rede B.

∫
d3r φ∗(r−Rm)Hφ(r−Rn − δ) = −t[δRn,Rm + δRn,Rm−a2 + δRn,Rm−a1−a2 ]. (2.14)

Utilizando os resultados (2.11), (2.13) e (2.14), a equação (2.9) toma a forma

αE(k) = −tβ
[
1 + e−ik·a2 + e−ik·(a1+a2)

]
≡ −tβg(k), (2.15)

onde se define
g(k) ≡ 1 + e−ik·a2 + e−ik·(a1+a2). (2.16)

Analogamente, fazendo o produto interno da equação (2.7) por φ(r−Rm − δ), e observando que
os primeiros vizinhos de um átomo da sub-rede B podem ser obtidos da figura 2.2(b), segue do mesmo
modo que

βE(k) = −tα
[
1 + eik·a2 + eik·(a1+a2)

]
= −tαg∗(k). (2.17)

Das equações (2.15) e (2.17), pode ser constrúıdo o sistema de equações[
0 −tg(k)

−tg∗(k) 0

]
·
[
α
β

]
= E(k)

[
α
β

]
; (2.18)

comparando este sistema com a equação de Schrödinger [equação (2.7)], obtém-se a representação
matricial do Hamiltoniano no espaço dos momentos,

H =

[
0 −tg(k)

−tg∗(k) 0

]
, (2.19)

bem como a representação vectorial dos estados Ψk(r) =
[
α β

]T
, ambos escritos na base das funções

de onda
{
ψAk (r), ψBk (r)

}
. Por sua vez, como a matriz que representa o Hamiltoniano tem dimensão

2×2, existem duas funções E(k) que são solução da equação de Schrödinger —denominadas banda de
valência, de menor energia, e banda de condução, de maior energia. Estas correspondem aos valores
próprios do Hamiltoniano, dados por

E(k) ≡ E±(k) = ±t|g(k)|. (2.20)

Usando a forma expĺıcita de g(k), dada pela equação (2.16), juntamente com as expressões para
os vectores a1 e a2 [equação (2.1)], as relações de dispersão das bandas de condução (+) e de valência
(−) são dadas por

E±(k) = ±t
√

3 + 2 cos(k · a1) + 2 cos(k · a2) + 2 cos[k · (a1 + a2)] (2.21)

= ±t

√√√√3 + 2 cos(akx) + 4 cos
(a

2
kx

)
cos

(
a
√

3

2
ky

)
, (2.22)
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(a)

0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

(b)

Figura 2.3: (a) Representação tridimensional das bandas de condução (laranja) e valência (azul) do grafeno, calculadas
com base na equação (2.22), onde é posśıvel ver que estas são degeneradas em pontos de alta simetria do espaço
rećıproco; (b) Representação de densidade da energia da banda de condução do grafeno [E+(k)], onde é posśıvel

visualizar de forma clara a forma hexagonal da rede rećıproca deste cristal; a tracejado está representada a região do
espaço rećıproco que delimita a representação tridimensional da figura (a).

onde k = (kx, ky). Uma representação tridimensional das funções E±(k) está apresentada na figura
2.3.

Uma vez conhecida a relação de dispersão de cada uma das bandas, é posśıvel encontrar os coefi-
cientes α e β que descrevem a função de onda associada a cada uma. Das equações (2.18) e (2.20),
vem que

− βtg(k) = ±t|g(k)|α ⇒ β = ∓α
√
g∗(k)

g(k)
, (2.23)

pelo que, após normalização, se obtém os estados

[
α
β

]
±

=
1√
2

 1

∓
√
g∗(k)

g(k)

 , (2.24)

ou, de outra maneira,

Ψk,±(r) =
1√
2N

∑
Rn

eik·Rn

[
φ(r−Rn)∓

√
g∗(k)

g(k)
φ(r−Rn − δ)

]
, (2.25)

respectivamente para cada um dos casos ± da equação (2.20). Uma derivação alternativa e mais
elegante destes resultados, realizada com recurso ao formalismo de segunda quantificação, está apre-
sentado no Apêndice A.

Note-se agora que o comportamento da relação de dispersão é particularmente interessante perto
de alguns pontos da rede rećıproca, nomeadamente os pontos K e K ′ (denominados pontos de Dirac),
representados na figura 2.1(c). No espaço rećıproco, a sua posição é dada pelos vectores K e K′, dados
por

K = b

(
1√
3
, 0

)
=

4π

3a
(1, 0), K′ = b

(
1

2
√

3
,
1

2

)
=

4π

3a

(
1

2
,

√
3

2

)
. (2.26)
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Em primeiro lugar, verifica-se facilmente que E±(K) = E±(K′) = 0. Assim, nestes pontos, as
bandas de condução e de valência são degeneradas.

Em segundo lugar, considere-se um ponto k = K + q, na vizinhança do ponto K (ou seja, com
|q| � |K|). Para encontrar a relação de dispersão na vizinhança deste ponto —que corresponde a uma
dispersão de baixa energia—, é necessário determinar qual o valor da função g(k) = g(K + q) ≡ gK(q).
Assim,

gK(q) = 1 + e−ia2·(K+q) + e−i(a1+a2)·(K+q) (2.27)

' 1 + e−ia2·K[1− ia2 · q] + e−i(a1+a2)·K[1− i(a1 + a2) · q], (2.28)

onde, na última igualdade, foi usada uma expansão de Taylor de primeira ordem nas exponenciais
lineares em q, justificada pelo facto de |q| ser tão pequeno quanto necessário para esta ser uma boa
aproximação.

Usando as coordenadas dos vectores a1, a2 e K [equações (2.1) e (2.26)], chega-se facilmente aos
resultados

e−ia2·K = ei2π/3 = −1

2
+ i

√
3

2
, e−i(a1+a2)·K = e−i2π/3 = −1

2
− i

√
3

2
. (2.29)

Escrevendo ainda q = (qx, qy), obtém-se

gK(q) =

√
3

2
a(−qx + iqy). (2.30)

Assim, o Hamiltoniano (2.19) de baixa energia, perto do ponto K, HK, é dado por

HK(q) = −
√

3

2
at

[
0 −qx + iqy

−qx − iqy 0

]
. (2.31)

É usual definir a velocidade de Fermi [1],

vF ≡
√

3

2

at

~
≈ c

300
, (2.32)

e utilizar as matrizes de Pauli dadas por [112]

σx ≡
[
0 1
1 0

]
, σy ≡

[
0 −i
i 0

]
, (2.33)

de modo a reescrever o Hamiltoniano (2.31) na forma

HK(p) = vFσ · p, (2.34)

o qual está escrito agora em função do momento linear p ≡ ~q = ~qxx̂+~qyŷ, com σ = σxx̂+σyŷ. A
relação de dispersão para as duas bandas na vizinhança do ponto K obtém-se do cálculo dos valores
próprios da matriz anterior, de onde se obtém simplesmente

EK,±(p) = ±vFp. (2.35)

Repetindo este processo na vizinhança de K ′, tem-se agora

gK′(q) =

√
3

2
a(qx + iqy), (2.36)

o que leva ao Hamiltoniano de baixa energia

HK′(q) = −
√

3

2
at

[
0 qx + iqy

qx − iqy 0

]
= −vFσ∗ · p, (2.37)
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2.1. PROPRIEDADES ELECTRÓNICAS

e, finalmente, às relações de dispersão

EK′,±(p) = ±vFp, (2.38)

iguais às verificadas para o ponto K.
A representação tridimensional das bandas de energia perto destes pontos está apresentada na

figura 2.4, bem como uma representação bidimensional de um corte destas bandas onde estão contidos
um ponto K e um ponto K ′, nos quais foi também sobreposto o gráfico correspondente à aproximação
agora realizada para cada um deles. Da análise destas figuras, é posśıvel concluir que a aproximação
é válida perto dos pontos de Dirac.

(a)

(b)

b2

b1

K′K

K

(c)

Figura 2.4: (a) Representação 3D das bandas de energia do grafeno na vizinhança de um ponto de Dirac, calculadas
com base na expressão (2.22), onde se pode ver a sua forma cónica perto de um ponto K (a banda tem a mesma forma

na vizinhança de um ponto K′). (b) A azul, corte da banda tridimensional do grafeno para o plano ky = b/2, num
domı́nio kx ∈ [−b/

√
3, b/
√

3] (este domı́nio contém um ponto K e um ponto K′, devidamente assinalados na figura); a
verde (vermelho), a aproximação em primeira ordem em |k−K′| (|k−K|) da relação de dispersão na vizinhança do

ponto K′ (K), calculada com base na expressão (2.38) [(2.35)]. (c) A verde, está assinalado, no plano kxky, o domı́nio
onde foi realizado o corte apresentado na figura (b); a laranja, está representada no mesmo plano, à escala, a região

correspondente ao gráfico da figura (a).

A grande particularidade destes resultados é que, perto dos pontos K e K ′, a energia dos electrões
no grafeno é proporcional ao seu momento linear p, dando origem aos cones viśıveis na figura 2.4(a).
Esta dispersão é muito semelhante à obedecida pelos fotões, dada por E = pc; a semelhança entre
estas duas dispersões, permite interpretar que, nesta região, os electrões se comportam como part́ıculas
sem massa1, movendo-se com uma velocidade efectiva vF ≈ c/300. Este é um resultado muito im-
portante e que está na base do grande interesse da comunidade cient́ıfica por este material ao longo,
principalmente, da última década [1, 103,108].

1De facto, os pontos K e K′ do grafeno são denominados “pontos de Dirac” porque, perto destes pontos, os electrões
são descritos pela equação de Dirac para part́ıculas sem massa de spin 1/2 [103].
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2.2 Propriedades Ópticas

Determinadas as bandas de energia do grafeno, que assumem uma importância fundamental nas suas
propriedades electrónicas, o objectivo desta secção é estudar a condutividade óptica do grafeno, uma
vez que esta tem uma importância fundamental nas propriedades plasmónicas deste material.

A condutividade σ de um material define-se como a relação entre o campo eléctrico E aplicado
num ponto e a densidade2 de corrente K produzida no mesmo, ou seja, [31]

K(r) = σE(r). (2.39)

A equação anterior denomina-se Lei de Ohm. Nesta equação, a condutividade é, em geral, um
tensor, onde o elemento σij simboliza a relação entre a corrente produzida na direcção i através de
um campo eléctrico aplicado na direcção j; no entanto, visto que o grafeno livre é isotrópico [1], será
considerado que σij = σδij , simplificando assim o problema.

Torna-se agora claro que, de modo a encontrar uma expressão para a condutividade do grafeno,
é necessário avaliar a densidade de corrente induzida na sua superf́ıcie aquando da incidência de um
campo eléctrico na mesma. Considere-se, deste modo, um sistema composto por uma folha de grafeno
e um campo eléctrico externo dependente do tempo, de frequência ω, dado por E(t) = E0 cos(ωt)x̂ ≡
Ex(t)x̂, apontando arbitrariamente segundo x.

O Hamiltoniano H0 do sistema livre (sem o campo eléctrico aplicado) é, perto do ponto K do
grafeno, dado pela expressão (2.34). Por outro lado, o campo eléctrico aplicado introduz um termo
adicional V com a forma de um dipolo eléctrico, que descreve a interacção entre os electrões do grafeno
e o campo eléctrico. Somadas as duas contribuições, o Hamiltoniano total H tem a forma

H = H0 + V, (2.40)

onde se define
H0 ≡ vF~k · σ, V ≡ d ·E(t) = exEx(t). (2.41)

Naturalmente, a densidade de corrente induzida na superf́ıcie do grafeno será o valor médio do
operador corrente ĵ avaliado nos estados próprios do Hamiltoniano H. Na direcção x, o operador
corrente é dado por

ĵx = −evFσx, (2.42)

tal como demonstrado no Apêndice B. De modo a encontrar o valor médio de ĵx, é apropriado intro-
duzir neste ponto o formalismo de segunda quantificação, indicado para tratar problemas de muitos
corpos [113]. Para tal, considere-se, em primeiro lugar, uma base de estados de part́ıcula única |kλ〉,
caracterizada pelos números quânticos do problema —neste caso, estes são k, que denota o vector de
onda, e λ, que denota a banda. Uma escolha natural para esta base é a dos estados próprios de H0.
Tal como discutido anteriormente, é simples verificar que o Hamiltoniano livre admite duas bandas de
energia (denotadas, daqui em diante, por λ = ±1, onde o sinal ‘+’ se refere à banda de condução, e o
sinal ‘−’ à banda de valência), com valores próprios εkλ e estados próprios |φkλ〉 dados respectivamente
a partir das equações (2.35) e (2.24) por3

εkλ = λvF~k, |φkλ〉 =
1√
2A

[
e−iθk/2

λeiθk/2

]
, (2.43)

onde se define kx = k cos(θk) e ky = k sin(θk). Sendo |0〉 o estado de vácuo, admite-se que podem ser

definidos operadores de criação e destruição a†kλ e akλ fermiónicos tais que

a†kλ|0〉 = |kλ〉, akλ|kλ〉 = |0〉, (2.44)

2Densidade superficial, no caso do grafeno, já que este é um material bidimensional.
3De modo a escrever |φkλ〉 na forma apresentada na equação (2.43), é preciso notar que, a partir da equação (2.30), a

função gK(q) pode ser escrita como gK(q) = (
√

3a/2)q exp[−iθ(q)], onde qx = q cos[θ(k)] e qx = q sin[θ(k)]. Utilizando
esta expressão na equação (2.24), obtém-se (à excepção de uma fase) a expressão apresentada nesta secção.
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e que obedecem às relações canónicas de anticomutação4 [113],{
akλ, a

†
k′λ′

}
= δkk′δλλ′ ,

{
akλ, ak′λ′

}
=
{
a†kλ, a

†
k′λ′

}
= 0. (2.45)

Deste modo, e tal como usualmente, o operador corrente ĵx passa a escrever-se, em segunda quan-
tificação, da forma [113]

ĵx = −evFgsgv
∑
kk′

∑
λλ′

〈
k′λ′

∣∣σx∣∣kλ〉a†k′λ′akλ, (2.46)

onde gs é a degenerescência de spin das part́ıculas —como se tratam de electrões, gs = 2— e gv é a
degenerescência de vale —no caso do grafeno, gv = 2, pois as bandas de valência e de condução são
degeneradas nos pontos K e K ′ [103].

Considerem-se agora os elementos de matriz
〈
k′λ′

∣∣σx∣∣kλ〉, que representam transições electrónicas
na estrutura de bandas do grafeno. Admitindo que |r〉 é uma base de part́ıcula única no espaço real
[tal que 〈r|r′〉 = δ(r− r′)], então o operador unidade I pode ser escrito como

I =

∫
d2r |r〉〈r|, (2.47)

e, por definição,

φkλ(r) ≡ 〈r|kλ〉 =
1√
2A

[
e−iθk/2

λeiθk/2

]
eik·r. (2.48)

Deste modo,〈
k′λ′

∣∣σx∣∣kλ〉 =

∫
d2r

〈
k′λ′

∣∣r〉σx〈r|kλ〉 =

∫
d2r φ†

k′λ′(r)σxφkλ(r) =

(
λeiθk + λ′e−iθk

2

)
δkk′ , (2.49)

onde, na última igualdade, se usaram as equações (2.33) e (2.48). É importante notar que este elemento
de matriz só é não-nulo para k = k′, o que simplifica a expressão (2.46). Por outro lado, este é, em
geral, não-nulo para quaisquer combinações de λ e λ′, pelo que a corrente no grafeno pode ser dividida
em duas contribuições: intrabanda, ĵintrax , para λ′ = λ, e interbanda, ĵinterx , para λ′ ≡ λ = −λ, dadas
por

ĵintrax ≡ −evFgsgv
∑
kλ

λ cos(θk)a†kλakλ, (2.50)

ĵinterx ≡ −evFgsgv
∑
kλ

iλ sin(θk)a†
kλ
akλ. (2.51)

Do mesmo modo, o Hamiltoniano H escreve-se, em segunda quantificação, na forma

H =
∑
kλ

εkλa
†
kλakλ + eEx(t)

∑
kk′

∑
λλ′

〈
k′λ′

∣∣x∣∣kλ〉a†
k′λ′akλ, (2.52)

sendo agora necessário calcular o elemento de matriz
〈
k′λ′

∣∣x∣∣kλ〉. Procedendo como anteriormente,〈
k′λ′

∣∣x∣∣kλ〉 =

∫
d2r φ†

k′λ′(r)xφkλ(r) (2.53)

=
1

2A

[∫ ∞
−∞

dx xei(kx−k
′
x)x

][∫ ∞
−∞

dy ei(ky−k
′
y)y
] [

eiθk′/2 λ′e−iθk′/2
]
·
[
e−iθk/2

λeiθk/2

]
(2.54)

=
1

2A

[
2π

i

∂

∂kx
δ
(
kx − k′x

)][
2πδ

(
ky − k′y

)][
e−i(θk−θk′ )/2 + λλ′ei(θk−θk′ )/2

]
(2.55)

= −i
(2π)2

A

[
e−i(θk−θk′ )/2 + λλ′ei(θk−θk′ )/2

2

]
∂

∂kx
δ
(
k− k′

)
. (2.56)

4Adoptando a notação convencional, δkk′ ≡ δ(k− k′)(2π)2/A, onde A é a área da folha de grafeno. De forma coerente,
define-se

∑
k ≡ A/(2π)2

∫
d2k .
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CAPÍTULO 2. PROPRIEDADES ELECTRÓNICAS E ÓPTICAS DO GRAFENO

De modo a evitar a derivada na função Delta de Dirac, é conveniente utilizar a regra da derivação
do produto de modo a reescrever o elemento de matriz anterior na forma mais simples

〈
k′λ′

∣∣x∣∣kλ〉 = −i
(2π)2

A

{
∂

∂kx

[(
e−i(θk−θk′ )/2 + λλ′ei(θk−θk′ )/2

2

)
δ
(
k− k′

)]
−

− δ
(
k− k′

) ∂

∂kx

[
e−i(θk−θk′ )/2 + λλ′ei(θk−θk′ )/2

2

]}
(2.57)

= −i
(2π)2

A

{
∂

∂kx

[(
1 + λλ′

2

)
δ
(
k− k′

)]
+

i

2
δ
(
k− k′

)(1− λλ′
2

)
∂θk
∂kx

}
. (2.58)

Considerando explicitamente os casos intra (λλ′ = 1) e interbanda (λλ′ = −1), e ainda o facto de
que cos(θk) = kx/k, a expressão anterior simplifica para〈

k′λ′
∣∣x∣∣kλ〉 ≡ Fλ′λ(k′,k) = −iδλλ′

∂δkk′

∂kx
− sin(θk)

2k
(1− δλλ′)δkk′ , (2.59)

ficando este elemento de matriz completamente determinado.
Fica agora claro o motivo pelo qual as duas componentes da corrente no grafeno foram denominadas

intra e interbanda. Esta designação assenta no facto do elemento de matriz
〈
k′λ′

∣∣x∣∣kλ〉 corresponder
à transição dipolar de um electrão do estado |kλ〉 para o estado

∣∣k′λ′〉. Assim, visto que λ é o
número quântico identificativo da banda de energia, o primeiro termo da equação (2.59) descreve uma
transição intrabanda, pois apenas é não-nulo quando λ′ = λ. Esta transição não conserva o momento
dos electrões (devido à derivada da função Delta de Dirac), pois, numa mesma banda, não existem
dois estados com o mesmo momento k, como pode ser compreendido no esquema da figura 2.5. Por
outro lado, o segundo termo da referida equação corresponde a uma transição entre bandas diferentes,
uma vez implica λ′ 6= λ. Esta transição, por sua vez, conserva o momento dos electrões, pelo que, no
diagrama da figura 2.5, corresponde a uma transição vertical.

E

EF

intra

in
ter

Figura 2.5: Representação esquemática das
transições intrabanda (vermelho) e interbanda

(verde) permitidas no grafeno. A azul está
representada a banda de valência (cheia), e a

laranja a banda de condução do grafeno (cheia
até EF), perto de um ponto de Dirac, onde as

bandas são dadas por E = ±vFk. As transições
intrabanda correspondem àquelas que ocorrem
na mesma banda (neste caso, a de condução), e

não conservam o momento. As transições
interbanda correspondem a transições entre a
banda de valência e a banda de condução, e
conservam o momento. Figura baseada na

original de Gonçalves e Peres [1].

Uma vez obtidas as representações, em segunda quantificação, dos operadores ĵx e H, é necessário
avaliar a média térmica do primeiro nos estados próprios do segundo —obtendo-se, desse modo, a
corrente induzida na folha de grafeno. A média térmica de um operador Â é dada por [112]〈

Â
〉

= Tr
(
Âρ̂
)
, (2.60)

onde Tr representa o traço de um dado operador, dado por

Tr
(
Â
)

=
∑
ν

〈
φν

∣∣∣Â∣∣∣φν〉, (2.61)
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2.2. PROPRIEDADES ÓPTICAS

sendo {|φν〉} uma qualquer base do espaço (o traço é independente da base escolhida); por outro lado,
ρ̂ denomina-se matriz densidade, e, para um sistema descrito por um Hamiltoniano H à temperatura
T e com um potencial qúımico µ, é dada por [113]

ρ̂ =
e−(H−µN̂)/kBT

Z
, Z = Tr

[
e−(H−µN̂)/kBT

]
, (2.62)

onde kB é a constante de Boltzmann, Z se denomina função de partição, e N̂ é o operador número de
part́ıculas, dado por

N̂ =
∑
kλ

a†kλakλ. (2.63)

Observando as equações (2.50) e (2.51), conclui-se que, para encontrar os valores jintra ≡ 〈ĵintra〉 e

jinter ≡ 〈ĵinter〉, é necessário calcular a média térmica do operador P̂λ′λ
(
k′,k

)
≡ a†

k′λ′akλ, o que será
feito recorrendo ao método da equação de movimento.

Na representação de Heisenberg, a equação de movimento para o operador P̂λ′λ
(
k′,k

)
é [111]

i~
∂P̂λ′λ

(
k′,k

)
∂t

=
[
H, P̂λ′λ

(
k′,k

)]
(2.64)

=
[
H0, P̂λ′λ

(
k′,k

)]
+
[
V, P̂λ′λ

(
k′,k

)]
. (2.65)

Observando a expressão, em segunda quantificação, dos operadores H0 e V [a partir da equação
(2.52)], obtém-se[

H0, P̂λ′λ
(
k′,k

)]
=
∑
qν

εqν

[
a†qνaqν , a

†
k′λ′akλ

]
= (εk′λ′ − εkλ)P̂λ′λ

(
k′,k

)
, (2.66)

[
V, P̂λ′λ

(
k′,k

)]
= eEx(t)

∑
qq

∑
νν′

Fν′ν
(
q′,q

)[
a†q′ν′aqν , a

†
k′λ′akλ

]
(2.67)

= eEx(t)
∑
qν

[
Fνλ′

(
q,k′

)
P̂νλ(q,k)− Fλν(k,q)P̂λ′ν

(
k′,q

)]
, (2.68)

onde, para resolver os comutadores entre os operadores de criação e destruição, se usaram as relações
de anticomutação canónicas presentes na equação (2.45). Denominando a média térmica de P̂λ′λ

(
k′,k

)
como Pλ′λ

(
k′,k

)
, a média térmica da equação (2.65) tem a forma

i~
∂Pλ′λ

(
k′,k

)
∂t

= (εk′λ′ − εkλ)Pλ′λ
(
k′,k

)
+ eEx(t)

∑
qν

Fνλ′
(
q,k′

)
Pνλ(q,k)+

− eEx(t)
∑
qν

Fλν(k,q)Pλ′ν
(
k′,q

)
. (2.69)

Note-se agora que a Lei de Ohm [equação (2.39)] é linear no campo eléctrico, pelo que o interesse
deste cálculo é igualmente encontrar a resposta linear da corrente ao campo eléctrico. Visto que os
últimos dois termos do lado direito da equação anterior são já proporcionais a Ex(t), a respectiva
média térmica deve ser calculada nos estados próprios do Hamiltoniano livre H0. Nesta base, a função
de partição e matriz densidade livres são dados por

Z0 = Tr
[
e−(H0−µN̂)/kBT

]
, ρ̂0 =

e−(H0−µN̂)/kBT

Z0
, (2.70)
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e, portanto,

P 0
λ′λ
(
k′,k

)
=
∑
qν

〈qν|a†
k′λ′akλ

e−(H0−µN̂)/kBT

Z0
|qν〉 (2.71)

=
∑
qν

e−(εqν−µ)/kBT

Z0
〈qν|a†

k′λ′akλ|qν〉︸ ︷︷ ︸
δkk′δkqδλλ′δλν

= δkk′δλλ′Nλ(k), (2.72)

onde Nλ(k) é a distribuição de Fermi-Dirac da banda λ, e cuja forma, deduzida no Apêndice C, é

Nλ(k) ≡
〈
a†kλakλ

〉
=

1

1 + e(εkλ−EF)/kBT
. (2.73)

Deste modo, a equação (2.69) reescreve-se como

∂Pλ′λ
(
k′,k

)
∂t

=

(
εk′λ′ − εkλ

i~

)
Pλ′λ

(
k′,k

)
+
eEx(t)

i~
∑
qµ

[
Fµλ′

(
q,k′

)
P 0
µλ(q,k)− Fλµ(k,q)P 0

λ′µ
(
k′,q

)]
(2.74)

= −iωλ′λ
(
k′,k

)
Pλ′λ

(
k′,k

)
− i

eE0

~
cos(t)Fλλ′

(
k,k′

)[
Nλ(k)−Nλ′

(
k′
)]
, (2.75)

onde se definiu

ωλ′λ
(
k′,k

)
≡ 1

~
(εk′λ′ − εkλ). (2.76)

Esta é agora uma simples equação diferencial ordinária de primeira ordem, de simples resolução.
Introduzindo, por conveniência, um termo de relaxação −γPλ′λ

(
k′,k

)
no lado direito da equação

anterior —onde γ se denomina frequência de amortecimento, e tem unidades de frequência angular—,
a solução da equação (2.75) é

Pλ′λ
(
k′,k

)
= i

eE0

2~
Λλ′λ

(
k′,k, t

)
Fλλ′

(
k,k′

)[
Nλ(k)−Nλ′

(
k′
)]
, (2.77)

onde

Λλ′λ
(
k′,k, t

)
≡ eiωt

γ + i
[
ω − ωλ′λ

(
k′,k

)] +
e−iωt

γ − i
[
ω + ωλ′λ

(
k′,k

)] . (2.78)

A equação (2.77) corresponde à evolução temporal da média térmica do operador P̂λ′λ
(
k′,k

)
, a

qual, juntamente com as equações (2.59) e (2.73), permite determinar a corrente induzida na folha
de grafeno. Este cálculo será agora realizado individualmente para as componente intra (λ′ = λ) e
interbanda (λ′ = −λ) da condutividade. Começando pelo primeiro caso,

Pλλ
(
k′,k

)
= i

eE0

2~
Λλλ

(
k′,k, t

)
(−i)

∂δk,k′

∂kx

[
Nλ(k)−Nλ

(
k′
)]
, (2.79)

=
eE0

2~
Λλλ(k,k, t)δk,k′

∂

∂kx

[
Nλ(k)−Nλ

(
k′
)]

(2.80)

=
eE0

2~
G(t)δk,k′

∂Nλ(k)

∂kx
, (2.81)

onde, para passar da primeira para a segunda linha, se usou a regra da derivação do produto, e, na
terceira linha, se definiu

G(t) ≡ Λλλ(k,k, t) =
eiωt

γ + iω
+

e−iωt

γ − iω
. (2.82)
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A equação (2.50) permite finalmente obter a corrente intrabanda dependente do tempo

jintrax (t) = −evFgsgv
eE0

2~
G(t)

∑
kλ

λ cos(θk)
∂Nλ(k)

∂kx
(2.83)

= −evFgsgv
eE0

2~
G(t)

∑
k

∂

∂k
[Nc(k)−Nv(k)], (2.84)

onde, na segunda linha, se usou a relação cos(θk)∂/∂kx = ∂/∂k, e os ı́ndices ‘c’ e ‘v’ significam,
respectivamente, “condução” (λ = 1) e “valência” (λ = −1).

Considere-se agora a dependência temporal da equação anterior, contida no factor G(t). Este factor
pode ser decomposto em duas componentes, proporcionais a eiωt e e−iωt, que podem ser interpretadas,
respectivamente, como a emissão e absorção de radiação pela folha de grafeno. Neste caso, o objecto
de interesse é a corrente induzida na folha pelo campo eléctrico, pelo que apenas o segundo termo deve
ser considerado. Por outro lado, é pretendida a variação espectral desta grandeza, pelo que são apenas
necessários os respectivos coeficientes de Fourier. Deste modo, obtém-se, em função da frequência,

jintrax (ω) = −evFgsgv
eE0

2~

(
1

γ − iω

)
A

(2π)2

∫ 2π

0
dθk sin2(θk)

∫ ∞
0

dk k
∂

∂k
[Nc(k)−Nv(k)]. (2.85)

Usando o resultado (2.73), os integrais anteriores podem ser facilmente resolvidos, obtendo-se a
corrente intrabanda jintrax (ω). Por sua vez, a densidade de corrente respectiva é dada por K intra

x (ω) ≡
jintrax (ω)/A e, através da Lei de Ohm, K intra

x (ω) = σ(ω)E0, pelo que, finalmente,

σintra(ω) =
e2

π~

(
1

Γ− i~ω

)[
EF + 2kBT ln

(
1 + e−EF/kBT

)]
, (2.86)

onde se definiu Γ ≡ ~γ, e se explicitou que gs = gv = 2. Está assim determinada a condutividade
intrabanda.

No caso da condutividade interbanda (ou seja, λ′ ≡ λ = −λ), a evolução temporal do operador
Pλλ

(
k′,k

)
tem a forma

Pλλ
(
k′,k

)
= −i

eE0

2~
Λλλ(k, t)

sin(θk)

2k
δkk′

[
Nλ(k)−Nλ(k)

]
, (2.87)

onde se definiu Λλλ(k, t) ≡ Λλλ(k,k, t).
Combinando a equação anterior com a equação (2.51), obtém-se

jinter(t) =
e2vFgsgvE0

4~
∑
k

1

k
[Λvc(k, t) + Λcv(k, t)][Nv(k)−Nc(k)]. (2.88)

É conveniente agora definir ε ≡ ~vFk, de modo a escrever

Nv(k)−Nc(k) =

sinh

(
ε

kBT

)
cosh

(
EF

kBT

)
+ cosh

(
ε

kBT

) ≡ G(ε) (2.89)

e ainda

Λvc(k, t) + Λcv(k, t) =
2(γ + iω)eiωt

(γ + iω)2 + 4(ε/~)2
+

2(γ − iω)e−iωt

(γ − iω)2 + 4(ε/~)2
. (2.90)

Escolhendo novamente apenas a componente de Fourier adequada, observando novamente que
σinter(ω) = jinterx (ω)/(AE0), e reescrevendo o integral em k (escondido no somatório em k) na variável
ε, chega-se ao resultado

σinter(ω) =
e2

π~
(Γ− i~ω)

∫ ∞
0

dε
G(ε)

(Γ− i~ω)2 + 4ε2
, (2.91)

25
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onde o integral anterior não tem solução anaĺıtica, mas pode ser resolvido numericamente. Está, assim,
totalmente determinada a condutividade para o caso interbanda.

No limite da baixa temperatura, as expressões (2.86) e (2.91) simplificam para

σT→0
intra (ω) =

e2

π~

(
EF

Γ− i~ω

)
, σT→0

inter (ω) =
e2

2π~
arctan

(
2EF

Γ− i~ω

)
. (2.92)

Na figura 2.6(a) estão representadas as partes real e imaginária da condutividade do grafeno,
dividida nas suas componentes intra e interbanda, na região ~ω ≤ 3EF, à temperatura ambiente
(T = 300 K). Por outro lado, na figura 2.6(b) estão representadas as partes real e imaginária da
condutividade intrabanda para as temperaturas T = 300 K e T = 0 K.
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Figura 2.6: (a) Partes real e imaginária das condutividades intra e interbanda do grafeno, para T = 300 K (temperatura
ambiente), na região ~ω ≤ 3EF. (b) Comparação entre as partes real e imaginária da condutividade intrabanda do

grafeno para a temperatura ambiente T = 300 K e o limite T = 0 K, na região dos terahertz. Em ambos os gráficos, as
condutividades estão normalizadas a σ0 ≡ e2/(4~), e foram usados os parâmetros EF = 0.5 eV e Γ = 4 meV.

Observando o gráfico da figura 2.6(a), verifica-se que, na região de interesse (ω . 20 THz), e à
temperatura ambiente, as componentes intrabanda são significativamente maiores do que as corres-
pondentes interbanda, pelo que as últimas podem ser desprezadas. Por outro lado, a figura 2.6(b)
permite concluir que, nesta região, a condutividade à temperatura ambiente é equivalente à condutivi-
dade no limite da temperatura muito baixa. Este último resultado não é surpreendente, pois o limite
T → 0 é equivalente ao limite EF � kBT , o que, para uma energia de Fermi relativamente baixa (da
ordem de 0.1 eV), corresponde ao regime T � 1000 K (amplamente válido à temperatura ambiente).
Assim, é uma muito boa aproximação escrever a condutividade do grafeno como

σ(ω) =
e2

π~

(
EF

Γ− i~ω

)
. (2.93)

Esta expressão é semelhante à obtida para a condutividade de um metal segundo o modelo de
Drude [cf. equação (E.6), no Apêndice E], e é por isso usualmente chamada condutividade de Drude
do grafeno. Será esta a expressão que será utilizada ao longo deste trabalho.
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Caṕıtulo 3

Plasmões de Superf́ıcie em Grafeno

No caṕıtulo anterior, foram determinadas as propriedades electrónicas e ópticas do grafeno que serão
necessárias para o desenvolvimento do restante trabalho. Utilizando esses resultados, serão agora estu-
dadas brevemente as propriedades plasmónicas de algumas estruturas simples baseadas nesse material.
Apesar de os sistemas estudados nos próximos caṕıtulos serem significativamente mais complexos, esta
análise provar-se-á muito importante, por dois motivos principais: em primeiro lugar, irá permitir a re-
alização de uma análise mais detalhada acerca do conceito e caracteŕısticas dos plasmões polaritões de
superf́ıcie; por outro lado, muitos efeitos plasmónicos que se observarão nas estruturas mais complexas
poderão ser relacionados com as que serão estudadas neste caṕıtulo.

Deste modo, será estudado, em primeiro lugar, o caso mais simples de uma única folha de grafeno,
plana e infinita. De seguida, será estudado o caso ligeiramente mais complexo correspondente a duas
folhas de grafeno paralelas. Ambos estes sistemas estão apresentados nos esquemas da figura 3.1. Com
base nos resultados obtidos para estes problemas, será feito um paralelismo com outras estruturas,
nomeadamente substituindo um dos dieléctricos por metais e/ou retirando a(s) folha(s) de grafeno. Os
resultados obtidos ao longo deste caṕıtulo serão posteriormente relacionados com aqueles observados
nas nanoestruturas mais complexas que serão estudadas nos caṕıtulos subsequentes.
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Figura 3.1: Representação esquemática dos sistemas (a) dieléctrico/grafeno/dieléctrico e (b) dieléctrico/grafeno/
dieléctrico/grafeno/dieléctrico, que serão estudados neste caṕıtulo. Em ambas as representações, o grafeno surge

representado a azul. Por sua vez, o vector q, a vermelho, representa o momento dos plasmões no plano, e as curvas a
laranja ilustram o decaimento do campo eléctrico caracteŕıstico dos plasmões na direcção perpendicular à superf́ıcie,
destacando que, no caso da dupla camada, o campo devido a cada uma das folhas interage no interior das mesmas.

3.1 Uma folha de grafeno isolada

Considere-se uma folha de grafeno infinita, colocada no plano y = 0, e que separa dois meios
dieléctricos, 1 e 2. Considere-se que estes meios são respectivamente descritos por permitividades
relativas ε1 e ε2, e estão localizados em y < 0 e y > 0, tal como representado na figura 3.1(a).

O objectivo desta secção será determinar os modos plasmónicos permitidos na superf́ıcie do grafeno.
Comece por se considerar que o campo magnético tem uma polarização TM, apontada segundo z, e
que varia harmonicamente no tempo com um factor e−iωt. Nestas condições, este pode ser escrito na

27
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região j como

Bj(r, t) = Bj(r)e−iωtẑ. (3.1)

Como é imposto pelas equações de Maxwell (ver Apêndice D), este deve oscilar como uma onda
através da equação (D.14),[

∇2 − εj
c2
∂2

∂t2

]
Bj(r, t) ⇒

[
∇2 +

εjω
2

c2

]
Bj(r) = 0. (3.2)

Separando a função Bj(r) nas suas variáveis, definindo Bj(x, y, z) ≡ Wj(x, z)Yj(y), obtém-se da
equação de onda anterior as relações independentes

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂z2

)
Wj(x, z) = −q2Wj(x, z), (3.3a)

∂2Yj(y)

∂y2
=

(
q2 − εjω

2

c2

)
Yj(y) ≡ κ2jYj(y), (3.3b)

onde q é o parâmetro resultante da separação de variáveis, e tem que ser determinado. A primeira
equação corresponde a uma onda bidimensional no plano xz, e descreve a propagação dos plasmões
neste plano. A solução desta equação é trivialmente

Wj(x, z) = ei(qxx+qzz), q2 = q2x + q2z . (3.4)

Quanto à segunda equação, a sua solução depende da relação entre q e o factor
√
εω/c, através da

qual κj será real ou imaginário. Visto que o objectivo desta secção é descrever os modos plasmónicos,
então estes devem decair na direcção perpendicular à superf́ıcie do grafeno, pelo que se deve considerar
que q >

√
εω/c, e, deste modo,

Yj(y) = e−κj |y|, κj =

√
q2 − εjω

2

c2
, (3.5)

onde a equação anterior foi escrita antecipando desde logo que o campo não pode divergir para y →
±∞. Deste modo, o campo magnético é dado por

Bj(r, t) = Bz
j ei(qxx+qzz−ωt)e−κj |y|ẑ. (3.6)

Por sua vez, e como demonstrado no Apêndice D, o campo eléctrico obtém-se do respectivo campo
magnético pela relação (D.10),

Ej(r, t) =
ic2

ωεj
∇×Bj =

(
Exj x̂ + Eyj ŷ

)
ei(qxx+qzz−ωt)e−κj |y|, (3.7)

onde

Exj = −i
c2κj
ωεj

s(j)Bz
j , Eyj =

c2q

ωεj
Bz
j , (3.8)

sendo s(j) o sinal de y no meio j,

s(j) ≡ sgn(y) =

{ −1, j = 1, (3.9a)

+1, j = 2. (3.9b)

Visto que a folha de grafeno corresponde à interface entre os meios 1 e 2, os campos nestas duas
regiões estão relacionados pelas condições de fronteira impostas pelas equações de Maxwell demons-
tradas no apêndice D.2, nomeadamente [equações (D.36) e (D.37)]

(E1 −E2) · x̂|y=0 = 0, (B1 −B2)× ŷ|y=0 = µ0K, (3.10)
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onde K é a densidade de corrente superficial na superf́ıcie do grafeno (y = 0).
A primeira condição fronteira é satisfeita para

Ex1 = Ex2 . (3.11)

Combinando esta relação com a relação (3.8), obtém-se que

Bz
2 = −ε2

ε1

κ1
κ2
Bz

1 . (3.12)

Por outro lado, a segunda condição fronteira indica que só existe corrente superficial na direcção x
(ou seja, K = Kxx̂), e ainda que

(Bz
1 −Bz

2)ei(qxx+qzz) = µ0Kx. (3.13)

Através da Lei de Ohm [equação (2.39)], Kx = σ(ω) Ex|y=0, sendo Ex = E · x̂, e σ(ω) a condutivi-
dade do grafeno, calculada na secção 2.2. Através destas considerações, a segunda condição fronteira
imposta pelas equações de Maxwell resulta em

(Bz
1 −Bz

2)ei(qxx+qzz) = µ0σ(ω)Ex1 ei(qxx+qzz). (3.14)

Conjugando esta equação com as equações (3.8) e (3.12), é posśıvel eliminar as amplitudes Bz
1 , Bz

2

e Ex1 da equação, obtendo a expressão

ε1
κ1(q, ω)

+
ε2

κ2(q, ω)
+ i

σ(ω)

ωε0
= 0. (3.15)

Esta é a expressão central desta secção, pois é aquela que permite obter a relação de dispersão dos
plasmões na superf́ıcie do grafeno. Para tal, é preciso resolver esta equação para ω, o que, em geral,
não é posśıvel fazer analiticamente. Utilizando a forma de Drude para a condutividade do grafeno
[equação (2.93)],

σ(ω) =
e2

π~

(
EF

Γ− i~ω

)
, (3.16)

foi representada a forma da solução ω(q) para diferentes combinações de parâmetros, tal como se
ilustra na figura 3.2.
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Figura 3.2: A cheio, estão representadas as

relações de dispersão ω(q) para uma folha de
grafeno envolvida por ar (ε = 1), SiO2

(ε = 3.9 [114]), e ainda entre ar e SiO2. A
tracejado, estão representadas as mesmas

relações no limite electrostático (c→∞). A
traço-ponto, está ainda representada a

dispersão da luz em ar e SiO2, que, num meio
dieléctrico com permitividade ε, é dada por

ω(q) = cq/
√
ε. Restantes parâmetros, relativos

ao grafeno: EF = 0.5 eV e Γ = 3 meV.

Note-se agora que, quando q � √εω/c, as funções κ1 e κ2 podem ser aproximadas a q, o que
significa que a equação (3.15) passa a ter uma solução anaĺıtica, com a forma

q =
π(~ω)2ε0(ε1 + ε2)

e2EF
+ i

π(~ω)Γε0(ε1 + ε2)

e2EF
≡ q′ + iq′′. (3.17)

Apesar de esta solução (chamada de limite electrostático, já que é equivalente a fazer c → ∞) ser
apenas válida longe da dispersão da luz, constitui, em geral, uma boa aproximação da dispersão dos
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plasmões (como se pode ver na figura 3.2), e permite ainda ganhar uma maior intuição f́ısica acerca
do comportamento da mesma.

Em primeiro lugar observa-se que, se Γ > 0, q é um número complexo. Esta observação decorre
do facto de a equação (3.15) ser complexa e ter sido resolvida obrigando que ω fosse real. A partir da
sua parte real, é agora posśıvel obter uma expressão para a frequência ω(q′), dada por

ω
(
q′
)

=

√
e2EFq

′

π~2ε0(ε1 + ε2)
. (3.18)

Esta expressão indica que, no limite electrostático, a dispersão assume o comportamento ω(q′) ∝√
q′, o que é uma consequência da bidimensionalidade do grafeno [115]. Contudo, neste material, a

concentração de portadores de carga, ne, relaciona-se com a sua energia de Fermi através de [1]

EF = ~vF
√
πne, (3.19)

onde vF é a velocidade de Fermi. Então, uma vez que ω(q) ∝ √EF, obtém-se a relação mais importante

ω(q) ∝ n1/4e , (3.20)

a qual é uma caracteŕıstica particular do grafeno, constituindo, experimentalmente, uma assinatura
da relação de dispersão electrónica neste material [116, 117]. Em contraste, um gás de electrões

bidimensional apresenta um comportamento ω ∝ n1/2e [1, 4].
Por fim é importante notar que o factor e−κj |y| presente na equação (3.7) representa um decaimento

do campo eléctrico para o meio j na direcção perpendicular à superf́ıcie, o que é uma das mais impor-
tantes caracteŕıstica plasmónicas. Assim, κ representa uma medida desse decaimento, ou penetração,
para os meios envolventes. É usual definir-se um comprimento de penetração ζj , correspondente à
distância para a qual a energia associada ao campo eléctrico decai um factor 1/e no meio j, e é dado
por

ζj ≡
1

2Re(κj)
. (3.21)

Por outro lado, admitindo que q pode ter uma parte imaginária, então o factor resultante e−Im(q)x

vai introduzir um decaimento das ondas na direcção de propagação, pelo que é posśıvel definir analo-
gamente um comprimento de propagação LP dado por

LP ≡
1

2Im(q)
. (3.22)

De seguida, serão discutidas as implicações da existência, ou não, de Γ finito, o que trará con-
sequências no comportamento dos plasmões.

Γ = 0 Começando pelo caso sem amortecimento, q é um número real dado por

q =
π(~ω)2ε0(ε1 + ε2)

e2EF
. (3.23)

Neste caso, a evolução da onda segundo x, através do factor eiqx, não sofre nenhuma atenuação,
pelo que o comprimento de propagação é infinito, em concordância com definição (3.22). Por outro
lado, visto que κ, quando Γ = 0, é também um número real, então o comprimento de penetração
(3.21) é simplesmente ζj = 1/(2κj), ou, no limite electrostático,

ζ =
1

2q
=

e2EF

2π(~ω)2ε0(ε1 + ε2)
. (3.24)

Assim, ζ vai ser tanto menor quanto maior for a energia dos plasmões. Para parâmetros t́ıpicos
ω = 5 THz e EF = 0.5 eV, no vácuo, obtém-se que ζ ∼ 1.7 µm.
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Γ > 0 Considere-se agora o caso em que existe um amortecimento finito. Em primeiro lugar, é
interessante verificar a influência de Γ na forma da dispersão. Segundo a equação (3.18), esta não
deverá ser influenciada por este parâmetro no regime electrostático, ou seja, para valores elevados de
q, devendo influenciar apenas a região q ∼ √εω/c. Para verificar este comportamento, foi realizado o
gráfico da figura 3.3, para diversos valores de Γ, onde se concluiu que este parâmetro não influencia
significativamente a dispersão.
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Figura 3.3: Relações de dispersão
ω(q) para uma folha de grafeno

colocada entre ar (ε1 = 1) e SiO2

(ε2 = 3.9 [114]), para EF = 0.5 eV
e vários valores de Γ. A tracejado

está representada a dispersão
obtida pela aproximação

electrostática (que não depende de
Γ). No canto inferior direito, foi
realizada uma aproximação na

escala de valores de q muito baixos,
para evidenciar que apenas nesta

região existe uma influência
significativa de Γ em ω(q).

No entanto, a existência de um Γ finito vai trazer outras consequências a ńıvel do comportamento
plasmónico, como será agora descrito. Em primeiro lugar, e como se observa na equação (3.17), a parte
real de q, q′, não sofre alterações devido à presença de Γ; contudo, surge agora uma parte imaginária,
q′′, com a forma

q′′ =
π(~ω)Γε0(ε1 + ε2)

e2EF
. (3.25)

A primeira consequência da existência de uma parte imaginária de q observa-se no comprimento de
propagação, o qual, como se depreende da equação (3.22), deixa de ser infinito, passando a escrever-se
como

Lp ≡
1

2q′′
=

e2EF

2π(~ω)Γε0(ε1 + ε2)
. (3.26)

Tal como esperado, o comprimento de propagação é inversamente proporcional ao amortecimento, pelo
que Lp →∞ quando Γ→ 0, enquanto que Lp → 0 quando Γ→∞. Note-se ainda que o comprimento
de propagação também é inversamente proporcional a ω, ou seja, plasmões mais energéticos vão ser
mais atenuados. Para uns parâmetros t́ıpicos ω = 5 THz, EF = 0.5 eV e Γ = 3 meV, no vácuo,
obtém-se que Lp ∼ 11 µm.

Por outro lado, Γ não altera o comprimento de penetração (3.21) nos meios envolventes, já que
este parâmetro não tem influência na parte real de κ, no limite electrostático [como se depreende da
equação (3.17)]. Contudo, o facto de este introduzir uma parte imaginária em q, q′′, resulta num
factor e−iq

′′|y| associado aos campos plasmónicos, que se traduz na radiação de energia para os meios
envolventes. No entanto, em geral, q′′ � q′, pelo que esta radiação é bastante menos importante do
que a propagação longitudinal dos plasmões.

De modo a facilitar a comparação das escalas de q′ e q′′, bem como de ζ e de Lp, e a sua evolução
com ω, foram realizadas as suas representações gráficas, representadas na figura 3.4. Esta figura
permite confirmar que, em geral, q′′ � q′, principalmente para frequências maiores; por outro lado, é
igualmente viśıvel que o comprimento de propagação é maior do que o comprimento de penetração,
sendo este resultado mais evidente para frequências menores.
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0 2 4 6 8 10
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

(a)

0 2 4 6 8 10
0

10

20

30

40

50

(b)

Figura 3.4: Representação gráfica das (a) partes real e imaginária de q, denotadas q′ e q′′, e (b) dos comprimentos de
penetração, ζ, e de propagação, Lp, em função da frequência dos plasmões no grafeno, ω, para os parâmetros

EF = 0.5 eV, Γ = 3 meV, no vácuo (ε1 = ε2 = 1). As curvas foram obtidas a partir das expressões (3.23), (3.25), (3.24)
e (3.26), respectivamente. Note-se que os parâmetros representados estão relacionados por ζ = 1/(2q′) (no limite

electrostático) e Lp = 1/(2q′′) [equações (3.24) e (3.26)].

3.2 Duas folhas de grafeno paralelas

Considere-se agora o caso de duas folhas de grafeno paralelas, colocadas nos planos y = ±L/2, tal
como representado na figura 3.1(b). Estas folhas dividem o espaço em três regiões: região 1, de
permitividade ε1, para y < −L/2; região 2, de permitividade ε2, para −L/2 < y < L/2; região 3, de
permitividade ε3, em y > L/2. Todas as permitividades podem, em geral, ser funções da frequência.

O primeiro passo para a resolução do problema é encontrar as soluções permitidas para o campo
magnético para cada região. A diferença ocorre apenas na componente Yj(y) onde, agora,

Y1(y) = A1e
κ1y, Y2(y) = A2e

κ2y + C2e
−κ2y, Y3(y) = A3e

−κ3y, (3.27)

mantendo-se válida a definição de κj na equação (3.5) (podendo agora j ser 1, 2 ou 3).
Neste ponto, é apenas necessário utilizar as mesmas condições fronteira que anteriormente, mas

agora nos planos y = ±L/2. A resolução detalhada não será apresentada1 (por sair do âmbito do deste
trabalho, e por, conceptualmente, ser semelhante ao caso da camada única de grafeno), mas obtém-se
que a relação de dispersão dos plasmões neste sistema sai da resolução da equação

eκ2L
(
ε1
κ1

+
ε2
κ2

+ i
σ12
ε0ω

)(
ε3
κ3

+
ε2
κ2

+ i
σ23
ε0ω

)
= e−κ2L

(
ε1
κ1
− ε2
κ2

+ i
σ12
ε0ω

)(
ε3
κ3
− ε2
κ2

+ i
σ23
ε0ω

)
, (3.28)

onde σij é a condutividade da folha de grafeno colocada entre os meios i e j. Esta equação admite
duas soluções independentes, as quais estão representadas no gráfico da figura 3.5, para valores de L
diferentes.

No limite em que as folhas de grafeno estão suficientemente afastadas (L → ∞), obtém-se que as
duas soluções do problema são dadas por

ε1
κ2

+
ε2
κ2

+ i
σ12
ε0ω

= 0,
ε3
κ3

+
ε2
κ2

+ i
σ23
ε0ω

= 0, (3.29)

o que corresponde à relação de dispersão de duas folhas de grafeno desacopladas [cf. equação (3.15)]
—caso representado a tracejado na figura 3.5. Conclui-se assim que a aproximação das folhas entre si
facilita uma interacção entre as mesmas que as acopla, o que altera os ńıveis de energia do sistema.

1Uma demonstração deste resultado, derivado por Gonçalves e Peres, pode ser consultada na referência [1].
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Figura 3.5: Representação gráfica da relação de

dispersão para plasmões de superf́ıcie num
sistema com duas folhas de grafeno paralelas,
da forma ar/grafeno/SiO2/grafeno/ar. Foram

utilizados como parâmetros: ε1 = ε3 = 1,
ε2 = 3.9 [114], e, para ambas as folhas de

grafeno, EF = 0.5 eV e Γ = 0. Os valores de L
usados estão indicados na figura. A tracejado,

está representada a dispersão do sistema
ar/grafeno/ar. As duas linhas da mesma cor
referem-se aos dois modos permitidos para a

dispersão.

A maior interacção (e diferença de energia) para valores menores de q, observada na figura 3.5, é
explicada pela forma da componente Y2(y) do campo magnético (válida entre as duas folhas), presente
na equação (3.27). A forma deste campo corresponde à sobreposição de duas ondas evanescentes,
onde κ1 e κ2 são os parâmetros que controlam o seu decaimento (quanto maiores estes valores —ou,
equivalentemente, quanto maior q— mais rapidamente a onda evanesce). Assim, quanto menor q,
maior vai ser a sobreposição entre as duas ondas, e maior a sua interacção; no limite oposto, quando
q é muito grande (de facto, quando q � 1/L), recuperam-se as equações (3.28).

3.3 Paralelismo com outras estruturas

Nas secções anteriores, foram obtidas expressões que permitem encontrar a relação de dispersão de uma
e duas folhas de grafeno, respectivamente através das equações (3.15) e (3.28). No entanto, analisando o
procedimento adoptado para o cálculo das mesmas, conclui-se que nunca foi explicitamente considerado
que as interfaces tenham que corresponder a este material; de facto, toda a derivação é válida para
quaisquer superf́ıcies com uma condutividade σ(ω), sendo inclusivamente válidas para o caso σ(ω) = 0.
Por outro lado, também as permitividades em qualquer região não têm sequer que ser constantes,
podendo ser funções da frequência, como acontece com os metais no modelo de Drude (ver Apêndice
E). Assim, conclui-se que as equações (3.15) e (3.28) são mais gerais do que para os sistemas para os
quais foram deduzidas, e serão agora aplicadas a sistemas distintos, para ilustrar a sua utilidade.

3.3.1 Sistema com uma interface

Considere-se, em primeiro lugar, um sistema equivalente ao da figura 3.1, mas onde não existe uma
folha de grafeno [e, portanto, σ(ω) = 0] e o meio 2 corresponde a um metal descrito, segundo Drude,
por uma permitividade da forma deduzida no Apêndice E [equação (E.10)],

ε2 ≡ ε2(ω) = ε∞ −
ω2
P

ω2
, (3.30)

onde ωP é a frequência de plasma do metal. Para grande parte dos metais, a frequência de plasma
encontra-se na gama ultravioleta [118, 119], pelo que estes não são indicados para a excitação de
plasmões na frequência terahertz. Alternativamente, nos exemplos deste caṕıtulo, será considerado
siĺıcio altamente dopado do tipo-p na vez do metal, uma vez que este pode ser aproximadamente
descrito pelo modelo de Drude [120], tal como discutido no Apêndice E. Por simplicidade, não será
considerado o seu amortecimento, para reproduzir mais fielmente o comportamento intrinsecamente
metálico.

Nestas condições, a relação de dispersão deve ser obtida a partir da equação

ε1
κ1(q, ω)

+
ε2(ω)

κ2(q, ω)
= 0. (3.31)

33
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Esta equação não tem solução anaĺıtica, mas pode ser resolvida numericamente, obtendo-se a
dispersão representada na figura 3.6(a).
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Figura 3.6: Representação gráfica da relação de dispersão para plasmões de superf́ıcie nos sistemas (a) siĺıcio/ar (b)
siĺıcio/grafeno/ar, a azul. Foram utilizados como parâmetros: para o ar, εar = 1; para o siĺıcio [Si(p+), indicando que é

fortemente dopado por fósforo], ε∞ = 11.20 e ωP = 156.0 THz [120]; para o grafeno (G), EF = 0.5 eV, Γ = 0. Em
ambos os gráficos, está ainda representado o respectivo limite electrostático [ωMD e ωMGD, equações (3.32) e (3.34)] a

tracejado negro, e ainda a dispersão da luz no ar, a laranja.

Do gráfico da figura 3.6(a), observa-se que, no limite electrostático q � √εω/c, a energia dos
plasmões tende para um valor constante. Tomando esse limite na equação (3.31) (ou seja, fazendo
κj → q em ambas as regiões), a equação passa a ter uma solução anaĺıtica dada por

ωMD =
ωP√

ε∞ + ε1
. (3.32)

Em segundo lugar, um caso ainda mais geral corresponde a um sistema como o da figura 3.1 onde se
mantém o grafeno na interface, mas se considera que o meio 2 é um metal descrito pela permitividade
da equação (3.30). Nesse caso, a relação de dispersão obtém-se da resolução da equação

ε1
κ1(q, ω)

+
ε2(ω)

κ2(q, ω)
+ i

σ(ω)

ωε0
= 0, (3.33)

cuja representação gráfica, obtida numericamente, está apresentada na figura 3.6(b). Neste caso, no
limite electrostático, a frequência não tende para um valor constante, nem varia como

√
q, verificando-

se um regime intermédio entre os dois, dado por (considerando Γ = 0)

ωMGD =

√(
1

ε∞ + ε1

)(
qe2EF

πε0~2
+ ω2

P

)
. (3.34)

Esta solução é muito interessante, pois permite recuperar os dois resultados obtidos anteriormente:
quando ωP = 0, recupera-se o sistema do sistema entre os dieléctricos ε1 e ε∞, e obtém-se nova-
mente a equação (3.18), com o comportamento ω ∝ √q; quando EF = 0, recupera-se o sistema
metal/dieléctrico sem grafeno, e a equação (3.34) tende para a equação (3.32), como esperado.

3.3.2 Sistema com duas interfaces

Por sua vez, considere-se agora um caso equivalente ao estudado na secção 3.2, mas onde o meio 2
corresponde a um metal com uma permitividade ε2(ω) da forma da equação (3.30), e onde não existe
grafeno —um sistema da forma dieléctrico/metal/dieléctrico. Considerando o caso simétrico em que
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ε3 = ε1, então, com base na equação (3.28), as relações de dispersão para este modo são obtidas da
resolução da equação

eκ2(q,ω)L
[

ε1
κ1(q, ω)

+
ε2(ω)

κ2(q, ω)

]2
= e−κ2(q,ω)L

[
ε1

κ1(q, ω)
− ε2(ω)

κ2(q, ω)

]2
, (3.35)

e estão representadas no gráfico da figura 3.7(a).
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Figura 3.7: Representação gráfica da relação de dispersão para plasmões de superf́ıcie nos sistemas (a) ar/siĺıcio/ar
(azul) e siĺıcio/ar (laranja), (b) ar/grafeno/siĺıcio/grafeno/ar (azul) e siĺıcio/grafeno/ar (laranja). Foram utilizados

como parâmetros: para o ar, εar = 1; para o siĺıcio [Si(p+), indicando que é fortemente dopado por fósforo], ε∞ = 11.20
e ωP = 156.0 THz [120]; para o grafeno (G) EF = 0.5 eV, Γ = 0. Em ambos os gráficos, está ainda representado o

respectivo limite electrostático [ωMD e ωMGD, equações (3.32) e (3.34)] a tracejado negro.

Tal como no caso das duas folhas de grafeno paralelas, os dois modos permitidos neste sistema
têm uma diferença de energia elevada para valores pequenos de q, mas tornam-se degenerados para
q � 1/L. Neste limite, verifica-se que ambos tendem para a dispersão do sistema dieléctrico/metal
estudado anteriormente (ou seja, as interfaces desacoplam-se), obtendo-se o mesmo limite assimptótico
verificado na equação (3.32), ωMD. Por sua vez, quando L é menor, a interacção entre as duas interfaces
é, em geral, maior, o que se traduz na maior diferença de energia observada entre os dois modos.

Por fim, pode ainda ser considerado o caso mais geral dieléctrico/grafeno/metal/grafeno/dieléctrico,
considerando novamente ε3 = ε1, e ainda σ12 = σ23 = σ(ω), onde σ(ω) é a condutividade do grafeno.
Nesse caso (também simétrico), é necessário resolver a equação

eκ2(q,ω)L
[

ε1
κ1(q, ω)

+
ε2(ω)

κ2(q, ω)
+ i

σ(ω)

ε0ω

]2
= e−κ2(q,ω)L

[
ε1

κ1(q, ω)
− ε2(ω)

κ2(q, ω)
+ i

σ(ω)

ε0ω

]2
, (3.36)

cujas soluções estão representadas na figura 3.7(b). A análise desta figura permite observar que,
apesar de a introdução do grafeno alterar ligeiramente a forma das dispersões, as caracteŕısticas
gerais das mesmas são semelhantes às do caso anterior, observando-se agora o mesmo comportamento
assimptótico do caso metal/grafeno/dieléctrico, ωMGD, dado pela equação (3.34).

A comparação entre os casos das secções 3.3.1 e 3.3.2 permite extrapolar o seguinte comportamento:
quando duas configurações iguais e isoladas (ambas da forma A/B), de dispersão ω0(q), são acopladas
através de uma interacção (por exemplo, através de uma configuração A/B/A ou B/A/B), a dispersão
ω0(q) vai desdobrar-se em dois modos distintos, ω+(q) e ω−(q), tais que ω+(q) > ω0(q) > ω−(q).
Adicionalmente, a diferença entre os modos resultantes é tanto maior quanto maior for a interacção
entre os sistemas.

Este comportamento pode ser relacionado com aquele verificado em muitos outros sistemas, como
por exemplo nos ńıveis de energia de uma molécula de hidrogénio H2, por comparação com os res-
pectivos ńıveis do átomo H isolado. Nesse sistema, a interacção entre as duas orbitais atómicas do
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CAPÍTULO 3. PLASMÕES DE SUPERFÍCIE EM GRAFENO

estado fundamental 1s dos átomos de H dá origem a um desdobramento em duas orbitais moleculares,
denominadas ligante (σ1s) e anti-ligante (σ∗1s), respectivamente menos e mais energéticas do que a
respectiva orbital atómica [121]. Um comportamento semelhante a este vai ser verificado em alguns
dos problemas que irão ser estudados neste trabalho.
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Caṕıtulo 4

Polaritões Plasmónicos numa Cunha

Até este ponto do trabalho, foram estudadas as principais propriedades electrónicas e ópticas do
grafeno, que foram posteriormente usadas para estudar as caracteŕısticas dos modos plasmónicos
suportados por este material. Realizada esta análise, são já conhecidas todas as ferramentas necessárias
para o estudo de efeitos plasmónicos em estruturas mais complexas, o qual será desenvolvido ao longo
dos próximos três caṕıtulos.

Neste caṕıtulo, será estudada a primeira destas estruturas, correspondente a uma cunha infinita.
Começar-se-á por estudar este problema na ausência de grafeno, onde será demonstrado que apenas
serão suportados plasmões de superf́ıcie na cunha se esta for metálica. Para este caso, serão deter-
minados os modos permitidos no limite electrostático. Posteriormente, a cunha será integralmente
revestida por uma folha de grafeno, e estudar-se-ão novamente os modos plasmónicos permitidos.
Concluir-se-á que, no caso da cunha metálica, é posśıvel recuperar a solução obtida no caso anterior
e que, no caso na cunha dieléctrica, existirão agora modos que suportam plasmões de superf́ıcie.

4.1 Cunha sem Revestimento

Considere-se um sistema com a forma geométrica de uma cunha infinita na direcção z e na direcção
radial. Admite-se que, no plano perpendicular a ẑ, esta ocupa uma secção angular que compreende
um ângulo de 2β, com 0 < β < π. Assim, em coordenadas ciĺındricas, a cunha corresponde ao espaço

0 < r < +∞, −β < θ < β, −∞ < z < +∞, (4.1)

tal como representado na figura 4.1.

x

y

β

−β

n̂β

ε2 ε1

Figura 4.1: Representação esquemática da cunha estudada, no caso em que esta não contém nenhum revestimento.
Note-se que a direcção z é perpendicular ao plano da figura (com o sentido convencional) e, nesta direcção, a cunha é

infinita.

O meio 1 poderá ser um metal ou um dieléctrico, enquanto que se considerará que o meio 2 será
sempre um dieléctrico. Por simplicidade, será ainda considerado que β < π/2 —o caso complementar,
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β > π/2, corresponde a uma guia de ondas, e é completamente análogo ao caso que será estudado. O
caso intermédio, β = π/2, corresponde simplesmente a uma interface plana, equivalente às estudadas
no caṕıtulo 3.

No limite electrostático (ou seja, q � √εω/c), e visto que não existem cargas livres, o potencial
em todo o espaço deve obedecer à equação de Laplace [31],

∇2ϕ(r, θ, z) = 0, (4.2)

onde ∇2 é o operador Laplaciano em coordenadas ciĺındricas [122]. Para resolver esta equação, é usual
utilizar a técnica de separação de variáveis [123], escrevendo ϕ(r, θ, z) = R(r)Θ(θ)Z(z), de modo a
que

∇2ϕ(r, θ, z) = Θ(θ)Z(z)

[
∂2R(r)

∂r2
+

1

r

∂R(r)

∂r

]
+
R(r)Z(z)

r2
∂2Θ(θ)

∂θ2
+R(r)Θ(θ)

∂2Z(z)

∂z2
= 0, (4.3)

ou, dividindo tudo por ϕ(r, θ, z),

1

R(r)

[
∂2R(r)

∂r2
+

1

r

∂R(r)

∂r

]
+

1

r2Θ(θ)

∂2Θ(θ)

∂θ2
+

1

Z(z)

∂2Z(z)

∂z2
= 0. (4.4)

Visto que o último termo do lado esquerdo da equação anterior só depende da variável z, ao contrário
dos restantes termos que só dependem das variáveis r e θ, então este termo tem que ser uma constante,
pelo que 

1

Z(z)

∂2Z(z)

∂z2
= −q2, (4.5a)

1

R(r)

[
∂2R(r)

∂r2
+

1

r

∂R(r)

∂r

]
+

1

r2Θ(θ)

∂2Θ(θ)

∂θ2
= q2. (4.5b)

A solução da equação (4.5a) é simplesmente

Z(z) = Aeiqz +Be−iqz, (4.6)

onde fica clara a razão pela qual foi escolhida uma constante negativa para a equação (4.5a): caso
tivesse sido realizada a escolha oposta, obter-se-iam, na solução da equação diferencial, exponenciais
de argumento real, que não respeitariam a simetria de translação segundo z do problema. Por outro
lado, visto que a cunha é infinita nesta direcção, então é suficiente considerar um dos sentidos de
propagação das ondas (estas não vão ser reflectidas), pelo que se pode definir B ≡ 0, e obter

Z(z) ≡ eiqz. (4.7)

No que respeita à equação (4.5b), esta pode ser multiplicada por r2 de ambos os lados, obtendo-se

1

R(r)

[
r2
∂2R(r)

∂r2
+ r

∂R(r)

∂r
− q2r2R(r)

]
+

1

Θ(θ)

∂2Θ(θ)

∂θ2
= 0. (4.8)

Mais uma vez, obtém-se dois termos separáveis, que devem ser iguais à mesma constante. Neste caso,
escolhe-se 

1

Θ(θ)

∂2Θ(θ)

∂θ2
= µ2, (4.9a)

1

R(r)

[
r2
∂2R(r)

∂r2
+ r

∂R(r)

∂r
− q2r2R(r)

]
= −µ2. (4.9b)

A solução da equação (4.9a) é, simplesmente,

Θ(θ) = C sinh(µθ) +D cosh(µθ). (4.10)
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Dada a forma da equação (4.10), compreende-se o motivo da escolha da constante de separação de
variáveis: se tivesse sido escolhida uma constante de sinal oposto, a solução para a função Θ(θ) poderia
ser escrita como uma sobreposição de funções trigonométricas oscilatórias em θ. Esta solução não é
fisicamente aceitável, pois o potencial deve decair para pontos mais afastados da superf́ıcie da cunha,
tanto na direcção do meio 2, como para o interior da mesma, como é caracteŕıstico dos plasmões de
superf́ıcie.

Finalmente, a equação (4.9b) pode ser escrita como

r2
∂2R(r)

∂r2
+ r

∂R(r)

∂r
−
(
q2r2 − µ2

)
R(r) = 0, (4.11)

o que corresponde a uma equação de Bessel modificada de ordem puramente imaginária [123]. A
solução geral desta equação é uma combinação de funções de Bessel modificadas de primeiro e segundo
tipo, de ordem iµ,

R(r) = EIiµ(qr) + FKiµ(qr). (4.12)

Contudo, visto que a função Iiµ(qr) diverge quando r →∞, esta solução não é fisicamente aceitável
para o problema em questão. Pelo contrário, a funçãoKiµ(qr) diverge no ponto r = 0 (o que é aceitável,
já que este ponto corresponde a uma singularidade), mas decai quando r aumenta, descrevendo um
potencial que é máximo na ponta da cunha e diminui ao longo das superf́ıcies da mesma. Assim, pode
ser escolhido E ≡ 0, obtendo-se

R(r) ≡ Kiµ(qr). (4.13)

Por fim, combinando as equações (4.7), (4.10) e (4.13), chega-se à expressão geral para o potencial,

ϕ(r, θ, z) = [C sinh(µθ) +D cosh(µθ)]Kiµ(qr)eiqz. (4.14)

Esta expressão para o potencial é válida em ambos os meios, pelo que, em cada um, terão que ser
encontrados valores distintos para C e D. Estes deverão ser determinados pelas condições fronteira em
cada uma das interfaces. Contudo, antes de utilizar estas condições, é conveniente considerar a simetria
do problema, nomeadamente o facto de os meios 1 e 2 serem simétricos respectivamente através os
planos θ = 0 e θ = π. Escrevendo o potencial em coordenadas que explicitem esta simetria1 devem
ser obtidas duas classes de soluções —pares e ı́mpares—, como é bem conhecido para problemas com
simetria bem definida [112]. Denotando o potencial no meio i por ϕi(r) (i = 1, 2), segue imediatamente
da equação (4.14) que as soluções par e ı́mpar do potencial devem ter a forma, para o modo µ,

ϕ(e)
µ (r, θ, z) =

 ϕ
(e)
1,µ(r, θ, z) = A(e)

µ cosh(µθ)Kiµ(qr)eiqz, −β ≤ θ ≤ β, (4.15a)

ϕ
(e)
2,µ(r, θ, z) = B(e)

µ cosh[µ(θ − π)]Kiµ(qr)eiqz, β ≤ θ ≤ 2π − β, (4.15b)

ϕ(o)
µ (r, θ, z) =

 ϕ
(o)
1,µ(r, θ, z) = A(o)

µ sinh(µθ)Kiµ(qr)eiqz, −β ≤ θ ≤ β, (4.16a)

ϕ
(o)
2,µ(r, θ, z) = B(o)

µ sinh[µ(θ − π)]Kiµ(qr)eiqz, β ≤ θ ≤ 2π − β. (4.16b)

A vantagem deste procedimento é que agora basta impor as condições fronteira numa das interfaces,
ficando estas automaticamente satisfeitas na outra interface, devido à simetrização das equações. Isto
reduz o problema a apenas duas condições fronteira para cada classe de soluções —o que, como existem
duas classes, perfaz as quatro condições necessárias, que permitem determinar as quatro constantes

A
(e)
µ , B

(e)
µ , A

(o)
µ e B

(o)
µ .

Antes de prosseguir, é conveniente tirar partido da semelhança formal entre modos pares e ı́mpares,
introduzindo uma notação adequada que permita tratar ambos os casos em simultâneo. Defina-se,
para tal,

hypλ(x) ≡
{

cosh(x), λ = e,

sinh(x), λ = o,
λ ≡

{
o, λ = e,

e, λ = o,
(4.17)

1No meio 1, o potencial (4.14) já apresenta esta simetria; no meio 2, basta fazer a mudança de variável θ → θ − π.
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onde a função hypλ(x) deve obedecer às propriedades

hypλ(−x) = (1− 2δλ,o) hypλ(x),
d hypλ(x)

dx
= hypλ(x). (4.18)

Nesta notação, o potencial, para cada região, e para a paridade λ = {e, o}, toma a forma mais
compacta

ϕ
(λ)
1,µ(r, θ, z) = A(λ)

µ hypλ(µθ)Kiµ(qr)eiqz, (4.19)

ϕ
(λ)
2,µ(r, θ, z) = B(λ)

µ hypλ[µ(θ − π)]Kiµ(qr)eiqz. (4.20)

Por este motivo, serão estas expressões que serão usadas a partir deste ponto.
Considerem-se agora as condições fronteira electromagnéticas, derivadas no apêndice D.2. Segundo

as equações (D.30) e (D.36), o campo eléctrico nos meios 1 e 2 deve obedecer às condições{
n̂× (E2 −E1) = 0, (4.21a)

n̂ · [ε2E2 − ε1(ω)E1] =
σS
ε0
, (4.21b)

onde n̂ um versor normal à superf́ıcie que aponta do meio 1 para o meio 2, e σS é a densidade superficial
de cargas na interface. Estas equações podem ser interpretadas como a continuidade da componente
do campo eléctrico paralela à superf́ıcie, e a descontinuidade (proporcional a σS) da componente
do deslocamento eléctrico perpendicular à superf́ıcie. Esta última componente é cont́ınua no caso
particular em que σS = 0. Estas equações devem ser impostas num dos planos de equação θ = ±β
—sem perda de generalidade, escolher-se-á o plano de equação θ = β. Como tal, o versor n̂ = n̂β (ver
figura 4.1) vai corresponder a

n̂β = − sin(β)x̂ + cos(β)ŷ = θ̂
∣∣∣
θ=β

. (4.22)

Por outro lado, o campo eléctrico de modo µ e paridade λ no meio i é obtido do potencial pela
relação [30]

E
(λ)
i,µ (r) = −∇ϕ

(λ)
i,µ (r) = −

∂ϕ
(λ)
i,µ (r)

∂r
r̂− 1

r

∂ϕ
(λ)
i,µ (r)

∂θ
θ̂ −

∂ϕ
(λ)
i,µ (r)

∂z
ẑ. (4.23)

Como, neste caso, está a ser considerado que a cunha não tem revestimento, então não existem
cargas na superf́ıcie do metal (ou seja, σS = 0). Nestas condições, e fazendo as operações algébricas
necessárias, as condições de fronteira do sistema (4.21) tomam a forma (em θ = β)

[
∂ϕ

(λ)
2,µ(r)

∂r
−
∂ϕ

(λ)
1,µ(r)

∂r

]
ẑ−

[
∂ϕ

(λ)
2,µ(r)

∂z
−
∂ϕ

(λ)
1,µ(r)

∂z

]
r̂ = 0, (4.24a)

−ε0
r

[
ε2
∂ϕ

(λ)
2,µ(r)

∂θ
− ε1(ω)

∂ϕ
(λ)
1,µ(r)

∂θ

]
= 0. (4.24b)

Da equação (4.24), surgem as relações (válidas em θ = β)

∂ϕ
(λ)
2,µ(r)

∂r
=
∂ϕ

(λ)
1,µ(r)

∂r
, (4.25a)

∂ϕ
(λ)
2,µ(r)

∂z
=
∂ϕ

(λ)
1,µ(r)

∂z
, (4.25b)

ε2
∂ϕ

(λ)
2,µ(r)

∂θ
= ε1(ω)

∂ϕ
(λ)
1,µ(r)

∂θ
. (4.25c)

Uma vez que apenas a componente angular do potencial difere nas duas regiões, então as primeiras
duas equações deste sistema são redundantes. Definindo, por conveniência,

Θ
(λ)
1µ (θ) = A(λ)

µ hypλ(µθ), Θ
(λ)
2µ (θ) = B(λ)

µ hypλ[µ(θ − π)], (4.26)
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estas podem ser ambas reescritas como Θ
(λ)
1,µ(θ) = Θ

(λ)
2,µ(θ), λ = {e, o}, e explicitam apenas a continui-

dade angular do potencial na fronteira. Desta relação resultam as equações{
B(e)
µ cosh[µ(π − β)] = A(e)

µ cosh(µβ), modos pares, (4.27a)

B(o)
µ sinh[µ(π − β)] = −A(o)

µ sinh(µβ), modos ı́mpares. (4.27b)

A partir das expressões anteriores é encontrado o comportamento angular do potencial do modo µ
para ambas as paridades, tal como apresentado na figura 4.2 (mais à frente, esta figura será discutida
com mais detalhe).
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Figura 4.2: Representação gráfica da dependência azimutal do potencial, no caso β = π/4, e para cada um dos modos
(a) pares e (b) ı́mpares. A parte angular correspondente ao metal está sombreada a cinza.

Por fim, da equação (4.25c), obtém-se

ε2
∂Θ

(λ)
2,µ(θ)

∂θ
= ε1(ω)

∂Θ
(λ)
1,µ(θ)

∂θ
, (4.28)

de onde resultam as condições{
ε2B

(e)
µ sinh[µ(π − β)] = −A(e)

µ ε1(ω) sinh(µβ), modos pares, (4.29a)

ε2B
(o)
µ cosh[µ(π − β)] = A(o)

µ ε1(ω) cosh(µβ), modos ı́mpares. (4.29b)

As equações escritas nos sistemas (4.27) e (4.29) podem ser combinadas num sistema como

[
cosh(µβ) − cosh[µ(π − β)]

ε1(ω) sinh(µβ) ε2 sinh[µ(π − β)]

]
·
[
A

(e)
µ

B
(e)
µ

]
=

[
0
0

]
, modos pares, (4.30a)

[
sinh(µβ) sinh[µ(π − β)]

ε1(ω) cosh(µβ) −ε2 cosh[µ(π − β)]

]
·
[
A

(o)
µ

B
(o)
µ

]
=

[
0
0

]
, modos ı́mpares. (4.30b)

De modo a que existam soluções não triviais dos sistemas anteriores, é necessário que o determinante
da respectiva matriz seja igual a zero, de onde se retiram as relações

ε1(ω) = −tanh[µ(π − β)]

tanh(µβ)
ε2 ≡ −γ(µ)ε2, modos pares, (4.31a)

ε1(ω) = − tanh(µβ)

tanh[µ(π − β)]
ε2 ≡ −

ε2
γ(µ)

, modos ı́mpares, (4.31b)
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onde foi definido

γ(µ) ≡ tanh[µ(π − β)]

tanh(µβ)
. (4.32)

Fica agora clara a razão pela qual uma cunha dieléctrica não suporta modos de propagação de
plasmões de superf́ıcie: no caso da cunha ser dieléctrica2, então a sua função dieléctrica é independente
de ω, sendo simplesmente ε1(ω) ≡ ε1 > 0. Contudo, como γ(µ) > 0 e ε2 > 0, conclui-se que ε1 teria
que ser negativo, para o sistema anterior admitir soluções não triviais. Como o dieléctrico está a ser
descrito por uma constante dieléctrica positiva, conclui-se que estes modos não são permitidos no caso
da cunha dieléctrica.

Por outro lado, admita-se que a cunha é metálica e que a sua função dieléctrica é dada pelo modelo
de Drude [equação (E.10)], tal como deduzida no Apêndice E,

ε1(ω) = ε∞ −
ω2
P

ω2
, (4.33)

onde ωP é a frequência de plasma do metal. Usando o resultado (4.33) nas equações do sistema (4.31),
podem ser obtidas as relações de dispersão para cada um dos modos, em função do parâmetro µ, dadas
por 

ω(e)(µ) = ωP

[
1

ε∞ + ε2γ(µ)

] 1
2

, modos pares, (4.34a)

ω(o)(µ) = ωP

[
γ(µ)

ε∞γ(µ) + ε2

] 1
2

, modos ı́mpares. (4.34b)

Note-se que estas relações são independentes do parâmetro q, sendo ω totalmente determinado pela geo-
metria da cunha e pelo parâmetro µ. Este resultado é uma consequência da aproximação electrostática,
tendo sido também observado na equação (3.32) para o sistema dieléctrico/metal/dieléctrico, quando
tomado o limite q � ω/c (ou c→∞). Esta limitação da aproximação electrostática pode ser justifi-
cada da seguinte maneira: observe-se que q aparece no potencial apenas como qr e qz [cf. equações
(4.15) e (4.16)], pelo que pode ser interpretado como o parâmetro que vai definir a escala de com-
primentos do problema. No entanto, a aproximação electrostática retira a única escala natural de
comprimentos —a velocidade da luz, c— já que a cunha é infinita e ε0 simplifica aquando da equação
(4.25). Assim, como não existe uma escala para q, esta não pode ser uma variável da solução —o
argumento mais intuitivo para justificar esta afirmação é que, sem uma escala de comprimentos, não é
posśıvel construir uma expressão com unidades de ω que envolva q. Pelo contrário, existe uma escala
de energia (ou frequência), imposta pela energia de plasma (EP = ~ωP), e que permite definir a escala
para ω [cf. equação (4.34)]3.

Uma representação das relações de dispersão (4.34) em função de µ é feita na figura 4.3, para alguns
valores de β representativos, e considerando que o meio 2 é o vácuo (ε2 = 1) e ainda ε∞ = 1.

Comparando o gráfico da figura 4.3 com o gráfico da figura 3.6(a), nota-se uma semelhança signi-
ficativa entre os dois, a qual não é uma coincidência. De facto, o problema da cunha metálica sem
grafeno pode ser visto como uma versão “angular” do problema dieléctrico/metal/dieléctrico, onde a
“largura” do metal é β e o parâmetro que controla a evanescência do potencial no interior do metal

2Aqui está impĺıcito que se estão a tratar dieléctricos não dispersivos, descritos simplesmente por uma constante
dieléctrica. Na realidade, pode dar-se o caso de a cunha, sendo dieléctrica, ser descrita por uma função dieléctrica
dependente da frequência (por exemplo, meios dieléctricos dispersivos, descritos pelo modelo de Lorentz [124]), podendo
ser negativa em alguma região do espectro —como ocorre, por exemplo, na presença de fonões [35]. Nessas condições,
a equação (4.31) tem soluções mesmo quando ε1(ω) < 0, mas os modos excitados não são plasmónicos, denominando-se
antes polaritões fonónicos [125].

3Uma nota interessante é que, no caso da cunha dieléctrica, não existe também esta escala, o que é directamente
responsável por que não sejam permitidas soluções nessas condições. Acerca deste comentário, importa ressalvar que
o facto de não existir uma escala de comprimentos (via c) que determine q decorre de uma aproximação realizada,
enquanto que a inexistência de uma escala de energias na cunha dieléctrica que determine ω é uma propriedade exacta
e inultrapassável do problema.
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Figura 4.3: Representação gráfica das relações

de dispersão dos modos plasmónicos permitidos
na cunha sem revestimento, em função do

parâmetro µ, para os modos pares (abaixo da
linha negra) e ı́mpares (acima da linha negra);
a linha negra representa o caso em que a cunha

ocupa todo um semiplano, tal como
representado na figura 4.1, ou seja, β = π/2.
Neste caso particular, a relação de dispersão
torna-se independente de µ, e é igual tanto
para os modos pares, como para os modos

ı́mpares. Todos os gráficos para ε2 = ε∞ = 1.

é µ, ao invés de L e q (ver secção 3.3.2). Esta semelhança é sustentada pela comparação entre as
equações (4.10) e (3.27) (no limite electrostático). Neste caso, os parâmetros de acoplamento são 1/µ
e |β − π/2|, pelo que, quando estes são nulos, não existe interacção entre as superf́ıcies da cunha, e
obtém-se o limite das duas interfaces desacopladas, que são, nesse ponto, equivalentes a uma interface
metal/dieléctrico. Assim, não constitui nenhuma surpresa que, neste limite,

lim
µ→∞

ω(λ)(µ) = lim
β→π/2

ω(λ)(µ) =
ωP√

ε∞ + ε2
= ωMD, (4.35)

tal como obtido na equação (3.32) —até porque, quando β = π/2, o sistema é, de facto, uma interface
metal/dieléctrico. Por outro lado, quando o acoplamento se torna finito, a degenerescência entre os
dois modos é quebrada4 e, à medida que os parâmetros de acoplamento aumentam, verifica-se uma
maior interacção entre as duas interfaces da cunha, e uma maior diferença de energia entre os dois
modos permitidos.

Finda esta discussão, resta analisar o comportamento da expressão obtida para o potencial elec-
trostático em ambas as regiões do espaço, bem como do campo eléctrico associado. O primeiro fica
completamente descrito através das equações (4.15), (4.16) e (4.27), as quais permitem avaliar o po-
tencial em qualquer ponto do espaço. Para analisar este comportamento, esta função foi representada
ao longo da superf́ıcie da cunha (θ = β), e o respectivo resultado está representado na figura 4.4.

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

(a)

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

(b)

Figura 4.4: Representação gráfica da dependência do potencial em r na superf́ıcie de uma cunha (θ = β, z = 0), para
cada um dos modos (a) pares e (b) ı́mpares, para vários valores de µ. Os parâmetros utilizados foram: β = 10◦,

ε2 = ε∞ = 1.

Para um dado ângulo θ, a evolução radial corresponde apenas à da função de Bessel de ordem
iµ afectada de um factor numérico dependente de µ e θ, razão pela qual os potenciais par e ı́mpar

4Note-se que um dos modos é mais energético e o outro é menos energético em relação ao limite degenerado, como
antecipado no final da secção 3.3.
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para um mesmo µ têm formas tão semelhantes, nos gráficos da figura 4.4. Por outro lado, a variação
angular é aquela já apresentada na figura 4.2, que se caracteriza por aumentar fortemente, em módulo,
perto das superf́ıcies da cunha. Para tornar claro este comportamento, a representação bidimensional
do potencial para o plano z = 0 e para um dado modo µ (neste caso, µ = 2) está apresentado na
figura 4.5.

-0.500.51.0

(a)

-1.0-0.500.51.0

(b)

Figura 4.5: Representação gráfica do potencial na cunha e na sua vizinhança no plano z = 0, concretamente (a) o modo
µ = 2, par, e o modo (b) µ = 2, ı́mpar. A região onde o potencial está representado varre o espaço correspondente a

|θ| < 2β, com β = 10◦. A linha branca representa o limite da cunha, ou seja, θ = ±β.

Nos gráficos da figura 4.5, é posśıvel visualizar algumas das propriedades já mencionadas: nota-se
claramente que o potencial é cont́ınuo através das superf́ıcies da cunha [como imposto na condição
(4.27)], mais elevado perto das mesmas (como fica claro na figura 4.2) e tem uma variação angular
que depende de µ via as funções de Bessel (como verificado na figura 4.4). Adicionalmente [e como já
era evidente a partir das equações (4.15) e (4.16)] o potencial é par ou ı́mpar através de y = 0.

Finalmente, resta apenas estudar os campos eléctricos decorrentes dos potenciais obtidos. Estes
têm a forma5

E
(λ)
i,µ (r) = E

(λ)
r,1µ(r)r̂ + E

(λ)
θ,1µ(r)θ̂, (4.36)

onde as suas componentes, obtidas a partir da expressão (4.23), têm a forma

E
(λ)
r,1µ(r) = −

∂ϕ
(λ)
1,µ(r)

∂r
= qA(λ)

µ hypλ(µθ)

[
Kiµ−1(qr) +Kiµ+1(qr)

2

]
eiqz, (4.37)

E
(λ)
θ,1µ(r) = −1

r

∂ϕ
(λ)
1,µ(r)

∂θ
= −A

(λ)
µ

r
µhypλ(µθ)Kiµ(qr)eiqz, (4.38)

e idem para a região 2, fazendo simplesmente A
(λ)
µ → B

(λ)
µ e θ → θ − π. Desta forma, a sua norma é

dada por

E
(λ)
1,µ(r) ≡

∣∣∣E(λ)
i,µ (r)

∣∣∣ =

√[
E

(λ)
r,1µ(r)

]2
+
[
E

(λ)
θ,1µ(r)

]2
. (4.39)

Estes campos estão representados na figura 4.6 para o interior da cunha e para uma vizinhança da
mesma, permitindo visualizar o comportamento destas em ambos os meios e na interface entre eles.

A análise da figura 4.6 permite retirar algumas conclusões interessantes acerca da distribuição dos
campos eléctricos. A primeira é que, como é imposto pelas condições fronteira electromagnéticas,
apenas a componente do campo eléctrico tangente à interface entre os meios (ou seja, a componente

5Por simplicidade, a componente z não vai ser considerada, visto que a dependência do potencial nesta coordenada é
trivial.
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Figura 4.6: Representação gráfica do (a) campo eléctrico radial par e (b) ı́mpar, (c) campo eléctrico angular par e (d)
ı́mpar, e (e) intensidade total do campo eléctrico par e (f) ı́mpar (e respectivas linhas de campo), para o modo µ = 2,

no interior da cunha e na sua vizinhança. As componentes radial, angular e a norma do campo eléctrico foram
calculadas respectivamente através das expressões (4.37), (4.38) e (4.39). A região onde os campos estão representados
varre o espaço correspondente a |θ| < 2β, com β = 10◦. A linha branca representa o limite da cunha, ou seja, θ = ±β.

Os parâmetros utilizados foram β = 10◦, ε2 = 1, ε∞ = 1. Todos os campos foram normalizados ao máximo (em
módulo) da intensidade da respectiva paridade [figuras (e) e (f)].
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radial) é cont́ınua através da mesma; pelo contrário, a componente normal (angular) apresenta uma
descontinuidade bem viśıvel nos gráficos apresentados, que se estende, por essa via, também à norma
do campo. Apesar de não existirem cargas livres nas interfaces, existe uma mudança de meio (ou
seja, uma mudança da função dieléctrica de cada lado da interface), que introduz a descontinuidade
observada.

A segunda conclusão é que, ao contrário dos potenciais e da componente radial, a componente
angular do campo eléctrico tem uma paridade oposta à do respectivo potencial. Este facto não
é problemático (uma vez que as restrições de simetria aplicam-se somente ao potencial) e decorre
directamente da derivada em θ presente na equação (4.38).

Por fim, é interessante notar que o campo eléctrico, em qualquer componente, aumenta fortemente
perto do vértice da cunha (dáı a representação gráfica estar truncada nesta região). Este comporta-
mento é comum na vizinhança de superf́ıcies pontiagudas, como é o caso das antenas [30].

Esta análise dá por terminada a resolução do problema da cunha sem revestimento. Ao longo
da presente secção, foi posśıvel determinar os modos plasmónicos permitidos suportados pelo sistema
estudado, e a respectiva relação de dispersão. Determinaram-se ainda o potencial electrostático e o
campo eléctrico em ambas as regiões. O passo seguinte será revestir a cunha com uma folha de grafeno
(o que, como se verá, alterá completamente a abordagem ao problema), e perceber quais as principais
alterações entre os dois casos.

4.2 Cunha revestida por grafeno

Considere-se agora o caso em que uma cunha equivalente à estudada no problema anterior é revestida
por uma folha de grafeno em toda a sua superf́ıcie, tal como representado na figura 4.7(a).
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β

−β

n̂β

ε2 ε1

(a)

β

−β
x
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ε2

ε1
θ′
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Figura 4.7: (a) Representação esquemática da cunha estudada, no caso em que esta é revestida em toda a sua
superf́ıcie por uma folha de grafeno. A cunha é igual à considerada na secção anterior. O grafeno está representado a

azul, e a espessura da folha não está representada à escala correcta. (b) Representação esquemática do problema
virtual que se obtém após a introdução das funções de Green, em que a densidade de carga espalhada sobre a cunha é

representada por uma única carga pontual virtual, representada a verde.

Na ausência do grafeno, o problema foi descrito através da equação de Laplace, uma vez que não
existiam cargas livres em nenhum ponto do espaço. No entanto, no grafeno existem electrões livres
(como discutido na secção 2.1), o que dá origem a densidades superficiais de cargas (σS) e correntes (K)
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na interface entre os meios 1 e 2. Deste modo, a equação de Laplace deixa de descrever correctamente
o problema, devendo, na sua vez, ser considerada, no meio i, a equação de Poisson [31],

∇2ϕi(r) = −ρ(r)

εiε0
, (4.40)

na qual ρ(r) é a densidade volúmica de cargas e pode ser escrita como

ρ(r) = σS(r, θ, z)

[
δ(θ − β) + δ(θ + β)

r

]
, (4.41)

onde σS(r, θ, z) é a densidade superficial de cargas na folha de grafeno, e δ(x) representa a função
Delta de Dirac [38]. A solução da equação de Poisson é mais facilmente encontrada definindo a função
de Green Gi(r, r

′)

∇2Gi
(
r, r′

)
= − 1

εiε0

[
δ(r − r′)δ(θ − θ′)δ(z − z′)

r

]
. (4.42)

Assim, e como de costume, usando o método das funções de Green [123], o potencial em qualquer
ponto do espaço é dado por

ϕi(r) =

∫
d3r′ Gi

(
r, r′

)
ρ
(
r′
)
. (4.43)

Comparando a equação (4.42) com a equação de Poisson, conclui-se que a função de Green pode
ser interpretada como o equivalente ao potencial sentido no ponto r devido a uma “carga unitária
adimensional” colocada no ponto r′ = (r′, θ′, z′), como representado na figura 4.7(b).

Antes de prosseguir, é útil observar que, como o sistema tem simetria de translação em z, então a
função de Green deve obedecer à propriedade [113]

Gi
(
r, θ, z; r′, θ′, z′

)
≡ Gi

(
r, θ; r′, θ′; z − z′

)
. (4.44)

Fazendo uma transformada de Fourier [123] do potencial ϕi(r, θ, z) em z, e introduzindo um vector
polar r̃ = (r, θ) e d3r = d2r̃dz, obtém-se

ϕi(r̃, q) =

∫ ∞
−∞

dz e−iqzϕi(r̃, z) (4.45)

=

∫ ∞
−∞

dz e−iqz
∫

d3r′ Gi
(
r̃, r̃′, z − z′

)
ρ
(
r̃′, z′

)
(4.46)

=

∫ ∞
−∞

dz e−iqz
∫

d3r′
∫ ∞
−∞

dq′

2π
eiq
′(z−z′)Gi

(
r̃, r̃′, q′

)
ρ
(
r̃′, z′

)
(4.47)

=

∫ ∞
−∞

dq′

2π

∫
d2r̃′ Gi

(
r̃, r̃′, q′

) ∫ ∞
−∞

dz e−i(q−q
′)z︸ ︷︷ ︸

2πδ(q−q′)

∫ ∞
−∞

dz′ e−iq
′z′ρ
(
r̃′, z′

)
︸ ︷︷ ︸

ρ(r̃′,q′)

(4.48)

=

∫
d2r̃′ Gi

(
r̃, r̃′, q

)
ρ
(
r̃′, q

)
. (4.49)

Esta demonstração permite concluir que, trabalhando no espaço de Fourier, é posśıvel encontrar
o potencial de um modo inteiramente análogo ao espaço real [comparar equações (4.43) e (4.49)]
mas baixando uma dimensão ao problema, o que constitui uma enorme simplificação. Assim, nesta
representação, a função de Green é a solução da equação[

∇̃2 − q2
]
Gi
(
r̃, r̃′, q

)
= − 1

εiε0

[
δ(r − r′)δ(θ − θ′)

r

]
, (4.50)

onde ∇̃2 é, agora, o Laplaciano em coordenadas polares (em vez de ciĺındricas) [122].
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Note-se que, para θ 6= θ′, a equação (4.50) corresponde à equação de Laplace. Separando as
variáveis da funçãoGi

(
r, θ, r̃′, q

)
≡ R

(
r, r̃′, q

)
Θ
(
θ, r̃′, q

)
, a equação (4.50) corresponde à equação (4.5b),

a qual já foi resolvida na secção anterior, e que admite a solução geral dada pela equação (4.14) (à
parte da componente em z que agora não existe). Contudo, neste caso, o sistema não exibe nenhuma
simetria, o que dificulta não só a sua análise, como a comparação com os resultados da secção anterior.
Para ultrapassar este obstáculo, é conveniente dividir a solução da função de Green em cada região,
Gi
(
r̃, r̃′, q

)
, em duas componentes par e ı́mpar, tais que [126]

Gi
(
r̃, r̃′, q

)
=

1

2

[
G

(e)
i

(
r̃, r̃′, q

)
+G

(o)
i

(
r̃, r̃′, q

)]
. (4.51)

Estas componentes seguem directamente da interpretação da carga em (r′, θ′) como a sobreposição
de duas cargas (com metade da intensidade) iguais ou simétricas colocadas em (r′, θ′) e (r′, 2π − θ′),
tal como apresentado na figura 4.8 (onde se admitiu, convenientemente, que 2β < θ′ < 2π, ou seja,
que esta carga virtual está posicionada no dieléctrico6). A vantagem deste procedimento é que, ao
contrário do problema original, os sistemas representados no lado direito da “equação” presente na
figura 4.8 têm, respectivamente, simetria e anti-simetria em relação ao plano y = 0 (serão doravante
designados sistemas simétrico e anti-simétrico). Como consequência, as funções de Green nas regiões
−β < θ < β e θ′ < θ < 2π − θ′ devem ter a mesma paridade do respectivo sistema, pois exibem a
mesma simetria que este7. Por outro lado, a função de Green na região β < θ < θ′ não obedece a
nenhuma propriedade de simetria, bem como na região 2π − θ′ < θ < 2π − β (a qual não é necessário
considerar, pois é, por construção, igual ou simétrica à anterior).

2×+

=

+

+

+

+

−

Figura 4.8: Representação esquemática que pretende ilustrar a divisão do problema nas suas componentes simétrica e
anti-simétrica. Segundo o prinćıpio da sobreposição [31], o potencial gerado pelo sistema do lado esquerdo da equação
anterior deve ser equivalente àquele obtido pela sobreposição dos potenciais devidos aos dois sistemas do lado direito.

Figura original da autoria de R. W. Scharstein [126].

Após estas considerações, conclui-se que as funções de Green de paridade λ = {e, o} devem ser
dadas por

G1λ

(
r̃, r̃′, q

)
=

∫ ∞
0

dµ aλ
(
µ, r̃′

)
hypλ(µθ)Kiµ(qr), −β < θ < β,(4.52a)

G−2λ
(
r̃, r̃′, q

)
=

∫ ∞
0

dµ
{
bλ
(
µ, r̃′

)
hypλ(µθ) + cλ

(
µ, r̃′

)
hypλ(µθ)

}
Kiµ(qr), β < θ < θ′, (4.52b)

G+
2λ

(
r̃, r̃′, q

)
=

∫ ∞
0

dµ dλ
(
µ, r̃′

)
hypλ[µ(π − θ)]Kiµ(qr), θ′ < θ < 2π − β,(4.52c)

6Esta consideração não retira nenhuma generalidade ao problema, já que a alternativa seria a carga estar na cunha,
e a resolução seria inteiramente análoga.

7Note-se que, em geral, a (anti-)simetria de um sistema apenas garante que as soluções devem ser pares ou ı́mpares
(mas devem existir ambas) [112]. Contudo, neste caso, verifica-se trivialmente que as funções de Green nas regiões
referidas têm necessariamente que ter a mesma paridade que o sistema, pois, caso contrário, não seria respeitada a
simetria entre as regiões β < θ < θ′ e 2π − θ′ < θ < 2π − β. Uma maneira mais intuitiva de chegar a esta conclusão é
imaginar a superf́ıcie da cunha como duas placas ligadas à terra; nesse caso, a presença das cargas pontuais vai provocar
uma acumulação de cargas nas placas que tem necessariamente a mesma simetria destas (por exemplo, se as cargas são
iguais, a acumulação de cargas deve ser igual nas duas placas, e vice-versa para o caso das cargas simétricas).
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onde se utilizou novamente a definição (4.17).
Existem, portanto, 4 coeficientes a

(
µ, r̃′

)
, · · · , d

(
µ, r̃′

)
a determinar, com recurso às condições fron-

teira do problema (apesar de não estar explicitado, por uma questão de simplicidade, é importante
notar que estes parâmetros são também função de q). Apesar de haver, no total, quatro interfaces
(θ = ±β, θ = θ′ e θ = 2π − θ′), basta considerar aquelas colocadas, por exemplo, em y > 0 —por
simetria, as condições fronteira nas interfaces em y < 0 ficam automaticamente satisfeitas. Como tal,
de seguida serão aplicadas as condições fronteira às interfaces de equação θ = β e θ = θ′.

Interpretando a função de Green como um potencial, o seu gradiente corresponde a um “campo
eléctrico” que divergiria numa eventual descontinuidade. Assim, é necessário garantir a continuidade
da função de Green através da interface θ = β. Adicionalmente, segundo a condição fronteira (D.30), a
componente do campo eléctrico normal à superf́ıcie (componente polar, correspondente à derivada em
θ da função de Green) deve ser cont́ınua já que, neste representação, as interfaces não estão carregadas
(as únicas fonte, no que respeita as funções de Green, são as cargas virtuais assinaladas na figura 4.8).
Deste modo, em θ = β, 

G1λ

(
r̃, r̃′, q

)
= G−2λ

(
r̃, r̃′, q

)
, (4.53a)

ε1
∂G1λ

(
r̃, r̃′, q

)
∂θ

= ε2
∂G−2λ

(
r̃, r̃′, q

)
∂θ

. (4.53b)

Por outro lado, no plano θ = θ′, a argumentação que levou à equação (4.53a) permanece válida,
pelo que

G−2λ
(
r̃, r̃′, q

)∣∣
θ=θ′ = G+

2λ

(
r̃, r̃′, q

)∣∣
θ=θ′ . (4.54)

Pelo contrário, o mesmo não acontece com a equação (4.53b), pois agora existe uma densidade superfi-
cial de carga no plano θ = θ′. Para encontrar uma condição válida, considere-se novamente a equação
(4.50),

1

r

∂Gi
(
r̃, r̃′, q

)
∂r

+
∂2Gi

(
r̃, r̃′, q

)
∂r2

+
1

r2
∂2Gi

(
r̃, r̃′, q

)
∂θ2

− q2Gi
(
r̃, r̃′, q

)
= − 1

εiε0

[
δ(r − r′)δ(θ − θ′)

r

]
. (4.55)

Seja ε um número adimensional arbitrariamente pequeno. Então, integrando a equação anterior em θ
entre θ′ − ε e θ′ + ε, mantendo as restantes variáveis constantes, vem[

1

r

∂

∂r
+

∂2

∂r2
− q2

] ∫ θ′+ε

θ′−ε
dθ G2

(
r̃, r̃′, q

)
+

1

r2

∫ θ′+ε

θ′−ε
dθ

∂2G2

(
r̃, r̃′, q

)
∂θ2

= −δ(r − r
′)

ε2ε0r
. (4.56)

Devido à continuidade da função de Green em θ = θ′, imposta na equação (4.54), o integral do primeiro
termo da equação anterior é nulo. Por outro lado, efectuando o integral no segundo termo, obtém-se
a condição fronteira necessária,

1

r

[
∂G+

2λ

(
r̃, r̃′, q

)
∂θ

− ∂G−2λ
(
r̃, r̃′, q

)
∂θ

]
θ=θ′

= −δ(r − r
′)

ε2ε0
. (4.57)

A equação anterior esconde, desde já, uma informação muito subtil mas também muito importante.
No caso da cunha sem revestimento, a condição fronteira equivalente a esta era nula no termo da direita
[cf. equação (4.25)], o que significava que o problema se tornava independente de ε0. No entanto, isto
agora não acontece, o que introduz uma escala de comprimentos no problema [por exemplo, e2/(ε0~)
é uma velocidade], que deverá, em prinćıpio, permitir a determinação do momento q dos plasmões.
Uma vez que ao grafeno está associada ainda uma escala de energia EF independente da anterior (que
permite determinar ω), deverá ser posśıvel encontrar modos plasmónicos mesmo no caso em que a
cunha é dieléctrica. Ver-se-á ao longo desta secção que esta hipótese, ainda que proveniente de uma
observação muito subtil, será confirmada.

Através das equações (4.53a), (4.53b), (4.54) e (4.57), os coeficientes a
(
µ, r̃′

)
, . . . , d

(
µ, r̃′

)
podem

ser encontrados de um modo fechado, determinando completamente as funções de Green do problema,
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G1λ, G−2λ e G+
2λ no espaço de Fourier, para ambos os modos λ = {e, o} permitidos. O cálculo detalhado

destes coeficientes está apresentado no Apêndice F, onde é ainda demonstrado que os resultados obtidos
permitem recuperar o comportamento verificado na cunha sem grafeno. Como fica claro no referido
apêndice, nota-se que a dependência em r′ pode ser isolada em cada um dos coeficientes como

ς
(
µ, r̃′

)
≡ ς
(
µ, θ′

)
Kiµ

(
qr′
)
, ς = {a, . . . , d}, (4.58)

pelo que será adoptada daqui em diante esta notação.
Uma vez determinadas as funções de Green, o cálculo dos potenciais pode ser efectuado através

da equação (4.43). A divisão das funções de Green nas suas componentes par e ı́mpar traduz-se
naturalmente numa divisão análoga do potencial nos seus modos par e ı́mpar. Assim, na região i, o
potencial de paridade λ = {e, o} é dado por

ϕ
(λ)
i (r̃, q) =

∫
d2r̃′ Giλ

(
r̃, r̃′, q

)
ρ
(
r̃′
)

(4.59)

=

∫ ∞
0

r′dr′
∫ 2π

0
dθ′ σS

(
r′, θ′, q

)[δ(θ′ − β)

r′

]
Giλ
(
r̃, r̃′, q

)
(4.60)

=

∫ ∞
0

dr′ σS
(
r′, β, q

)
Giλ
(
r̃; r′, β; q

)
, (4.61)

com o potencial total a ser dado por

ϕi(r̃, q) =
1

2

[
ϕ
(e)
i (r̃, q) + ϕ

(o)
i (r̃, q)

]
. (4.62)

Note-se que, devido à simetria das funções de Green, a densidade de cargas ρ
(
r̃′
)

que deve ser
considerada é apenas aquela presente em y > 0. De modo a resolver o integral da equação (4.61), é
necessário encontrar a forma de σS(r, θ, q), que corresponde à densidade de cargas no grafeno no espaço
de Fourier. Para tal, é necessário introduzir a equação da continuidade (D.9) em duas dimensões, que
relaciona as densidades superficiais de carga σS e corrente K no espaço real pela relação

∂σS(rS, t)

∂t
+ ∇ ·K(rS, t) = 0, (4.63)

onde rS ≡ (r, β, z) é um vector na superf́ıcie da cunha. A resposta em frequência ω de cada uma
destas grandezas é obtida através da respectiva transformada de Fourier [123] no tempo,

σS(r, t) =
1

2π

∫ ∞
−∞

dω e−iωtσS(r, ω), K(r, t) =
1

2π

∫ ∞
−∞

dω e−iωtK(r, ω). (4.64)

Estas expressões simplificam a equação da continuidade para a sua forma espectral

σS(rS, ω) =
1

iω
∇ ·K(rS, ω). (4.65)

Por outro lado, a Lei de Ohm [31] relaciona a densidade de correntes superficiais com o campo
eléctrico aplicado na superf́ıcie através da condutividade σ(ω) da mesma,

K(rS, ω) = σ(ω)ES(rS), (4.66)

onde, se n̂ é um versor normal à superf́ıcie,

ES = E− n̂(E · n̂). (4.67)

Visto que, neste caso, n̂ = θ̂, então ES = Err̂ + Ezẑ, pelo que

K(rS, ω) = σ(ω)[Err̂ + Ezẑ] = −σ(ω)

[
∂ϕ(rS)

∂r
r̂ +

∂ϕ(rS)

∂z
ẑ

]
, (4.68)

50



4.2. CUNHA REVESTIDA POR GRAFENO

e ainda

σS(rS, ω) = −σ(ω)

iω

[
∂2ϕ(rS)

∂r2
+
∂2ϕ(rS)

∂z2

]
. (4.69)

Na equação anterior, ϕ(rS) é o potencial na superf́ıcie da cunha, que pode ser o do meio 1 ou o do
meio 2, já que este é cont́ınuo através das interfaces —neste caso, escolher-se-á arbitrariamente ϕ1(rS).
Assim, no espaço de Fourier, a densidade de carga é dada por

σS(r̃, q) =

∫ ∞
−∞

dz e−iqzσS(rS, ω) = −σ(ω)

iω

[
∂2ϕ1(r̃, q)

∂r2
− q2ϕ1(r̃, q)

]
, (4.70)

de onde se obtém-se finalmente

ϕ
(λ)
i (r, θ, q) =

∫ ∞
0

dr′ σS
(
r′, β, q

)
Giλ
(
r̃; r′, β; q

)
(4.71)

= −σ(ω)

iω

∫ ∞
0

dr′

[
∂2ϕ

(λ)
1 (r′, β, q)

∂r′2
− q2ϕ(λ)

1

(
r′, β, q

)]
Giλ
(
r̃; r′, β; q

)
. (4.72)

O desafio, agora, é resolver a equação anterior para ϕ
(λ)
i (r, θ, q), o que será feito explicitamente

para a região da cunha, ou seja, i = 1. Para o fazer, é necessário expandir esta função numa base
ortogonal: visto que r varia entre 0 e∞, a base indicada é a dos polinómios de Laguerre Ln(x) [1,127],
ou seja,

ϕ
(λ)
1 (r, θ, q) ≡

∞∑
n=0

c(λ)n (θ)Ln(qr)e−qr/2 ≡
∞∑
n=0

c(λ)n (θ)Ln(qr), (4.73)

com [127]

Ln(x) ≡ Ln(x)e−x/2,

∫ ∞
0

dx Ln(x)Lm(x) = δnm. (4.74)

Deste modo, o potencial fica completamente determinado uma vez determinados os coeficientes
cn(θ). Para determinar estes coeficientes, é necessário recorrer à ortogonalidade dos polinómios de
Laguerre, ∫ ∞

0
d(qr) Lm(qr)ϕ

(λ)
1 (r, θ, q) =

∫ ∞
0

dx Lm(x)

[ ∞∑
n=0

c(λ)n (θ)Ln(x)

]
(4.75)

=

∞∑
n=0

c(λ)n (θ)

∫ ∞
0

dx Lm(x)Ln(x)︸ ︷︷ ︸
δmn

= c(λ)m (θ). (4.76)

Através da equação (4.72), e considerando que [127]

d2Ln(x)

dx2
=

1

4
Ln(x) + L(1)n−1(x) + L(2)n−2(x), (4.77)

os coeficientes c
(λ)
m (θ) da expansão do potencial podem ser obtidos como

c(λ)m (θ) = −σ(ω)q

iω

∞∑
n=0

∫ ∞
0

d(qr)Lm(qr)

∫ ∞
0

d(qr′)

[
−3

4
Ln
(
qr′
)

+ L(1)n−1
(
qr′
)

+ L(2)n−2
(
qr′
)]
×

×c(λ)n (β)G1λ

(
r̃; r′, β; q

)
. (4.78)

Adicionalmente, visto que

G1λ

(
r̃, r̃′, q

)
=

∫ ∞
0

dµ aλ
(
µ, θ′

)
hypλ(µθ)Kiµ

(
qr′
)
Kiµ(qr), (4.79)
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então

c(λ)m (θ) = −σ(ω)q

iω

∞∑
n=0

c(λ)n (β)aλ(µ, β) hypλ(µθ)

∫ ∞
0

dµ

{∫ ∞
0

dx Lm(x)Kiµ(x)

}
×

×
{∫ ∞

0
dx′

[
−3

4
Ln
(
x′
)

+ L(1)n−1
(
x′
)

+ L(2)n−2
(
x′
)]
Kiµ

(
x′
)}
. (4.80)

Definindo as funções

Im(µ) ≡
∫ ∞
0

dx Lm(x)Kiµ(x), (4.81)

Jn(µ) ≡
∫ ∞
0

dx

[
3

4
Ln(x)− L(1)n−1(x)− L(2)n−2(x)

]
Kiµ(x), (4.82)

P (λ)
mn

(
θ, θ′

)
≡ ε0

∫ ∞
0

dµ Im(µ)Jn(µ)aλ
(
µ, θ′

)
hypλ(µθ), (4.83)

a equação (4.80) pode ser escrita na forma mais simples

c(λ)m (θ) =
σ(ω)q

iωε0

∞∑
n=0

c(λ)n (β)P (λ)
mn(θ, β). (4.84)

Na equação (4.83), o factor ε0 foi introduzido de modo a tornar os coeficientes P
(λ)
mn(θ, θ′) adimen-

sionais. À parte de um factor numérico, esta função tem o papel de rodar o vector composto pelos

elementos c
(λ)
n (β) entre β e um ângulo genérico θ.

Note-se que a equação (4.84) [tal como a equação (4.72)] não é fechada, na medida em que a função

pretendida, c
(λ)
m (θ), está escrita como função dela própria calculada em algum ponto). Contudo,

comparando esta equação com a equação (4.72), conclui-se que o integral foi substitúıdo por um
somatório —ou seja, a equação (4.84) pode ser interpretada como uma discretização da equação
(4.72). A vantagem do somatório em detrimento do integral é clara, pois esta formulação sugere
intuitivamente uma representação matricial das equações anteriores. Escrevendo as mesmas nessa
forma, para todos os valores de m posśıveis, e para θ = β, obtém-se

c
(λ)
0 (β)

c
(λ)
1 (β)
...

 =
σ(ω)q

iωε0


P

(λ)
00 (β, β) P

(λ)
01 (β, β) · · ·

P
(λ)
10 (β, β) P

(λ)
11 (β, β) · · ·

...
...

. . .


︸ ︷︷ ︸

P(λ)

·


c
(λ)
0 (β)

c
(λ)
1 (β)
...

 . (4.85)

Nesta representação, os coeficientes que determinam o potencial são os vectores próprios da matriz
anterior, e a relação de dispersão permitida por esta geometria pode ser obtida a partir dos valores
próprios da mesma.

Note-se neste ponto que o procedimento adoptado até aqui não apresenta qualquer restrição re-
lativamente à forma das permitividades ε1 e ε2. Assim, neste caso, não existe nenhum motivo pelo
qual não possam existir modos plasmónicos mesmo que a cunha seja dieléctrica, ao contrário do caso
anterior. Esta observação vem confirmar a análise dimensional discutida anteriormente, que previa
este resultado. A um ńıvel f́ısico, isto acontece pois os plasmões correspondem a oscilações colectivas
de cargas livres numa superf́ıcie, as quais não existem na interface entre dois dieléctricos; no entanto,
estas existem quer nos metais, quer no grafeno, pelo que qualquer um destes pode servir de suporte
para os plasmões8.

8Isto não pretende significar que existem sempre modos plasmónicos suportados pela superf́ıcie de um metal ou
de grafeno. Simplesmente estes materiais não apresentam a mesma restrição que a interface entre dois dieléctricos (a
inexistência de cargas livres), dáı a existência de modos plasmónicos na sua superf́ıcie ser, desde logo, plauśıvel.
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No caso da cunha ser metálica, a matriz P(λ) (que depende das permitividades ε1 e ε2) é uma
função da frequência. Assim, para encontrar a relação de dispersão dos plasmões nesse sistema, é
necessário resolver uma equação muito complicada para cada frequência desejada, o que torna este
problema computacionalmente muito pesado. Por outro lado, se a cunha for dieléctrica, os elementos

da matriz P(λ) são independentes de ω. Deste modo, denotando por p
(λ)
j o j-ésimo valor próprio da

matriz P(λ) (que, em geral, será real e positivo), obtém-se, para cada solução j, uma relação

1 =
e2EFq

π~2ω2ε0
p
(λ)
j ⇒ ω

(λ)
j (q) =

√
e2EFq

π~2ε0
p
(λ)
j . (4.86)

A equação anterior resulta em que ω
(λ)
j (q) ∝ √q independentemente de p

(λ)
j (que é apenas um factor

numérico), para qualquer modo j e paridade λ. Conclui-se então que o problema da cunha dieléctrica
é particularmente simples9 de resolver, na medida em que, para uma dada geometria, basta encontrar
os valores próprios de P(λ) uma única vez, ficando todos os modos plasmónicos automaticamente
determinados —independentemente das caracteŕısticas do grafeno. Por esse motivo, será admitido,
daqui em diante, apenas o caso em que a cunha é dieléctrica e que a sua permitividade é constante.

Comparando a equação (4.86) com a equação (3.18), observa-se que a dispersão dos plasmões na
cunha é semelhante à observada para plasmões numa folha de grafeno infinita entre dois meios ε1 e
ε2,

ωbulk =

√
e2EFq

π~2ε0(ε1 + ε2)
. (4.87)

Comparando as equações (4.86) e (4.87), conclui-se que os valores próprios p
(λ)
j da matriz P(λ)

podem ser interpretados como o inverso de uma função dieléctrica efectiva εef para a geometria da
cunha, ou seja,

p
(λ)
j ≡ 1

2εef
. (4.88)

Esta interpretação torna claro que a dispersão de cada modo na cunha é equivalente à dispersão numa
folha de grafeno, introduzindo um parâmetro efectivo para a função dieléctrica média entre os dois
meios que a envolvem. No caso da folha infinita, εef é simplesmente a média das permitividades
envolventes, (ε1 + ε2)/2; no entanto, no caso da cunha, existe uma multitude de modos consistente
com o facto de esta ser equivalente a uma folha de grafeno dobrada, produzindo um confinamento do
sistema (equivalente ao confinamento observado no caso de duas folhas de grafeno paralelas). Assim,
neste caso, a permitividade efectiva obtém-se a partir da matriz P(λ) [através da equação (4.88)], e vai
ser, em geral, dependente do modo e da paridade da solução procurada.

Por outro lado, a cada valor próprio p
(λ)
j está associado um vector próprio C(λ)

j , dado por

C(λ)
j ≡

[
c
(λ)
0j (β) c

(λ)
1j (β) · · ·

]
, (4.89)

onde o ı́ndice j foi introduzido nos coeficientes c
(λ)
n (β) para explicitar o respectivo modo. Através da

expressão (4.84), é posśıvel encontrar os coeficientes c
(λ)
nj (θ) para um ângulo θ genérico (entre 0 e β

—para a região entre −β e 0, a solução é obtida pela simetria do problema para θ ↔ −θ). Por sua
vez, o potencial fica totalmente determinado através da equação (4.73),

ϕ
(λ)
1j (r, θ, q) =

∞∑
n=0

c
(λ)
nj (θ)Ln(qr) =

1

p
(λ)
j

∞∑
n=0

[ ∞∑
m=0

c
(λ)
mj(β)P (λ)

nm(θ, β)

]
Ln(qr), (4.90)

onde, para obter a última igualdade, se utilizaram, para além das citadas, as equações (4.98) e (4.86).
É interessante notar que as propriedades do grafeno (nomeadamente a energia de Fermi) não apa-
recem directamente nesta expressão. Estas vão apenas influenciar implicitamente a escala radial do

9Comparativamente com o caso da cunha metálica. Mesmo no caso da cunha dieléctrica, a implementação numérica
não é trivial, como ficará claro.
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problema através do parâmetro q presente nos polinómios de Laguerre, que está relacionado com estas
propriedades pela expressão (4.86). A forma do potencial vai ser determinada exclusivamente pela
geometria do sistema e pelas permitividades ε1 e ε2 dos dois meios considerados.

Encontrado o potencial, a densidade de carga na superf́ıcie da cunha pode ser obtida pela expressão
(4.70), tomando, para a interface em θ = β, a forma

σ
(λ)
S,j (r, q) =

ε0q

p
(λ)
j

∞∑
n=0

c
(λ)
nj (β)

[Ln(qr)

4
+ L(1)n−1(qr) + L(2)n−2(qr)

]
. (4.91)

Por outro lado, é ainda posśıvel obter o campo eléctrico em qualquer ponto do espaço, através da
expressão

E
(λ)
ij (r, θ, q) = −∇ϕ

(λ)
ij (r, θ, q) (4.92)

= −
∂ϕ

(λ)
ij (r, θ, q)

∂r
r̂− 1

r

∂ϕ
(λ)
ij (r, θ, q)

∂θ
θ̂ (4.93)

≡ E(λ)
r,ij(r, θ, q)r̂ + E

(λ)
θ,ij(r, θ, q)θ̂. (4.94)

Recorde-se que, nas expressões anteriores, i denota a região do espaço, j denota o modo e λ denota
a paridade do mesmo. As duas componentes do campo eléctrico podem ser escritas individualmente
como

E
(λ)
r,ij(r, θ, q) =

q

p
(λ)
j

∞∑
n=0

[ ∞∑
m=0

c
(λ)
mj(β)P (λ)

nm(θ, β)

][
1

2
Ln(qr) + L(1)n−1(qr)

]
, (4.95)

E
(λ)
θ,ij(r, θ, q) =

1

rp
(λ)
j

∞∑
n=0

[ ∞∑
m=0

c
(λ)
mj(β)Q(λ)

nm(θ, β)

]
Ln(qr), (4.96)

com

Q(λ)
nm(θ, β) ≡ ∂P

(λ)
nm(θ, β)

∂θ
= ε0

∫ ∞
0

dµ Im(µ)Jn(µ)aλ
(
µ, θ′

)
µhypλ(µθ). (4.97)

Está finalmente conclúıdo o método de resolução numérica do problema, permitindo obter a relação
de dispersão, o potencial, a densidade de cargas na interface e o campo eléctrico. Resta agora aplicar
este método e analisar os resultados obtidos. Logicamente, a implementação numérica deste problema
não é trivial, pois a matriz P(λ) tem, em algum ponto, de ser truncada, o que, expectavelmente,
vai resultar em que alguns dos modos encontrados não estejam bem descritos. É portanto necessário
avançar com cuidado e, de modo a validar os resultados encontrados, efectuar um teste da convergência
dos mesmos. Esta análise, bem como uma discussão adicional acerca do procedimento adoptado e do
teste de convergência realizado, está apresentada no Apêndice G. Dessa análise, importa mencionar
aqui dois resultados importantes10:

• em primeiro lugar, confirmou-se que se obtém apenas dois modos bem descritos, correspondentes
aos modos de menor energia, mesmo quando a matriz P(λ) tem uma dimensão N ∼ 20;

• em segundo lugar, e mais importante, este método provou só funcionar (para os parâmetros
considerados) para os modos ı́mpares, não tendo convergido para os modos pares.

A demonstração destes resultados, bem como uma discussão das suas origens, está apresentada no
Apêndice G.

Na figura 4.9, estão representados os primeiros dois modos ı́mpares para uma cunha com um ângulo
de 20◦, entre dois meios dieléctricos de permitividades ε1 = 4 e ε2 = 1, revestida por uma folha de

10Estes resultados não são gerais, sendo referentes aos parâmetros usados na resolução numérica do problema (apre-
sentados no Apêndice G). Pretendem apenas ilustrar as dificuldades que surgem na implementação numérica deste
problema.
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grafeno com uma energia de Fermi EF = 0.5 eV e, por simplicidade, sem amortecimento (Γ = 0), pelo
que a sua condutividade é descrita através da equação (2.93),

σ(ω) =
ie2EF

π~2ω
. (4.98)

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
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Figura 4.9: Relação de dispersão obtida para os
dois primeiros modos plasmónicos ı́mpares da
cunha revestida com uma folha de grafeno. Os

parâmetros utilizados são: β = 10◦, ε1 = 4,
ε2 = 1, EF = 0.5 eV e Γ = 0. A vermelho está
ainda representada a relação de dispersão para
os plasmões numa folha plana de grafeno entre

dois meios de permitividades ε1 e ε2, obtido
pela expressão (4.87), e a negro está a dispersão

da luz para um meio de permitividade ε1.
Note-se que a linha laranja surge praticamente

sobreposta pela linha vermelha.

A linha vermelha representa a dispersão denominada bulk, obtida através da expressão (4.87), que
corresponde à dispersão dos plasmões numa folha de grafeno plana entre dois meios ε1 e ε2. Nota-se
que o primeiro modo ı́mpar surge um pouco abaixo desta curva, enquanto que o segundo modo surge
ainda abaixo mas praticamente coincidente com a mesma. Por outro lado, a observação do gráfico
G.2(a), referente à convergência dos modos obtidos, sugere que os modos pares converjam para valores
ligeiramente superiores do que o bulk.

É interessante notar que este resultado é semelhante, qualitativamente, ao que acontece no caso
de duas folhas de grafeno paralelas, estudado na secção na secção 3.2. Nesse problema, obtinham-se
igualmente dois modos, localizados acima e abaixo da dispersão do bulk, como é viśıvel na figura 3.5.
No entanto, nesse problema, as relações de dispersão obtidas convergiam para a dispersão bulk com o
aumento de q, o que não se verifica neste problema. O motivo para esta disparidade é que, no caso
da figura 3.5, q caracterizava a evanescência do potencial para o interior das duas folhas, logo 1/q
era um parâmetro que caracterizava a interacção (ou o acoplamento) entre as mesmas; assim, quando
este parâmetro tendia para zero, as interfaces desacoplavam-se, e obtinha-se, para ambos os modos,
a dispersão do modo bulk. Porém, neste caso, q não está relacionado com o acoplamento entre as
superf́ıcies da cunha, pelo que não era expectável obter-se o mesmo comportamento para q →∞. De
facto, neste problema, o acoplamento entre as duas superf́ıcies é controlado pelos parâmetros β e j,11

o que justifica que, para determinados valores de j, os modos converjam para a dispersão bulk.
Obtidas as relações de dispersão, foi escolhida uma frequência ω = 5 THz (para a qual q1 =

0.89 µm−1 e q2 = 0.75 µm−1) e foram representados, para os dois primeiros modos, o potencial e a
densidade de cargas na superf́ıcie da cunha, usando as equações (4.90) e (4.91). Os gráficos obtidos
estão apresentados na figura 4.10, utilizando os mesmos parâmetros que anteriormente.

É interessante notar que o potencial do modo j tem j−1 nodos, à semelhança de outros problemas
bem conhecidos com uma simetria bem definida (por exemplo, o potencial de uma part́ıcula numa
caixa [38]). Por outro lado, o potencial é mais elevado (em valor absoluto) perto do vértice da cunha
para o primeiro modo, enquanto que, para o segundo modo, o pico do potencial é mais baixo e mais
afastado do vértice, e este está mais disperso em r. Quanto à densidade de cargas, verifica-se que, em
ambos os modos, estas se acumulam fortemente perto do vértice, o que é um comportamento muito
bem conhecido do electromagnetismo na vizinhança de zonas pontiagudas. Verifica-se ainda que a
densidade de cargas do primeiro modo é significativamente maior do que a do segundo modo.

11No problema da cunha sem grafeno, os parâmetros de acoplamento eram β e µ. No entanto, como já discutido, os
modos próprios da cunha com grafeno não têm um µ bem definido, sendo antes caracterizados por um ı́ndice j, que deve,
por este motivo, controlar a interacção entre as superf́ıcies da cunha com grafeno.
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Figura 4.10: Representação gráfica do (a) potencial ϕ
(o)
1,j(r, β, qj) e da (b) densidade de cargas σ

(o)
S,j(r, qj) na superf́ıcie

da cunha (θ = β), para os dois primeiros modos ı́mpares (j = 1, 2). Parâmetros utilizados: ω = 5 THz, q1 = 0.89 µm−1,
q2 = 0.75 µm−1, β = 10◦, ε1 = 4, ε2 = 1, EF = 0.5 eV e Γ = 0. Ambos os gráficos estão normalizados ao máximo (em

valor absoluto) da respectiva curva j = 1.

É interessante ainda observar como é que o potencial varia no interior da cunha, analogamente ao
realizado na cunha sem grafeno. Essa representação, para os modos representados na figura 4.9, está
representada na figura 4.11. A representação obtida permite observar que, como esperado, o potencial
é ı́mpar em relação ao plano θ = 0; por este motivo, este acumula-se essencialmente junto à superf́ıcie
interior da cunha, em ambos os modos, apresentando o comportamento da figura 4.10(a), discutido
anteriormente.

-1.0-0.500.51.0

(a)

-1.0-0.500.51.0

(b)

Figura 4.11: Representação gráfica do (a) potencial ı́mpar do modo 1, ϕ
(o)
1,j(r, θ, qj), e (b) modo 2, ϕ

(o)
2,j(r, θ, qj), no

interior da cunha. Parâmetros utilizados: ω = 5 THz, q1 = 0.89 µm−1, q2 = 0.75 µm−1, β = 10◦, ε1 = 4, ε2 = 1,
EF = 0.5 eV e Γ = 0.

Por fim, resta apenas verificar como é que o campo eléctrico se distribui no interior da cunha. No
espaço de Fourier, este tem componentes radial e angular (r̂ e θ̂), as quais são dadas respectivamente
pelas equações (4.95) e (4.96). Por outro lado, a sua intensidade é dada por

E
(λ)
ij (r, θ, q) ≡

∣∣∣E(λ)
ij (r, θ, q)

∣∣∣ =

√[
E

(λ)
r,ij(r, θ, q)

]2
+
[
E

(λ)
θ,ij(r, θ, q)

]2
. (4.99)

Estas três grandezas foram representadas no interior da cunha nos gráficos da figura 4.12, na qual os
modos 1 e 2 foram colocados lado a lado, de modo a facilitar a sua comparação.
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Figura 4.12: Representação gráfica do (a) campo eléctrico radial do modo 1 e (b) modo 2, (c) campo eléctrico angular
do modo 1 e (d) modo 2, e (e) intensidade total do campo eléctrico do modo 1 e (f) modo 2. As componentes radial,
angular e a norma do campo eléctrico foram calculadas respectivamente através das expressões (4.95), (4.96) e (4.99).
Os parâmetros utilizados foram ω = 5 THz, q1 = 0.89 µm−1, q2 = 0.75 µm−1, β = 10◦, ε1 = 4, ε2 = 1, EF = 0.5 eV e

Γ = 0. Todos os campos foram normalizados ao máximo (em módulo) da intensidade do respectivo modo.
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A primeira nota de destaque é a de que os campos do modo 1 são bastante mais confinados perto
do vértice do que os campos do modo 2 (repare-se na escala horizontal dos gráficos da figura referida),
o que é uma consequência do comportamento verificado para o potencial nesta zona.

Outro aspecto importante é que o campo aumenta fortemente perto do vértice, para qualquer
componente e modo —de facto, foi por essa razão que a representação dos campos não começa em
r = 0; o campo é tão intenso nessa região que, nesse caso, se perderia a informação acerca da sua
restante distribuição no interior da cunha. Por outro lado, no que diz respeito à intensidade dos
campos, o facto de estes terem sido normalizados ao máximo da intensidade do respectivo modo
permite observar que a componente angular (θ) é muito mais intensa que a componente radial (r).
Quanto à intensidade relativa entre os dois modos (que não é posśıvel analisar a partir da imagem),
a escala de intensidades do campo eléctrico do modo 1 é quase 5 vezes superior à do modo 2. Este
resultado era já sugerido pelo gráfico da figura 4.10(b), referente à densidade de cargas na superf́ıcie
da cunha, onde se observa que o rácio entre os máximos de ambos os modos é, justamente, também
um pouco inferior a 5.

Esta discussão termina o estudo da cunha revestida por uma folha de grafeno. As principais
conclusões a reter são que, por um lado, a complexidade do problema aumenta fortemente, não sendo
posśıvel obter soluções anaĺıticas para um modo arbitrário. No entanto, o método utilizado permitiu
recuperar as soluções do caso da cunha sem revestimento, e as soluções que foram obtidas para os
primeiros dois modos ı́mpares exibiram um comportamento compat́ıvel com o esperado, que permite
reforçar a confiança no método desenvolvido.
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Caṕıtulo 5

Polaritões Plasmónicos num Condutor
Perfeito

Neste caṕıtulo serão estudadas as condições que permitem a excitação de plasmões na superf́ıcie de
condutores perfeitos. Um condutor define-se como um material no qual, por cada átomo, existe um
(ou mais) electrões desligados do respectivo núcleo, e que se podem mover livremente no interior do
material —como acontece tipicamente com os metais. Por sua vez, um condutor perfeito define-se
como o caso ideal em que existe um número virtualmente infinito de electrões livres no material [30].
Por este motivo, não podem existir campos eléctricos E nem densidades volúmicas de cargas ρ no seu
interior. Para justificar a primeira parte da afirmação anterior, considere-se que é aplicado um campo
eléctrico externo Eext no interior do condutor perfeito; desse modo, irá ocorrer uma acumulação de
cargas negativas e positivas em extremidades opostas do condutor (respectivamente electrões e núcleos
atómicos, que, apesar de praticamente não se moverem, ficam desblindados devido à movimentação
dos electrões). Esta polarização do condutor dá origem a um campo eléctrico interno, Eint, que
tem o sentido oposto a Eext. As cargas irão mover-se cada vez mais lentamente até ser atingido
o equiĺıbrio, situação em que o campo eléctrico no interior do condutor é nulo, Eext + Eint = 0. A
evolução do sistema entre a aplicação do campo externo e a situação de equiĺıbrio pode ser considerada
praticamente instantânea, o que justifica a afirmação de que não existem campos eléctricos no interior
dos condutores. Por sua vez, segundo a equação de Maxwell (D.1), ρ = ε0∇ · E, pelo que, se não
existem campos no interior do condutor, então ρ = 0, o que implica que as cargas só podem acumular-
se na superf́ıcie do mesmo. Por fim, importa ainda referir que, devido à continuidade da componente
tangencial do campo eléctrico através de uma interface, imposta pela equação (D.36), o campo eléctrico
à superf́ıcie do condutor deve ser sempre perpendicular à sua superf́ıcie.

Note-se que, embora neste caṕıtulo se considerem sistemas metálicos perfeitos (cujo campo é nulo
no seu interior), esta é uma abstracção que não tem realização f́ısica. Assim, faz sentido comparar
as dimensões t́ıpicas do sistema com o comprimento de penetração (skin depth) da radiação no inte-
rior do metal. Para um bom condutor com uma condutividade σ e permeabilidade relativa µ, este
comprimento, δ, pode ser relacionado com a frequência da radiação incidente, ω, pela expressão [128]

δ =

√
2

ωµµ0σ
. (5.1)

Para bons condutores como o ouro ou a prata, e para ω ∼ 5 THz, o comprimento de penetração é
da ordem de δ ∼ 0.03 µm [129], o que é sempre muito menor que as dimensões t́ıpicas do sistema que
será considerado. Nestas circunstâncias, a aproximação de metal perfeito é totalmente justificada.

Tendo em consideração estas propriedades, começar-se-á por avaliar a possibilidade de excitar
plasmões na superf́ıcie de um condutor perfeito liso, plano e infinito, e concluir-se-á que, nessas
condições, os modos plasmónicos não são suportados. De seguida, será considerada uma superf́ıcie
semelhante à anterior, mas onde vão ser introduzidas ranhuras na superf́ıcie do condutor, e verificar-
se-á que esta modificação do sistema resulta em que estes modos passem a ser suportados. Assim,
será estudada qual a relação de dispersão dos mesmos, bem como qual a reflectância de uma onda
incidente na superf́ıcie, com uma frequência e um ângulo de incidência arbitrários. Finalmente, e de
modo a ir de encontro ao objectivo mais geral deste trabalho, serão introduzidas tiras de grafeno na
superf́ıcie ranhurada do condutor, e vai ser repetida a análise anterior, de modo a avaliar o impacto
da introdução do grafeno nos resultados obtidos.
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5.1 Superf́ıcie lisa

Em primeiro lugar, considere-se um condutor perfeito a ocupar todo o semi-espaço y < 0, e um
dieléctrico com permitividade ε a ocupar o restante espaço, tal como apresentado na figura 5.1.
Assume-se que a interface entre os dois meios é plana e infinita.

z

x

y
ε

k

Figura 5.1: Representação esquemática da superf́ıcie condutora lisa estudada (a cinza), onde o objectivo é determinar a
possibilidade de existência de plasmões de superf́ıcie. A azul está representado um meio dieléctrico de permitividade ε.
A vermelho está representado o seu momento no plano, e a laranja o decaimento do seu campo eléctrico na direcção do

dieléctrico. Neste caso, considera-se que este decai infinitamente rápido na direcção do condutor, já que este não
admite campos eléctricos no seu interior.

Admita-se que existe, na região dieléctrica, um campo electromagnético associado a oscilações de
superf́ıcie na interface entre os dois meios, com uma polarização TM, descritos pelas equações

B(r, t) = B(r)e−iωtẑ, E(r, t) = i
c2

εω

[
∂B(r)

∂y
x̂− ∂B(r)

∂x
ŷ

]
e−iωt, (5.2)

onde se usou a relação (D.10). De acordo com a equação (D.14), o campo magnético anterior deve
obedecer a uma equação de onda da forma[

∇2 − ε

c2
∂2

∂t2

]
B(r, t) = 0. (5.3)

Escrevendo B(x, y, z) ≡ X(x)Y (y)Z(z), as três variáveis podem ser facilmente separadas, obtendo-
se, em geral

X(x) = Axeikxx +Bxe−ikxx, Z(z) = Aze
ikzz +Bze

−ikzz, Y (y) = Ceiκy +De−iκy, (5.4)

com k2x + k2z + κ2 ≡ k2 + κ2 = εω2/c2.
De modo a determinar as constantes resultantes das equações diferenciais, é necessário utilizar

as condições fronteira do problema. Nas direcções x e z, não existe nenhuma restrição, pelo que
as constantes afectas a X(x) e Z(z) não podem ser determinadas. Na realidade, este facto não é
surpreendente, pois é uma consequência directa do facto de o sistema ser invariante nas direcções x e
z. Assim, k passa a ser um parâmetro do sistema, e κ é dado por

κ =


√
k2 − εω2

c2
, k >

√
εω/c, (5.5a)

i

√
εω2

c2
− k2, k <

√
εω/c. (5.5b)

Os modos que obedecem à primeira condição da equação anterior denominam-se propagantes, enquanto
que os segundos denominam-se plasmónicos, os quais se pretende determinar se são suportados.

Por outro lado, como já discutido, não podem existir campos eléctricos dentro dos condutores.
Esta condição implica que estes devem necessariamente ser perpendiculares à sua superf́ıcie, devido à
condição fronteira (D.36). Deste modo, a componente tangencial do campo eléctrico na superf́ıcie do
condutor deve ser nula, o que, com base na equação (5.2), se traduz em

∂B(r)

∂y

∣∣∣∣
y=0

= 0. (5.6)
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Por fim, é ainda necessário garantir que os campos não divirjam para y → ∞, o que constitui a
segunda condição fronteira.

Considere-se agora que o interesse reside especificamente nos nos modos plasmónicos, para os quais
κ = i

√
εω2/c2 − k2. Nesse caso, a componente Y (y) escreve-se como

Y (y) = Ce−κy +Deκy. (5.7)

Desta forma, a primeira condição fronteira [equação (5.6)] pode escrever-se como

(−κC + κD)X(x)Z(z) = 0, (5.8)

sendo satisfeita pela condição C = D. Por outro lado, a segunda condição fronteira (convergência no
infinito) é satisfeita apenas se D = 0, o que, por sua vez, implica que também C = 0. Assim, obtém-se
que o campo descrito por estes modos é nulo, o que leva à conclusão de que uma superf́ıcie condutora
lisa não suporta modos plasmónicos.

Por fim, por uma questão de completude, note-se que este resultado não se estende para os modos
propagantes, para os quais κ =

√
k2 − εω2/c2. A primeira condição fronteira resulta novamente em

C = D, pelo que a função Y (y) se escreve como

Y (y) = C cos(κy). (5.9)

Visto que, para y →∞, está função não diverge (é indeterminada, mas limitada), a mesma não viola
a segunda condição fronteira, pelo, efectivamente, esta solução corresponde a um modo guiado do
sistema suportado pela superf́ıcie metálica.

5.2 Superf́ıcie ranhurada

De seguida, será estudada uma nanoestrutura perfeitamente condutora como a anterior, mas onde
serão introduzidas ranhuras (grooves) rectangulares, tal como representado na figura 5.2. Admite-se
que estas são todas iguais e equidistantes, com uma largura a, profundidade h e periodicidade d, e
infinitas na direcção z, de modo a que o sistema conserve a invariância de translação nesta direcção,
e tenha agora uma invariância discreta de translação na direcção x. O restante espaço é ocupado por
um dieléctrico dividido em duas regiões, I (y > 0) e II (y < 0), com permitividades respectivas ε1
e ε2. O objectivo desta secção será averiguar a existência de plasmões na sua superf́ıcie, bem como
determinar a sua relação de dispersão. Será ainda estudado o caso em que uma onda electromagnética
incide na superf́ıcie fazendo um ângulo θ com uma normal à mesma, onde se pretende chegar a uma
expressão que descreva a reflectância do sistema.

a d

h

z

x

y

θk

B

E
I

II

ε1

ε2

Figura 5.2: Representação esquemática da superf́ıcie condutora ranhurada estudada (a cinza), com ranhuras periódicas
com largura a, profundidade h, e peŕıodo d, infinitas na direcção z. Estão também identificadas as regiões I e II,

dieléctricas, e de permitividades respectivas ε1 e ε2. Está ainda representado um campo electromagnético incidente no
condutor que será considerado no cálculo das propriedades ópticas deste sistema, na secção 5.2.2.
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5.2.1 Relação de Dispersão

Para estudar este problema, comece por se dividir o meio dieléctrico —o único onde existem campos—
em duas regiões, I e II, respectivamente para y maior ou menor que 0. Para uma maior generalidade,
será considerado que estas podem ter permitividades diferentes, ε1 e ε2. Devido à periodicidade do
sistema na direcção x, é necessário apenas encontrar os campos eléctrico e magnético para a região
−d/2 < x < d/2, pois o campo em qualquer outro ponto pode ser obtido facilmente através do
Teorema de Bloch [35,36].

Admita-se, como anteriormente, que o campo magnético tem uma polarização TM e é invariante
em z1. Omitindo a sua dependência temporal (da forma e−iωt), este deve ser descrito pela equação

BI(r) ≡ BI(x, y)ẑ, (5.10)

a qual, por sua vez, deve obedecer à equação de onda (D.14) com a forma[
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+
ε1ω

2

c2

]
BI(x, y) = 0. (5.11)

Visto que a região I corresponde a um semi-plano infinito, a solução geral desta equação é bem
conhecida,

BI(x, y) =
∞∑

n=−∞
Bneiβnxeiγny, (5.12)

onde, devido ao Teorema de Bloch e à equação (5.11),

βn = q +
2nπ

d
, γn =

√
ε1ω

2

c2
− β2n. (5.13)

A grandeza q representa o momento dos plasmões no plano xz e está restrita à primeira zona de
Brillouin, ou seja, |q| < π/d. Segue destes resultados que os modos plasmónicos são apenas aqueles
para os quais Im[γn] > 0, ou seja, βn >

√
ε1ω/c.

Por outro lado, na região II (−a/2 < x < a/2 e −h < y < 0), assumindo uma solução geral da
mesma forma,

BII(r) ≡ BII(x, y)ẑ, (5.14)

a solução da equação de onda é agora

BII(x, y) =
∞∑
m=0

[
Ameikmx + Cme−ikmx

][
Dmeiαmy + Eme−iαmy

]
, (5.15)

onde os parâmetros km e αm estão relacionados por k2m+α2
m = ε2ω

2/c2, mas os valores permitidos para
km não são ainda conhecidos. Note-se que, no caso da região I, não foram introduzidos exponenciais
de argumento negativo visto que, por um lado, o campo magnético deve evanescer para y → ∞
e, por outro lado, não existem obstáculos em x onde a onda possa ser reflectida, pelo que não há
a necessidade de considerar ondas planas a deslocar-se em sentidos opostos. Contudo, visto que a
região II não respeita nenhuma destas condições, é necessário considerar a solução ainda mais geral,
correspondente à equação (5.15).

De modo a determinar totalmente a forma das soluções, resta agora determinar todos os parâmetros
desconhecidos, concretamente os coeficientes An, . . . , En e ainda os valores permitidos para km e q.
Para tal, é necessário recorrer às condições fronteira do problema. Em particular, e como justificado
anteriormente, a componente tangencial do campo eléctrico deve ser nula em qualquer das interfaces
entre o dieléctrico e o condutor. Com o aux́ılio da equação (D.10), esta condição escreve-se como

n̂× [∇×B(r)]|fronteira = 0, (5.16)

1Como verificado na secção anterior, a invariância em z traduz-se apenas num termo de fase eiqzz, o qual será omitido,
por simplicidade.
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onde n̂ é o versor normal à interface (que aponta do condutor para o dieléctrico) e B pode ser BI ou
BII, consonante a fronteira considerada. Por outro lado, é necessário ainda garantir a continuidade
dos campos eléctrico e magnético na fronteira entre as regiões I e II, devido às condições fronteira
(D.30), (D.36) e (D.37) e ao facto de não existirem cargas livres numa interface entre dois dieléctricos.
Deste modo, as condições fronteira deste problema escrevem-se como2

∂BII(x, y)

∂y

∣∣∣∣
y=−h

= 0, −a/2 < x < a/2, (5.17a)

∂BII(x, y)

∂x

∣∣∣∣
x=±a

2

= 0, −h < y < 0, (5.17b)

∂BI(x, y)

∂y

∣∣∣∣
y=0

= 0, a/2 < |x| < d/2, (5.17c)

BI(x, 0) = BII(x, 0), −a/2 < x < a/2, (5.17d)

1

ε1

∂BI(x, y)

∂y

∣∣∣∣
y=0

=
1

ε2

∂BII(x, y)

∂y

∣∣∣∣
y=0

, −a/2 < x < a/2. (5.17e)

Considerem-se, em primeiro lugar, as condições fronteira (5.17a) e (5.17b), relativas exclusivamente
aos campos na região II. Começando pela condição (5.17a), chega-se facilmente a que

Dme−iαmh − Emeiαmh = 0 ⇒ Dmeiαmy + Eme−iαmy ≡ D′m cos[αm(y + h)]. (5.18)

Em segundo lugar, utilizando a condição (5.17b) para x = a/2, obtém-se

Ameikma/2 − Cme−ikma/2 = 0 ⇒ Ameikmx + Cme−ikmx ≡ A′m cos
[
km

(
x− a

2

)]
. (5.19)

Em terceiro lugar, usando a mesma condição para x = −a/2, obtém-se que

sin(kma) = 0 ⇒ km =
mπ

a
, (5.20)

o que estabelece quais os valores permitidos para km. Assim, através destas três relações, chega-se ao
campo magnético na região II,

BII(x, y) =

∞∑
m=0

Am cos
[mπ
a

(
x− a

2

)]
cos[αm(y + h)], (5.21)

com

αm =

√
ε2ω

2

c2
−
(mπ
a

)2
. (5.22)

De seguida, considerem-se as restantes condições fronteira, que relacionam os campos nas regiões I
e II. Em primeiro lugar, a condição (5.17e) tem a forma expĺıcita

1

ε1

∞∑
n=−∞

iγnBneiβnx = − 1

ε2

∞∑
m=0

αmAm cos
[mπ
a

(
x− a

2

)]
sin(αmh), (5.23)

válida em |x| < a/2. Multiplicando esta equação por e−iβ`x e integrando-a em x entre −a/2 e a/2,
obtém-se

1

ε1

∞∑
n=−∞

iγnBn

∫ a/2

−a/2
dx ei(βn−β`)x = − 1

ε2

∞∑
m=0

αmAm sin(αmh)

∫ a/2

−a/2
dx e−iβ`x cos

[mπ
a

(
x− a

2

)]
.

(5.24)

2A equação (5.17e) apenas garante a continuidade da componente x do campo eléctrico; a continuidade da componente
y é garantida directamente pela equação (5.17d), pelo que não precisa de ser explicitada.
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Observe-se agora o seguinte: a equação anterior corresponde à equação (5.17e), pelo que o termo

do seu lado esquerdo corresponde a
∫ a/2
−a/2 dx e−iβ`x [∂BI(x, y)/∂y|y=0. Contudo, segundo a condição

(5.17c), ∂BI(x, y)/∂y|y=0 = 0 para a/2 < |x| < d/2. Assim, os limites do integral anterior podem ser
estendidos até ±d/2 na medida em que o valor do integral não se alterará, ou seja,∫ a/2

−a/2
dx e−iβ`x

[
∂BI(x, y)

∂y

∣∣∣∣
y=0

=

∫ d/2

−d/2
dx e−iβ`x

[
∂BI(x, y)

∂y

∣∣∣∣
y=0

. (5.25)

Observando ainda que βn − β` = 2π(n − `)/d, o resultado do integral do lado esquerdo da equação
(5.24) é ∫ a/2

−a/2
dx ei(βn−β`)x =

∫ d/2

−d/2
dx ei2π(n−`)x/d = dδn`. (5.26)

Por outro lado, definindo uma função

Sij ≡
1

a

∫ a/2

−a/2
dx e−iβix cos

[
jπ

a

(
x− a

2

)]
=



2

a

 βi

β2i −
(
jπ
a

)2
 sin

(
βia

2

)
, j par,

2i

a

 βi

β2i −
(
jπ
a

)2
 cos

(
βia

2

)
, j ı́mpar,

(5.27)

a equação (5.24) toma a forma mais simples

B` =
ia

d

ε1
ε2

∞∑
m=0

αm
γ`

sin(αmh)S`mAm, (5.28)

que estabelece a relação entre um determinado coeficiente B` com todos os coeficientes Am. Para
fechar o problema, é necessária uma outra equação independente que relacione estes coeficientes. Para
tal, considere-se a condição (5.17d),

∞∑
n=−∞

Bneiβnx =
∞∑
m=0

Am cos
[mπ
a

(
x− a

2

)]
cos(αmh). (5.29)

Multiplicando a equação anterior por cos
[
`π
a

(
x− a

2

)]
e integrando-a entre −a/2 e a/2, vem

∞∑
n=−∞

Bn

∫ a/2

−a/2
dx cos

[
`π

a

(
x− a

2

)]
eiβnx =

=
∞∑
m=0

Am cos(αmh)

∫ a/2

−a/2
dx cos

[
`π

a

(
x− a

2

)]
cos
[mπ
a

(
x− a

2

)]
. (5.30)

O integral do lado esquerdo da equação anterior identifica-se facilmente como sendo igual a aS∗n`
[cf. equação (5.27)]. Por outro lado, o integral do lado direito resulta em

∫ a/2

−a/2
dx cos

[
`π

a

(
x− a

2

)]
cos
[mπ
a

(
x− a

2

)]
=
a

2
δ`m(1 + δ`0) =


a/2, ` = m 6= 0,

a, ` = m = 0,

0, ` 6= m,

(5.31)

pelo que a equação (5.30) fica simplesmente

A` =

(
2

1 + δ`0

) ∞∑
n=−∞

S∗n`Bn
cos(α`h)

. (5.32)
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Está encontrada uma nova equação, independente da anterior, que relaciona os coeficientes A` e Bn.
Combinando as equações (5.28) e (5.32), é posśıvel encontrar equações fechadas para cada conjunto
de coeficientes,

A` =

(
2

1 + δ`0

)
ia

d

ε1
ε2

∞∑
m=0

{ ∞∑
n=−∞

αm
γn

sin(αmh)

cos(α`h)
SnmS

∗
n`

}
Am, (5.33)

B` =
ia

d

ε1
ε2

∞∑
n=−∞

{ ∞∑
m=0

(
2

1 + δm0

)
αm
γ`

tan(αmh)S∗nmS`m

}
Bn. (5.34)

Para fechar o problema, basta resolver uma destas equações —sendo que, por conveniência, irá
optar-se pela equação (5.33). Esta permite determinar os coeficientes A`, os quais, uma vez conhecidos,
permitem obter os coeficientes B` directamente a partir da equação (5.28). Por outro lado, a relação de
dispersão corresponde à condição de solubilidade da equação (5.33) [ou da equação (5.34)]. Definindo
os elementos

ρ`mn ≡
ia

d

ε1
ε2

(
2

1 + δ`0

)
αm
γn

sin(αmh)

cos(α`h)
SnmS

∗
n`, ρ`m ≡

∞∑
n=−∞

ρ`mn, (5.35)

a equação (5.33) pode ser escrita na forma matricial como−1 + ρ00 ρ01 · · ·
ρ10 −1 + ρ11 · · ·
...

...
. . .

 ·
A0

A1

...

 ≡ S ·

A0

A1

...

 = 0. (5.36)

A condição de solubilidade da equação (5.33) corresponde, portanto, à condição

det(S) = 0, (5.37)

onde S é a matriz de elementos S`m = −δ`m + ρ`m (`,m ≥ 0). Em geral, é necessário resolver esta
equação numericamente; este cálculo foi realizado e os respectivos resultados estão apresentados na
figura 5.3(a).
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Figura 5.3: (a) Representação gráfica (a azul e laranja) dos dois modos permitidos para a relação de dispersão dos
plasmões numa superf́ıcie condutora ranhurada na primeira zona de Brillouin, com os parâmetros d = 15 µm,

a = h = 0.5d, e ε1 = ε2 = 1; está ainda representada (a verde) a relação de dispersão da luz num meio dieléctrico de
permitividade ε1. (b) Pormenor do gráfico da figura 5.3(a), onde se sobrepuseram a relação de dispersão obtida pela

aproximação (5.39) (traço-ponto azul e laranja), e pela aproximação (5.38) (tracejado negro); esta última foi calculada
até à segunda zona de Brillouin, tendo depois sido “dobrada” de volta para a primeira zona de Brillouin (através de

uma transformação q → 2π/d− q). Esta representação diz-se “reduzida” [36].
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Como o gráfico referido permite antever, a equação (5.37) admite, na primeira zona de Brillouin,
dois modos distintos, descritos pelas dispersões ω1(q) e ω2(q), respectivamente menos e mais energéticos
que a luz. Estes modos apresentam comportamentos completamente diferentes: o modo ω1(q), su-
bluminal, é tangente à dispersão da luz perto de q = 0 e afasta-se desta quando q aumenta, mas
apresenta sempre uma monotonia crescente —o que corresponde ao comportamento t́ıpico de um
modo plasmónico; o modo ω2(q), por sua vez, é sobreluminal, tende para um valor finito de ω quando
q tende para 0, diminui quando q aumenta, e só existe estritamente acima da dispersão da luz —não
existindo, em geral, na fronteira da primeira zona de Brillouin. No entanto, e ao contrário do primeiro,
este último modo intersecta a linha da luz, o que sugere que deve ser radiativo. Esta análise é corro-
borada por um detalhe adicional: enquanto que ω1(q) é uma solução real da equação (5.37), o modo
ω2(q) apenas é solução da mesma se lhe for adicionado um termo imaginário −iω′′2(q) muito pequeno
(0 < ω′2 � ω2), que introduz um termo e−ω

′
2t nos campos associados a este modo. Este termo deixa

claro que os modos associados à dispersão ω2(q) são radiativos, como era sugerido pela sua dispersão.
Para compreender, em todo o caso, a origem e o comportamento destes dois modos, admita-se,

numa aproximação muito grosseira, que só os coeficientes A0 e B0 são não-nulos. Nesse caso, a
combinação das equações (5.32) e (5.28) resulta simplesmente em

1 = ρ000 =
ia

d

ε1
ε2

α0

γ0
tan(α0h)|S00|2 =

a

d

ε1
ε2

√
ε2ω

c

tan
(√

ε2ω
c h

)
sinc2

( qa
2

)√
q2 − ε1ω2

c2

, (5.38)

onde se identificou α0 =
√
ε2ω/c, γ0 = i

√
q2 − ε1ω2/c2, |S00|2 = sinc2(qa/2) e se definiu, como

usualmente, sinc(x) ≡ sin(x)/x [130]. Esta equação é muito mais simples de resolver numericamente
do que a equação (5.37) —que será, doravante, designada “equação exacta”, apesar de ter que ser
resolvida numericamente—, e o resultado obtido foi sobreposto ao resultado exacto no gráfico da figura
5.3(b), representado de forma reduzida [36] na primeira zona de Brillouin. No gráfico referido observa-
se que esta aproximação, apesar de grosseira, funciona muito bem perto da linha da luz para ambos os
modos. Assim, conclui-se que, nesta região, as soluções são fortemente dominadas pelos coeficientes
A0 e B0; longe dessa região, os restantes coeficientes An6=0 e Bn6=0 tornam-se progressivamente mais
importantes, e a dispersão aproximada afasta-se daquela calculada exactamente.

Apesar de a aproximação anterior permitir tirar uma conclusão importante acerca do comporta-
mento dos plasmões, visivelmente não é adequada para descrever as relações de dispersão em toda a
primeira zona de Brillouin. Para melhorar esta aproximação, considere-se que apenas existe o modo
A0, não sendo colocada nenhuma restrição aos modos Bn. Esta aproximação é justificada pela ob-
servação de que a relação de dispersão converge muito rapidamente com o aumento da dimensão N da
matriz S (para cerca de N ∼ 5). Este comportamento sugere que os modos An converjam rapidamente
para 0 com o aumento de n. Através desta consideração, a equação (5.37) reduz-se para

1 =
ia

d

ε1
ε2

∞∑
n=−∞

α0

γn

sin(α0h)

cos(α0h)
Sn0S

∗
n0 =

ia

d

ε1
ε2

√
ε2ω

c
tan

(√
ε2ω

c
h

) ∞∑
n=−∞

sinc2
(
βna
2

)
γn

. (5.39)

Resolvendo numericamente, de forma adequada, esta equação para ω, é posśıvel obter uma dis-
persão aproximada para os plasmões. Esta aproximação foi sobreposta ao resultado exacto no gráfico
da figura 5.3(b), onde se observa que constitui uma excelente aproximação para o modo não-radiativo,
e é ainda uma aproximação razoável para o modo radiativo. A ńıvel f́ısico, a validade desta apro-
ximação pode ser atribúıda ao facto de, na escala considerada, o comprimento de onda associado às
oscilações dos plasmões, λ = 2π/q, ser suficientemente maior do que as dimensões das ranhuras; neste
limite, a superf́ıcie ranhurada aproxima-se, do ponte de vista das ondas, a uma superf́ıcie lisa, onde
só existe o modo A0.

A utilização da equação (5.39) em detrimento da equação (5.37) tem duas importantes vantagens:
por um lado, a sua resolução numérica é muito mais simples, leve e rápida do que a alternativa exacta;
por outro lado (e não menos importante) a expressão aproximada (5.39) tem uma forma anaĺıtica mais
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fácil de analisar, e que permite retirar algumas conclusões importantes acerca do comportamento dos
plasmões. Os principais resultados que podem ser retirados da mesma são os seguintes:

• Em primeiro lugar, nota-se que a equação só é solúvel quando apenas se consideram modos
com γn puramente imaginário. Esta condição não é mais do que a condição para a existência
de plasmões já discutida aquando da definição de γn na equação (5.13), que deste modo surge
implicitamente e naturalmente na expressão obtida. Esta observação explica ainda porque é
que os modos radiativos não são tão bem descritos por esta aproximação como os modos não-
radiativos —a resposta é que, para os primeiros, os modos propagantes (com γn real) devem
assumir uma maior importância do que para os segundos;

• Em segundo lugar, e visto que o termo da esquerda é positivo, é necessário que também
tan
(√
ε2ωh/c

)
seja positivo, o que significa que a equação (5.39) só tem solução quando ω < ωmax

definido como

ωmax ≡
πc

2h
√
ε2
. (5.40)

Apesar de ωmax não ser rigorosamente o valor máximo que a frequência plasmónica atinge na
primeira zona de Brillouin, este valor permite identificar a ordem de grandeza de frequência
dos mesmos, conhecendo apenas as dimensões do sistema. A t́ıtulo do exemplo, esta definição
permite determinar (sem cálculos numéricos morosos e pesados) que, se as ranhuras são da
escala dos micrómetros, a frequência dos plasmões é da ordem dos terahertz (frequência corres-
pondente a radiação infravermelha média e lonǵınqua), enquanto que, quando as ranhuras têm
dimensões nanométricas, a energia passa para a ordem dos petahertz (ultravioleta). Esta análise
é muito importante para o desenho de nanoestruturas para um fim espećıfico ou, em sentido
contrário, para determinar que radiação deve ser utilizada para excitar os plasmões numa de-
terminada configuração experimental. Adicionalmente, esta análise permite ainda compreender
que parâmetros do sistema têm maior influência na escala da dispersão —neste caso h ou ε2—,
o que é uma informação muito útil para a idealização de sistemas.

Para terminar a análise da relação de dispersão dos plasmões neste sistema, resta analisar a in-
fluência dos parâmetros f́ısicos do problema —nomeadamente a largura a e a profundidade h das
ranhuras— nas dispersões obtidas. Este estudo está apresentado nos gráficos da figura 5.4, onde se
representou a relação de dispersão ω(q) para várias combinações dos parâmetros a/d e h/d.
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Figura 5.4: Representações gráficas da relação de dispersão dos plasmões numa superf́ıcie condutora ranhurada,
calculadas pela equação (5.37), mantendo d = 15 µm fixo, e variando (a) o rácio a/d, com h = 0.6d, e (b) o rácio h/d,

com a = 0.5d, para a primeira zona de Brillouin. Na figura (a), a escala vertical tem o seu máximo em ωmax para
h = 0.6d. No gráfico (b), não foi representado o segundo modo do caso h = 0.2d. Foi considerado ε1 = ε2 = 1 e, em

ambas as figuras, a dispersão da luz no vácuo encontra-se representada a negro.
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Tal como era sugerido pela expressão (5.40), a comparação dos gráficos da figura 5.4 confirma que
o parâmetro h é significativamente mais importante que o parâmetro a na determinação da frequência
máxima de dispersão dos plasmões. Por outro lado, como se observa na figura 5.4(a), as dispersões
obtidas quando mantido fixo o parâmetro h/d = 0.6 têm todas energias comparáveis ao máximo da
escala vertical do respectivo gráfico, que foi fixado no valor de ωmax para o valor de h referido. Esta
observação vem justificar que esta é uma boa medida da ordem de grandeza das relações de dispersão
do sistema estudado.

Adicionalmente, fica claro que o modo não-radiativo se afasta tanto mais da dispersão da luz
quanto mais se aumenta h ou a. Este resultado pode ser justificado observando que, quando a → 0
e/ou h→ 0, se obtém o limite da superf́ıcie condutora lisa, o qual não suporta plasmões de superf́ıcie.
Por este motivo, é expectável que, quando mais proeminentes forem as ranhuras (o que se traduz por
maiores valores para a ou h), maior seja o confinamento dos plasmões na superf́ıcie, o que implica um
maior afastamento da sua dispersão à dispersão da luz.

Obtida a relação de dispersão, resta determinar os coeficientes A` de modo a obter uma descrição
completa dos campos eléctrico e magnético devidos aos plasmões. Contudo, não é posśıvel deter-
miná-los directamente da equação (5.36), pois esse sistema é indeterminado. Isto significa que os
coeficientes A` não são todos independentes uns dos outros, o que decorre do facto de as condições
fronteira possúırem apenas informação acerca da amplitude relativa dos campos, e não da sua ampli-
tude absoluta. Para contornar este facto, é necessário absorver um dos coeficientes na definição dos
restantes (neste caso, o A0), e reescrever a equação (5.36) na forma−1 + ρ11 ρ12 · · ·

ρ21 −1 + ρ22 · · ·
...

...
. . .

 ·
A1/A0

A2/A0

...

 =

−ρ10−ρ20
...

 . (5.41)

O sistema anterior é determinado, e permite obter trivialmente os coeficientes A` normalizados
a A0. Por sua vez, os coeficientes B`/A0 determinam-se a partir destes pela equação (5.28), Com
estes dois resultados, ficam determinados os campos magnéticos BI(r) e BII(r), dados pelas equações
(5.12) e (5.21), bem como os respectivos campos eléctricos, dados, segundo a expressão (D.10), pelas
equações

EI(r) =
−c2
ωε1

∞∑
n=−∞

Bn(γnx̂− βnŷ)eiβnxeiγny, (5.42)

EII(r) =
−ic2

ωε2

∞∑
m=0

Am

{
αm cos

[mπ
a

(
x− a

2

)]
sin[αm(y + h)]x̂ −

−
(mπ
a

)
sin
[mπ
a

(
x− a

2

)]
cos[αm(y + h)]ŷ

}
. (5.43)

Os campos magnético (componente z) e eléctrico (componentes x, y e norma) foram calculados
para o interior e a vizinhança de uma ranhura, estando o resultado obtido representado nos gráficos
da figura 5.5.

O maior destaque da análise dos referidos gráficos vai para o facto de o campo eléctrico se concentrar
essencialmente no exterior das ranhuras, em particular nos vértices das mesmas. Adicionalmente,
observa-se que a sua componente y é consideravelmente superior à componente x, o que deve estar
relacionado com o facto de o campo eléctrico, por definição, ser sempre perpendicular à superf́ıcie de
um condutor. Esta propriedade pode ser facilmente observada na figura 5.5(b). Por sua vez, o campo
magnético concentra-se essencialmente no interior das ranhuras, diminuindo monotonamente com o
afastamento à superf́ıcie.

Importa agora realçar que o principal resultado desta secção corresponde ao facto de que, com
a introdução de ranhuras no condutor perfeito, este passa a suportar modos plasmónicos na sua
superf́ıcie. De modo a compreender de que forma estes modos podem ser excitados experimentalmente,
será avaliada, de seguida, a interacção deste sistema com um campo electromagnético externo, com
particular ênfase para o cálculo das suas propriedades ópticas.
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Figura 5.5: Representação gráfica do (a) campo magnético total, (b) campo eléctrico total (e respectivas linhas de
campo), (c) componente x do campo eléctrico e (d) componente y do campo eléctrico, para uma ranhura de dimensões
d = 15 µm, a = h = d/2, com ε1 = 1 e ε2 = 2 e para um modo com ω = 5 THz. Os gráficos (a) e (b) estão normalizados

ao seu máximo na área representada, enquanto os campos (c) e (d) estão normalizados ao máximo do gráfico (b).

5.2.2 Reflectância e Absorvância

O passo seguinte no estudo deste problema será calcular a reflectância de uma onda EM incidente na
superf́ıcie ranhurada do condutor, fazendo um ângulo θ com uma normal à mesma, tal como apresen-
tado na figura 5.2. Este cálculo assume uma particular importância, uma vez que a reflectância é uma
grandeza facilmente mensurável experimentalmente, sendo um meio usual de verificar em laboratório
as propriedades do sistema. O procedimento adoptado nesta secção será bastante semelhante ao
adoptado para o cálculo da relação de dispersão, pelo que agora será apresentado com menor detalhe.
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Anteriormente, todo o campo magnético presente era devido aos plasmões de superf́ıcie, pelo que,
na direcção y, todo o campo era evanescente. Contudo, neste caso, assume-se que, em y > 0, existe
um campo incidente com uma frequência ω bem definida, e um campo reflectido que pode ser descrito
como uma sobreposição de todos os modos posśıveis,

BI(x, y) = B0

∞∑
n=−∞

eiβnx
[
δn0e

−ikyy + rneiγny
]
, (5.44)

onde, como anteriormente, BI(r, t) = BI(x, y)e−iωtẑ, e, agora,

βn = kx +
2nπ

d
, γn =

√
k2 − β2n, (5.45)

com

k =

√
ε1ω

c
, kx = k sin(θ), ky = k cos(θ). (5.46)

Por outro lado, como as condições fronteira (5.17a) e (5.17b) não sofrem alterações, o campo
magnético na região II, BII(r, t) = BII(x, y)e−iωtẑ, é dado novamente pela equação (5.21),

BII(x, y) =

∞∑
m=0

Am cos
[mπ
a

(
x− a

2

)]
cos[αm(y + h)], (5.47)

onde

αm =

√
ε2ω

2

c2
−
(mπ
a

)2
=

√
ε2
ε1
k2 −

(mπ
a

)2
. (5.48)

Resta aplicar as condições fronteira (5.17c)–(5.17e), onde o campo BI é, agora, ligeiramente dife-
rente daquele da secção anterior. Considere-se, em primeiro lugar, a condição (5.17e), dada por

B0

ε1

∞∑
n=−∞

eiβnx[−ikyδn0 + iγnrn] = − 1

ε2

∞∑
m=0

αmAm cos
[mπ
a

(
x− a

2

)]
sin(αmh). (5.49)

Multiplicando a equação anterior por e−iβ`x, integrando-a entre −a/2 e a/2, e usando novamente a
condição (5.17c) de modo a estender os limites de integral, obtém-se

r` = δ`0 +
ia

d

ε1
ε2

∞∑
m=0

αm
γ`

sin(αmh)S`m
Am
B0

, (5.50)

com S`m dado pela equação (5.27).
Usando de seguida a condição (5.17d), escrita na forma expĺıcita

B0

∞∑
n=−∞

eiβnx[δn0 + rn] =

∞∑
m=0

Am cos
[mπ
a

(
x− a

2

)]
cos(αmh), (5.51)

multiplicando-a por cos
[
`π
a

(
x− a

2

)]
e integrando-a entre −a/2 e a/2, vem

A`
B0

=

(
2

1 + δ`0

) ∞∑
n=−∞

1

cos(α`h)
(δn0 + rn)S∗n`. (5.52)

Combinando as equações (5.50) e (5.52), chega-se a uma equação fechada para os coeficientes r`,

r` = δ`0 +

∞∑
n=−∞

[
ia

d

ε1
ε2

∞∑
m=0

(
2

1 + δm0

)
αm
γ`

tan(αmh)S`mS
∗
nm

]
(δn0 + rn), (5.53)
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ou, de forma mais simples,
∞∑

n=−∞
(δ`n − τ`n)rn = δ`0 + τ`0, (5.54)

onde se definiu

τ`mn ≡
ia

d

ε1
ε2

(
2

1 + δm0

)
αm
γ`

tan(αmh)S`mS
∗
nm, τ`n ≡

∞∑
m=0

τ`mn. (5.55)

Estendendo esta equação para todos os valores de `, obtém-se uma sistema linear de equações dos
coeficientes r`, que pode ser escrito na forma matricial

. . .
...

...
... . .

.

· · · 1− τ−1−1 −τ−10 −τ−11 · · ·
· · · −τ0−1 1− τ00 −τ01 · · ·
· · · −τ1−1 −τ10 1− τ11 · · ·
. .
. ...

...
...

. . .

 ·


...
r−1
r0
r1
...

 =



...
τ−10

1 + τ00
τ10
...

 . (5.56)

Este sistema é facilmente resolúvel, o que permite determinar todos os coeficientes r` que caracteri-
zam o sistema. No entanto, apenas os modos propagantes contribuem para a reflectância, pois apenas
estes transportam a energia para o campo distante. Por definição, os campos propagantes são aqueles
para os quais γ` é real, ou seja, k > |β`|. Através das definições da equação (5.45), obtém-se que são
propagantes todos os modos −N ≤ ` ≤ N ′ tais que

N =

⌊
d

2π

√
ε1ω

c
[1 + sin(θ)]

⌋
, N ′ =

⌊
d

2π

√
ε1ω

c
[1− sin(θ)]

⌋
, (5.57)

onde bxc denota o maior número inteiro menor ou igual a x (função usualmente designada por floor
[131]). Deste modo, e tal como demonstrado no apêndice D.3, a reflectãncia obtém-se dos coeficientes
r` pela expressão (D.54),

R(ω, θ) =

N ′∑
`=−N

γ`
γ0
|r`|2 . (5.58)

Este problema foi resolvido numericamente, quer para incidência normal, quer para incidência
obĺıqua, e os respectivos espectros de reflectância estão apresentados na figura 5.6.
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Figura 5.6: Reflectância numa superf́ıcie ranhurada de um condutor perfeito, em função da frequência incidente, para
(a) incidência normal (θ = 0) e (b) incidência obĺıqua (θ = π/4). Está discriminada a reflectância parcial relativa a

cada modo propagante, bem como a reflectância total para todos os modos propagantes.
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Observando os gráficos da figura 5.6, há duas conclusões importantes a retirar. Em primeiro lugar,
nota-se que o número de modos a contribuir para a reflectância vai depender da frequência da radiação
incidente [como indicado pela equação (5.57)]. Adicionalmente, verifica-se que para incidência normal
—e ao contrário da incidência obĺıqua—, os modos ±` são degenerados, com o modo ` a tornar-se
propagante para a frequência ∼ 20.0|`| THz. Esta degenerescência deve-se à simetria de inversão
x↔ −x presente no problema quando a incidência é normal. No entanto, esta simetria já não existe
no caso da incidência obĺıqua, o que explica o motivo pelo qual os modos ±` já não têm, nesse
caso, a mesma reflectância. De facto, para a incidência obĺıqua (com um ângulo 0 < θ < π/2, tal
como definido na figura 5.2), os modos de ` negativo tornam-se propagantes para energias muito mais
baixas (∼ 11.7|`| THz, para θ = π/4) do que os modos de ` positivo (∼ 68.2` THz) —ao ponto de,
para θ = π/4, o modo ` = −4 ser propagante para uma energia mais baixa do que o modo ` = 1. Este
comportamento pode ser explicado pela análise dos esquemas e da legenda da figura 5.7.
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Figura 5.7: Representação esquemática que permite a identificação dos modos propagantes nos casos da (a) incidência
normal (θ = 0) e (b) incidência obĺıqua (θ = π/4). Os modos propagantes são aqueles com γn real, sujeitos à condição
β2
n + γ2

n = k2, onde k =
√
ε1ω/c é um valor constante fixado pela frequência da onda incidente, e corresponde ao raio

do semi-ćırculo azul nas figuras. Assim, são propagantes os modos para os quais k > |βn| (aqueles cujo respectivo βn
está dentro do semi-ćırculo), pelo que haverá uma maior densidade de modos propagantes na região onde βn é mais

próximo de zero. É fácil determinar que βn é mais pequeno na vizinhança de n = −√ε1ωd sin(θ)/(2πc), o que explica
que, se o ângulo de incidência é positivo, são propagantes, para energias mais baixas, os modos de n negativo. Para os

esquemas acima, considerou-se ω = 45 THz e d = 15 µm, em vácuo.

Em segundo lugar, a conclusão mais importante a retirar da figura 5.6 é a seguinte: apesar de, com
o aumento da frequência, aumentar o número de modos a contribuir com uma reflectância parcial, a
reflectância total é sempre igual a 1, independentemente da frequência e do ângulo de incidência da
radiação. Deste modo, toda a radiação é reflectida, não existindo absorção de energia por parte do
condutor. Esta observação permite concluir que, apesar de serem permitidos modos plasmónicos na
superf́ıcie de um condutor perfeito ranhurado, estes não podem ser excitados através da incidência
de radiação na superf́ıcie —pois, nesse caso, deveria existir uma ressonância da absorvância perto da
frequência dos plasmões de superf́ıcie excitados.

Note-se que este resultado deve ser atribúıdo ao facto de estar a ser tratado um condutor perfeito
que pode ser descrito por uma constante dieléctrica real e infinita [132]; uma vez que absorvância de
um metal é controlada pela parte imaginária da sua função dieléctrica (como discutido no Apêndice
E), um condutor perfeito é incapaz de absorver energia, pelo que não consegue igualmente excitar
plasmões na sua superf́ıcie através deste método.

Assim, é importante esclarecer que a discussão anterior refere-se à existência de modos normais
plasmónicos que poderiam ser potencialmente excitados desde que o metal tivesse uma pequena parte
imaginária na sua função dieléctrica, o que é sempre o caso num metal real. Contudo, nessas cir-
cunstâncias o problema ficaria de mais dif́ıcil resolução porque seria necessário levar em conta a pene-
tração do campo eléctrico no interior do metal. Ainda assim, desde que a parte imaginária da função
dieléctrica do metal seja pequena, os modos encontrados atrás deverão ser uma excelente aproximação
ao problema de um metal real.

72
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5.3 Superf́ıcie ranhurada revestida com grafeno

Ao longo da secção anterior, foi conclúıdo que a introdução de ranhuras na superf́ıcie de um condutor
perfeito dá origem ao suporte de modos plasmónicos pela mesma; no entanto, como se verificou,
estes não podem ser excitados directamente pela incidência de radiação. Para tentar ultrapassar esta
dificuldade, nesta secção serão introduzidas na configuração tiras de grafeno de largura a e espaçadas
de uma distância d− a, posicionadas de modo a preencher a interface entre os meios I e II, tal como
esquematizado na figura 5.8. À parte dessa introdução, o restante sistema permanece inalterado.

a d

h

θk

B

E
I

IIz

x

y

ε1

ε2

Figura 5.8: Representação esquemática da superf́ıcie condutora ranhurada estudada, equivalente à apresentada na
figura 5.2, onde foram introduzidas tiras infinitas de grafeno (representado a azul) na interface entre as regiões I e II.
Mais uma vez, os campos eléctrico e magnético representados serão considerados apenas na secção 5.3.2, para calcular

as propriedades ópticas do sistema.

O procedimento adoptado no estudo deste novo sistema será integralmente análogo ao adoptado
no caso anterior. Serão, primeiramente, caracterizados os modos plasmónicos permitidos pelo sistema,
encontrando-se a respectiva relação de dispersão e representando os campos eléctrico e magnético
devidos aos mesmos. De seguida, será impingida radiação na superf́ıcie do condutor, como representado
na figura 5.8, e serão calculadas as propriedades ópticas do sistema, nomeadamente a sua reflectância
e absorvância.

5.3.1 Relação de Dispersão

Em primeiro lugar, note-se que a introdução do grafeno não introduz cargas livres nas regiões I ou
II (apenas na interface entre estas), pelo que as expressões (5.12) e (5.15) não são alteradas pela sua
presença. Por outro lado, as condições fronteira (5.17a)–(5.17c) não envolvem a interface entre as
regiões I e II, pelo que se mantém igualmente válidas na nova configuração. Da combinação destes
dois resultados conclui-se que as expressões para o campo magnético em cada região não se alterem
devido à presença do grafeno, sendo dadas por

BI(r) = BI(x, y)ẑ =

∞∑
n=−∞

Bneiβnxeiγnyẑ, (5.59)

BII(r) = BII(x, y)ẑ =
∞∑
m=0

Am cos
[mπ
a

(
x− a

2

)]
cos[αm(y + h)]ẑ, (5.60)

βn = q +
2nπ

d
, γn =

√
ε1ω

2

c2
− β2n, αm =

√
ε2ω

2

c2
−
(mπ
a

)2
. (5.61)

Naturalmente, este resultado é extenśıvel às expressões análogas para o campo eléctrico, dadas pelas
equações (5.42) e (5.43).

Por outro lado, a equação (D.36) indica que a componente tangencial do campo eléctrico é sempre
cont́ınua através de uma interface. Como tal, a condição fronteira (5.17e) permanece válida e resulta
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novamente na relação

B` =
ia

d

ε1
ε2

∞∑
m=0

αm
γ`

sin(αmh)S`mAm, (5.62)

igual à equação (5.28). No entanto, a continuidade da componente tangencial do campo magnético
é quebrada pela introdução do grafeno na interface entre as regiões I e II, tal como indicado pela
equação (D.37). Desse modo, deve agora ser imposta a condição

BI(x, 0)−BII(x, 0) = µ0 K(r) · x̂|y=0 , (5.63)

onde K(r) é a densidade de correntes na superf́ıcie do grafeno. Como habitualmente, a Lei de Ohm
[equação (2.39)] relaciona esta grandeza com o campo eléctrico através da condutividade σ(ω),

K(r) = σ(ω)ES(r), (5.64)

onde ES, na expressão anterior, é o campo eléctrico na superf́ıcie perpendicular ao versor n̂, dado por

ES(r) = E(r)− n̂[E(r) · n̂]. (5.65)

Para o seu cálculo, E pode ser EI ou EII pois, na interface considerada [onde é válida a condição (5.63)],
os dois campos são iguais, de acordo com a equação (5.17e). No presente caso, a condutividade σ(ω)
é a condutividade do grafeno, a qual, pelo modelo de Drude, tem a forma da equação (2.93),

σ(ω) =
e2

π~

(
EF

Γ− i~ω

)
, (5.66)

passando EF e Γ a ser também parâmetros do problema.
Escolhendo arbitrariamente EI, e usando a equação (D.10), a nova condição fronteira reescreve-se

como

BI(x, 0)−BII(x, 0) = µ0σ(ω)
ic2

ωε1

∂BI(x, y)

∂y

∣∣∣∣
y=0

. (5.67)

Usando as expressões (5.59) e (5.60), a equação anterior toma a forma

∞∑
n=−∞

[
1 +

µ0c
2σ(ω)

ωε1
γn

]
Bneiβnx =

∞∑
m=0

Am cos(αmh) cos
[mπ
a

(
x− a

2

)]
. (5.68)

Repetindo o procedimento realizado na secção anterior, o passo seguinte é multiplicar ambos os
lados da equação anterior por cos

[
`π
a

(
x− a

2

)]
e integrá-la em x entre −a/2 e a/2. Recordando a

definição (5.27), obtém-se

A` =

(
2

1 + δ`0

) ∞∑
n=−∞

[
1 +

σ(ω)

ωε0ε1
γn

]
S∗n`Bn

cos(α`h)
. (5.69)

Naturalmente, quando σ(ω) = 0 (ou seja, quando não existe grafeno), recupera-se a equação (5.32).
Por outro lado, combinando as equações (5.62) e (5.69), podem ser encontradas as relações

A` =

(
2

1 + δ`0

)
ia

d

ε1
ε2

∞∑
m=0

{ ∞∑
n=−∞

[
1 +

σ(ω)

ωε0ε1
γn

]
αm
γn

sin(αmh)

cos(α`h)
SnmS

∗
n`

}
Am, (5.70)

B` =
ia

d

ε1
ε2

∞∑
n=−∞

{ ∞∑
m=0

(
2

1 + δm0

)[
1 +

σ(ω)

ωε0ε1
γn

]
αm
γ`

tan(αmh)S∗nmS`m

}
Bn. (5.71)

análogas às equações (5.33) e (5.34) da secção anterior. Efectuando a redefinição

ρ`mn ≡
ia

d

ε1
ε2

(
2

1 + δ`0

)[
1 +

σ(ω)

ωε0ε1
γn

]
αm
γn

sin(αmh)

cos(α`h)
SnmS

∗
n`, ρ`m =

∞∑
n=−∞

ρlmn, (5.72)
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a relação de dispersão resulta (analogamente ao caso sem grafeno) da condição

det(S) = det

−1 + ρ00 ρ01 · · ·
ρ10 −1 + ρ11 · · ·
...

...
. . .

 = 0. (5.73)

Apesar da equação anterior ser formalmente igual à equação (5.37), a sua resolução numérica é
substancialmente mais complicada, visto que, neste caso, os elementos ρ`m diminuem muito mais
lentamente com n. Como primeira aproximação, uma estratégia análoga à realizada (com sucesso)
no caso anterior consiste em considerar que, fora das ranhuras, apenas o termo A0 é não-nulo —não
sendo colocada nenhuma restrição nos coeficientes Bn. Nessas condições, a dispersão dos plasmões é
encontrada através da resolução da equação mais simples

1 = ρ00 =
ia

d

ε1
ε2

√
ε2ω

c
tan

(√
ε2ω

c
h

) ∞∑
n=−∞

[
1 +

σ(ω)

ωε0ε1
γn

]sinc2
(
βna
2

)
γn

. (5.74)

Resolvendo numericamente a equação anterior, foram encontradas duas soluções aproximadas, de-
notadas ωaprox(q), qualitativamente muito semelhantes com as soluções para a dispersão do problema
sem grafeno. Estas foram representadas em simultâneo no gráfico da figura 5.9 (a azul e laranja,
respectivamente), onde se pode observar que, essencialmente, a introdução do grafeno apenas escala
a dispersão dos plasmões para uma energia superior.
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Figura 5.9: Representação gráfica da relação de

dispersão para os plasmões na superf́ıcie
ranhurada com grafeno, calculada pela

aproximação (5.74) [ωaprox(q), azul] e pela
equação exacta (5.73) [ωexacto(q), vermelho

tracejado], e ainda a dispersão para o mesmo
sistema sem grafeno (verde). Foram utilizados
os parâmetros d = 15 µm, a = h = d/2, ε1 = 1,
ε2 = 2, EF = 0.5 eV e Γ = 0 meV, na primeira
zona de Brillouin. A negro está representada a

dispersão da luz. Na figura está ainda
representado o valor da frequência na qual a
dispersão ωaprox(q) intersecta a dispersão da

luz, ω0 ' 7.55 THz.

Este resultado é consistente com aquele obtido, na secção 3.3.1 para as dispersões de plasmões de
superf́ıcie em interfaces metal/dieléctrico e metal/grafeno/dieléctrico (como é viśıvel nos gráficos da
figura 3.6); como é claro a partir da comparação entre as equações (3.32) e (3.34), a presença do grafeno
entre o dieléctrico e o metal resulta num aumento da energia dos plasmões. Esse aumento é mais
proeminente para valores superiores de q, como verificado também neste caso. Apesar de este sistema
ser conceptualmente bastante diferente do problema estudado na secção 3.3.1 (nomeadamente devido
ao facto de o condutor ser perfeito, e de a interface não ser plana), observa-se que este comportamento
qualitativo se mantém.

Assim, esta análise sugere que a equação aproximada (5.74) é uma boa aproximação, pois resulta
em soluções fisicamente plauśıveis; contudo, a sua validade deve ser verificada pela comparação com
equação exacta (5.73). Para o fazer, será considerado, em primeiro lugar, que a energia de amor-
tecimento do grafeno é nula, ou seja, Γ = 0. Esta consideração corresponde a uma simplificação
significativa do problema, visto que resulta em que a condutividade do grafeno seja puramente ima-
ginária, e portanto, para os modos propagantes, o factor σ(ω)/γn presente nos elementos da matriz S
é real. A segunda simplificação corresponde a resolver apenas a equação mais simples Re[det(S)] = 0;
o motivo para esta aproximação prende-se com o facto de a equação (5.73) conter, na realidade, duas
equações independentes —para as suas partes real e imaginária— as quais, para que admitam uma
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solução comum, devem ser escritas com uma precisão muito elevada. Isto significa que é necessário
considerar uma dimensão muito grande para a matriz S, o que aumenta exponencialmente o tempo
de computação do problema.

Através das considerações descritas no parágrafo anterior, a equação exacta foi resolvida numeri-
camente (após realizada uma truncagem da matriz S). No entanto, ao contrário do caso anterior, foi
encontrada uma multitude de soluções sub e sobreluminares. Duas dessas relações de dispersão, deno-
tadas ωexacto(q), estão representadas a tracejado no gráfico da figura 5.9. Observa-se imediatamente
que estas apresentam uma concordância assinalável com o resultado aproximado, o que sugere que se-
jam soluções f́ısicas do problema. Por outro lado, as restantes soluções encontradas, para além de não
serem compat́ıveis com a equação aproximada, têm um comportamento qualitativo bastante diferente
do esperado (são praticamente planas), o que sugere que estas devem ser interpretadas como soluções
não-f́ısicas do problema (sendo provavelmente consequências da truncagem da matriz S aquando da
resolução numérica). Esta interpretação é consistente com os resultados apresentados mais à frente
para a reflectância deste sistema: como se irá verificar, apenas se observará uma ressonância desta
grandeza localizada na frequência de intersecção do modo “f́ısico” com a dispersão da luz. Caso as
restantes soluções fossem f́ısicas, deveriam aparecer ressonâncias correspondentes a cada uma delas.
Por este motivo, as duas dispersões descritas por ωexacto(q) serão doravante designadas “modos f́ısicos’.

No que respeita estes modos, é interessante notar que, tal como no caso sem grafeno, o modo
subluminal é solução da equação (5.73) (e não apenas da sua parte real); isto significa que a sua
frequência não tem uma parte imaginária, e que este é não-radiativo. Pelo contrário, o mesmo não
acontece ao modo sobreluminal, que apenas resolve a parte real da equação (5.73); este resultado
evidencia que este modo tem necessariamente de ser descrito por uma frequência imaginária, o que o
torna radiativo —como é coerente com o facto de intersectar a dispersão da luz.

Uma vez encontrada a relação de dispersão dos modos com a introdução do grafeno, o passo seguinte
é calcular os respectivos campos eléctrico e magnético. Para tal, e como discutido para o caso anterior, é
necessário resolver um sistema como o da equação (5.41), do qual se determinam todos os coeficientes
A` normalizados a A0. Estes coeficientes permitem, por sua vez, determinar os coeficientes B`/A0

através da equação (5.62). Nesse ponto, os campos normalizados a A0 ficam totalmente determinados
através das equações (5.59) e (5.60), e pelas expressões análogas para o campo eléctrico, obtidas pela
relação (D.10). Esse cálculo foi realizado numa célula unitária do sistema, e na figura 5.10 apresenta-se
o resultado para o modo f́ısico não-radiativo, com uma frequência ω = 6 THz.

Comparando os gráficos da figura 5.10 com os análogos da figura 5.5, nota-se imediatamente que
este não sofre alterações significativas. As maiores diferenças ocorrem na vizinhança do grafeno, onde
o campo magnético e a componente y do campo eléctrico deixam de ser cont́ınuos. Este comporta-
mento era esperado devido à imposição da condição (5.67), e estende-se à componente em y do campo
eléctrico, pois esta não é mais do que a derivada em x do campo magnético. Por sua vez, a compo-
nente x do campo eléctrico mantém-se cont́ınua, como resultado da condição (5.17e), que se mantém
inalterada pela introdução do grafeno.

De resto, e tal como anteriormente, o campo magnético apresenta uma maior intensidade no fundo
das ranhuras, enquanto que o campo eléctrico tem tendência a ser mais intenso no exterior destas.
Em particular, verifica-se mais uma vez que o campo eléctrico total é mais intenso nos vértices das
ranhuras. No entanto, ao contrário do caso anterior, o campo eléctrico permanece agora elevado em
toda a fronteira entre as regiões I e II, principalmente devido a um aumento significativo da componente
y do campo eléctrico nesta região. Esta forte intensidade do campo eléctrico na vizinhança da folha
de grafeno é acompanhada por uma oscilação do mesmo, bem viśıvel na figura 5.10(e), que se traduz
directamente numa oscilação das cargas na sua superf́ıcie.

De modo a visualizar este comportamento, note-se que, combinando a equação da continuidade
(D.9) com a Lei de Ohm (5.64), se obtém

∂σS(r, t)

∂t
+ σ(ω)∇ ·ES(r, t) = 0, (5.75)

onde σS(r, t) é a densidade superficial de cargas no grafeno.
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Figura 5.10: Representação gráfica do (a) campo magnético total, (b) campo eléctrico total (e respectivas linhas de
campo), (c) componente x e (d) componente y do campo eléctrico, e (e) pormenor do campo eléctrico total perto do

grafeno. Todos os gráficos são para uma ranhura de dimensões d = 15 µm, a = h = d/2 e ainda ε1 = 1, ε2 = 2, para um
modo com ω = 6 THz. Para o grafeno, considerou-se EF = 0.5 eV e Γ = 0. Os gráficos (a), (b) e (e) estão normalizados

ao seu máximo na área representada, enquanto os campos (c) e (d) estão normalizados ao máximo do gráfico (b). O
grafeno surge representado por uma linha cont́ınua branca, excepto no gráfico (e) onde é representado a tracejado.
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Assumindo que a variação temporal desta grandeza é igual à do campo eléctrico, i.e., σS(r, t) ≡
σS(r)e−iωt, esta pode ser obtida a partir do campo eléctrico por

σS(r) =
iσ(ω)

ω
∇ ·ES(r). (5.76)

Através da expressão anterior, foi representada na figura 5.11 a variação em x da densidade de
cargas no grafeno σS, para os mesmos parâmetros da figura 5.10.
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Figura 5.11: Representação gráfica
da densidade superficial de carga,
σS, para a superf́ıcie do grafeno, em
função de x, para −a/2 ≤ x ≤ a/2.
Esta representação foi normalizada

ao seu máximo na região
apresentada. Foram utilizados os

parâmetros d = 15 µm,
a = h = d/2, ε1 = ε2 = 1,

ω = 6 THz, EF = 0.5 eV e Γ = 0
(ou seja, os mesmos da figura 5.10).

No gráfico da figura 5.11, observa-se que, tal como antecipado, a densidade de cargas oscila ao
longo da folha de grafeno, tal como o campo eléctrico —como se pode confirmar comparando o gráfico
da figura 5.11 com os gráficos (b)–(e) da figura 5.10. Este gráfico permite ainda visualizar uma maior
acumulação de cargas junto das bordas da folha de grafeno, o que se traduz na maior intensidade do
campo eléctrico verificada nessa região. A forma irregular das curvas da figura 5.11 é devida ao facto
de estas serem o resultado da sobreposição de curvas sinusoidais de frequências distintas.

Da análise realizada até este ponto, verificou-se que a introdução do grafeno não altera significa-
tivamente as propriedades electrónicas do sistema. Em relação ao condutor sem grafeno, observou-se
apenas um aumento ligeiro da energia dos plasmões, tendo-se mantido a forma qualitativa da sua dis-
persão. Por outro lado, as propriedades gerais dos campos eléctrico e magnético foram conservadas,
tendo a maior variação sido observada na vizinhança da folha.

O passo seguinte será avaliar como é que o grafeno influencia as propriedades ópticas do sistema em
consideração. A expectativa é, neste aspecto, a influência do grafeno seja significativa, uma vez que, ao
contrário do condutor perfeito, este tem a capacidade de absorver energia. Deste modo, é plauśıvel que
esta introdução torne posśıvel a excitação de plasmões no sistema através da incidência de radiação.
Para confirmar esta previsão, serão de seguida calculadas as propriedades ópticas deste sistema, onde
se espera observar uma assinatura dessa excitação através de ressonâncias na reflectância do sistema.

5.3.2 Reflectância e Absorvância

Considere-se agora a incidência de radiação electromagnética de frequência ω sobre a estrutura reves-
tida com grafeno, fazendo um ângulo θ com um versor normal à mesma, como representado na figura
5.8. Tal como no caso anterior, mantém-se válidas as condições fronteira (5.17a)–(5.17c), pelo que
permanecem válidas as expressões (5.44) e (5.47) para o campo magnético em ambas as regiões,

BI(x, y) = B0

∞∑
n=−∞

eiβnx
[
δn0e

−ikyy + rneiγny
]
, (5.77)

BII(x, y) =

∞∑
m=0

Am cos
[mπ
a

(
x− a

2

)]
cos[αm(y + h)], (5.78)
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com kx = k sin(θ), ky = k cos(θ), k =
√
ε1ω/c e ainda

βn = kx +
2nπ

d
, γn =

√
ε1ω

2

c2
− β2n, αm =

√
ε2ω

2

c2
−
(mπ
a

)2
. (5.79)

Utilizando estas equações juntamente com a condição fronteira (5.17e) (que também permanece
válida), chega-se novamente ao resultado (5.50),

r` = δ`0 +
ia

d

ε1
ε2

∞∑
m=0

αm
γ`

sin(αmh)S`m
Am
B0

. (5.80)

No entanto, como discutido previamente, a introdução do grafeno invalida a condição fronteira
(5.17d), que deve ser substitúıda condição (5.63). Utilizando esta última equação juntamente com
as expressões (5.77) e (5.78), e manipulando a equação resultante de modo análogo ao das secções
anteriores, obtém-se o resultado

A`
B0

=

(
2

1 + δ`0

) ∞∑
n=−∞

1

cos(α`h)

{
δn0

[
1− σ(ω)ky

ωε0ε1

]
+ rn

[
1 +

σ(ω)γn
ωε0ε1

]}
S∗n`. (5.81)

Combinando este resultado com a equação (5.80), chega-se à relação

r` = δ`0+
∞∑

n=−∞

{
ia

d

ε1
ε2

∞∑
m=0

(
2

1 + δm0

)
αm
γ`

tan(αmh)S`mS
∗
nm

}{
δn0

[
1− σ(ω)ky

ωε0ε1

]
+ rn

[
1 +

σ(ω)γn
ωε0ε1

]}
.

(5.82)
A equação anterior pode ser escrita na forma mais simples

∞∑
n=−∞

{
δ`n − τ`n

[
1 +

σ(ω)γn
ωε0ε1

]}
rn = δ`0 + τ`0

[
1− σ(ω)ky

ωε0ε1

]
, (5.83)

utilizando novamente as definições presentes na equação (5.55),

τ`mn ≡
ia

d

ε1
ε2

(
2

1 + δm0

)
αm
γ`

tan(αmh)S`mS
∗
nm, τ`n ≡

∞∑
m=0

τ`mn. (5.84)

Note-se que, quando σ(ω) = 0, as equações (5.82) e (5.83) tendem, respectivamente, para as
equações (5.53) e (5.54), como esperado.

Estendendo a equação (5.83) para todos os valores de `, obtém-se um sistema de equações com a
forma

. . .
...

...
... . .

.

· · · 1− τ−1−1(1 + Λ−1) −τ−10(1 + Λ0) −τ−11(1 + Λ1) · · ·
· · · −τ0−1(1 + Λ−1) 1− τ00(1 + Λ0) −τ01(1 + Λ1) · · ·
· · · −τ1−1(1 + Λ−1) −τ10(1 + Λ0) 1− τ11(1 + Λ1) · · ·
. .
. ...

...
...

. . .

 ·


...
r−1
r0
r1
...

 =



...
τ−10(1− Λ0)

1 + τ00(1− Λ0)
τ10(1− Λ0)

...

 ,
(5.85)

onde se define

Λn ≡
σ(ω)γn
ωε0ε1

. (5.86)

Este sistema permite obter trivialmente o valor de cada coeficiente r`. Por sua vez, a reflectância
R é dada a partir destes coeficientes pela equação (D.54),

R(ω, θ) =
N ′∑

`=−N

γ`
γ0
|r`|2, (5.87)
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onde a soma é apenas sobre os modos propagantes, sendo N e N ′ dados pela equação (5.57). Visto
que, como a radiação incide num condutor perfeito, a transmitância é necessariamente nula, então a
absorvância define-se a energia que não é reflectida, ou seja,

A(ω, θ) = 1−R(ω, θ). (5.88)

Estas duas grandezas foram calculadas para o caso de incidência normal, e para vários valores da
energia de Fermi do grafeno, tendo sido obtidas as curvas espectrais representadas no gráfico da figura
5.12, para os parâmetros lá indicados.
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Figura 5.12: Representação gráfica da
reflectância (em cima) e absorvância (em
baixo) de um condutor perfeito ranhurado

revestido por grafeno, em função da frequência
da radiação incidente, para vários valores da

energia de Fermi do grafeno. Foram utilizados
os parâmetros d = 15 µm, a = h = d/2, θ = 0,

Γ = 4 meV, ε1 = 1, ε2 = 2. Está ainda
assinalada a frequência de ressonância da curva

verde (EF = 0.5 eV), ω0 ' 7.60 THz.

A principal nota de destaque da análise do gráfico da figura 5.12 é que, ao contrário do caso do
sistema sem grafeno, a reflectância não é, agora, total. De facto, para o caso EF = 0.5 eV, esta
apresenta uma forte ressonância perto da frequência ω0 ≈ 7.60 THz. Observando o gráfico da figura
5.9, correspondente à relação de dispersão de plasmões numa configuração com os mesmos parâmetros3,
conclui-se que esta é aproximadamente igual à frequência na qual o modo f́ısica radiativo [representado
na figura 5.9] intersecta a linha da luz. Este comportamento evidencia que a absorvância de energia
pelo grafeno resulta efectivamente da excitação de plasmões de superf́ıcie no sistema. Este resultado
está de acordo com a interpretação realizada anteriormente de que, de todos os modos admitidos pela
equação (5.73), os únicos que têm significado f́ısico são aqueles aproximados pela equação (5.74), na
medida em que não é viśıvel no espectro da reflectância nenhuma outra ressonância —que deveria
existir caso existissem mais modos que intersectassem a linha da luz.

Assim, conclui-se deste estudo que, como previsto, a introdução do grafeno no sistema altera funda-
mentalmente as propriedades ópticas do mesmo. Observando que, como discutido, este não altera sig-
nificativamente as suas propriedades electrónicas (nomeadamente a forma da dispersão dos plasmões),
conclui-se que o papel do grafeno no sistema corresponde essencialmente a tornar os plasmões ex-
citáveis. Este resultado tem uma importância relevante tanto para a aplicação destes plasmões, como
para a sua detecção experimental, pois estes deixam uma assinatura bem viśıvel no espectro de re-
flectância da superf́ıcie.

Antes de terminar este problema, é interessante estudar se esta influência reduzida do grafeno na
dispersão dos plasmões é uma propriedade geral desta configuração, ou se, por outro lado, tem algum
regime de validade. A propósito desta observação, é importante notar que tanto o condutor perfeito
ranhurado (sem grafeno) como o grafeno isolado suportam modos plasmónicos. Assim, os plasmões
observados no sistema composto pelo condutor revestido pelo grafeno devem corresponder a uma
hibridização dos plasmões de ambos os suportes, pelo que é interessante verificar em que condições
cada um dos suportes tem uma maior influência nos plasmões do sistema combinado.

3O único parâmetro que difere entre os gráficos 5.9 e 5.12 (curva verde) é o amortecimento do grafeno, Γ, que no
último foi considerado finito. Esta diferença não deve ser muito importante, pois um Γ finito tem tendência apenas a
alargar a ressonância, como pode ser visto nos gráficos J.3(e) e J.3(f), onde se estudou como variavam a posição e a
largura de ressonâncias observadas nos parâmetros ópticos de numa rede de difracção composta por fitas de grafeno com
o amortecimento Γ no mesmo. Por este motivo, e apesar de os dois sistemas serem diferentes, não é previśıvel que, neste
caso, Γ altere fortemente a posição da ressonância.
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5.3. SUPERFÍCIE RANHURADA REVESTIDA COM GRAFENO

Observando, em primeiro lugar, a posição das ressonâncias para as quatro energias de Fermi dife-
rentes representadas no gráfico da figura 5.12, é imediato verificar que esta não varia com

√
EF, como

ocorreria caso os plasmões fossem exclusivamente devidos ao grafeno (como discutido no caṕıtulo 3).
De modo a realizar uma análise rigorosa, note-se que, no limite electrostático, a relação de dispersão
dos plasmões numa folha plana de grafeno entre dois dieléctricos ε1 e ε2 é dada pela equação (3.18),

ω(q) =

√
e2EFq

π~2ε0(ε1 + ε2)
. (5.89)

Por outro lado, considerando (i) uma incidência normal na superf́ıcie do sistema —pelo que βn =
2nπ/d, o que corresponde ao momento dos plasmões no plano do grafeno— e (ii) que a ressonância
verificada corresponde essencialmente aos plasmões de ı́ndice n = ±1 [133] —e, portanto, q ≈ 2π/d
—, obtém-se que, se os plasmões fossem exclusivamente excitados no grafeno, a sua energia poderia
ser estimada como

ωG =

√
2e2EF

~2ε0(ε1 + ε2)d
. (5.90)

Por sua vez, como foi discutido na secção 5.2, a ordem de grandeza da energia dos plasmões
suportados pelo condutor perfeito sem grafeno pode ser estimada pela equação (5.40), ou seja,

ωC ∼ ωmax =
πc

2h
√
ε2
. (5.91)

Para comparar todos estes valores, foram registadas, para cada energia de Fermi estudada no
gráfico da figura 5.12, a frequência de ressonância da respectiva curva de reflectância, ωR, a frequência
estimada para os plasmões na ausência do condutor, ωG, e a frequência estimada para os plasmões
na ausência de grafeno, ωC. Todos estes valores estão apresentados na Tabela 5.1, concretamente na
coluna relativa ao “Sistema 1”, caracterizado pelos parâmetros d = 15 µm, a = h = d/2, ε1 = 1,
ε2 = 2 e θ = 0.

Tabela 5.1: Comparação, para vários valores da energia de Fermi do grafeno, entre a frequência de ressonância da
reflectância, ωR, retirada das figuras 5.12 (sistema 1) e 5.13 (sistema 2); as frequências estimadas para os plasmões na
ausência do condutor, ωG, calculadas estimando um momento 2π/d; e as frequências estimadas para os plasmões na

ausência do grafeno, ωC, calculadas através da equação (5.40). Ao sistema 1 correspondem os parâmetros d = 15 µm,
a = h = 7.5 µm, ε1 = 1, ε2 = 2 e θ = 0; ao sistema 2 correspondem os parâmetros d = 1530 nm, a = 420 nm,

h = 70 nm, ε1 = 1, ε2 = 2 e θ = 80◦ [134].

Sistema 1 Sistema 2

EF (eV) ωR (THz) ωG (THz) ωC (THz) ωR (THz) ωG (THz) ωC (THz)

0.2 6.96 3.07

∼ 7

10.1 9.60

∼ 1000
0.4 7.46 4.34 14.1 13.6

0.5 7.60 4.85 15.6 15.2

0.6 7.54 5.31 17.1 16.6

A observação da coluna “Sistema 1” da tabela anterior permite confirmar que, como adiantado
anteriormente, a posição da ressonância dos plasmões não varia segundo

√
EF, não apresentando sequer

uma variação monótona. De facto, neste caso, a energia da ressonância é essencialmente controlada
pelo valor da ressonância do metal ranhurado na ausência do grafeno (isto é, tem-se ωR ≈ ωC) —o
que é consistente com uma fraca influência do grafeno nas propriedades electrónicas do sistema 1.

81
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Observando, por sua vez, que os plasmões permitidos no condutor perfeito na ausência de grafeno
têm uma frequência estimada4 ωC muito próxima dos valores t́ıpicos de ωG, este resultado sugere que
ocorre uma hibridização entre os plasmões suportados individualmente pelo grafeno e pelo condutor,
o que resulta numa modulação efectiva da sua frequência no sistema combinado do condutor perfeito
com o grafeno —em suma, ωR é o resultado de uma interferência entre ωG e ωC.

De modo a, por um lado, confirmar este resultado e, por outro lado, tentar determinar qual
dos suportes (grafeno ou condutor) tem uma maior influência na energia dos plasmões, é necessário
considerar um sistema para o qual ωG e ωC sejam muito diferentes, de modo a que a hibridização
entre os dois modos seja menor. Notando que ωC ∝ 1/h, enquanto que ωG ∝ 1/

√
d (ou seja, ωG tem

uma variação mais lenta com a variação da escala do problema do que ωC), o ideal para este fim é
considerar um sistema de dimensões mais reduzidas. Para este efeito, considere-se agora um sistema 2,
de dimensões d = 1530 nm, a = 420 nm e h = 70 nm, de acordo com a configuração de um problema
semelhante a este estudado experimentalmente por Thackray et al. [134]. Considerando ainda que,
neste sistema, ε1 = 1 e ε2 = 2, foram introduzidos na coluna “Sistema 2” da Tabela 5.1, os valores de
ωG e ωC para este sistema, de onde se conclui que a nova configuração serve o propósito pretendido,
já que ωC � ωG. Para este novo sistema, foram ainda calculadas as curvas de reflectância de modo
análogo ao sistema anterior, obtém-se o gráfico apresentado na figura 5.13.
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Figura 5.13: Representação gráfica da

reflectância de um condutor perfeito ranhurado
revestido por grafeno, em função da frequência
da radiação incidente, para vários valores da
energia de Fermi do grafeno, e considerando

sempre Γ = 4 meV. Foram utilizados os
parâmetros d = 1530 nm, a = 420 nm,
h = 70 nm, ε1 = 1, ε2 = 2 e θ = 80◦, em

concordância com o artigo de Thackray et
al. [134]. Observa-se, neste caso, uma segunda

ressonância para a curva azul (que também
existe para as restantes curvas, para energias
superiores), e que é consistente com modos

plasmónicos n = ±5.

As curvas de reflectância para este sistema caracterizam-se igualmente por uma forte ressonância
numa determinada frequência ωR, a qual foi registada na coluna “Sistema 2” da Tabela 5.1 para
cada valor de energia de Fermi considerado. Comparando os valores de ωR com os respectivos de ωG,
observa-se uma correspondência notável, apesar de ωC ter um valor muito superior a ambos. De facto,
os valores obtidos para ωR têm agora uma variação mais regular e aproximada da variação com

√
EF,

o que é indicativo de uma maior influência do grafeno nos plasmões deste sistema, comparativamente
com o anterior. Assim, conclui-se que, neste sistema, o grafeno tem uma maior influência na energia
dos plasmões do que o condutor sem grafeno —o qual simplesmente provoca um ligeiro desvio para o
azul dos modos plasmónicos, em relação aos modos no grafeno isolado.

Uma evidência mais intuitiva destes resultados pode ser obtida pela análise da distribuição dos
campos eléctrico e magnético para o caso do sistema 2, por comparação com os resultados obtidos para
o sistema 1. Para esse efeito, estes campos estão representados nas figuras 5.15 e 5.16, respectivamente
para os casos em que não existe grafeno [considerando σ(ω) = 0] e onde são colocadas tiras de grafeno
entre as regiões I e II.

Note-se, contudo, que estes campos foram calculados com recurso às equações (5.77) e (5.78) e às
análogas para o campo eléctrico, obtidas pela equação (D.10). Deste modo, os campos representados
nas figuras referidas não são exclusivamente plasmónicos, mas antes representam a resposta do sistema
à incidência de radiação na sua superf́ıcie, a qual vai ser influenciada pelos modos plasmónicos excitados

4A partir do gráfico da figura 5.9 (onde se representam em simultâneo as dispersões na presença e ausência de grafeno),
pode ser calculado que a intersecção da dispersão na ausência de grafeno com a linha da luz ocorre para uma frequência
ωC ≈ 6.44 THz; deste modo conclui-se que a estimativa realizada (ωC ∼ 7 THz) é muito boa.
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na mesma. Assim, é importante reter que estes gráficos não têm exactamente o mesmo significado
que os gráficos 5.5 e 5.10, respectivamente, pois esses correspondem aos campos na ausência de campo
incidente; no entanto, esta diferença não condiciona as conclusões que serão retiradas de seguida.

Comparando, em primeiro lugar, as figuras 5.5 e 5.10 (referentes ao sistema 1), observa-se que a
introdução do grafeno no sistema não altera significativamente a distribuição dos campos no sistema,
como já discutido. Este comportamento é consistente com a observação de que a introdução do
grafeno apenas torna os plasmões excitáveis, mas não lhes altera significativamente a energia (ver
coluna “Sistema 1” da Tabela 5.1) —que continua a ser dominada pelos plasmões do condutor sem
grafeno. Assim, neste sistema, o grafeno tem uma influência reduzida nos plasmões, e esse resultado
estende-se naturalmente aos campos.

Por contraste, comparando as figuras 5.15 e 5.16 (referentes ao sistema 2), observa-se um evidente
contraste originado pela introdução do grafeno no sistema 2. Em particular, os campos são, nessa
situação, significativamente mais intensos no interior das ranhuras, o que é devido a um maior confi-
namento dos mesmos imposto pela presença do grafeno. Esta comparação é realizada no gráfico da
figura 5.14, onde se observa que, na fronteira entre as regiões I e II, o campo eléctrico na presença de
grafeno é cerca de 3 vezes maior. Assim, neste caso, a influência do grafeno na distribuição dos campos
é notável, o que é consistente com a análise realizada de que os plasmões suportados neste sistema são
muito mais fortemente influenciados pelo grafeno do que pelo condutor (como se depreende da coluna
“Sistema 2” da Tabela 5.1).

-200 -100 0 100 200
0.0

0.2
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0.6

0.8

1.0
Figura 5.14: Representação gráfica do campo

eléctrico total, E, na fronteira entre as regiões I
e II do sistema, na ausência (azul) e presença
(laranja) de grafeno. Uma vez que o campo

eléctrico total não é cont́ınuo através do
grafeno, optou-se por representá-lo em y = 0−,

ou seja, dentro da ranhura, na região
−a/2 < x < a/2. Utilizaram-se as dimensões do
sistema 2, ou seja, d = 1530 nm, a = 420 nm,
h = 70 nm, ε1 = 1, ε2 = 2 e θ = 80◦, e, para o
grafeno, EF = 0.5 eV e Γ = 4 meV, tal como

nas figuras 5.15 e 5.16.

Esta análise dá por conclúıdo o estudo acerca da existência de plasmões de superf́ıcie em condutores
perfeitos. Em suma, concluiu-se que, para que os modos plasmónicos sejam admitidos na superf́ıcie,
são necessárias ranhuras na mesma. No entanto, para que estes modos sejam excitáveis através da
incidência de radiação, é necessária a introdução de grafeno no sistema.
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Figura 5.15: Representação gráfica do (a) campo magnético total, (b) campo eléctrico total (e respectivas linhas de
campo), (c) componente x e (d) componente y do campo eléctrico, numa célula unitária do sistema correspondente a

um condutor perfeito com ranhuras sem revestimento de grafeno. Foram consideradas ranhuras de dimensões
d = 1530 nm, a = 420 nm e h = 70 nm. Outros parâmetros: ε1 = 1, ε2 = 2 e θ = 80◦. Foi ainda escolhida a frequência
ω = 17.6 THz. Os gráficos (a) e (b) estão normalizados ao seu máximo na área representada, enquanto os campos (c) e

(d) estão normalizados ao máximo do gráfico (b).
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5.3. SUPERFÍCIE RANHURADA REVESTIDA COM GRAFENO

0.4

0.6

0.8

1.0

(a)

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

(b)

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

(c)

-0.5

0

0.5

1.0

(d)

Figura 5.16: Representação gráfica do (a) campo magnético total, (b) campo eléctrico total (e respectivas linhas de
campo), (c) componente x e (d) componente y do campo eléctrico, numa célula unitária do sistema correspondente a
um condutor perfeito com ranhuras revestidas com grafeno. Foram consideradas ranhuras de dimensões d = 1530 nm,
a = 420 nm e h = 70 nm. Outros parâmetros: ε1 = 1, ε2 = 2 e θ = 80◦. Para o grafeno, considerou-se EF = 0.5 eV e
Γ = 4 meV, tendo sido escolhida a frequência de ressonância ω = 17.6 THz para estes parâmetros, de acordo com a

Tabela 5.1. Os gráficos (a) e (b) estão normalizados ao seu máximo na área representada, enquanto os campos (c) e (d)
estão normalizados ao máximo do gráfico (b). O grafeno surge representado por uma linha cont́ınua branca.
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Caṕıtulo 6

Rede de Difracção Baseada em Grafeno

Para terminar este trabalho, será de seguida estudado um problema conceptualmente diferente dos
problemas anteriores. Se até este ponto foram estudadas, em fases diferentes, nanoestruturas seme-
lhantes com e sem grafeno (de modo a avaliar o impacto do mesmo nos resultados), neste caṕıtulo
serão estudadas nanoestruturas exclusivamente compostas de grafeno. Primeiro, considerar-se-á uma
rede de difracção composta por tiras infinitas deste material, e calcular-se-ão as suas propriedades
ópticas —reflectância, transmitância e absorvância; em segundo lugar, será considerada uma tira de
grafeno isolada, e será caracterizado o espalhamento de radiação devido à mesma.

Para estudar ambos os casos, será introduzido um método anaĺıtico aproximado, com base num
resultado electromagnético denominado condição de borda que será discutido ao longo deste caṕıtulo.
Ficará claro que este método, apesar de aproximado, permite obter resultados satisfatórios para as na-
noestruturas consideradas, evitando uma morosa e pesada computação numérica exigida pelo método
exacto semi-anaĺıtico.

6.1 Rede de Difracção

Em primeiro lugar, considere-se uma rede de difracção composta por infinitas tiras de grafeno de
largura w e separadas por uma distância L− w, de modo a que o sistema apresente uma simetria de
translação de L na direcção x. Assume-se que as fitas não têm espessura e são infinitas na direcção z.
A envolver a rede encontram-se dois meios dieléctricos, de permitividades ε1 e ε2, denominados meio
1 e meio 2, tal como apresentado na figura 6.1.

w

L

θ

ki

⊗Bi

Ei

kr
n

kt
n

ε1
ε2

z x

y

Figura 6.1: Representação esquemática da rede de difracção estudada. Cada tira de grafeno, assinalada a azul, é
infinita na direcção z. A representação dos vectores kr

n e kt
n é apenas ilustrativa.

Assuma-se agora que é impingida na rede uma onda electromagnética plana, com uma polarização
TM, de frequência ω e com uma inclinação θ. Sem perda de generalidade, considera-se que a incidência
ocorre a partir do meio 1. Os campos eléctrico e magnético que descrevem esta onda, relacionados
pela equação (D.10), são dados pelas expressões

Bi(r) = Bi
0e

iki·rẑ, Ei(r) = −c
2Bi

0

ε1ω

(
kiyx̂− kixŷ

)
eik

i·r, (6.1)

onde, nas expressões anteriores, se omitiu uma variação temporal da forma e−iωt (como será sempre
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feito doravante), e onde ki = kixx̂ + kiyŷ, definindo-se, com o aux́ılio da equação (D.16),

kix = ki sin(θ), kiy = ki cos(θ), ki ≡
√
ε1ω

c
. (6.2)

Por sua vez, e como é bem conhecido [135], a incidência de radiação numa rede resulta num
espalhamento da mesma em todas as direcções —fenómeno denominado de difracção. Deste modo, os
campos reflectidos e transmitidos —ou seja, aqueles que, após a incidência, são espalhados de volta
para o meio 1, ou atravessam a rede para o meio 2, respectivamente— devem ser descritos por uma
sobreposição de ondas planas que se propagam em todas as direcções,

Br(r) = ẑ
∞∑

n=−∞
Aneik

r
n·r, Er(r) =

c2

ωε1

∞∑
n=−∞

An
(
krnyx̂ + krnxŷ

)
eik

r
n·r, (6.3)

Bt(r) = ẑ

∞∑
n=−∞

Cneik
t
n·r, Et(r) = − c2

ωε2

∞∑
n=−∞

Cn
(
ktnyx̂− ktnxŷ

)
eik

t
n·r, (6.4)

onde ‘r’ denota os campos reflectidos, ‘t’ denota os campos transmitidos, e kr
n = krnxx̂ − krnyŷ e

kt
n = ktnxx̂ + ktnyŷ. Para descrever completamente os campos reflectido e transmitido, é necessário

determinar os coeficientes An e Cn, que correspondem ao peso relativo de cada onda difractada, e
ainda krnx, krny, k

t
nx e ktny, que descrevem a respectiva direcção.

Para encontrar estes valores, observe-se, em primeiro lugar, que os campos eléctrico e magnético
devem obedecer a equações de onda da forma das expressões (D.13) e (D.14), tal como imposto pelas
equações de Maxwell (ver apêndice D). Usando este resultado para os campos magnéticos, obtém-se

∇2Br − ε1
c2
∂2Br

∂t2
=

[
−(krn)2 +

ε1ω
2

c2

]
Br = 0 ⇒ (krnx)2 +

(
krny
)
2 =

ε1ω
2

c2
, (6.5)

∇2Bt − ε2
c2
∂2Bt

∂t2
=

[
−
(
ktn
)
2 +

ε2ω
2

c2

]
Bt = 0 ⇒

(
ktnx
)
2 +

(
ktny
)
2 =

ε2ω
2

c2
. (6.6)

Como tal, esta condição fixa a norma dos vectores kr
n e kt

n. Por outro lado, a natureza periódica da
rede obriga a que os campos respeitem o Teorema de Bloch [35,36], pelo que estes devem apresentar,
em particular, a propriedade

Bi/r/t(r + Lx̂) = eik
i
xLBi/r/t(r), (6.7)

e analogamente para o campo eléctrico. Combinando a equação anterior —para cada caso: incidente,
reflectido ou transmitido— com as equações (6.1), (6.3) e (6.4), obtém-se a condição

krnx = ktnx = kix +
2πn

L
, (6.8)

que restringe a componente x dos vectores kr
n e kt

n. Assim, estes vectores ficam totalmente deter-
minados através das condições (6.5), (6.6) e (6.8). Uma vez que a norma destes vectores está fixada
pela frequência da onda incidente, mas a respectiva componente x pode ser arbitrariamente grande
(em valor absoluto), então, para determinados valores suficientemente grandes de |n|, a respectiva
componente y será imaginária. Estes modos não são propagantes, pois não transportam energia para
o campo distante, e, por esse motivo, não são contabilizados para o cálculo das propriedades ópticas
do sistema, como será discutido à frente.

Para descrever completamente o problema, restam apenas os coeficientes An e Cn, que devem
ser determinados com recurso às condições fronteira do sistema. Devido à simetria de translação do
problema, basta aplicar estas condições numa célula unitária do sistema (por exemplo, entre −L/2 e
L/2) e determinar os campos nesta região; os campos no restante espaço são trivialmente obtidos pela
equação (6.7), devido ao Teorema de Bloch.
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Em primeiro lugar, a equação (D.36) impõe a continuidade da componente tangencial do campo
eléctrico através de qualquer interface, pelo que na interface entre os meios 1 e 2, é verdadeira a
equação

Ei
x(x, 0) + Er

x(x, 0) = Et
x(x, 0). (6.9)

Por outro lado, segundo a equação (D.37), a componente tangencial do campo magnético é des-
cont́ınua através de uma superf́ıcie onde existem correntes. Segundo a Lei de Ohm, a densidade
superficial de correntes numa dada interface, K, relaciona-se com o campo eléctrico a si tangente, ES,
pela expressão

K = σ(ω)ES. (6.10)

No presente caso, ES = [Ei
x(x, 0) + Er

x(x, 0)]x̂ = Et
x(x, 0)x̂ e σ(ω) é a condutividade do grafeno,

dada pela expressão (2.93),

σ(ω) =
e2

π~

(
EF

Γ− i~ω

)
, (6.11)

pelo que as correntes superficiais no grafeno são da forma

K(ω, r) = Kx(ω, x)x̂ = σ(ω)Et
x(x, 0)x̂ ⇒ Kx(ω, x) = σ(ω)Et

x(x, 0), (6.12)

e a condição fronteira (D.37) resulta em

Bi(x, 0) +Br(x, 0)−Bt(x, 0) = −µ0Kx(ω, x). (6.13)

Em prinćıpio, as equações (6.9), (6.12) e (6.13) são suficientes para determinar os coeficientes An
e Cn, e assim resolver o problema. No entanto, como se pode facilmente verificar, a sua resolução
envolve a diagonalização de uma matriz de dimensão arbitrariamente grande, que só pode ser resolvida
computacionalmente —por este motivo, este método será doravante designado de semi-anaĺıtico. Esta
abordagem tem duas desvantagens: por um lado, a sua resolução computacional é, em geral, lenta e
pesada; por outro lado, os coeficientes são obtidos apenas numericamente, o que dificulta a análise
dos mesmos, nomeadamente no que respeita à sua variação com os parâmetros do sistema. Assim,
seria muito vantajoso encontrar um método alternativo, de preferência totalmente anaĺıtico, capaz de
produzir resultados fiáveis e que, ao mesmo tempo, não só evitasse a utilização de recursos computa-
cionais, como também fornecesse expressões anaĺıticas para os coeficientes An e Cn, que facilitariam
a sua análise.

Para desenvolver um método com estas caracteŕısticas —denominado anaĺıtico—, será introduzida
agora a assumpção central deste problema: a condição de borda1. Esta condição foi demonstrada no
Apêndice H, e o seu principal resultado indica que, na vizinhança da borda de uma tira condutora
bidimensional posicionada em ρ, a densidade de corrente deve variar segundo

|K(x ≈ ρ)| ∝
√
|x− ρ|, (6.14)

onde |x− ρ| é a distância à borda. No presente caso, esta condição deve verificar-se em ambas as
bordas das fitas de grafeno.

Com base nesta informação, poderá ser assumida, de uma forma tão astuta quanto posśıvel, uma
forma plauśıvel para a densidade superficial de cargas no grafeno. Essa assumpção pode depois ser
utilizada nas equações (6.12) e (6.13) de modo a facilitar a resolução do problema.

Com base na argumentação anterior, considere-se então uma densidade de corrente da forma

K(ω, x) =
Bi

0c

w
χ(ω)

√(w
2

)2
− x2Θ

(w
2
− |x|

)
eik

i
xx(−x̂). (6.15)

Para a construção da expressão anterior, foram, em primeiro lugar, separadas as variáveis x e ω,
sendo χ(ω) uma função desconhecida que contém toda a informação sobre a dependência espectral

1Na versão original [136], esta condição tem o nome de edge condition, e não deve ser confundida com as condições
fronteira do problema, boundary conditions.
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da densidade de corrente. A sua variação espacial corresponde à restante expressão, onde o termo√
(w/2)2 − x2 garante a obediência à condição de borda (ver figura 6.2); o termo Θ(w/2− |x|), cor-

respondente a uma função de Heaviside, garante que só existem correntes onde existe grafeno; e
finalmente, o termo eik

i
xx garante a obediência ao Teorema de Bloch. Adicionalmente, foi escolhida

a direcção −x̂ para as correntes por ser esta a direcção do campo incidente no plano do grafeno.
As constantes Bi

0c/w foram introduzidas arbitrariamente de modo a que χ(ω) tenha unidades de
condutividade.
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Figura 6.2: Representação gráfica
da dependência espacial da

densidade de correntes no grafeno,
Kx, no interior da fita de grafeno
(−w/2 < x < w/2); a azul está a
função considerada [cf. equação

(6.12)] e a laranja está a
dependência imposta pela condição

de borda, junto de x = ±w/2.

Através desta consideração, as equações (6.9), (6.12) e (6.13) formam agora um sistema fechado
que pode ser resolvido analiticamente, como se demonstrará agora. Escrevendo estas equações na sua
forma expĺıcita, obtém-se

−B
i
0c

w
χ(ω)eik

i
xx

√(w
2

)2
− x2Θ

(w
2
− |x|

)
= −σ(ω, x)c2

ωε2

∞∑
n=−∞

Cnk
t
nye

iktnxx, (6.16a)

− c2

ωε1
Bi

0k
i
ye

ikixx +
c2

ωε1

∞∑
n=−∞

Ank
r
nye

ikrnxx = − c2

ωε2

∞∑
n=−∞

Cnk
t
nye

iktnxx, (6.16b)

Bi
0e

ikixx +
∞∑

n=−∞
Aneik

r
nxx −

∞∑
n=−∞

Cneik
t
nxx = µ0

Bi
0c

w
χ(ω)eik

i
xx

√(w
2

)2
− x2Θ

(w
2
− |x|

)
. (6.16c)

Estas podem ser agora multiplicadas por uma função e−ik
t
mxx e integradas na célula unitária da rede,

ou seja, pode ser-lhes aplicada a operação
∫ L/2
−L/2 dx eik

t
mxx, o que, lembrando que kix−ktmx = −2mπ/L

e krnx − ktmx = ktnx − ktmx = 2(n−m)π/L, resulta em

Bi
0c

w
χ(ω)

∫ w/2

−w/2
dx e−i 2mπx

L

√(w
2

)2
− x2 =

σ(ω)c2

ωε2

∞∑
n=−∞

Cnk
t
ny

∫ w/2

−w/2
dx ei

2(n−m)πx
L , (6.17a)

Bi
0k

i
y

∫ L/2

−L/2
dx e−i 2mπx

L −
∞∑

n=−∞
Ank

r
ny

∫ L/2

−L/2
dx ei

2(n−m)πx
L =

ε1
ε2

∞∑
n=−∞

Cnk
t
ny

∫ L/2

−L/2
dx ei

2(n−m)πx
L , (6.17b)

Bi
0

∫ L/2

−L/2
dx e−i 2mπx

L +

∞∑
n=−∞

(An − Cn)

∫ L/2

−L/2
dx ei

2(n−m)πx
L = µ0

Bi
0c

w
χ(ω)

∫ w/2

−w/2
dx e−i 2mπx

L

√(w
2

)2
− x2.(6.17c)

Visto que todos os integrais têm solução anaĺıtica, dada por [137]∫ L/2

−L/2
dx ei

2(n−m)πx
L = Lδnm,

∫ w/2

−w/2
dx ei

2(n−m)πx
L =

L

π(m− n)
sin

[
πw(m− n)

L

]
, (6.18)

∫ w/2

−w/2
dx e−i

2mπx
L

√(w
2

)2
− x2 =

Lw

4m
J1

(πwm
L

)
, (6.19)
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onde J1(x) é uma função de Bessel do primeiro tipo [123], obtém-se finalmente

Bi
0c

w
χ(ω)

Lw

4m
J1

(πwm
L

)
=
σ(ω)c2

ωε2

∞∑
n=−∞

Cn
ktnyL

π(m− n)
sin

[
πw(m− n)

L

]
, (6.20a)

Bi
0k

i
yLδm0 −AmkrmyL =

ε1
ε2
Cmk

t
myL, (6.20b)

Bi
0Lδm0 + (Am − Cm)L = µ0

Bi
0c

w
χ(ω)

Lw

4m
J1

(πwm
L

)
. (6.20c)

A equação (6.20b) é a equação formalmente mais simples do sistema, e pode escrever-se na forma

Am = Bi
0

kiy
kr0y

δm0 −
ε1
ε2

ktmy
krmy

Cm. (6.21)

Utilizando esta relação na equação (6.20c), obtém-se, por sua vez,

Cm = Bi
0

(
1 +

ε1
ε2

ktmy
krmy

)−1 [(
1 +

kiy
kr0y

)
δm0 − µ0cχ(ω)

1

4m
J1

(πwm
L

)]
. (6.22)

Resta apenas resolver a equação (6.20a) para obter χ(ω). Para simplificar essa expressão, é conve-
niente somá-la em m (também entre −∞ e ∞), ou seja,

Bi
0c

w
χ(ω)

∞∑
m=−∞

w

4m
J1

(πwm
L

)
=
σ(ω)c2

ωε2π

∞∑
n=−∞

Cnk
t
ny

π [137]︷ ︸︸ ︷
∞∑

m=−∞

1

(m− n)
sin

[
πw(m− n)

L

]
(6.23)

=
σ(ω)c2

ωε2
Bi

0

∞∑
n=−∞

(
ε2k

r
nyk

t
ny

ε2krny + ε1ktny

)[(
1 +

kiy
kr0y

)
δn0 − µ0cχ(ω)

1

4n
J1

(πwn
L

)]
, (6.24)

ou, agrupando os termos em χ(ω),

χ(ω)
1

4

∞∑
n=−∞

1

n
J1

(πwn
L

)[
1 +

µ0σ(ω)c2

ωε2

(
ε2k

r
nyk

t
ny

ε2krny + ε1ktny

)]
=
σ(ω)c

ωε2

(
ε2k

r
0yk

t
0y

ε2kr0y + ε1kt0y

)(
1 +

kiy
kr0y

)
.

(6.25)
Definindo a função adimensional

D(ω) ≡ 1

4

∞∑
n=−∞

1

n
J1

(πwn
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)[
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σ(ω)

ωε0
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krnyk
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)]
, (6.26)

obtém-se, finalmente,

χ(ω) =
σ(ω)

D(ω)

c

ω

(
kr0yk

t
0y

ε2kr0y + ε1kt0y

)(
1 +

kiy
kr0y

)
. (6.27)

Uma vez conhecida a função χ(ω), a função K(ω, x) [equação (6.15)] fica completamente determi-
nada, e torna-se posśıvel calcular completamente os coeficientes An e Cn, dados por

An

Bi
0

=
kiy
kr0y

δn0 −
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ε1k
t
ny

ε2krny + ε1ktny

)(
1 +

kiy
kr0y

)[
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1
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(6.28)

Cn

Bi
0

=
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ny

ε2krny + ε1ktny

)(
1 +
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)[
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σ(ω)

D(ω)

1
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(πwn
L

)( kr0yk
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ε2kr0y + ε1kt0y

)]
. (6.29)
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Assim, como tinha sido antecipado, este método permite obter expressões anaĺıticas para os coefi-
cientes que determinam os campos em qualquer ponto do espaço, bem como para a função χ(ω), que
determina igualmente a densidade superficial de correntes no grafeno.

Uma vez determinados os campos, é usual definir grandezas denominadas reflectância (R), trans-
mitância (T ) e absorvância (A), que quantificam, respectivamente, a percentagem da energia incidente
—contida nos campos incidentes— que é reflectida para o meio 1, transmitida para o meio 2, e ab-
sorvida pela rede. Estas grandezas constituem os denominados parâmetros ópticos do sistema. No
apêndice D.3 está presente uma demonstração de que estes parâmetros relacionam-se com os coefici-
entes An e Cn pelas expressões

R =
∑
n∈MP

krn
kin

∣∣∣∣AnBi
0

∣∣∣∣2, T =
ε1
ε2

∑
n∈MP

ktn
kin

∣∣∣∣CnBi
0

∣∣∣∣2, A = 1−R− T , (6.30)

onde a notação ‘MP’ denota que a soma deve ser realizada apenas sobre os modos propagantes. Como
discutido anteriormente, os modos propagantes são aqueles descritos por um n tal que krny ou ktny são
reais. A combinação das equações (6.5), (6.6) e (6.8) permite expressar estes componentes como

krny =

√
ε1ω

2

c2
−
(
kix +

2nπ

L

)2

, ktny =

√
ε2ω

2

c2
−
(
kix +

2nπ

L

)2

, (6.31)

de onde se retira [analogamente ao realizado na secção 5.2.2, cf. equação (5.57)] que são apenas
propagantes, no meio i, os modos correspondentes a −Ni ≤ n ≤ N ′i , onde

Ni =

⌊
L

2π

√
εiω

c
[1 + sin(θ)]

⌋
, N ′i =

⌊
L

2π

√
εiω

c
[1− sin(θ)]

⌋
. (6.32)

Contudo, neste problema em concreto, observar-se-á que a região de interesse relativa às proprie-
dades ópticas do sistema corresponde a ω . 10 THz. Nesta escala de frequências, considerando que a
periodicidade do sistema é L ∼ 5 µm, apenas o modo n = 0 é propagante —resultado que é transversal
às configurações experimentais t́ıpicas [4]. Assumindo ainda, por simplicidade, uma incidência normal
(θ = 0), então as funções R, T e A—denominadas, de agora em diante, funções ópticas— simplificam
para

R(ω) =

∣∣∣∣A0

Bi
0

∣∣∣∣2 =

∣∣∣∣1− ( 2
√
ε1√
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√
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)[
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π

8cε0

(
1√
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√
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)]∣∣∣∣2, (6.33)
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(
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√
ε2

)]∣∣∣∣2, (6.34)

com A(ω) = 1−R(ω)−T (ω). A partir das expressões anteriores, foi calculada a variação espectral des-
tas grandezas, para o caso de incidência normal, e os respectivos resultados encontram-se apresentados
no gráfico da figura 6.3.

Analisando a representação gráfica referida, torna-se claro que as funções ópticas exibem uma
uma forte ressonância numa determinada frequência ω0, perto da qual a reflectância e a absorvância
aumentam significativamente, enquanto que a transmitância diminui em conformidade com estas. Por
outro lado, longe da ressonância, a rede de difracção aparenta ser essencialmente “transparente” à
radiação incidente, praticamente só existindo transmitância.

Esta transparência pode ser facilmente comprovada analisando o comportamento de R e T perto
de ω = 0: neste limite, a absorvância torna-se efectivamente nula, mas a transmitância tende para
um valor ligeiramente inferior a 1, Tmax = 0.99485, enquanto que a reflectância tende para um valor
ligeiramente superior a 0, Rmin = 0.00515. Este comportamento é muito interessante, pois corresponde
exactamente aos valores obtidos para a transmitância e a reflectância na interface entre dois meios
dieléctricos com as permitividades ε1 e ε2 —as quais, como se demonstra no Apêndice I, são dadas
por

R =

(√
ε1 −

√
ε2√

ε1 +
√
ε2

)2

' 0.00515, T =

√
ε1
ε2

(
2
√
ε2√

ε1 +
√
ε2

)2

' 0.99485, (6.35)
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Figura 6.3: Representações gráficas
de R, T e A em função de ω, para

os parâmetros: L = 4 µm,
w = 2 µm, θ = 0, ε1 = 3, ε2 = 4,
EF = 0.5 eV e Γ = 3 meV. Na
figura, está ainda identificada a
frequência de ressonância destas

grandezas, ω0 = 4.62 THz, e o valor
assimptótico de R e T quando
ω → 0 (neste limite, A → 0).

para os valores ε1 e ε2 usados na figura 6.3.
Resta agora compreender o motivo da existência de uma ressonância tão proeminente perto de

ω0. Analisando a forma das expressões (6.33) e (6.34), depreende-se que estas ressonâncias deverão
ser resultantes das ráızes da função D(ω), dada pela equação (6.26), que correspondem a pólos das
funções R(ω) e T (ω), bem como da função χ(ω). Analisando a forma da equação (6.26), verifica-se
que função D(ω) corresponde a um somatório no qual o n-ésimo termo é igual a zero para

ε1
κrny

+
ε2
κtny

+ i
σ(ω)

ωε0
= 0, (6.36)

onde se definiu κ
r/t
ny = ik

r/t
ny = [(kix + 2nπ/L)2 − ε1/2ω2/c2]1/2. Comparando a equação anterior com

a equação (3.15), verifica-se que esta corresponde à dispersão de plasmões de superf́ıcie de momento
qn = kix + 2nπ/L numa folha de grafeno. Assim, conclui-se que as ressonâncias das funções ópticas
correspondem à excitação de plasmões nas tiras de grafeno da rede de dispersão. Uma vez que o termo
J1(wnπ/L)/n presente no somatório da definição da função D(ω) atribui um maior peso relativo aos
termos de menor |n|, e como o termo correspondente a n = 0 não tem nenhuma raiz, as contribuições
mais importantes para os pólos das funções ópticas correspondem aos termos n = ±1. Assim, no caso
de incidência normal, os plasmões excitados têm um momento, em módulo, q ≈ q1 = 2π/L.

Uma estratégia alternativa que permite confirmar esta conclusão passa por avaliar variação da
posição de ω0 com certos parâmetros do sistema. Nesse sentido, foram, em primeiro lugar, listados
quais os parâmetros com influência nos resultados, tendo sido escolhido os seguintes: as energias de
Fermi, EF, e de amortecimento, Γ, do grafeno; a largura das fitas de grafeno, w, e a periodicidade do
sistema, L; o ângulo de incidência, θ, da radiação; as permitividades ε1 e ε2. De seguida, todos estes
parâmetros (ou combinações destes, como w/L ou ε1/ε2) foram variados independentemente uns dos
outros, e foi registada a respectiva variação de ω0, bem como de outras caracteŕıstcas da ressonância.
Os detalhes e resultados deste estudo estão apresentados no Apêndice J. De todos os resultados obtidos
neste estudo, há dois particularmente interessantes:

• O primeiro resultado a realçar é a variação de ω0 com a energia de Fermi, EF, apresentado
no gráfico da figura J.2(a). Como é claro a partir do gráfico da figura J.2(e), a posição da
ressonância varia com a energia de Fermi como

ω0 ∝
√
EF. (6.37)

Notando adicionalmente que, no grafeno, EF ∝
√
ne [cf. equação (3.19)], onde ne é a concen-

tração de portadores de carga no grafeno, então obtém-se o comportamento alternativo

ω0 ∝ n1/4e . (6.38)
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Este comportamento é bem viśıvel no gráfico da figura 6.4(a), constrúıdo a partir do modelo
anaĺıtico desenvolvido, e constitui uma assinatura t́ıpica da presença de plasmões no sistema,
como já discutido no caṕıtulo 3.

• O segundo resultado importante é a variação de ω0 com a largura das fitas, w, mantendo-se fixo
rácio de preenchimento, w/L = 1/2, tal como apresentado na figura J.4(a). O gráfico da figura
J.4(e) demonstra que, nestas condições, se obtém o comportamento

ω0 ∝ 1/
√
w. (6.39)

Por outro lado, foi argumentado anteriormente que os plasmões excitados na fitas de grafeno
devem ter um momento q ≈ 2π/L. Visto que, neste estudo, foi mantido o rácio w/L = 1/2,
tem-se que q ≈ π/w. A partir desta relação entre w e q, o comportamento verificado para ω0

pode ser reescrito como

ω0 ∝
√
q, (6.40)

o que corresponde ao comportamento observado no gráfico 6.4(b). É imediato que este resultado
é coerente com a dispersão dos plasmões no grafeno, dado pela equação (3.18).
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Figura 6.4: Representações gráficas da posição da ressonância ω0 em função (a) da densidade de portadores de carga no
grafeno, ne, e (b) do momento dos plasmões de superf́ıcie, q ≈ π/w. Para ambas as representações, foram utilizados os
parâmetros Γ = 3 meV, θ = 0, ε1 = 3 e ε2 = 4. Adicionalmente, na figura (a) considerou-se L = 4 µm e w = 2 µm, e na

figura (b) EF = 0.5 eV e L = 2w. Em ambas as figuras, estão também representados ajustes realizados aos pontos
obtidos, com as formas e os parâmetros apresentados na figura.

Esta análise fornece duas evidências adicionais da natureza plasmónica das ressonâncias observadas
na figura 6.3. Torna-se, deste modo, claro que a rede de difracção é, em geral, transparente à radiação
incidente, excepto se a frequência desta for adequada para excitar os seus modos plasmónicos. Nesse
caso, esta irá absorver uma porção de energia incidente para os excitar, o que irá influenciar significa-
tivamente as suas propriedades ópticas, observando-se um aumento considerável da reflectância e da
absorvância nestas condições. Este resultado é consistente com a bem conhecida transparência quase
total do grafeno na região viśıvel do espectro electromagnético [1, 103], uma vez que a radiação nesta
gama de frequências é demasiado energética para excitar plasmões na sua superf́ıcie.

Por fim, é importante realçar que esta análise constitui uma demonstração da enorme utilidade
do método anaĺıtico desenvolvido. De facto, através do método exacto semi-anaĺıtico, não só não
seria posśıvel realizar a análise que levou à equação (6.36) —a qual permite demonstrar a natureza
plasmónica das ressonâncias de um modo muito elegante—, como o tempo de computação necessário
para construir uns gráficos como os da figura 6.4 seria incomparavelmente maior do que o necessário
utilizando este método.
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Finda esta análise, observe-se agora que, para além dos coeficientes An e Cn, está técnica permitiu
adicionalmente determinar χ(ω), o que corresponde à dependência espectral da densidade superficial
de correntes admitida pela condição de borda [equação (6.15)]. Esta foi determinada a partir da
equação (6.27), e a sua representação está realizada na figura 6.5.
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Figura 6.5: Representação gráfica
da dependência espectral χ(ω)
—nas suas partes real (azul) e

imaginária (laranja)— da
densidade de correntes nas fitas de

grafeno que compõem a rede de
difracção. Utilizaram-se os

parâmetros: L = 4 µm, w = 2 µm,
EF = 0.5 eV, Γ = 3 meV, θ = 0 e
ε1 = 3, ε2 = 4. A ressonância
ocorre para ω0 = 4.62 THz.

O gráfico da figura 6.5 é muito interessante, pois permite observar que a função χ(ω) é visivelmente
modulada por uma função Lorentziana [138] com uma forte ressonância numa determinada frequência
ω0. Esta frequência de ressonância é, para uns mesmos parâmetros, igual à observada para as funções
ópticas (como pode ser observado nas legendas das figuras 6.3 e 6.5). Observando a forma da Lei de
Ohm [equação (6.10)], torna-se evidente que existe uma relação entre a função χ(ω) (que representa a
dependência espectral da densidade de corrente) e a condutividade σ(ω) do sistema; por este motivo,
e visto que χ(ω) foi definindo com unidades de condutividade, esta função pode ser interpretada como
uma condutividade efectiva da rede de difracção. Este comportamento efectivo já foi verificado em
estudos anaĺıticos exactos, não só em sistemas compostos por tiras periódicas de grafeno [139], como
também em estruturas periódicas mais complexas [140].

Adicionalmente, note-se este comportamento é equivalente ao obtido, pelo modelo de Lorentz
[30, 124], para a condutividade de um meio dieléctrico dispersivo. Deste modo, o sistema composto
pela rede de difracção e pelos dieléctricos (não-dispersivos) ε1 e ε2 pode ser interpretado como sendo
equivalente a um sistema efectivo composto simplesmente por um meio dieléctrico dispersivo, com
uma permitividade efectiva εef(ω) obtida pelo modelo de Lorentz [a partir da condutividade χ(ω)].
Assim, conclui-se que, na prática, o grafeno apenas introduz dispersão no sistema.

Por outro lado, (e apenas em em tom de comentário), esta observação implica ainda que, tal como
no modelo de Lorentz, as partes real e imaginária de χ(ω) devem obedecer às relações de Kramers-
Kronig [31,124,141]. Estas relações são válidas para qualquer função complexa anaĺıtica no semi-plano
complexo superior —o que garante que a função χ(ω) não tem pólos nesta região— o que, por sua
vez, garante que a derivação realizada respeita o prinćıpio da causalidade.

Findo este comentário, é interessante representar igualmente os campos magnético e eléctrico numa
célula unitária da rede. Estes são calculados a partir das equações (6.1), (6.3) e (6.4), uma vez
conhecidos os coeficientes An e Cn, e estão representados na figura 6.6, para uma frequência próxima
da frequência de ressonância para os parâmetros apresentados.

Da análise das figuras referidas observa-se que, como imposto pelas condições fronteira, o campo
magnético é descont́ınuo através do grafeno, mas cont́ınuo onde este não existe. É também este o
comportamento verificado para a componente do campo eléctrico normal à superf́ıcie; apenas a com-
ponente tangencial deste é sempre cont́ınua. Por outro lado, o campo eléctrico apresenta uma maior
intensidade perto das bordas das fitas (como já observado em outros problemas), o que é consistente
com uma elevada densidade de cargas nesta região prevista pela condição de borda [cf. equação
(H.18)]. Esta acumulação de cargas resulta em que as extremidades de fitas cont́ıguas interajam como
dipólos eléctricos, observando-se, nessa região, linhas de campo que se assemelham, em certa medida,
esse comportamento [30].
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Figura 6.6: Representação gráfica do (a) campo magnético total, (b) campo eléctrico total (e respectivas linhas de
campo), (c) componente x e (d) componente y do campo eléctrico, para uma rede difracção de periodicidade L = 4 µm

e cujas tiras de grafeno (representadas por um traço branco) têm uma largura w = 2 µm. Os gráficos (a) e (b) estão
normalizados ao seu máximo na área representada, enquanto os campos (c) e (d) estão normalizados ao máximo do

gráfico (b). Restantes parâmetros: EF = 0.5 eV, Γ = 3 meV, ω = 5 THz, θ = 0, ε1 = 3 e ε2 = 4.

Por fim, e visto que este modelo foi desenvolvido a partir de uma hipótese, a sua validade tem que
ser atestada. A análise dos campos magnético e eléctrico foi coerente com os resultados esperados, o
que representa um bom indicador da validade do modelo, mas não é suficiente —em última análise, a
comparação mais leǵıtima deve ser feita com resultados experimentais. Esta comparação foi realizada
recentemente [4], não só com dados experimentais (de Ju et al. [116]), como também com a solução
exacta deste problema (método semi-anaĺıtico referido anteriormente). Para ambos os casos, observou-
se uma concordância aceitável, que vem confirmar este método como uma opção viável para o estudo
de problemas análogos ao estudado. Esta abordagem é particularmente útil quando o objectivo é
obter, de modo rápido (ainda que mais grosseiro), o comportamento geral do sistema considerado
—por exemplo, para ter uma estimativa minimamente rigorosa da aplicabilidade de um sistema a um
determinado fim.

De seguida, e de modo a ilustrar a versatilidade deste método, este será aplicado a um sistema
ligeiramente diferente daquele estudado nesta secção, composto exclusivamente por uma única fita de
grafeno isolada.
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6.2 Espalhamento por uma Fita de Grafeno

No seguimento do problema anterior, considere-se agora o caso particular em que existe apenas uma
fita de grafeno isolada, envolvida num meio dieléctrico uniforme de permitividade ε. Assume-se que
esta fita tem as mesmas caracteŕısticas das fitas consideradas no problema anterior, nomeadamente
uma largura w e comprimento infinito na direcção z. Mais uma vez, considerar-se-á que é impingida
na fita uma onda plana electromagnética de frequência ω e inclinação θ em relação à direcção normal
à fita, tal como representado na figura 6.7.
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Figura 6.7: Representação esquemática da fita de grafeno estudada, representada a azul. A fita é infinita na direcção z.
Os diferentes vectores ks

n distribuem-se em todas as direcções no plano xy —foi apenas representado um pequeno
conjunto, para ilustrar a situação.

Existem duas grandes diferenças conceptuais entre o problema da rede de difracção e o problema
da fita isolada: em primeiro lugar, este sistema não tem simetria de translação na direcção x, pois
existe apenas uma fita; em segundo lugar, já não faz sentido definir funções ópticas como reflectância
e transmitância, pois deixa de existir uma interface entre dois meios. Neste problema, a fita constitui
simplesmente um obstáculo à radiação, que consequentemente a irá espalhar em todas as direcções.
O objectivo deste estudo é caracterizar o espalhamento devido a essa interacção.

Deste modo, e como anteriormente, será admitido que as ondas incidentes são descritas pelos
campos

Bi(r) = Bi
0e

ik·rẑ, Ei(r) = −c
2Bi

0

εω
(kyx̂− kxŷ)eik·r, (6.41)

com k = kxx̂ + kyŷ, onde, analogamente à equação (6.2),

kx = k sin(θ), ky = k cos(θ), k =

√
εω

c
, (6.42)

e, como usualmente, se omite a dependência temporal da forma e−iωt.
Neste ponto, a resolução adoptada para o cálculo dos campos espalhados será significativamente

diferente daquela usada no problema anterior, pois basear-se-á nos potenciais electromagnéticos cor-
respondentes.

Considerem-se, como tal, os potenciais A e φ (designados, respectivamente, potencial vector e po-
tencial escalar), que se relacionam com os campos espalhados num determinado ponto pelas expressões
(D.57) e (D.59), ou seja,

BS(r) = −∇×A(r), ES(r) = −∂A(r)

∂t
−∇φ(r). (6.43)

Como é bem conhecido [30,31] e está demonstrado no apêndice D.4, existe uma liberdade de padrão
(gauge) associada à escolha dos potenciais electromagnéticos. Uma escolha habitual é o padrão de
Lorentz [31], correspondente à condição

∇ ·A(r) +
ε

c2
∂φ(r)

∂t
= 0, (6.44)
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no qual os potenciais obedecem a equações de onda,

∇2A(r)− ε

c2
∂2A(r)

∂t2
= −µ0J(r), ∇2φ(r)− ε

c2
∂2φ(r)

∂t2
= −ρ(r)

εε0
, (6.45)

onde J e ρ são as distribuições locais de corrente e carga. Estas distribuições relacionam-se pela
equação da continuidade (D.9),

∇ · J(r) +
∂ρ(r)

∂t
= 0. (6.46)

A equação (6.44) permite reescrever os potenciais A e φ com base numa única entidade vectorial,
π, através das expressões

A(r) =
ε

c2
∂π(r)

∂t
, φ(r) = −∇ · π(r). (6.47)

É trivial demonstrar que as equações anteriores satisfazem o padrão de Lorentz. À entidade π dá-se
usualmente o nome potencial de Hertz [31]. Nesta representação, os campos eléctrico e magnético
escrevem-se como

ES(r) = − ε

c2
∂2π(r)

∂t2
+ ∇[∇ · π(r)], (6.48)

BS(r) =
ε

c2
∇× ∂π(r)

∂t
. (6.49)

Por outro lado, o potencial de Hertz obedece também a uma equação de onda da forma

∇2π(r)− ε

c2
∂2π(r)

∂t2
= − 1

εε0
P, (6.50)

como se pode demonstrar utilizando a equação (6.47) na equação (6.45), e onde se define P tal que
J ≡ ∂P/∂t. Assumindo que π e J também variam harmonicamente no tempo, então J = −iωP, e a
equação (6.50) passa a

∇2π(r) + ε
ω2

c2
π(r) =

−i

εε0ω
J(r). (6.51)

É necessário, agora, resolver uma equação diferencial da forma

∇2π + k2π = j, (6.52)

onde

k2 = ε
ω2

c2
, j =

−i

εε0ω
J. (6.53)

De modo a resolver esta equação diferencial, é útil introduzir uma função de Green G(r, r′) tal que

∇2G
(
r, r′

)
+ k2G

(
r, r′

)
= −δ

(
r− r′

)
. (6.54)

Facilmente se demonstra que, agora, π(r) se relaciona com a função de Green como [123]

π(r) = −
∫

d3r′ j
(
r′
)
G
(
r, r′

)
. (6.55)

A equação (6.54) é uma equação diferencial muito estudada, chamada equação de Helmholtz, e a
sua solução é amplamente conhecida como sendo [123]

G
(
r, r′

)
=

eik|r−r′|

4π|r− r′| , (6.56)

pelo que

π(r) =
i

εε0ω

∫
d3r′ J

(
r′
) eik|r−r′|

4π|r− r′| . (6.57)
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Esta derivação permitiu encontrar uma expressão que determina o potencial π conhecendo a den-
sidade volúmica de corrente, J. Uma vez que, no sistema, apenas existem correntes na fita de grafeno,
J deve relacionar-se com a densidade superficial de correntes na fita, K, como

J(ω, r) = K(ω, r)δ(y), (6.58)

onde δ(y) é a função Delta de Dirac. Adicionalmente, e segundo a Lei de Ohm (2.39), a densidade de
correntes na superf́ıcie do grafeno deve ter a direcção do campo eléctrico na sua superf́ıcie; observando
a equação (6.41), fica claro que K deve ter a direcção −x̂.2 Por outro lado, explicitando que só deve
existir corrente onde existe grafeno, esta função pode ser escrita como

K(ω, x) = Kx(x)Θ
(w

2
− |x|

)
(−x̂), (6.59)

onde Θ(x) é a função de Heaviside. Na equação anterior, admitiu-se que K não deve depender da
variável z, devido à invariância de translação do sistema nesta direcção. Através destas simplificações,
chega-se ao resultado [137]

π(r) =
ix̂

εε0ω

∫ w/2

−w/2
dx′ K

(
x′
) ∫

dz′
eik
√

(x−x′)2+y2+(z−z′)2

4π
√

(x− x′)2 + y2 + (z − z′)2
(6.60)

=
−x̂

4εε0ω

∫ w/2

−w/2
dx′ K

(
x′
)
H

(1)
0

[
k
√

(x− x′)2 + y2
]
, (6.61)

onde H
(1)
0 (x) = J0(x) + iY0(x) é uma função de Hankel do primeiro tipo [127] (J0 e Y0 são funções de

Bessel).
A partir da expressão anterior e da equação (6.48), determina-se que o campo eléctrico espalhado

tem a forma

ES(r) = ∇[∇ · π(r)] +
εω2

c2
π(r) (6.62)

=
−1

4εε0ω

∫ w/2

−w/2
dx′ K

(
x′
)[∇ ∂

∂x
+
εω2

c2
x̂

]
H

(1)
0

[
k
√

(x− x′)2 + y2
]
. (6.63)

Para determinar totalmente o campo eléctrico espalhado, é necessário utilizar a forma expĺıcita de
K(x). Esta grandeza relaciona-se com o campo eléctrico tangente à fita de grafeno através da Lei
de Ohm [equação (2.39)] —onde, neste caso, devem ser contabilizadas as contribuições dos campos
incidente e espalhado. Admitindo, como discutido, que ambos têm apenas componente x, obtém-se
da equação (6.59) que

−K(x) = σ(ω)
[
Ei
x(x, 0) + ES

x(x, 0)
]
. (6.64)

Deste modo, substituindo a equação anterior na equação (6.63), resta apenas uma variável inde-
terminada, que é o próprio campo ES. No entanto, a equação resultante é uma equação integral que,
em prinćıpio, pode apenas ser resolvida numericamente.

Para evitar este processo, será novamente considerada a condição de borda para simplificar o
problema. De facto, visto que a fita considerada é completamente equivalente às fitas que compunham a
rede de difracção considerada na secção 6.1, então a densidade de corrente a considerar neste problema
deve ter uma forma análoga à equação (6.12), ou seja,

K(ω, x) =
Bi

0c

w
χ(ω)

√(w
2

)2
− x2eikxx, (6.65)

2Note-se que a corrente induzida no grafeno é devida ao campo total (incidente e espalhado) tangencial à sua superf́ıcie.
Para retirar a conclusão de que K ‖ x̂, assumiu-se desde logo que o campo eléctrico espalhado não vai ter nenhuma
componente na direcção ẑ. Esta é uma assumpção justa considerando que o grafeno é isotrópico [1], pelo que deve
conservar a invariância do sistema em z —não podendo, por esse motivo, dar origem um campo espalhado nessa direcção.
O sinal negativo foi introduzido arbitrariamente, de modo a que K aponte no mesmo sentido de Ei, na direcção x.
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onde agora foi omitida a função de Heaviside por estar já explicitada na equação (6.59). Naturalmente,
toda a análise desta equação realizada no problema anterior permanece válida neste problema.

Através desta simplificação, existem duas variáveis a ser determinadas —ES e χ— a partir do
sistema composto pelas equações (6.63) e (6.64). Inserindo a primeira equação na segunda, com o
aux́ılio das equações (6.41) e (6.65), obtém-se

Bi
0c

w

χ(ω)

σ(ω)

w

2

√
1− α2eikxαw/2 =

cBi
0√
ε

cos(θ)eikxαw/2−

− Bi
0c

w

χ(ω)

4εε0ω

εω2

c2

(w
2

)2 ∫ 1

−1
dα′

√
1− (α′)2eikxα

′w/2H
(1)
0

(
kw

2

∣∣α− α′∣∣)−
− Bi

0c

w

χ(ω)

4εε0ω

∫ 1

−1
dα′

√
1− (α′)2eikxα

′w/2 ∂
2

∂α2
H

(1)
0

(
kw

2

∣∣α− α′∣∣),
(6.66)

onde se introduziu a notação adimensional α ≡ 2x/w, α′ ≡ 2x′/w. O passo seguinte é integrar a
equação anterior em x em toda a largura da fita (ou, na nova notação, em α entre −1 e 1). Neste
processo surgem quatro integrais distintos para resolver. Os dois primeiros são triviais,∫ 1

−1
dα
√

1− α2eikxαw/2 =
2π

kxw
J1

(
kxw

2

)
,

∫ 1

−1
dα eikxαw/2 = 2 sinc

(
kxw

2

)
, (6.67)

onde J1(x) é uma função de Bessel do primeiro tipo [123] e sinc(x) ≡ sin(x)/x [130]. Por sua vez, e
apesar de ser menos óbvio, o integral

h
(
β, α′

)
≡
∫ 1

−1
dα H

(1)
0

(
β

2

∣∣α− α′∣∣) (6.68)

também tem solução anaĺıtica (a qual, por simplicidade, não será apresentada). Por fim, resta calcular
o integral

I
(
β, α′

)
≡
∫ 1

−1
dα

∂2

∂α2
H

(1)
0

(
β

2

∣∣α− α′∣∣). (6.69)

Para o fazer, é útil observar a propriedade [127]

∂2

∂α2
H

(1)
0

(
β

2

∣∣α− α′∣∣) = − ∂

∂α′
∂

∂α
H

(1)
0

(
β

2

∣∣α− α′∣∣), (6.70)

que permite reescrever a função I(β, α′) como

I
(
β, α′

)
= − ∂

∂α′

∫ 1

−1
dα

∂

∂α
H

(1)
0

(
β

2

∣∣α− α′∣∣) (6.71)

= − ∂

∂α′

[
H

(1)
0

(
β

2

∣∣1− α′∣∣)−H(1)
0

(
β

2

∣∣1 + α′
∣∣)]. (6.72)

Sobram agora os integrais em α′ presentes na equação (6.66); o primeiro tem a forma

F (β) =

∫ 1

−1
dα′

√
1− (α′)2eiβα

′/2h
(
β, α′

)
(6.73)

e, apesar de ter que ser resolvido numericamente, converge com facilidade. Por sua vez, o segundo
integral tem a forma

G(β) =

∫ 1

−1
dα′

√
1− (α′)2eikxα

′w/2I
(
β, α′

)
, (6.74)
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a qual pode ainda ser simplificada. Observando a forma da função I(β, α′) presente na equação (6.72)
e utilizando a regra de derivação do produto [122], obtém-se

G(β) = −
∫ 1

−1
dα′

√
1− (α′)2eikxα

′w/2 ∂

∂α′

[
H

(1)
0

(
β

2

∣∣1− α′∣∣)−H(1)
0

(
β

2

∣∣1 + α′
∣∣)] (6.75)

= −
∫ 1

−1
dα′

∂

∂α′

{√
1− (α′)2eikxα

′w/2
[
H

(1)
0

(
β

2

∣∣1− α′∣∣)−H(1)
0

(
β

2

∣∣1 + α′
∣∣)]}+

+

∫ 1

−1
dα′

∂

∂α′

{√
1− (α′)2eikxα

′w/2
}[
H

(1)
0

(
β

2

∣∣1− α′∣∣)−H(1)
0

(
β

2

∣∣1 + α′
∣∣)]. (6.76)

O termo presente na segunda linha da equação anterior é facilmente calculável com recurso ao
Teorema Fundamental do Cálculo [122], correspondendo trivialmente a√

1− (α′)2eikxα
′w/2

[
H

(1)
0

(
β

2

∣∣1− α′∣∣)−H(1)
0

(
β

2

∣∣1 + α′
∣∣)]∣∣∣∣1

α′=−1
= 0. (6.77)

Deste modo, realizando a derivada presente na última linha da equação (6.76), a função G(β) escreve-se
como

G(β) =

∫ 1

−1
dα′

 ieikxα
′w/2

{[
1− (α′)2

]
kxw/2 + iα′

}
√

1− (α′)2

[H(1)
0

(
β

2

∣∣1− α′∣∣)−H(1)
0

(
β

2

∣∣1 + α′
∣∣)].

(6.78)
O integral anterior não tem solução anaĺıtica mas, uma vez que está agora livre de derivadas, é muito
simples de computar numericamente.

Terminada esta derivação, e recordando as definições das equações (6.73) e (6.78), a equação (6.66)
pode ser resolvida para χ(ω), obtendo-se o resultado

χ(ω) =
w2 cos(θ)√

ε
sinc

(
kxw

2

){
1

σ(ω)

πw

2kx
J1

(
kxw

2

)
+

ω

4ε0c2

(w
2

)3
F (kxw) +

w/2

4εε0ω
G(kxw)

}−1
.

(6.79)
Conhecida a função χ(ω), fica imediatamente determinada a densidade superficial de cargas no

grafeno, K(x), através da equação (6.64). A sua dependência espectral está representada no gráfico
da figura 6.8.
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Figura 6.8: Representação gráfica
da dependência espectral χ(ω)
—nas suas partes real (azul) e

imaginária (laranja)— da
densidade de correntes na fita de

grafeno. Utilizaram-se os
parâmetros: w = 4 µm,

EF = 0.4 eV, Γ = 4 meV, θ = 0 e
ε = 4. A ressonância ocorre para

ω0 = 3.18 THz.

Comparando as figuras 6.8 e 6.5, observa-se uma grande semelhança entre as densidades de cor-
rente obtidas nos problemas da rede de difração e da fita de grafeno isolada. Este resultado não é
surpreendente, pois a fita considerada neste problema é fisicamente igual às fitas que compunham a
rede no sistema anterior. Deste modo, toda a análise realizada à forma obtida para a densidade de
corrente nesse problema estende-se naturalmente também a este.
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CAPÍTULO 6. REDE DE DIFRACÇÃO BASEADA EM GRAFENO

Esta discussão sugere ainda que, neste caso, as ressonâncias se devam igualmente a excitações
plasmónicas na fita de grafeno. Para confirmar este resultado, foram novamente registadas as variações
da posição da ressonância, ω0, com a variação da energia de Fermi do grafeno, EF, e a largura da fita,
w. Seguindo um procedimento análogo ao realizado no problema da rede de difracção, concluiu-se

desta análise que ω0 varia proporcionalmente a n
1/4
e e

√
q, como está representado na figura 6.9. Este

resultado vem confirmar que a ressonância verificada para χ(ω) corresponde, como no caso anterior,
à excitação de um plasmão de superf́ıcie na fita de grafeno.
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Figura 6.9: Representações gráficas da posição da ressonância ω0 em função (a) da densidade de portadores de carga no
grafeno, ne, e (b) do momento dos plasmões de superf́ıcie, q ≈ π/w. Para ambas as representações, foram utilizados os

parâmetros Γ = 4.1 meV, θ = 0, ε = 4. Adicionalmente, na figura (a) considerou-se w = 4 µm, e na figura (b)
EF = 0.5 eV. Em ambas as figuras, estão também representados ajustes realizados aos pontos obtidos, com as formas e

os parâmetros apresentados na figura.

O potencial de Hertz pode agora ser encontrado através da combinação da equação (6.61) com a
equação (6.65), de onde se obtém

π(r) =
−x̂

4εε0ω

Bi
0c

w
χ(ω)

∫ w/2

−w/2
dx′

√(w
2

)2
− (x′)2eikxx

′
H

(1)
0

[
k
√

(x− x′)2 + y2
]
. (6.80)

Determinado este potencial, os campos espalhados podem ser calculados através das equações
(6.48) e (6.49). Em particular, através da última equação, o campo magnético espalhado em r =
r cos(φ)x̂ + r sin(φ)ŷ tem o valor

BS(r) = − iωε

c2
∇× π(r)

= iBi
0ẑχ(ω)

µ0ckr sin(φ)

4w

∫ w/2

−w/2
dx′ eik cos(θ)x

′
√(w

2

)2
− (x′)2

H
(1)
1

[
k
√

(r cos(φ)− x′)2 + r2 sin2(φ)

]
√

(r cos(φ)− x′)2 + r2 sin2(φ)
.

(6.81)

Para campo distante, r � x′ (ou seja, r � w), e a expressão anterior pode ser simplificada para

BS(r) = −Bi
0

iµ0c

4

√
iπ

2k
χ(ω) sin(φ)

J1[kw cos(θ)/2]

cos(θ)

eikr√
r

ẑ, (6.82)

onde se usou a aproximação assimptótica [127]

H(1)
α (β) ∼

√
2

πβ
exp
[
i
(
β − απ

2
− π

4

)]
, (6.83)
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válida para β � 1, e ainda a aproximação (r cos(φ)− x′)2 + r2 sin2(φ) ≈ r2. Note-se que, longe da fita,
BS(r) decai com 1/

√
r, como é caracteŕıstico das ondas ciĺındricas [136]. Este resultado é coerente com

o facto de, quando w � r, a largura da fita se tornar desprezável, e esta corresponder essencialmente
a um fio. No entanto, devido ao factor sin(φ) presente na equação (6.82), o campo magnético nunca
adquire simetria ciĺındrica, ou seja, mesmo no limite em que a fita corresponde a um fio, o campo
magnético conserva a informação da sua orientação espacial. Este resultado estende-se também ao
campo eléctrico, para o qual, realizando uma análise análoga para ES(r), se conclui que, em r � w,
apenas sobrevive uma componente x̂ que decai com 1/

√
r.

Os comportamentos agora descritos podem ser facilmente observados nos gráficos da figura 6.10,
onde estão representados o campo magnético e o campo eléctrico numa vizinhança da fita.
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Figura 6.10: Representação gráfica do (a) campo magnético total, (b) campo eléctrico total (e respectivas linhas de
campo), (c) componente x do campo eléctrico e (d) componente y do campo eléctrico, para uma fita de grafeno de

largura L = 2 µm, envolvida num meio dieléctrico de permitividade ε = 4. Os gráficos (a) e (b) estão normalizados ao
seu máximo na área representada, enquanto os campos (c) e (d) estão normalizados ao máximo do gráfico (b). Os
restantes parâmetros usados foram usados os parâmetros: EF = 0.4 eV, Γ = 4.1 meV e θ = 0. Foi usada, para a

radiação incidente, a frequência de ressonância para os parâmetros já apresentados.

Comparando estes gráficos com aqueles obtidos para a rede de difracção, apresentados na figura 6.6,
verifica-se que o comportamento obtido para o campo magnético junto da fita isolada é semelhante
ao obtido para cada fita da rede de difracção. No entanto, esta observação não é válida para o
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campo eléctrico, onde o perfil obtido para as linhas de campo em redor da fita isolada foi ligeiramente
diferente daquele observado para a rede. Apesar de, em ambos os casos, se ter observado uma maior
acumulação de cargas nas bordas das fitas —como sugerido pela condição de borda—, a interacção
“dipolar” ocorre, no primeiro caso, entre as duas bordas da mesma fita, enquanto que, no segundo
caso, ocorre entre bordas opostas de fitas cont́ıguas. Esta comparação sugere que a interacção inter-
fitas é maior que a interacção intra-fitas. Este comportamento poderá ser devido a uma blindagem
desta interacção pelos electrões livres na fita de grafeno, que não existem no espaço entre as diferentes
fitas.

Por fim, para um objecto bidimensional iluminado por radiação TM, é usual definir-se uma grandeza

σ2DS (φ, ω) = lim
r→∞

2πr

∣∣∣∣BS
z (r)

Bi
0

∣∣∣∣2 , (6.84)

denominada “secção eficaz de radar” (radar cross-section, RCS) ou “comprimento de espalhamento”
(scattering width) [136, 142], que tem unidades de comprimento e corresponde a uma medida da
detectabilidade do campo espalhado pelo objecto por um detector colocado no campo distante, numa
determinada coordenada azimutal φ. A partir da expressão (6.82), conclui-se facilmente que

σ2DS (φ, ω) =
(µ0c

4

)2 π2
k
|χ(ω)|2J

2
1 [kw cos(θ)/2]

cos2(θ)
sin2(φ). (6.85)

A expressão anterior permite concluir que a RCS é máxima na direcção normal à fita de grafeno
independentemente do ângulo de incidência da radiação; por sua vez, um radar colocado no plano da
fita de grafeno não o consegue detectar. Este comportamento é viśıvel no gráfico da figura 6.11(a),
onde se representou a função (6.84) antes de ser tomado o respectivo limite em r. Esta representação
permite observar que, em termos práticos, o limite r → ∞ é válido a apenas uns micrómetros de
distância da fita.
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Figura 6.11: Variação (a) espacial [calculada antes de tomar o limite na equação (6.84)] e (b) espectral da secção eficaz
de radar para a fita de grafeno. No gráfico (a), a fita de grafeno surge representada por um traço branco, e usaram-se

os parâmetros EF = 0.4 eV, Γ = 4.1 meV, w = 4 µm, θ = 0, ε = 4 e a frequência de ressonância para estes parâmetros,
ω0 = 3.22 THz. Na figura (b), e para além dos indicados na figura, usaram-se os parâmetros Γ = 4.1 meV, w = 4 µm,

θ = 0 e ε = 4. Nesta figura está assinalada a frequência de ressonância ω0 utilizada no gráfico da figura (a).
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Por sua vez, a variação espectral de σ2DS é caracterizada por uma forte ressonância numa frequência
ω0, tal como apresentado no gráfico da figura 6.11(b). Esta ressonância, para uns mesmos parâmetros,
ocorre para a mesma frequência observada na figura 6.8,3 a qual, como discutido, é devida à excitação
de modos plasmónicos na fita de grafeno. Assim, depreende-se que a excitação de plasmões potencia
um maior espalhamento da radiação incidente, o que é consistente com os resultados obtidos no
problema da rede de difracção, onde a transparência do sistema diminúıa significativamente nesta
região. Adicionalmente, o gráfico da figura 6.11(b) permite ainda observar que, naturalmente, a
“visibilidade” da fita por um detector aumenta quanto maior o seu tamanho (a largura w) ou a sua
energia de Fermi EF. A posição da ressonância, por sua vez, varia com estes parâmetros da mesma
forma que χ(ω), coerentemente com a natureza plasmónica da ressonância.

Esta análise dá por terminado o estudo dos problemas de uma rede de difracção composta por
fitas de grafeno e o espalhamento de radiação numa fita de grafeno isolada. A resolução de ambos os
problemas teve em comum a utilização da condição de borda de modo a simplificar o seu tratamento.
Esta técnica provou ser capaz de encontrar soluções anaĺıticas para os problemas considerados, o que
tem duas grandes vantagens: não só a sua implementação numérica é muito rápida e leve, como
também permite retirar conclusões importantes acerca do comportamento dos sistemas. A validade
desta aproximação foi ainda discutida, para o caso da rede de difracção, tendo sido conclúıdo que os
resultados obtido são bastante satisfatórios, principalmente se o objectivo é avaliar o comportamento
geral do sistema.

3Este resultado segue directamente do facto de a única dependência espectral da RCS provir do termo |χ(ω)|2.
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Caṕıtulo 7

Conclusões

Em jeito de conclusão, serão, seguidamente, discutidas as principais técnicas e os principais resultados
usadas e obtidos ao longo deste trabalho. Esta discussão centrar-se-á nos estudos desenvolvidos nos
caṕıtulos 4, 5 e 6, pois áı se concentram as contribuições originais desta dissertação.

Começando pelo caṕıtulo 4, referente ao estudo de uma nanoestrutura com a geometria de uma
cunha infinita, a análise deste problema dividiu-se em dois casos distintos: o caso mais simples da
cunha isolada, e o caso mais complexo da cunha com um revestimento de grafeno. Para ambos os
casos, foi considerado apenas o limite electrostático, para simplificar a sua resolução.

No que respeita a cunha sem grafeno, foram, em primeiro lugar, recuperados os resultados de
Dobrzynski e Maradudin [2] relativamente à dispersão dos plasmões de superf́ıcie numa cunha metálica
envolvida num dieléctrico; adicionalmente, foi demonstrado que estes modos não são suportados se a
cunha é dieléctrica.

Por outro lado, no caso da cunha revestida por grafeno, concluiu-se que o problema se complexifica
consideravelmente por comparação ao caso mais simples, não sendo posśıvel, nessa situação, encontrar
uma solução anaĺıtica para a dispersão dos plasmões. Por simplicidade, foi apenas considerado o caso
em que a cunha é dieléctrica, e, nessas condições, demonstrou-se que a dispersão dos plasmões na
cunha é equivalente à dispersão dos mesmos numa folha plana de grafeno envolvida por um meio
dieléctrico com uma determinada permitividade efectiva. Determinou-se ainda que esta permitividade
depende apenas da geometria da cunha e da permitividade dos meios envolventes à mesma, sendo
independente das caracteŕısticas da folha de grafeno. Este resultado tem uma elevada importância
pois significa que, para um dado sistema, é necessário determinar apenas uma vez esta permitividade
efectiva, e a dispersão fica determinada para qualquer frequência ou energia de Fermi da folha de
grafeno.

Para encontrar essa permitividade efectiva, foi desenvolvido um método numérico com base na
expansão do potencial em polinómios de Laguerre, o qual provou convergir mais facilmente no caso
dos modos ı́mpares, como discutido no Apêndice G. Os resultados deste método foram comparados
com resultados do mesmo problema resolvido através do método de elementos finitos, com recurso ao
software comercial COMSOL Multiphysics, tendo sido obtida uma concordância assinalável [5].

Assim, em suma, pode ser conclúıdo que foi encontrado um método eficiente para a determinação
dos modos plasmónicos suportados por uma cunha dieléctrica revestida por grafeno. A abordagem
utilizada tem a vantagem de poder ser facilmente adaptada ao problema de um guia de ondas, reali-
zando apenas uma troca dos dois meios envolventes ou, alternativamente, redefinindo adequadamente
o ângulo da cunha.

Para o sistema considerado neste trabalho, foi determinado um número reduzido de modos, mas,
em prinćıpio, o número de modos bem descritos pode aumentar facilmente considerando mais termos
na expansão do potencial; no entanto, este processo implica, naturalmente, um aumento na capaci-
dade de computação necessária. Comparando os resultados apresentados neste trabalho com aqueles
apresentados na referência [5], pode observar-se que o método numérico converge mais facilmente
para a geometria de guia de ondas. Por fim, é importante referir que este método não é facilmente
generalizável para o caso da cunha metálica, o que constitui uma limitação do mesmo.

Seguidamente, no caṕıtulo 5, considerou-se o problema da existência de plasmões de superf́ıcie
num condutor perfeito. Em primeiro lugar, demonstrou-se que os plasmões de superf́ıcie não são
suportados por uma superf́ıcie lisa perfeitamente condutora. Para contornar este problema, foram
introduzidas ranhuras rectangulares nessa superf́ıcie, e foram considerados dois casos alternativos: o
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CAPÍTULO 7. CONCLUSÕES

caso mais simples, sem grafeno, e o caso mais complexo, onde as ranhuras foram cobertas por tiras
deste material.

Começando pelo caso mais simples, demonstrou-se em primeiro lugar que a introdução das ranhu-
ras resulta em que passem a ser suportados modos plasmónicos pelo condutor perfeito. Com base na
abordagem de Maradudin, Sambles e Barnes [3], foi calculada a relação de dispersão para os plasmões
de superf́ıcie, tendo sido encontrados dois modos: um modo subluminal, não-radiativo, e um modo
sobreluminal, radiativo, que intersecta a dispersão da luz. De seguida, foi calculado o espectro de
reflectância deste sistema, mas determinou-se que, independentemente da sua frequência, toda a ra-
diação incidente na superf́ıcie é reflectida pelo condutor. Este comportamento decorre do facto de
estar a ser considerado um condutor perfeito descrito por uma constante dieléctrica real e infinita,
que é incapaz de absorver energia e consequentemente de excitar plasmões através da incidência de
radiação na sua superf́ıcie.

Para contornar esta limitação, foi de seguida considerado o caso em que são colocadas tiras de
grafeno na interface entre os dieléctricos no interior e exterior das ranhuras. De modo a encontrar
os modos plasmónicos permitidos pelo novo sistema, foi adoptado um procedimento semelhante ao
anterior, mas a sua resolução numérica provou ser consideravelmente mais complexa. Através do
método exacto, foi obtida uma multitude de soluções para o problema; no entanto, destas, apenas
duas foram consideradas f́ısicas, por três motivos principais: (i) o comportamento destes dois modos
é, por um lado, semelhante ao caso sem grafeno (apenas mais energético, o que é consistente com
a comparação entre as interfaces planas metal/dieléctrico e metal/grafeno/dieléctrico, estudadas no
caṕıtulo 3) e, por outro lado, destaca-se dos restantes, que são muito planos (quase independentes
de q); (ii) apenas essas duas soluções são recuperadas quando é empregue um método aproximado
para encontrar os modos próprios do sistema (método esse que provou ser muito preciso no caso
sem grafeno); (iii) o terceiro motivo —e aquele determinante para esta conclusão— é de que, quando
calculado o espectro de reflectância deste problema (o qual é calculado de forma independente), apenas
se identifica uma ressonância consistente com o modo “f́ısico” radiativo.

No entanto, reconhecidamente, esta análise carece de uma prova mais rigorosa que permita, com
segurança, descartar os modos “não-f́ısicos” do problema, a qual não foi encontrada no âmbito desta
dissertação. Por esse motivo, as conclusões apresentadas relativamente a este comportamento devem
ser entendidas como plauśıveis, mas não como definitivas —estas correspondem simplesmente a uma
interpretação dos resultados, e não a uma afirmação. De modo a clarificar esta questão, esta análise
carece de um entendimento mais profundo da F́ısica do problema, pelo que este continuará a ser
estudado em trabalho futuro.

Por outro lado, e independentemente desta análise, o espectro de reflectância foi estudado para dois
problemas distintos, o que permitiu concluir que os modos plasmónicos deste problema correspondem
a hibridizações entre os modos plasmónicos permitidos pelo condutor ou pelo grafeno individualmente;
adicionalmente, concluiu-se que se a energia dos plasmões próprios do grafeno e do condutor são da
mesma ordem de grandeza, os plasmões hibŕıdos são maioritariamente influenciados pelo condutor; no
entanto, se estas energias são muito diferentes, a única ressonância que surge nas curvas de reflexão é
a associada exclusivamente ao grafeno, embora o metal tenha um impacto significativo na intensidade
do campo dentro das ranhuras.

Por fim, é interessante notar que, em prinćıpio, os resultados encontrados para este problema não
sofreriam alterações se, em vez de pequenas tiras, a superf́ıcie ranhurada fosse revestida por uma
folha de grafeno plana e infinita. Esta expectativa decorre do facto de o campo eléctrico tangente a
qualquer interface ser cont́ınuo através da mesma, pelo que, como não existe campo eléctrico tangencial
na superf́ıcie do condutor, também não existirá campo tangente nessa região se lá existir uma folha
de grafeno. Esta observação tem uma elevada importância pois, a ńıvel experimental, é enormemente
mais simples revestir uma superf́ıcie ranhurada por uma folha de grafeno do que por pequenas tiras
colocadas apenas nas ranhuras.

Finalmente, no caṕıtulo 6, foi considerado um problema conceptualmente diferente dos anteriores,
pois foram consideraras estruturas exclusivamente compostas por grafeno. Em primeiro lugar, estudou-
se uma rede de difracção composta por um arranjo periódico de tiras infinitas deste material, onde
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incidia um campo electromagnético com frequência e ângulo de incidência arbitrários. O objectivo
deste problema era encontrar uma solução completamente anaĺıtica para as propriedades ópticas da
rede de difracção —nomeadamente, a reflectância, transmitância e absorvância. Para tal, utilizou-se
a condição de borda derivada por Rothwell e Cloud [136] para intuir uma expressão para a densidade
superficial de cargas na superf́ıcie de cada fita de grafeno. Esta expressão simplificou consideravelmente
o problema, que passou a ter uma solução anaĺıtica —ao contrário do método exacto, que teria que ser
resolvido numericamente. Observou-se deste modo que a fita é essencialmente transparente à radiação
excepto na vizinhança de uma determinada frequência, a qual foi identificada como a frequência
de excitação de um modo plasmónico na fita de grafeno. Para avaliar a validade da aproximação
efectuada, os resultados obtidos foram comparados quer com os obtidos pelo método exacto, quer os
obtidos experimentalmente, onde se mostrou que os resultados aproximados foram concordantes com
o método numérico (considerado exacto) [4].

De seguida, e de modo a mostrar a versatilidade do método, foi estudado o caso de uma única fita
de grafeno isolada. Nesta fita incidia igualmente um campo electromagnético arbitrário, e o objectivo
desse problema era determinar de que forma os campos eram espalhados pela interacção com a fita. Foi
utilizada, neste problema, uma formulação diferente (baseada nos potenciais electromagnéticos), mas
utilizou-se novamente a condição de borda para intuir a densidade superficial de cargas, e a resolução
tornou-se, a partir desse ponto, relativamente simples, tendo sido obtidas expressões anaĺıticas para
os campos espalhados, e tendo sido novamente identificadas ressonâncias consistentes com excitações
plasmónicas na fita.

Assim, demonstrou-se que este método constitui uma alternativa simples e rápida à resolução
exacta do problema, permitindo, ao mesmo tempo, obter resultados concordantes. O facto de este
permitir obter soluções anaĺıticas permite ainda alcançar uma maior compreensão acerca da F́ısica do
problema, nomeadamente perceber qualitativamente como é que os parâmetros do mesmo influenciam
os resultados de interesse.
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Apêndices

A. Bandas de Energia do Grafeno no Formalismo de Se-

gunda Quantificação

O objectivo deste apêndice é derivar novamente as equações (2.20) e (2.25), correspondentes, res-
pectivamente, à relação de dispersão e às funções de onda que descrevem as bandas de energia do
grafeno, utilizando o formalismo de segunda quantificação [113]. Para além de esta demonstração ser
mais elegante do que aquela apresentada na secção 2.1, será útil para introduzir este formalismo que
será também usado na secção 2.2.

Como visto na secção 2.1, no modelo tight-binding considerado, cada átomo só interage com os seus
primeiros vizinhos, que no caso do grafeno são três. A energia desta interacção é −t. Considerem-se
agora operadores de criação de estados de posição nas sub-redes A e B, a†Rn

e b†Rn
, tais que, se |0〉 é

o estado de vácuo,

|Rn〉A = a†Rn
|0〉, |Rn〉B = b†Rn

|0〉, (A.1)

e ainda os respectivos operadores de destruição associados, aRn
e bRn

,

aRn
|Rn〉A = |0〉, bRn

|Rn〉B = |0〉. (A.2)

Estes operadores obedecem às regras de anti-comutação canónicas para fermiões [113],{
aRn

, a†Rn

}
=
{
bRn

, b†Rn

}
= 1, (A.3)

com todas as outras combinações destes operadores a anti-comutarem. Nesse caso, o Hamiltoniano
que descreve a interacção apresentada é dado, em segunda quantificação, por

H = −t
∑
Rn

∑
∆

(
a†Rn

bRn+∆ + aRn
b†Rn+∆

)
(A.4)

=
∑
Rn

∑
∆

[
a†Rn

b†Rn+∆

]
·
[

0 −t
−t 0

]
·
[
aRn

bRn+∆

]
, (A.5)

onde o somatório em Rn percorre todas posições dos átomos da sub-rede A, e o somatório em ∆
percorre os seus correspondentes primeiros vizinhos, todos da sub-rede B, dados por

∆ ∈ {δ, −a2 + δ, −a1 − a2 + δ} ≡ G∆, (A.6)

o que perfaz todas as interacções entre quaisquer dois átomos da rede. A forma da equação (A.5) sugere
que a matriz quadrada do seu lado direito corresponde à representação matricial do Hamiltoniano no
espaço das posições, escrito na base dos operadores aRn

e bRn+∆. A sua representação em segunda
quantificação preserva os seus elementos de matriz, que são, em particular, nulos entre dois átomos da
sub-rede A, 〈Rn|H|Rm〉, ou dois átomos da sub-rede B, 〈Rn + u1|H|Rm + u2〉 (u1,u2 ∈ G∆), bem
como entre átomos de sub-redes diferentes que não sejam primeiros vizinhos. Por outro lado, no caso
de primeiros vizinhos, verifica-se facilmente que 〈Rn + u1|H|Rn〉 = 〈Rm|H|Rm + u2〉 = −t.

Apesar de este Hamiltoniano descrever as interacções pretendidas, não está ainda diagonalizado.
Para tal, considerem-se os operadores de criação e destruição de estados de momento, que se relacionam
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com os operadores análogos na base das posições através de transformadas de Fourier

aRn
=

1√
N

∑
k

eik·Rnak, bRn
=

1√
N

∑
k

eik·Rnbk, (A.7)

e respectivos complexos conjugados. Verifica-se facilmente que estes operados preservam as relações
de anti-comutação canónicas, isto é, todos os anti-comutadores são zero à excepção de{

ak, a
†
k

}
=
{
bk, b

†
k

}
= 1. (A.8)

Usando as relações (A.7) no Hamiltoniano (A.5), obtém-se

H =
−t
N

∑
Rn

∑
∆

∑
k,k′

[
e−ik·Rna†keik

′·(Rn+∆)b
k′ + e−ik·(Rn+∆)b†keik

′·Rna
k′

]
(A.9)

=
−t
N

∑
k,k′

[∑
Rn

ei(k−k′)·Rn

][(∑
∆

eik
′·∆

)
a†kbk′ +

(∑
∆

e−ik·∆

)
b†kak′

]
. (A.10)

Notando agora que o somatório em Rn na equação anterior corresponde simplesmente a Nδk,k′

(como demonstrado no apêndice A.1), e definindo ainda

g(k) ≡
∑
∆

e−ik·∆, (A.11)

obtém-se

H = −t
∑
k

[
g∗(k)a†kbk + g(k)b†kak

]
(A.12)

= −t
∑
k

[
a†k b†k

]
·
[

0 g∗(k)
g(k) 0

]
·
[
ak

bk

]
. (A.13)

A equação anterior explicita que, na base dos operadores V ≡
[
ak bk

]T
, o Hamiltoniano do

sistema no espaço dos momentos tem a representação matricial

H = −t
[

0 g∗(k)
g(k) 0

]
, (A.14)

escrevendo-se, em segunda quantificação, como

H = −t
∑
k

V † ·H · V. (A.15)

O objectivo seguinte é encontrar a base na qual o Hamiltoniano anterior é diagonal. Admitindo
que U é uma matriz unitária que admite a inversa U−1 = U †, então

H = −t
∑
k

V † · U · U † ·H · U · U † · V. (A.16)

Escrevendo o Hamiltoniano na forma anterior, torna-se evidente que a matriz U † representa uma
transformação linear que torna o Hamiltoniano diagonal na base V ′ ≡ U † · V , se U for tal que
H ′ ≡ U † ·H · U é uma matriz diagonal. Este é o caso se U for uma matriz composta pelos vectores
próprios de H dispostos em colunas. Este é um exerćıcio trivial de Álgebra Linear [143], do qual se
obtém que os valores próprios E±(k) e os vectores próprios W±(k) são dados por

E±(k) = ±|g(k)|, W± =
1√
2

 1

±
√

g(k)

g∗(k)

 , (A.17)
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pelo que

U =
1√
2

 1 1√
g(k)

g∗(k)
−
√

g(k)

g∗(k)

 , (A.18)

e ainda, finalmente,

H ′ = U † ·H · U =

[
|g(k)| 0

0 −|g(k)|

]
, (A.19)

V ′ = U † · V ≡
[
c1k
c2k

]
=

1√
2


ak +

√
g∗(k)

g(k)
bk

ak −
√
g∗(k)

g(k)
bk

 . (A.20)

O Hamiltoniano, na nova base, toma a forma diagonal

H = −t
∑
k

|g(k)|
[
c†1kc1k − c

†
2kc2k

]
, (A.21)

onde, por definição, os operadores c1k e c2k encontrados, e respectivos complexos conjugados, são
chamados operadores de criação e destruição de estados de Wannier [113]. Verifica-se facilmente que
estes novos operadores obedecem às relações canónicas de anti-comutação,{

cik, c
†
jk

}
= δij , i, j = 1, 2, (A.22)

sendo todos os restantes anti-comutadores nulos. Assim, conclui-se que a matriz U † representa uma
transformação canónica da base.

A.1 Soma de Bloch

O objectivo deste sub-apêndice é demonstrar que∑
Rn

eik·Rn = Nδk,0, (A.23)

onde o somatório é sobre o vector posição Rn de todos os N átomos de uma dada rede, sendo, em
três dimensões, dado por

Rn ≡ Rn1,n2,n3 = n1a1 + n2a2 + n3a3, (A.24)

e k é um vector da rede rećıproca desta rede,

k ≡ km1,m2,m3 =
m1

N1
b1 +

m2

N2
b2 +

m3

N3
b3, (A.25)

onde os ni e mi (i = 1, 2, 3) são números inteiros, e Ni é o número de átomos na direcção i, tal que
N = N1N2N3.

O primeiro caso a considerar é aquele no qual k = 0. Nesse caso, tem-se simplesmente∑
Rn

1 = N. (A.26)
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Porém, se k 6= 0, então, fazendo explicitamente o produto interno,∑
Rn

eik·Rn =
∑
Rn

exp

[
i

(
n1
m1

N1
a1 · b1 + n2

m2

N2
a2 · b2 + n3

m3

N3
a3 · b3

)]
(A.27)

=

[
N1−1∑
n1=0

exp

(
2πi

n1m1

N1

)][N2−1∑
n2=0

exp

(
2πi

n2m2

N2

)][N3−1∑
n2=0

exp

(
2πi

n3m3

N3

)]
(A.28)

=
3∏
j=1

Nj−1∑
nj=0

exp

(
2πi

njmj

Nj

), (A.29)

onde, na transição da primeira para a segunda linha da equação anterior, foi usado o facto de que
ai · bj = δij . É necessário agora calcular o termo genérico

Nj−1∑
nj=0

exp

(
2πi

njmj

Nj

)
=

Nj−1∑
nj=0

[
exp

(
2πi

mj

Nj

)]nj
. (A.30)

Para tal, considere-se agora a série
∑b

n=a r
n, com b > a. Através de manipulação algébrica,

b∑
n=a

rn = r

(
ra−1 +

b∑
n=a

rn − rb
)

⇔
b∑

n=a

rn =
ra − rb+1

1− r . (A.31)

Assim, conclui-se que

Nj−1∑
nj=0

[
exp

(
2πi

mj

Nj

)]
nj =

1−
[
exp

(
2πi

mj

Nj

)]Nj
1− exp

(
2πi

mj

Nj

) =
1− exp(2πimj)

1− exp

(
2πi

mj

Nj

) = 0, (A.32)

já que mj é inteiro e, com tal, exp(2πimj) = 1. Assim, chega-se à conclusão de que, se k 6= 0,∑
Rn

eik·Rn = 0, (A.33)

o que, juntamente com o resultado da expressão (A.26), permite demonstrar a equação (A.23).
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B. Operador Corrente no Grafeno

Ao longo deste apêndice, será derivada uma expressão para o operador corrente associado ao
Hamiltoniano dos electrões do grafeno perto do ponto K dado pela equação (2.34),

H = vFσ · p. (B.1)

Para tal, começar-se-á por calcular o fluxo de probabilidade associado ao mesmo. Como habitu-
almente, a probabilidade de uma part́ıcula descrita por uma função de onda ψ(r) (neste caso, um
spinor) se encontrar numa área A é dada por [111]

P =

∫
A

d2r ψ†(r)ψ(r), (B.2)

pelo que a sua derivada temporal é

dP

dt
=

∫
A

d2r

[
dψ†(r)

dt
ψ(r) + ψ†(r)

dψ(r)

dt

]
. (B.3)

Por outro lado, através da equação de Schrödinger,

i~
dψ(r)

dt
= Hψ(r), −i~

dψ†(r)

dt
= [Hψ(r)]†, (B.4)

pelo que
dP

dt
=

∫
A

d2r

{
i

~
[Hψ(r)]†ψ(r)− i

~
ψ†(r)Hψ(r)

}
. (B.5)

Uma vez que o operador momento linear se escreve, no espaço real, como p = −i~∇ [111], então,
usando ainda a expressão (B.1),

dP

dt
= −vF

∫
A

d2r
{

[σ ·∇ψ(r)]†ψ(r) + ψ†(r)σ ·∇ψ(r)
}

(B.6)

= −vF
∫
A

d2r ∇ ·
[
ψ(r)†σψ(r)

]
, (B.7)

onde a transição entre a primeira e a segunda linha da equação anterior se demonstra facilmente para
um spinor genérico, usando a forma expĺıcita das matrizes de Pauli. Uma vez que, pela equação da
continuidade, o fluxo de probabilidade Jp é tal que [38]

dP

dt
+ ∇ · Jp = 0, (B.8)

chega-se a

Jp = vF

∫
A

d2r ψ(r)†σψ(r). (B.9)

Definindo ainda Ĵp como o operador fluxo de probabilidade, tal que, para o estado ψ(r),

Jp =

∫
A

d2r ψ(r)†Ĵpψ(r), (B.10)

então
Ĵp = vFσ. (B.11)

Por fim, o fluxo de corrente corresponde simplesmente ao fluxo de probabilidade multiplicado pela
carga dos portadores da mesma. Neste caso, os portadores são electrões, de carga −e, pelo que o
operador corrente ĵ é dado por

ĵ = −evFσ. (B.12)
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C. Distribuição de Fermi-Dirac

O objectivo deste apêndice é deduzir a equação (2.73), correspondente à distribuição de Fermi-

Dirac, dada pela média térmica do operador N̂λ(k) ≡ a†kλakλ,

Nλ(k) =
〈
a†kλakλ

〉
. (C.1)

Esta média é realizada sobre os estados próprios de um Hamiltoniano H0, |kλ〉, com uma energia
εkλ, ao qual corresponde a função de partição Z0 e o operador matriz densidade ρ̂0,

ρ̂0 =
e−(H0−µN̂)/kBT

Z0
, (C.2)

sendo µ o potencial qúımico do sistema, e N̂ ≡∑kλ N̂λ(k) é o operador relativo ao número total de
part́ıculas.

Por definição, e usando várias vezes a propriedade ćıclica do traço [143,144],〈
a†kλakλ

〉
= Tr

[
a†kλakλρ̂0

]
(C.3)

=
1

Z0

∑
qν

〈qν|a†kλakλe−(H0−µN̂)/kBT |qν〉 (C.4)

=
1

Z0

∑
qν

〈qν|akλe−(H0−µN̂)/kBTa†kλ|qν〉 (C.5)

=
1

Z0

∑
qν

〈qν|akλe−(H0−µN̂)/kBTa†kλe(H0−µN̂)/kBT e−(H0−µN̂)/kBT |qν〉, (C.6)

onde, na última linha, se usou o facto evidente de que

e(H0−µN̂)/kBT e−(H0−µN̂)/kBT |qν〉 = |qν〉. (C.7)

Observe-se agora que, para dois operadores genéricos Â e B̂ tais que
[
Â, B̂

]
= γB̂, então [145]

eB̂Âe−B̂ = eγÂ. (C.8)

Visto que, neste caso, [
H0 − µN̂
kBT

, a†kλ

]
=

(
εkλ − µ
kBT

)
a†kλ, (C.9)

então
e−(H0−µN̂)/kBTa†kλe(H0−µN̂)/kBT = e−(εkλ−µ)/kBTa†kλ. (C.10)

Substituindo a relação anterior na equação (C.6), obtém-se〈
a†kλakλ

〉
=

1

Z0

∑
qν

〈qν|akλe−(εkλ−µ)/kBTa†kλe−(H0−µN̂)/kBT |qν〉 (C.11)

= e−(εkλ−µ)/kBT
1

Z0

∑
qν

〈qν|e−(H0−µN̂)/kBTakλa
†
kλ|qν〉 (C.12)

= e−(εkλ−µ)/kBT
〈
akλa

†
kλ

〉
(C.13)

= e−(εkλ−µ)/kBT
[
1−

〈
a†kλakλ

〉]
. (C.14)

Resolvendo a equação anterior para 〈a†kλakλ〉, obtém-se finalmente que

Nλ(k) =
〈
a†kλakλ

〉
=

1

1 + e(εkλ−EF)/kBT
, (C.15)

o que corresponde à equação de Fermi-Dirac, e onde o potencial qúımico µ foi, como habitualmente,
renomeado EF, a energia de Fermi do sistema.
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D. Conceitos Úteis de Electromagnetismo

O objectivo do presente apêndice é derivar alguns resultados importantes no âmbito do Electro-
magnetismo, nomeadamente relativos às condições fronteira dos campos através de uma interface, as
propriedades da ondas electromagnéticas, e ainda o conceito de vector de Poynting e a sua aplica-
bilidade. Esta análise será restrita aos meio dieléctricos lineares1, com uma permitividade eléctrica
εd = εε0 e uma permeabilidade magnética µd = µµ0 [onde as grandezas com o ı́ndice 0 (ε0, µ0) se
referem ao vácuo, e os parâmetros sem ı́ndice (ε, µ) são parâmetros relativos]. Nessas condições, as
equações de Maxwell correspondem localmente às equações [31]

∇ ·E =
ρ

εd
, (D.1)

∇ ·B = 0, (D.2)

∇×E = −∂B

∂t
, (D.3)

∇×B = µdJ + εdµd
∂E

∂t
, (D.4)

onde E e B são, respectivamente, os campos eléctrico e magnético2, e ρ e J são as densidades locais
de carga e corrente (sendo todas estas grandezas, em geral, funções de r e de t). Esta é a formulação
diferencial, ou local, das equações de Maxwell. Alternativamente, é posśıvel recorrer aos Teoremas de
Green e de Stokes [122] de modo reescrevê-las numa formulação integral,∮

S
εE · da =

1

ε0

∫
V

d3r ρ, (D.5)

∮
S

B · da = 0, (D.6)∮
C

E · d` = −
∫
S

∂B

∂t
· da, (D.7)∮

C

1

µ
B · d` =

∫
S

[
µ0J + µ0ε0ε

∂E

∂t

]
· da. (D.8)

Nas primeiras duas equações, S é uma qualquer superf́ıcie fechada que engloba o volume V , e da = n̂da
é um vector normal a S de comprimento da (elemento de área de S), que aponta para o exterior do
volume V . Nas duas últimas equações, C é uma qualquer curva fechada que limita uma superf́ıcie
aberta S qualquer, d` = t̂d` um vector tangencial a C com norma igual ao elemento de linha d`, e da
é um vector normal a S de comprimento da, e que aponta segundo a regra da mão direita, de acordo
com o sentido de integração do contorno [31].

Antes de avançar, é útil observar que, fazendo a divergência da equação (D.4), conjugando-a com
a equação (D.1), e observando que a divergência de um rotacional é nula [122], obtém-se que

∂ρ

∂t
+ ∇ · J = 0,

∫
V

d3r
∂ρ

∂t
+

∮
S

J · da = 0, (D.9)

onde também se escreveu a forma integral da mesma equação, obtida analogamente das equações de
Maxwell na forma integral. Esta equação é denominada equação da continuidade (ou de conservação
de carga), e significa que a variação da carga num volume V implica a existência de um fluxo de
corrente através da sua superf́ıcie S.

1Num meio linear, considera-se que D = εE e H = B/µ, onde D é o deslocamento eléctrico e H é conhecido como
vector intensidade do campo magnético.

2Em rigor, o vector B devia ser indicado como “indução magnética”, mas será apelidade de “campo magnético” por
uma questão de simplicidade.
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Adicionalmente, por motivos de aplicabilidade prática, importa referir que, no caso dos campos E
e B variarem harmonicamente no tempo com a mesma função e−iωt, as equações de Maxwell (D.3) e
(D.4) (na ausência de correntes J) permitem relacioná-los respectivamente por3

B =
1

iω
∇×E, E =

ic2

ωε
∇×B. (D.10)

Com base nestas equações, serão agora apresentados alguns resultados que serão úteis no texto
principal deste trabalho.

D.1 Propriedades das Ondas Electromagnéticas

Neste subapêndice, serão determinadas algumas propriedades das ondas electromagnéticas num meio
dieléctrico. Será apenas considerado o caso em que não existe densidade de cargas (ρ = 0) ou de
correntes (J = 0), o que permite simplificar as equações de Maxwell. Nestas condições, fazendo o
rotacional da equação (D.3), obtém-se

∇× (∇×E) = − ∂

∂t
(∇×B). (D.11)

Para vectores genéricos A1, A2 e A3, tem-se que A1×A2×A3 = A2(A1 ·A3)−(A1 ·A2)A3 [122].
Através desta propriedade, e ainda da equação (D.4), chega-se a

∇× (∇×E) = ∇(∇ ·E)−∇2E = −∇2E = −εdµd
∂2E

∂t2
, (D.12)

onde se utilizou também, na primeira igualdade, a equação (D.1). Obtém-se então, finalmente,

∇2E− εdµd
∂2E

∂t2
= 0. (D.13)

Por outro lado, fazendo o rotacional da equação (D.4) e utilizando a equação (D.2), chega-se
analogamente a

∇2B− εdµd
∂2B

∂t2
= 0. (D.14)

Comparando as equações (D.13) e (D.14), verifica-se, em primeiro lugar, que têm formas idênticas
para os campos E e B; em segundo lugar, verifica-se ainda que esta forma corresponde à forma de
uma equação de onda genérica se for realizada a associação

εdµd =
1

v2
. (D.15)

Deste exerćıcio conclui-se que os campos E e B se propagam num determinado meio dieléctrico
como uma onda de velocidade v = (εdµd)−1/2. Visto que, no vácuo, εd = ε0 e µd = µ0, então a
velocidade da luz no vácuo é dada por c = (ε0µ0)

−1/2. Assim, a velocidade das ondas no meio pode
ser relacionada com a velocidade análoga no vácuo por v = c(εµ)−1/2. Visto que, para meios não-
magnéticos (como os que serão sempre considerados ao longo deste trabalho), µ = 1, a relação entre
as velocidades no meio e no vácuo toma a forma mais simples v = c/

√
ε, onde ε é a permitividade

relativa do meio. A partir deste ponto, será sempre considerado que µ = 1.
Introduzindo agora uma grandeza vectorial k, com unidades de inverso de comprimento, e definindo,

a partir desta, a grandeza escalar

ω ≡ kv =
kc√
ε
, k = |k|, (D.16)

3Antecipando que (ε0µ0)−1 = c2, como será demonstrado posteriormente neste apêndice.
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D. CONCEITOS ÚTEIS DE ELECTROMAGNETISMO

verifica-se facilmente que a solução da equação de onda, para cada um dos campos, pode ser escrita
na forma de ondas planas4

E = E0e
i(kE·r−ωEt), B = B0e

i(kB·r−ωBt). (D.17)

Para determinar completamente as soluções, falta encontrar as constantes do problema, kE, kB, E0

e B0. No entanto, estas constantes não são todas independentes entre si. Usando as duas primeiras
equações de Maxwell, (D.1) e (D.2), e notando que, para C = E,B, então ∇ · C = ikC · C, estas
passam a

kE ·E = 0, kB ·B = 0. (D.18)

Assim, as primeiras duas equações de Maxwell restringem: 1) kE ⊥ E e 2) kB ⊥ B. Por outro lado,
as duas últimas equações de Maxwell, (D.3) e (D.4), associadas ao facto de que ∇ ×C = ikC ×C e
∂C/∂t = −iωCC, e ainda às equações (D.15) e (D.16), resultam em

k̂E ×E = vB, k̂B ×B = −E

v
. (D.19)

Destas duas equações, conclui-se que: 3) E ⊥ B, 4) kE ⊥ B e 5) kB ⊥ E. Estas 5 relações de
perpendicularidade permitem concluir que kE e kB têm que ter a mesma direcção, simultaneamente
perpendicular aos vectores E e B. Para além disso, sabendo que v > 0, as relações (D.19) indicam que
estes vectores devam apontar também no mesmo sentido. Utilizando, finalmente, a expressão (D.3),

∇×E = −∂B

∂t
= iωBB, (D.20)

e fazendo o seu rotacional,

∇× (∇×E) = iωB∇×B (D.21)

⇔ −∇2E = i
ωB

v2
∂E

∂t
(D.22)

⇔ k2EE =
ωBωE

v2
E (D.23)

⇒ k2E =
ωBωE

v2
= kEkB, (D.24)

conclui-se que kE = kB. Assim, como se verificou que kE e kB têm a mesma direcção, sentido e norma,
chega-se a que kE = kB ≡ k. As equações de Maxwell impõem, portanto, que os vectores de onda (e
respectivas frequências) dos campos eléctrico e magnético devem ser iguais, ou seja,

E = E0e
i(k·r−ωt), B = B0e

i(k·r−ωt). (D.25)

Como justificado até este ponto, estes campos E e B devem ser perpendiculares entre si e perpen-
diculares a k, que indica a direcção de propagação das ondas. Para além disso, fazendo o módulo das
expressões da equação (D.19), conclui-se que

E0 = vB0, E0 = |E|, B0 = |B|. (D.26)

Esta relação indica que, em geral, o campo eléctrico é muito mais intenso que o campo magnético
(em particular no vácuo, onde ε = 1 e, como tal, a intensidade do campo eléctrico é 8 ordens de
grandeza superior à intensidade do campo magnético).

4Na realidade, a solução f́ısica é apenas a parte real de cada uma das seguintes equações.
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D.2 Condições Fronteira Electromagnéticas

De seguida, serão brevemente derivadas as condições fronteira às quais os campos eléctrico e magnético
devem obedecer através de uma interface entre dois meios 1 e 2, e que surgem directamente da aplicação
das equações de Maxwell. Considere-se, em geral, que em tal interface existe uma densidade superficial
de cargas σ(r) e uma densidade superficial de correntes K(r), estando r restrito à interface. Considere-
se ainda que n̂ é um versor normal à interface que aponta do meio 1 para o meio 2. Os campos no
meio i serão denotados pelo ı́ndice i.

Considere-se, em primeiro lugar, o esquema da figura D.1, onde está representada uma caixa fechada
de volume V e superf́ıcie S ≡ S1 ∪ S2 ∪ Slat.

h

h

S1

S2

Slat

n̂2

n̂1

n̂

ε1

ε2

Figura D.1: Representação esquemática de uma interface entre dois meios 1 e 2 e de uma superf́ıcie S = S1 ∪ S2 ∪ Slat,
contendo um volume V . Os versores não estão representados à escala, pois de assume que a distância h e a área das

superf́ıcies S1 e S2 (denotada a) são infinitesimais.

Sem perda de generalidade, considera-se que ambas as superf́ıcies S1 e S2 têm a mesma área a
e a área da interface contida dentro da caixa é ∆a (e os versores relativos a cada superf́ıcie estão
representados na figura). Segundo a equação de Maxwell (D.5), o campo eléctrico E deve obedecer a∮

S
εE · da =

1

ε0

∫
V

d3r ρ. (D.27)

No entanto, no limite em que h→ 0, a contribuição das superf́ıcies laterais para o integral torna-se
nula. Adicionalmente, este limite garante que a = ∆a, e ainda que −n̂1 = n̂2 = n̂. Considerando
que ∆a é infinitesimal, então pode ser considerado que o campo eléctrico não varia na integração no
mesmo, obtendo-se∮

S
εE · da =

∫
S1

ε1E1 · da1 +

∫
S2

ε2E2 · da2 = (ε2E2 − ε1E1) · n̂∆a. (D.28)

Por outro lado, o integral do termo do lado direito da equação de Maxwell reduz-se a∫
V

d3r ρ = σ∆a. (D.29)

A conjugação destes dois resultados permite concluir que

(ε2E2 − ε1E1) · n̂ =
σ

ε0
, (D.30)

o que se traduz na descontinuidade da componente normal do campo eléctrico através de uma superf́ıcie
carregada5. A primeira parte deste cálculo estende-se trivialmente à equação de Maxwell (D.6) para
o campo magnético, de onde se obtém directamente

(B2 −B1) · n̂ = 0. (D.31)

Conclui-se que a componente normal do campo magnético é sempre cont́ınua através de uma interface.
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D. CONCEITOS ÚTEIS DE ELECTROMAGNETISMO

C2

C3

C1

C4

h

h

`

t̂2

n̂2

t̂1

n̂1

n̂

ε1

ε2

Figura D.2: Representação esquemática de uma interface entre dois meios 1 e 2 e de um caminho de integração
arbitrário C = C1 ∪ C2 ∪ C3 ∪ C4. Os versores não estão representados à escala, pois de assume que as distâncias h e `

são infinitesimais.

No esquema da figura D.2 está representada uma curva C = C1 ∪C2 ∪C3 ∪C4. As curvas C1 e C2

têm comprimento `, enquanto as curvas C3 e C4 têm comprimento 2h. Por sua vez, a componente da
interface contida em C tem um comprimento ∆`.

Será agora adoptado um procedimento análogo ao anterior. No limite em que h→ 0, torna-se nulo
o integral de linha ao longo das curvas C3 e C4. Por outro lado, neste limite, ` = ∆`, −n̂1 = n̂2 = n̂ e
−t̂1 = t̂2 ≡ t̂. Considerando ainda que ∆` é infinitesimal, o lado esquerdo das equações (D.7) e (D.8)
torna-se ∮

C
E · d` =

∫
C1

E1 · d`1 +

∫
C1

E1 · d`2 = (E2 −E1) · t̂∆`, (D.32)∮
C

B

µ
· d` =

∫
C1

B1

µ1
· d`1 +

∫
C1

B2

µ2
· d`2 =

(
B2

µ2
− B1

µ1

)
· t̂∆`. (D.33)

Por sua vez, os termos presentes no lado direito das equações (D.7) e (D.8)∫
S

∂B

∂t
· da =

∫
S

∂E

∂t
· da = 0, (D.34)

pois ∂B/∂t e ∂E/∂t são finitos, e a área de S tende para zero quando h → 0. No entanto, o mesmo
não se aplica à densidade volúmica de correntes J que, devido à presença da densidade superficial de
correntes K na interface, não tem que ser finita em S, obtendo-se∫

S
J · da = K · t̂∆`. (D.35)

Da conjugação das equações (D.32)–(D.35), obtém-se as condições fronteira (reescritas em função
de n̂, em detrimento de t̂)

n̂× (E2 −E1) = 0, (D.36)

n̂×
(

B2

µ2
− B1

µ1

)
= µ0K. (D.37)

Estas condições determinam que a componente tangencial do campo eléctrico é sempre cont́ınua,
enquanto que a componente tangencial do campo magnético tem uma descontinuidade proporcional à
densidade superficial de correntes K presente na interface.

D.3 Reflectância, Transmitância e Absorvância

Para finalizar este apêndice, serão derivadas expressões para a reflectância, transmitância e absorvância
de uma onda electromagnética através de uma interface entre dois meios dieléctricos. Para tal, será

5Note-se que, na equação (D.30), σ é a densidade de cargas local, medida no ponto onde está a ser avaliada a
continuidade dos campos.
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brevemente derivado o teorema de Poynting, e discutido o significado f́ısico do vector de Poynting, S,
que advém do mesmo.

Considere-se então, por simplicidade, uma configuração de cargas ρ(r), num volume V que produz,
num instante, campos eléctrico e magnético E e B. Após um instante dt, a distribuição movimenta-se
uma distância d`, realizando um trabalho igual a

dW = F · d` =

∫
V

d3r ρ(E + v ×B) · (vdt) =

∫
V

d3r ρE · vdt. (D.38)

Observando que ρv = J (onde J é uma densidade de corrente), o trabalho varia no tempo como

dW

dt
=

∫
V

d3r E · J =
1

µd

∫
V

d3r

[
E · (∇×B)− µdεdE ·

∂E

∂t

]
, (D.39)

onde se usou a equação de Maxwell (D.4). Considerando agora que, para dois vectores genéricos A1 e
A2, ∇·(A1 ×A2) = A2 ·(∇×A1)−A1 ·(∇×A2) [122] e ainda que, para um vector A cuja orientação
não varie no tempo, A · (∂A/∂t) = (1/2)∂|A|2/∂t, a expressão anterior pode ser simplificada para

dW

dt
= − ∂

∂t

∫
V

d3r
1

2

[
εdE

2
0 +

1

µd
B2

0

]
− 1

µd

∫
V

d3r ∇ · (E×B). (D.40)

Identificando a energia de um campo electromagnético [30],

U =
1

2

∫
V

d3r

[
εdE

2
0 +

1

µd
B2

0

]
, (D.41)

e utilizando o Teorema da Divergência [122] no segundo termo do lado direito, chega-se finalmente a

dW

dt
= −∂U

∂t
−
∮
S

S · da, (D.42)

onde se define o vector de Poynting,

S ≡ 1

µµ0
E×B. (D.43)

À equação (D.42) dá-se o nome de Teorema de Poynting, o qual afirma que qualquer variação da
energia no interior de um volume V deve ser traduzida num fluxo de energia através da sua fronteira
S. Esta equação reflecte portanto a conservação local de energia, sendo evidente a sua semelhança
com a equação da continuidade (D.9).

Deste modo, ao vector de Poynting S surge associada a interpretação de densidade fluxo de energia
de um campo electromagnético. Em particular, para uma onda electromagnética descrita por E e
B, S tem a direcção da propagação da onda e a sua norma corresponde à energia transportada por
unidade de tempo e de área.

Usualmente, a variação temporal de uma onda electromagnética é descrita por um termo e−iωt,
onde a frequência da onda, ω, é muito elevada (para a escala de interesse deste trabalho —terahertz—
é da ordem de 1012 s−1). Esta rápida oscilação no tempo permite definir o fluxo de energia (energia
por área) como a média temporal do vector de Poynting [135],

I = 〈S〉 = |〈S〉|. (D.44)

Se E e B são, como na notação adoptada, vectores complexos e harmónicos no tempo (ou seja,
variam com e−iωt), então é posśıvel demonstrar que [31]

〈S〉 =
1

2µ0
Re(E×B∗). (D.45)

Através da análise realizada até este ponto, torna-se evidente a importância deste conceito para
o cálculo de propriedades ópticas das ondas electromagnéticas, nomeadamente a sua reflectância e
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transmitância numa superf́ıcie —pois estas grandezas não são mais do que as fracções da intensidade
incidente que são, respectivamente, reflectida e transmitida. Considere-se então o caso concreto em
que os campos magnéticos incidente, reflectido e transmitido (considerando arbitrariamente modos
TM na direcção z, e omitindo a componente temporal referida) são descritos como a sobreposição de
ondas planas

Bi(r) =

∞∑
n=−∞

Aneik
i
n·rẑ, Br(r) =

∞∑
n=−∞

rnAneik
r
n·rẑ, Bt(r) =

∞∑
n=−∞

τnAneik
t
n·rẑ. (D.46)

A equação de Maxwell (D.4), na ausência de cargas e correntes livres, impõe que

E =
ic2

ωεµ
∇×B, (D.47)

pelo que, admitindo que a superf́ıcie onde ocorre a difracção divide dois meios de permitividades ε1 e
ε2 (e considerando que µ1 = µ2 = 1), o campo eléctrico associado a cada um dos campos magnéticos
anteriores é dado por

Ei(r) =
c2

ωε1

∞∑
n=−∞

An
[
kinxŷ − kinyx̂

]
eik

i
n·r, Er(r) =

c2

ωε1

∞∑
n=−∞

rnAn
[
krnxŷ − krnyx̂

]
eik

r
n·r, (D.48)

Et(r) =
c2

ωε2

∞∑
n=−∞

τnAn
[
ktnxŷ − ktnyx̂

]
eik

t
n·r. (D.49)

Note-se agora que cada campo é descrito como uma sobreposição de ondas planas, as quais são
ortogonais entre si, pelo que cada onda é difractada independentemente de todas as outras. Assim,
para cada campo, e definindo kαn ≡ |kαn| (α = i, r, t), o vector de Poynting associado ao n-ésimo modo
é dado por 〈

Si
n

〉
=

c2

2µ0ωε1
|An|2 ki

n, I in =
∣∣〈Si

n

〉∣∣ =
c2

2µ0ωε1
kin |An|2 . (D.50)

〈Sr
n〉 =

c2

2µ0ωε1
kr
n |An|2 |rn|2 , Irn = |〈Sr

n〉| =
c2

2µ0ωε1
krn |An|2 |rn|2 , (D.51)

〈
St
n

〉
=

c2

2µ0ωε2
kt
n |An|2 |τn|2 , Itn =

∣∣〈St
n

〉∣∣ =
c2

2µ0ωε2
ktn |An|2 |τn|2 . (D.52)

Por fim, a reflectância R e a transmitância T definem-se como o rácio entre a intensidade da
radiação incidente e a intensidade da radiação reflectida ou transmitida, respectivamente. Assim,
para o modo n,

Rn =
Irn
I in

=
krn
kin
|rn|2, Tn =

Itn
I in

=
ε1
ε2

ktn
kin
|τn|2. (D.53)

Somando a contribuição de cada modo, obtém-se a reflectância e a transmitância totais. No entanto,
é necessário observar que estas grandezas são referentes à energia medida em campo distante, pelo
que só contribuem para as mesmas os modos que transportam estas energias para longe da superf́ıcie
—denominados modos propagantes (MP). Desse modo, a reflectância e transmitância totais são dados
por

R =
∑
n∈MP

Rn =
∑
n∈MP

krn
kin
|rn|2, (D.54)

T =
∑
n∈MP

Tn =
ε1
ε2

∑
n∈MP

ktn
kin
|τn|2. (D.55)

Finalmente, pode ainda existir uma componente de energia que não é reflectida ou transmitida,
mas antes absorvida pela superf́ıcie. Assim, é usual definir também uma absorvância como a fracção
de energia que sobra, ou seja,

A = 1−R− T . (D.56)
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APÊNDICES

D.4 Potenciais Electromagnéticos e Liberdade de Padrão

Para terminar este apêndice, serão discutidos rapidamente os conceitos de potenciais electromagnéticos
e de liberdade de padrão (ou gauge).

A observação de que, segundo a equação de Maxwell (D.2), ∇ · B = 0 em qualquer meio sugere
que o campo magnético se possa escrever como o rotacional de uma qualquer entidade A,

B = ∇×A, (D.57)

uma vez que a divergência de um rotacional é nula [122]. Usando a definição anterior na equação de
Maxwell (D.7), obtém-se que

∇×E = −∇× ∂A

∂t
. (D.58)

Visto que o rotacional do gradiente de uma função escalar é nulo [122], então fica claro que, se φ é
uma qualquer função escalar, a equação anterior implica que

E = −∂A

∂t
+ ∇φ. (D.59)

As entidades A e φ são habitualmente designadas potencial vector e potencial escalar, respectiva-
mente, e constituem os potenciais electromagnéticos, os quais geram os campos electromagnéticos a
partir das equações (D.57) e (D.59).

Note-se, no entanto, que a definição destes potenciais não é única. De facto, se Λ é uma qualquer
função escalar, definindo novos potenciais como

A′ = A + ∇Λ, φ′ = φ− ∂Λ

∂t
, (D.60)

obtém-se que
B′ = ∇×A′ = ∇×A = B, (D.61)

E′ = −∂A′

∂t
+ ∇φ′ = −∂A

∂t
+ ∇φ = E. (D.62)

Assim, conclui-se que a introdução da função Λ na definição dos potenciais electromagnéticos não
altera os respectivos campos eléctrico e magnético. A esta liberdade chama-se liberdade de padrão,
ou de gauge.
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E. Modelo de Drude para os Metais

Ao longo deste trabalho serão continuamente consideradas estruturas metálicas, pelo que surge a
necessidade de descrever a respectiva permitividade ε(ω). Para tal, será usado o modelo desenvolvido
por Paul Drude no ińıcio do século XX, que descreve os metais como gases de electrões livres [146].

Nesta descrição, os electrões são part́ıculas clássicas que se movem livremente e independentemente
uns dos outros e dos núcleos atómicos, à excepção de colisões aleatórias e instantâneas entre estes,
que ocorrem com uma taxa τ−1, tal que τ é denominado tempo de relaxação, e é um parâmetro
fenomenológico do modelo. Quando é aplicado um campo eléctrico E(t) da forma

E(t) = E0(ω)e−iωt, (E.1)

a equação de movimento para o momento linear p dos electrões (com carga −e) é1 [35]

∂p(t)

∂t
= −p(t)

τ
− eE(t). (E.2)

Visto que é pretendida uma solução estacionária da forma p(t) = p(ω)e−iωt, uma transformada de
Fourier da equação anterior resulta em

− iωp(ω) = −p(ω)

τ
− eE0(ω), (E.3)

o que, resolvendo para p(ω), resulta em

p(ω) =
eE0(ω)

iω − 1/τ
. (E.4)

Por sua vez, p = mev, onde v é a velocidade e me é a massa dos electrões [35]; por outro lado, o
movimento dos electrões gera uma densidade de corrente da forma J = −enev, onde ne é sua densidade
electrónica [30]. A combinação destas duas equações com a equação (E.4) resulta em

J(ω) = −e
2ne
me

E0(ω)

iω − 1/τ
. (E.5)

Comparando esta equação com a formulação espectral da Lei de Ohm [análoga à equação (2.39)],
com a forma J(ω) = σ(ω)E(ω), conclui-se a condutividade dos metais segundo este modelo é dada por

σ(ω) =
σ0

1− iωτ
, σ0 ≡

e2neτ

me
. (E.6)

Considerem-se agora as equações de Maxwell apresentadas no apêndice D. Admitindo que o campo
magnético B tem a mesma dependência temporal que o campo eléctrico E (e−iωt), então B pode
escrever-se segundo a equação (D.10). Combinando esta equação com o rotacional da equação (D.4)
(repetindo o procedimento adoptado no apêndice D.1), obtém-se que

∇2E = iωµ0J +
ω2ε∞
c2

E, (E.7)

onde ε∞ é a permitividade do meio na ausência de correntes. Usando ainda a equação (E.5), obtém-se

∇2E =
ω2

c2

[
ε∞ +

iσ(ω)

ωε0

]
E. (E.8)

1Em rigor, segundo a expressão da força de Lorentz [30], deveria existir também um termo correspondente ao campo
magnético associado ao campo eléctrico, mas esse termo foi omitido pois é proporcional a v/c e assume-se que v � c.
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Esta equação tem a estrutura de uma equação de onda semelhante à obtida para o campo eléctrico
na ausência de correntes e cargas, dada pela equação (D.13). Assim faz sentido definir uma permiti-
vidade efectiva do meio, ε(ω), tal que a equação (E.8) tenda para a equação (D.13) quando ε→ ε(ω).
Através desta definição, e usando a equação (E.6), obtém-se finalmente

ε(ω) = ε∞ −
ω2
P

ω2 + iω/τ
, ωP =

e2ne
ε0me

, (E.9)

onde ωP é a frequência de plasma. Esta é a permitividade de um metal obtida pelo modelo de
Drude, e, apesar de muito simples e de ter falhas conceptuais [por exemplo, a equação (E.2) assume
implicitamente que os campos são uniformes no espaço, o que não é verdade], descreve razoavelmente
bem os metais muitos metais (principalmente os alcalinos) na região dos infravermelhos e dos terahertz
[1] —precisamente a gama considerada neste trabalho— bem como alguns semicondutores altamente
dopados [147].

No limite das altas frequências (ou seja, ω � 1/τ), a expressão anterior pode ser simplificada para

ε(ω) = ε∞ −
ω2
P

ω2
, (E.10)

o que é uma boa aproximação para os metais com menos perdas, usualmente usados em plasmónica,
como o ouro e a prata [118]. De facto, note-se que este limite é equivalente ao limite τ →∞, ou seja,
ao limite em que o tempo médio entre colisões é infinito; nestas condições, efectivamente não existem
colisões, e consequentemente não existe dissipação de energia. Por este motivo, é usual definir-se o
amortecimento do metal como γ ≡ 1/τ [1], o que, associado ao facto de este termo, na equação (E.9),
estar associado a uma unidade imaginária, leva a concluir que o amortecimento de um metal descrito
por Drude é controlado pela parte imaginária da sua função dieléctrica.

Na figura E.1, está representado o espectro da permitividade de Drude para os casos da prata e de
siĺıcio altamente dopado, o que permite observar que a aproximação (E.10) é válida para as frequências
mais elevadas em ambos os casos, apesar de estes terem frequências de plasma significativamente
diferentes. Por este motivo, será esta a expressão que vai ser utilizada no desenvolvimento do mesmo.
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Figura E.1: Representação gráfica das partes real e imaginária da permitividade, obtida pelo modelo de Drude, para
(a) prata e (b) siĺıcio altamente dopado (com fósforo). Ambos os gráficos estão representados até ao dobro da sua

frequência de plasma, o que permite observar que se tratam de escalas completamente diferentes. Parâmetros usados:
para a prata, ωP = 9.6 eV ∼ 2300 THz, γ = 22.8 meV, εinf = 3.7 [118,148]; para o siĺıcio, ωP = 156.0 THz,

γ = 82.6 meV, εinf = 11.20 [120].
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F. Funções de Green para a Cunha Revestida por Gra-

feno

Tal como definido na secção 4.2, as funções de Green do problema da cunha revestida por uma
folha de grafeno têm a forma dada pela equação (4.52),

G1λ

(
r̃, r̃′, q

)
=

∫ ∞
0

dµ aλ
(
µ, r̃′

)
hypλ(µθ)Kiµ(qr), −β < θ < β, (F.1a)

G−2λ
(
r̃, r̃′, q

)
=

∫ ∞
0

dµ
{
bλ
(
µ, r̃′

)
hypλ(µθ) + cλ

(
µ, r̃′

)
hypλ(µθ)

}
Kiµ(qr), β < θ < θ′, (F.1b)

G+
2λ

(
r̃, r̃′, q

)
=

∫ ∞
0

dµ dλ
(
µ, r̃′

)
hypλ[µ(π − θ)]Kiµ(qr), θ′ < θ < 2π − β,(F.1c)

onde se definiu

hypλ(x) ≡
{

cosh(x), λ = e,

sinh(x), λ = o,
λ ≡

{
o, λ = e,

e, λ = o.
(F.2)

Estão ainda claras as propriedades

hypλ(−x) = (1− 2δλ,o) hypλ(x),
d hypλ(x)

dx
= hypλ(x). (F.3)

Neste apêndice, serão determinados os coeficientes a
(
µ, r̃′

)
, . . . , d

(
µ, r̃′

)
, necessários para caracte-

rizar completamente estas funções.
Como já indicado no texto principal, as funções de Green devem obedecer às condições fronteira

indicadas nas equações (4.53), (4.54) e (4.57), aqui condensadas como

G1λ

(
r̃, r̃′, q

)∣∣
θ=β

= G−2λ
(
r̃, r̃′, q

)∣∣
θ=β

, (F.4a)

ε1
∂G1λ

(
r̃, r̃′, q

)
∂θ

∣∣∣∣∣
θ=β

= ε2
∂G−2λ

(
r̃, r̃′, q

)
∂θ

∣∣∣∣∣
θ=β

, (F.4b)

G−2λ
(
r̃, r̃′, q

)∣∣
θ=θ′ = G+

2λ

(
r̃, r̃′, q

)∣∣
θ=θ′ , (F.4c)

1

r

[
∂G+

2λ

(
r̃, r̃′, q

)
∂θ

− ∂G−2λ
(
r̃, r̃′, q

)
∂θ

]
θ=θ′

= −δ(r − r
′)

ε2ε0
. (F.4d)

As três primeiras condições fronteira estão escritas já na sua forma final, visto que, substituindo
explicitamente as expressões (F.1) nestas condições, obtém-se

aλ
(
µ, r̃′

)
hypλ(µβ) = bλ

(
µ, r̃′

)
sinh(µβ) + cλ

(
µ, r̃′

)
cosh(µβ), (F.5a)

ε1aλ
(
µ, r̃′

)
hypλ(µβ) = ε2

{
bλ
(
µ, r̃′

)
hypλ(µβ) + cλ

(
µ, r̃′

)
hypλ(µβ)

}
, (F.5b)

bλ
(
µ, r̃′

)
hypλ

(
µθ′
)

+ cλ
(
µ, r̃′

)
hypλ

(
µθ′
)

= dλ
(
µ, r̃′

)
hypλ

[
µ
(
θ′ − π

)]
. (F.5c)

Por outro lado, a equação (F.4d) tem ainda que ser reformulada antes de poder ser aplicada,
devido à função Delta de Dirac presente na mesma. Para o fazer, é necessário reescrevê-la na sua
forma expĺıcita, ou seja,∫ ∞
0

dµ
{
dλ
(
µ, r̃′

)
hypλ

[
µ
(
θ′ − π

)]
− bλ

(
µ, r̃′

)
cosh

(
µθ′
)
− cλ

(
µ, r̃′

)
sinh

(
µθ′
)}
µ
Kiµ(qr)

r
= −δ(r − r

′)

ε2ε0
.

(F.6)

Multiplicando agora ambos os lados da equação anterior por Kiν(qr), e integrando a equação em r
entre 0 e ∞, obtém-se o integral [149]∫ ∞

0
dr

Kiν(qr)Kiµ(qr)

r
=
π2

2

δ(µ− ν)

ν sinh(νπ)
, (F.7)
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pelo que

dλ
(
µ, r̃′

)
hypλ

[
µ
(
θ′ − π

)]
− bλ

(
µ, r̃′

)
hypλ

(
µθ′
)
− cλ

(
µ, r̃′

)
hypλ

(
µθ′
)

= − 2

π2
sinh(µπ)

ε2ε0
Kiµ

(
qr′
)
.

(F.8)

Desta forma, o Delta de Dirac desaparece, pelo que, agora, torna-se um simples problema de
álgebra linear a resolução do sistema composto pelas equações (F.5a)–(F.5c) e (F.8). A solução, para
os coeficientes ao

(
µ, r̃′

)
e ae

(
µ, r̃′

)
é, respectivamente,

ao
(
µ, r̃′

)
=

{
2Λ sinh[µ(π − θ′)]

sinh(µπ)− Γ sinh[µ(π − 2β)]

}
sinh(µπ)

π2ε2ε0
Kiµ

(
qr′
)
, (F.9)

ae
(
µ, r̃′

)
=

{
2Λ cosh[µ(π − θ′)]

sinh(µπ) + Γ sinh[µ(π − 2β)]

}
sinh(µπ)

π2ε2ε0
Kiµ

(
qr′
)
, (F.10)

onde os parâmetros Γ (denominado contraste dieléctrico [126]) e Λ são dados por

Γ ≡ ε2 − ε1
ε2 + ε1

, Λ ≡ ε2
ε1

(1− Γ) =
2ε2

ε1 + ε2
. (F.11)

Deste modo, as funções de Green par e ı́mpar para a região 1 (a cunha) ficam totalmente determi-
nadas,

G1o

(
r̃, r̃′, q

)
= 2

∫ ∞
0

dµ

{
sinh[µ(π − θ′)] sinh(µθ)

sinh(µπ)− Γ sinh[µ(π − 2β)]

}
Λ sinh(µπ)

π2ε2ε0
Kiµ

(
qr′
)
Kiµ(qr), (F.12)

G1e

(
r̃, r̃′, q

)
= 2

∫ ∞
0

dµ

{
cosh[µ(π − θ′)] cosh(µθ)

sinh(µπ) + Γ sinh[µ(π − 2β)]

}
Λ sinh(µπ)

π2ε2ε0
Kiµ

(
qr′
)
Kiµ(qr). (F.13)

Uma vez alcançados este resultados, importa agora relembrar que, como é bem conhecido, as
energias próprias do problema livre (i.e., sem fontes —neste caso, sem o revestimento de grafeno)
correspondem aos pólos das respectivas funções de Green [113]. Como já discutido na secção 4.1, o
problema livre só admite soluções se a cunha for metálica, ou seja, considerando que ε1 é uma função
da frequência da forma da equação (E.10), obtida pelo modelo de Drude,

ε1(ω) = 1−
(ωP

ω

)2
, (F.14)

onde ωP é a frequência de plasma do metal. Os pólos de cada função de Green ocorrem para as ráızes
do seu denominador, pelo que existe um pólo para cada modo par e ı́mpar, dado respectivamente por

sinh(µπ)±
[
ε2 − ε1(ω)

ε2 + ε1(ω)

]
sinh[µ(π − 2β)] = 0. (F.15)

Resolvendo esta equação para ω, com recurso à equação (F.14), obtém-se as soluções

ω(e)(µ) = ωP

[
1

1 + ε2γ(µ)

] 1
2

, ω(o)(µ) = ωP

[
γ(µ)

γ(µ) + ε2

] 1
2

, γ(µ) ≡ tanh[µ(π − β)]

tanh(µβ)
, (F.16)

que correspondem, respectivamente, às dispersões obtidas para os modos pares e ı́mpares [cf. equações
(4.34a) e (4.34b)] dos plasmões na cunha sem revestimento. Esta análise permite então, por um lado,
garantir a consistência das funções de Green obtidas, e, por outro lado, validar um método alternativo
(e mais poderoso) para estudar o caso da cunha sem revestimento.

Finalmente, por uma questão de completude, os restantes coeficientes bλ
(
µ, r̃′

)
, . . . , dλ

(
µ, r̃′

)
são

dados por

bo
(
µ, r̃′

)
=

{
[1− Γ cosh(2µβ)] sinh[µ(θ′ − π)]

sinh(µπ)− Γ sinh[µ(π − 2β)]

}
sinh(µπ)

π2ε2ε0
Kiµ

(
qr′
)
, (F.17)
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be
(
µ, r̃′

)
=

{
[1 + Γ cosh(2µβ)] cosh[µ(θ′ − π)]

sinh(µπ) + Γ sinh[µ(π − 2β)]

}
sinh(µπ)

π2ε2ε0
Kiµ

(
qr′
)
, (F.18)

co
(
µ, r̃′

)
=

{
Γ sinh(2µβ) sinh[µ(θ′ − π)]

sinh(µπ)− Γ sinh[µ(π − 2β)]

}
sinh(µπ)

π2ε2ε0
Kiµ

(
qr′
)
, (F.19)

ce
(
µ, r̃′

)
=

{
Γ sinh(2µβ) cosh[µ(θ′ − π)]

sinh(µπ) + Γ sinh[µ(π − 2β)]

}
sinh(µπ)

π2ε2ε0
Kiµ

(
qr′
)
, (F.20)

do
(
µ, r̃′

)
=

{
sinh(µθ′) + Γ sinh[µ(θ′ − 2β)]

sinh(µπ)− Γ sinh[µ(π − 2β)]

}
sinh(µπ)

π2ε2ε0
Kiµ

(
qr′
)
, (F.21)

de
(
µ, r̃′

)
=

{
cosh(µθ′)− Γ cosh[µ(θ′ − 2β)]

sinh(µπ) + Γ sinh[µ(π − 2β)]

}
sinh(µπ)

π2ε2ε0
Kiµ

(
qr′
)
. (F.22)

Através destas expressões, também as funções de Green G+
2λ e G−2λ ficam completamente determi-

nadas, e verifica-se imediatamente que têm, para cada paridade, os mesmos pólos da função G1λ, o
que vem confirmar a consistência dos resultados.

Verifica-se ainda que a dependência de todos estes coeficientes em r′ corresponde apenas a um
termo separável da forma Kiµ(qr′), pelo que estes podem ser denotados por

ς
(
µ, r̃′

)
≡ ς
(
µ, θ′

)
Kiµ

(
qr′
)
, ς = {a, . . . , f}, (F.23)

notação que será adoptada no texto principal de modo a explicitar a dependência dos coeficientes em
r′, o que facilitará a compreensão dos cálculos posteriores.
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G. Convergência Numérica do Problema da Cunha Re-

vestida por Grafeno

Neste apêndice serão apresentados os resultados de um breve estudo de convergência realizado de
modo a validar os resultados apresentados na secção 4.2.

Como descrito na referida secção, a solução do problema é obtida através da determinação dos
valores e vectores próprios da matriz

P(λ)
N =


P

(λ)
00 (β, β) P

(λ)
01 (β, β) · · · P

(λ)
0N (β, β)

P
(λ)
10 (β, β) P

(λ)
11 (β, β) · · · P

(λ)
1N (β, β)

...
...

. . .
...

P
(λ)
N0 (β, β) P

(λ)
N1 (β, β) · · · P

(λ)
NN (β, β)

 , (G.1)

onde os elementos de matriz P
(λ)
mn(θ, θ′) são dados pela equação (4.83) e N deve tender para infinito.

Porém, em termos práticos, não é posśıvel tomar este limite, pelo que o objectivo deste apêndice é
estudar a convergência das soluções encontradas com o aumento de N .

Se P
(λ)
mn(β, β) tendesse para 0 para valores elevados o suficiente de m e n, o problema seria facilmente

solúvel, pois, para efeitos práticos, P(λ)
∞ seria aproximadamente igual a P(λ)

N para um N suficientemente
elevado. Contudo, este não é o caso, como se pode ver na figura G.1, onde se representa, em forma

de uma densidade, a variação de P
(λ)
mn(β, β) com m e n.
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Figura G.1: Representação gráfica da densidade das matrizes (a) P(e) e (b) P(o), truncadas a N = 18. Estes gráficos

foram obtidos calculando o valor de P
(λ)
mn(β, β) para os valores inteiros de m e n e interpolando para obter a

representação nos valores intermédios, de modo a obter uma representação visualmente muito mais informativa.

Como se observa na figura anterior, não só os elementos P
(λ)
mn(β, β) não tendem para zero, como

têm inclusivamente um comportamento crescente em algumas direcções, o que dificulta adicionalmente
a abordagem ao problema. Deste modo, nunca será posśıvel resolver totalmente o problema, pois
nenhum número N de termos é suficientemente elevado para tal.
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No entanto, considere-se o seguinte racioćınio: para um valor N finito, a matriz P(λ)
N tem N

valores próprios e N vectores próprios, que descrevem N modos para o problema; assim, sempre
que se aumenta o valor de N , surgem modos adicionais. É plauśıvel então supor que, para um N
suficientemente grande, a influência das novas linhas e colunas seja cada vez menor1, o que poderá
significar que os primeiros modos comecem a convergir. Os restantes modos não convergirão e, como
tal, não deverão representar modos fisicamente aceitáveis.

Para testar esta hipótese, o valor de N foi variado entre 2 e 18, e foram calculados os valores dos
valores próprios e vectores próprios para cada valor de N . Começou-se por estudar a estrutura dos
valores próprios das matrizes de maior dimensão, os quais tinham uma composição semelhante: eram
compostos por um valor próprio que tendia para zero, um número pequeno de valores próprios reais,
e os restantes valores próprios (correspondentes aos último modos) eram pares complexos conjugados
um do outro. Visto que os valores próprios devem ser reais para os modos fisicamente aceitáveis,
esta estrutura é consistente com a previsão de que os últimos modos não estão bem descritos. Por
outro lado, não faz sentido existir um valor próprio igual a zero, pois significaria que poderiam ser
excitados plasmões com frequências nulas e momentos arbitrariamente altos; esta solução será portanto
desprezada, tratando-se, provavelmente, apenas de um artif́ıcio matemático. Sobram portanto os
valores próprios reais; para perceber se estes são soluções fisicamente aceitáveis do problema, foi
calculada a evolução dos dois primeiros modos (exceptuando aquele com o valor próprio igual a zero;
estes serão identificados daqui em diante como j = 1 e j = 2) com o aumento de N , como apresentado
na figura G.2(a). Visto que, para que o modo esteja bem descrito, é necessário também que os
vectores próprios converjam, foi também registada a evolução do primeiro elemento dos vectores
próprios associados aos valores próprios j = 1, 2 com o aumento de N , apresentada na figura G.2(b).
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Figura G.2: Representação gráfica da evolução dos (a) valores próprios p
(λ)
j e (b) o primeiro elemento c

(λ)
1j (β) dos

vectores próprios j = 1 e j = 2 da matriz P(λ)
N , para ambos os valores de λ = {e, o}. Os parâmetros utilizados foram:

β = 10◦, ε1 = 4, ε2 = 1, EF = 0.5 eV e Γ = 0.

Verifica-se agora que, apesar de todos os valores próprios estudados convergirem, apenas o primeiro
elemento dos vectores próprios ı́mpares converge também. Em rigor, não é necessário que cada ele-
mento dos vectores próprios converja individualmente (pois estes, isoladamente, não têm significado
f́ısico), mas é necessário que o potencial descrito por esses vectores próprios o faça. Na figura G.3,
estão representados os potenciais pares e ı́mpares nos modos j = 1 e j = 2 para diferentes valores de
N , na superf́ıcie da cunha (θ = β). Tal como a figura G.2(a) permitia antever, apenas o potencial nos
modos ı́mpares convergiu. Chega-se então a uma conclusão importante: através deste método, e para
um número N da ordem do referido, apenas os modos ı́mpares são bem descritos.

Um motivo que pode ajudar a compreender esta diferença de comportamento é o seguinte: obser-

1Isto é, aumento N de 4 para 5, ocorre um aumento de 25% na dimensão da matriz, enquanto que um aumento de
14 para 15 corresponde a “apenas” 7%, e assim sucessivamente.
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Figura G.3: Representação gráfica do potencial na superf́ıcie da cunha (θ = β) para os modos (a) j = 1, par, (b) j = 1,

ı́mpar, (c) j = 2, par e (d) j = 2, ı́mpar, em função da dimensão N considerada para a matriz P(λ)
N . Os parâmetros

utilizados foram: β = 10◦, ε1 = 4, ε2 = 1, EF = 0.5 eV e Γ = 0.

vando a figura G.1, conclui-se que a matriz correspondente aos modos pares cresce muito rapidamente
que a matriz correspondente aos modos ı́mpares (por exemplo, verificar que na região correspondente
a um m grande e a um n pequeno, os valores na matriz par são cerca de uma ordem de grandeza
superiores aos da matriz ı́mpar). Isto significa que, sempre que N aumenta, as linhas e colunas adicio-
nadas à matriz par vão ter uma influência muito maior nos valores e vectores próprios do que as linhas
e colunas adicionadas à matriz ı́mpar, o que sugere que estes valores não converjam tão facilmente.

É necessário, porém, salientar que estes resultados são exclusivos dos parâmetros indicados, não
sendo, de modo nenhum, gerais. Alterando ε1, ε2 e/ou β (os parâmetros que influenciam a matriz

P(λ)
N ), verifica-se que os resultados obtidos são, em geral, diferentes, existindo inclusivamente, para

certas combinações, modos pares bem descritos [5]. Assim, este apêndice pretende apenas ilustrar as
dificuldades na aplicação deste método e exemplificar um teste de convergência dos seus resultados
—um procedimento necessário em qualquer problema resolvido numericamente. Para além disso,
mesmo para os parâmetros considerados, há ainda margem para o melhoramento do método. Para

este estudo, foram apenas consideradas matrizes P(λ)
N com uma dimensão até N = 18 pois, para valores

de N superiores, o tempo de computação começa a aumentar rapidamente; no entanto, esta limitação
que pode ser ultrapassada com relativa facilidade com recurso a computadores mais eficientes, o que
pode permitir o cálculo eficaz de modos adicionais.

Por fim, resta referir que, apesar de todas as limitações, os resultados provenientes deste método
foram recentemente comparados com simulações com base no método de elementos finitos (com recurso
ao software comercial COMSOL Multiphysics), onde se obteve uma concordância notável [5], o que
constitui uma evidência sólida da validade e aplicabilidade deste método.
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Neste apêndice será derivada uma aproximação, denominada condição de borda [136, 150], a qual,
sob certas condições, permite descrever o comportamento da densidade superficial de corrente, KS,
na vizinhança da borda de alguma superf́ıcie.

Para tal, considere-se uma cunha condutora de ângulo 2π − β, infinita na direcção z, tal como
apresentada na figura H.1. O objectivo da demonstração passará, no final, por fazer β tender para
2π, passando a cunha a corresponder a um semi-plano infinito.

x

y

θ = β

β
n̂

meio 2

meio 1

Figura H.1: Representação esquemática da cunha estudada com o objectivo de derivar a condição de borda. Note-se
que a cunha é infinita na direcção z, e que o ângulo β pode variar entre 0 e 2π.

Assumindo que a cunha é um condutor perfeito, então o seu potencial eléctrico φ0 é constante, e o
campo eléctrico é nulo no seu interior [30]. Sem perda de generalidade, será considerado que φ0 = 0.
Por outro lado, o potencial eléctrico no dieléctrico obedece à equação de Laplace, ou seja,

∇2φ(r) = 0. (H.1)

Assuma-se agora que este potencial é independente da variável z. Nessas condições, podem ser
separadas as variáveis r e θ como φ(r) = R(r)Θ(θ), e a equação de Laplace toma a forma, em
coordenadas ciĺındricas,

r

R(r)

∂

∂r

[
r
∂R(r)

∂r

]
= − 1

Θ(θ)

∂2Θ(θ)

∂θ2
≡ λ2. (H.2)

Assumindo que λ 6= 0,1 a solução para Θ(θ) toma imediatamente a forma

Θ(θ) = A cos(λθ) +B sin(λθ). (H.3)

Por outro lado, a equação diferencial para r toma a forma

r2
∂2R(r)

∂r2
+ r

∂R(r)

∂r
= λ2R(r). (H.4)

Por substituição, prova-se facilmente que rλ e r−λ são suas soluções particulares da equação ante-
rior, pelo que a solução geral é

R(r) = Crλ +Dr−λ. (H.5)

1Apesar de o problema ter uma solução para λ = 0, é fácil mostrar que a mesma não é compat́ıvel com as condições
fronteira do problema aqui considerado, discutidas mais à frente.
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A expressão para o potencial toma, portanto, a forma

φλ(r) = [A cos(λθ) +B sin(λθ)]
[
Crλ +Dr−λ

]
, (H.6)

onde foi explicitada a dependência no parâmetro λ. Como habitualmente, as constantes A, B, C e D
são determinadas pelas condições fronteira do problema. Neste caso, como discutido anteriormente, o
potencial à superf́ıcie do condutor tem que ser φ0 = 0, pelo que é necessário impor

1. φ(r, θ = 0) = 0 ⇒ A = 0;

2. φ(r, θ = β) = 0 ⇒ λ =
nπ

β
.

Adicionalmente, a solução encontrada deve ser válida para r = 0, pelo que é necessário salvaguardar
que o potencial não divirja neste ponto —o que implica que D = 0. Assim, no final,

φn(r) = Cn sin

(
nπθ

β

)
rnπ/β, (H.7)

e, finalmente, a solução geral do problema é

φ(r) =
∞∑
n=1

φn(r) =

∞∑
n=1

Cn sin

(
nπθ

β

)
rnπ/β. (H.8)

Uma vez encontrado o potencial, é posśıvel encontrar o campo eléctrico, através da expressão
E(r) = −∇φ(r), o qual resulta em

E(r) = −
∞∑
n=1

Cnr
nπ/β−1

(
nπ

β

)[
sin

(
nπθ

β

)
r̂ + cos

(
nπθ

β

)
θ̂

]
. (H.9)

Por outro lado, na fronteira entre dois meios lineares distintos 1 e 2, com permitividades relativas
ε1 e ε2, o campo eléctrico tem uma descontinuidade da forma da equação (D.30),

n̂ · [ε1E1 − ε2E2] =
ρS
ε0
, (H.10)

onde ρS é a densidade de cargas na superf́ıcie entre os meios, e os campos são calculados nessa
superf́ıcie. Considere-se agora que o meio 1 é o condutor e o meio 2 é o dieléctrico envolvente, e
a superf́ıcie correspondente à fronteira entre estes é o plano θ = 0. Consequentemente, para este
caso, n̂ = θ̂, com θ = 0. Assim, devido às propriedades dos condutores, E1 = 0. Assumindo que o
dieléctrico tem uma permitividade relativa ε, então

− εEθ(r, θ = 0) =
ρS
ε0
, (H.11)

ou seja,

ρS = εε0

∞∑
n=1

(
nπ

β

)
Cnr

nπ/β−1. (H.12)

Na vizinhança do vértice (a borda) da cunha (r � 1), o termo dominante na expressão anterior
corresponde a n = 1, pelo que é posśıvel aproximar, nesta região,

ρS ∝ rπ/β−1. (H.13)

É este o comportamento verificado para a densidade de carga superficial na vizinhança de um
vértice. Note-se que, para β > π (como se verifica numa cunha), as cargas têm tendência a acumular-
se no vértice, enquanto que, para β < π (caso correspondente a um guia de ondas), as cargas têm
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tendência a afastar-se do vértice. Para β = π, as cargas distribuem-se uniformemente na superf́ıcie,
como esperado pela simetria do problema, nessa situação.

Contudo, o objectivo principal deste apêndice é estender este resultado para a densidade superficial
de correntes, KS = Kr

Sr̂ + Kz
S ẑ. Para tal, considere-se agora a equação da continuidade (D.9) na

superf́ıcie entre os dois meios,

∇ ·KS +
∂ρS
∂t

= 0. (H.14)

É necessário, agora, introduzir duas assumpções: em primeiro lugar, que as cargas evoluem harmo-
nicamente no tempo, isto é, ρ(t) ∼ e−iωt; em segundo lugar, que a corrente varia apenas na direcção
r, isto é, KS = KS(r).2 Nestas condições, a equação da continuidade toma a forma

∂Kr
S(r)

∂r
= iωρS(r) = iωεε0

∞∑
n=1

(
nπ

β

)
Cnr

nπ/β−1. (H.15)

Integrando a equação anterior, obtém-se

Kr
S(r) = iωεε0

∞∑
n=1

Cnr
nπ/β. (H.16)

No mesmo limite considerado anteriormente, isto é, r � 1, o somatório anterior é dominado pelo
termo correspondente a n = 1, pelo que, neste limite,

Kr
S ∝ rπ/β. (H.17)

Assim, ao contrário da densidade de cargas, a densidade de correntes acumulam-se no vértice para
β > π e afastam-se do vértice quando β < π —o que corresponde, naturalmente, a uma consequência
directa da equação da continuidade. Para β = π, as correntes distribuem-se, mais uma vez, uniforme-
mente na superf́ıcie.

Por fim, interessa particularizar esta demonstração para o caso limite em que a cunha passa apenas
a uma tira semi-infinita, ou seja, β = 2π. Neste caso, obtém-se os resultados

ρS ∝ r−1/2, Kr
S ∝ r1/2, (H.18)

perto da borda da tira. Está, portanto, demonstrada a condição de borda.

2Esta consideração é plauśıvel já que foram procuradas soluções para o potencial que não dependessem de z —assim,
o mesmo deve ocorrer para as correntes obtidas a partir dessas soluções.
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I. Reflectância e Transmitância de uma Folha de Grafeno

Neste apêndice, serão derivadas expressões anaĺıticas para a reflectância, transmitância e ab-
sorvância de uma folha de grafeno plana e infinita, posicionada entre dois meios dieléctricos uniformes
e infinitos, com permitividades relativas ε1 e ε2, em função da frequência ω da radiação incidente.

Será considerado apenas o caso da incidência normal, por simplicidade. Neste caso, todas as ondas
–incidente, reflectida e transmitida– propagar-se-ão perpendicularmente à folha de grafeno. Admitindo
soluções do tipo TM, então os campos magnéticos destas ondas terão a forma

Bi = Bi
0e

ikiyẑ, Br = rBi
0e
−ikryẑ, Bt = τBi

0e
iktyẑ, (I.1)

onde os ı́ndices ‘i’, ‘r’ e ‘t’ denotam, respectivamente, as ondas incidente, reflectida e transmitida,
e, em todas elas, está impĺıcita uma variação temporal harmónica da forma e−iωt. Uma vez que os
campos magnéticos, tal como imposto pelas equações de Maxwell, devem obedecer a uma equação de
onda da forma (D.14), então, conclui-se que

ki = kr =

√
ε1ω

c
, kt =

√
ε2ω

c
. (I.2)

Por outro lado, a partir da equação (D.10), vem que

Ei = −B
i
0k

ic2

ε1ω
eik

iyx̂, Er = r
Bi

0k
rc2

ε1ω
e−ik

ryx̂, Et = −τ B
i
0k

ic2

ε2ω
eik

tyx̂. (I.3)

Note-se que, até agora, ainda não são conhecidos os coeficientes r e τ . Para tal, é necessário recorrer
às condições fronteira do problema. A primeira, segundo a equação (D.36), refere-se à continuidade
da componente tangencial do campo eléctrico,

Ei
x(x) + Er

x(x) = Et
x(x), (I.4)

onde a equação anterior é avaliada em y = 0 (plano do grafeno). Substituindo as equações (I.3) na
condição anterior, obtém-se

− ki + rkr = −ε1
ε2
τkt, (I.5)

ou, utilizando as expressões (I.2),

1− r =

√
ε1
ε2
τ. (I.6)

A segunda condição fronteira corresponde à descontinuidade da componente normal do campo
magnético através de uma superf́ıcie carregada, como ditado pela equação (D.37). Se, nesta superf́ıcie,
existe uma densidade de corrente K(ω, x), então, em y = 0,

Bi
z(x) +Br

z(x)−Bt
z(x) = −µ0K(ω, x). (I.7)

Para avaliar K(ω, x), é importante relembrar que, segundo a Lei de Ohm (2.39), se σ(ω) é a
condutividade na superf́ıcie, então

K(ω, x) = σ(ω)Ex(x). (I.8)

Deste modo, a segunda condição fronteira pode ser reescrita como

Bi
z(x) +Br

z(x)−Bt
z(x) = −µ0σ(ω)Et

x(x). (I.9)

Utilizando as expressões (I.1) e (I.3), a equação anterior permite obter que

1 + r − τ = τ
kt

ε0ε2ω
. (I.10)
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Utilizando as expressões (I.2) e (I.6), a expressão anterior pode ser reordenada, ficando com a forma

τ =
2
√
ε2

σ(ω)
cε0

+
√
ε1 +

√
ε2
, r = 1− 2

√
ε1

σ(ω)
cε0

+
√
ε1 +

√
ε2
. (I.11)

Neste ponto, estão já completamente caracterizados os campos eléctricos e magnéticos incidentes,
transmitidos e reflectidos. O passo seguinte desta demonstração é calcular a reflectância, transmitância
e absorvância que se definem, respectivamente, como as fracções da energia incidente que são reflec-
tidas, transmitidas ou absorvidas. Estas grandezas foram já estudadas no apêndice D.3, onde se
determinou que eram dadas pelas equações (D.54), (D.55) e (D.56), as quais, adaptadas a este caso
concreto, têm a forma

R(ω) =
kr

ki
|r|2 =

[
1− 2

√
ε1

σ(ω)
cε0

+
√
ε1 +

√
ε2

]2
, (I.12)

T (ω) =
ε1
ε2

kt

ki
|τ |2 =

√
ε1
ε2

[
2
√
ε2

σ(ω)
cε0

+
√
ε1 +

√
ε2

]2
. (I.13)

As expressões para a reflectância e a transmitância de uma folha de grafeno estão agora encontradas.
A absorvância, por sua vez, corresponde à fracção da energia que não é reflectida nem transmitida,
ou seja,

A(ω) = 1−R(ω)− T (ω). (I.14)

É importante notar que toda a dependência destas funções em ω advém apenas da condutividade
do grafeno, a qual é dada pela equação (2.93),

σ(ω) =
e2

π~

(
EF

Γ− i~ω

)
. (I.15)

Na figura I.1, estão representados dois exemplos destas funções, para parâmetros EF e Γ t́ıpicos, e
para dois conjuntos de meios diferentes.
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Figura I.1: Representações gráficas de R, T e A, em função de ω, para os valores t́ıpicos EF = 0.5 eV e Γ = 3 meV, e
para (a) ε1 = ε2 = 1 e (b) ε1 = 3, ε2 = 4. Compare-se, em particular, as curvas de R e A para ambos os casos.

Por fim, note-se que, no caso em que não existe grafeno [ou seja, σ(ω) = 0], obtém-se as expressões
para a reflectância e a transmitância da radiação entre dois meios com permitividades diferentes com
a forma

R =

(√
ε1 −

√
ε2√

ε1 +
√
ε2

)2

, T =

√
ε1
ε2

(
2
√
ε2√

ε1 +
√
ε2

)2

. (I.16)
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A análise das expressões anteriores permite notar, em primeiro lugar, que R + T = 1, ou seja,
A = 0 —o que faz sentido, uma vez que não existe, entre os meios, nenhum “suporte” para absorver
a radiação.

Em segundo lugar, verifica-se que estas expressões se tornam independentes da frequência da ra-
diação incidente, dependendo apenas das caracteŕısticas dos meios. Adicionalmente, nota-se ainda que
as expressões anteriores podem ser escritas exclusivamente em função do rácio ε2/ε1, ou seja, estas
não dependem individualmente das caracteŕısticas de cada um dos meios, mas apenas do rácio entre
as suas permitividades. Definindo ξ ≡ ε2/ε1, as expressões ficam

R(ξ) =

(√
ξ − 1√
ξ + 1

)2

, T (ξ) =
√
ξ

(
2√
ξ + 1

)2

. (I.17)

Um pouco menos óbvio, mas também pertinente, e facilmente verificável, é o facto de que R(ξ) =
R(1/ξ) [e idem para T (ξ)], o que significa que estas propriedades não se alteram através da troca
ε1 ↔ ε2. Isto significa que a reflectância e a transmitância são independentes do lado a partir do qual
a radiação incide.

Finalmente, a propriedade anterior é trivial para ξ = 1, caso particular em que R = 0 e T = 1.
Neste caso, ε1 = ε2, pelo que, de facto, não existe nenhuma mudança de meio por parte da radiação,
não fazendo sentido que esta seja reflectida em algum ponto. O caso oposto a este ocorre quando ξ
(ou 1/ξ) tende para ∞ (ou 0); neste caso, uma das permitividades torna-se muito maior que a outra,
ou seja, um dos meios é opticamente muito mais denso que o outro, reflectindo quase totalmente a
radiação.

Para terminar este apêndice, está representada na figura I.2 a variação de R e T , em função de ξ,
no caso em que não existe grafeno.
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Figura I.2: Representações gráficas
de R e T em função de ε1/ε2,

através de uma interface que divide
os meios com permitividades ε1 e
ε2. As curvas interceptam-se para
ξ = (1±

√
2)4, o que está em

concordância com o discutido no
texto principal, já que

(1 +
√

2)4 = 1/(1−
√

2)4.
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Ressonância Óptica

Na secção 6.1, foi desenvolvido um método para encontrar as funções ópticas —reflectância, trans-
mitância e absorvância— de uma rede de difracção constitúıda por tiras periódicas de grafeno. O
aspecto t́ıpico das curvas obtidas pode ser observado na figura J.1.
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Figura J.1: Representações gráficas
de R, T e A em função de ω, para

os parâmetros: L = 4 µm,
w = 2 µm, θ = 0, ε1 = 3, ε2 = 4,
EF = 0.5 eV e Γ = 3 meV. Na

figura, estão ainda assinalados os
parâmetros ópticos base

considerados ao longo deste estudo,
com os valores: ω0 = 4.1 THz,
Ω = 1.1 THz, Rmin = 0.00515,
Rmax = 0.15, Tmin = 0.43,

Tmax = 0.99485 e Amax = 0.42.

A figura anterior permite observar que, como discutido no texto principal, a rede é essencialmente
transparente à radiação incidente excepto em torno de uma frequência ω0, chamada frequência de
ressonância. Nesta região existe um crescimento acentuado da reflectância e da absorvância, acompa-
nhado por uma diminuição acentuada da transmitância.

Do ponto de vista da aplicação deste sistema, é necessário conhecer como varia esta ressonância
com os parâmetros considerados do sistema. Para caracterizar estas ressonâncias, foram definidos
alguns parâmetros —daqui em diante denominados ópticos— de interesse, assinalados na figura J.1:
a posição da ressonância, ω0, e a sua largura, Ω, medida a meia altura; os valores de R, T e A na
ressonância, denotados Rmax, Tmin e Amax; os valores de R, T longe da ressonância (em particular,
quando ω → 0), denotados Rmin, Tmax.

Todos estes parâmetros devem ser influenciados, em alguma medida, pelos parâmetros carac-
teŕısticos do sistema, nomeadamente: as energias de Fermi e de amortecimento do grafeno, EF e
Γ; a periodicidade do sistema, L, e a largura das fitas, w; o ângulo de incidência da radiação, θ; as
permitividades dos dieléctricos envolventes, ε1 e ε2.

Para compreender de que forma os parâmetros ópticos são influenciados pelos parâmetros do sis-
tema, foi realizado um estudo extensivo no qual todos estes parâmetros do sistema (ou combinações
destes) foram variados de forma independente uns dos outros, e foi registada, para cada caso, a res-
pectiva variação dos parâmetros ópticos. Adicionalmente, tentou-se, sempre que posśıvel, encontrar
uma regressão adequada para descrever o comportamento observado. Os resultados encontrados estão
apresentados nas próximas páginas.

Neste apêndice, e para que este trabalho não fique demasiado extenso e pesado, optou-se por não
se analisar os resultados obtidos, excepto aqueles cuja análise é realizada no texto principal. Assim,
o principal objectivo deste estudo é demonstrar a utilidade da técnica anaĺıtica desenvolvida —com
base na condição de borda— para o estudo das propriedades ópticas da rede de grafeno. Esta técnica
tem como principal vantagem ser muito mais rápida e leve do ponto de vista computacional do que a
alternativa exacta (semi-anaĺıtica), obtendo, ainda assim, resultados satisfatórios. Este apêndice é uma
prova dessa vantagem, já que demonstra que a técnica anaĺıtica permite compreender de forma extensa
o comportamento de diversas propriedades ópticas do sistema, tendo sido necessário significativamente
menos tempo de computação do que aquele que seria necessário se tivesse sido empregue o método
exacto.
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J.1 Energia de Fermi do Grafeno
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Figura J.2: Representações gráficas da (a) reflectância e transmitância e (b) absorvância para diversos valores da
energia de Fermi do grafeno, EF; representações gráficas, em função da energia de Fermi escolhida, (c) dos valores de
R, T e A na ressonância (Rmax, Tmin e Amax); (c) de R e T longe da ressonância (Rmin e Tmax); (e) da posição da

ressonância, ω0; e (f) da largura da ressonância a meia altura, Ω. Nos últimos dois gráficos foi realizada uma regressão
com a forma e os parâmetros apresentados na respectiva figura. Foram utilizados os parâmetros: Γ = 3 meV,

L = 4 µm, w = 2 µm, θ = 0, ε1 = 3, ε2 = 4.
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J.2 Energia de Amortecimento do Grafeno
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Figura J.3: Representações gráficas da (a) reflectância e transmitância e (b) absorvância para diversos valores da
energia de amortecimento do grafeno, Γ; representações gráficas, em função da energia de amortecimento escolhida, (c)
dos valores de R, T e A na ressonância (Rmax, Tmin e Amax); (c) de R e T longe da ressonância (Rmin e Tmax); (e) da
posição da ressonância, ω0; e (f) da largura da ressonância a meia altura, Ω. Nos últimos dois gráficos foi realizada uma

regressão com a forma e os parâmetros apresentados na respectiva figura. Foram utilizados os parâmetros:
EF = 0.5 eV, L = 4 µm, w = 2 µm, θ = 0, ε1 = 3, ε2 = 4.
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J.3 Largura das Tiras de Grafeno
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Figura J.4: Representações gráficas da (a) reflectância e transmitância e (b) absorvância para diversos valores da
largura das fitas, w, mantendo o rácio de preenchimento fixo, w/L = 1/2; representações gráficas, em função da largura
das fitas escolhida, (c) dos valores de R, T e A na ressonância (Rmax, Tmin e Amax); (c) de R e T longe da ressonância

(Rmin e Tmax); (e) da posição da ressonância, ω0; e (f) da largura da ressonância a meia altura, Ω. Nos últimos dois
gráficos foi realizada uma regressão com a forma e os parâmetros apresentados na respectiva figura. Foram utilizados os

parâmetros: EF = 0.5 eV, Γ = 3 meV, L = 4 µm, θ = 0, ε1 = 3, ε2 = 4.
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J.4 Rácio de Preenchimento
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Figura J.5: Representações gráficas da (a) reflectância e transmitância e (b) absorvância para diversos valores da
largura do rácio de preenchimento, w/L, mantendo a periodicidade do sistema, L, fixa; representações gráficas, em

função da largura das fitas escolhida, (c) dos valores de R, T e A na ressonância (Rmax, Tmin e Amax); (c) de R e T
longe da ressonância (Rmin e Tmax); (e) da posição da ressonância, ω0; e (f) da largura da ressonância a meia altura, Ω.
Nos últimos dois gráficos foi realizada uma regressão com a forma e os parâmetros apresentados na respectiva figura.

Foram utilizados os parâmetros: EF = 0.5 eV, Γ = 3 meV, L = 4 µm, θ = 0, ε1 = 3, ε2 = 4.
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J.5 Ângulo de Incidência
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Figura J.6: Representações gráficas da (a) reflectância e transmitância e (b) absorvância para diversos valores do
ângulo de incidência da radiação na rede de difracção, θ; representações gráficas, em função do ângulo de incidência

escolhido, (c) dos valores de R, T e A na ressonância (Rmax, Tmin e Amax); (c) de R e T longe da ressonância (Rmin e
Tmax); (e) da posição da ressonância, ω0; e (f) da largura da ressonância a meia altura, Ω. Nos últimos dois gráficos foi

realizada uma regressão com a forma e os parâmetros apresentados na respectiva figura. Foram utilizados os
parâmetros: EF = 0.5 eV, Γ = 3 meV, L = 4 µm, w = 2 µm, ε1 = 3, ε2 = 4.
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J.6 Rácio de Permitividades Envolventes
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Figura J.7: Representações gráficas da (a) reflectância e transmitância e (b) absorvância para diversos valores do rácio
de permitividades envolventes à rede, ξ ≡ ε2/ε1, mantendo ε1 fixo; representações gráficas, em função do rácio de
permitividades escolhido, (c) dos valores de R, T e A na ressonância (Rmax, Tmin e Amax); (c) de R e T longe da

ressonância (Rmin e Tmax); (e) da posição da ressonância, ω0; e (f) da largura da ressonância a meia altura, Ω. Nos
últimos dois gráficos foi realizada uma regressão com a forma e os parâmetros apresentados na respectiva figura. Foram

utilizados os parâmetros: EF = 0.5 eV, Γ = 3 meV, L = 4 µm, w = 2 µm, θ = 0, ε1 = 3.
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J.7 Permitividades Envolventes Absolutas
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Figura J.8: Representações gráficas da (a) reflectância e transmitância e (b) absorvância para diversos valores das
permitividades envolventes à rede, ε = ε1 = ε2, mantendo ε1 = ε2; representações gráficas, em função do rácio de
permitividades escolhido, (c) dos valores de R, T e A na ressonância (Rmax, Tmin e Amax); (c) de R e T longe da

ressonância (Rmin e Tmax); (e) da posição da ressonância, ω0; e (f) da largura da ressonância a meia altura, Ω. Nos
últimos dois gráficos foi realizada uma regressão com a forma e os parâmetros apresentados na respectiva figura. Foram

utilizados os parâmetros: EF = 0.5 eV, Γ = 3 meV, L = 4 µm, w = 2 µm, θ = 0.
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