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6. ANALISE DINAMICA DE ENGRENAGENS

6.1. INTRODUCAO

Como é sabido, as engrenagens séo sistemas mecéanicos utilizados para transmitir
poténcia e movimento entre os 6rgdos motor e movido. Tal como acontece em outros
sistemas mecénicos de transmissdo de movimento, o projeto e dimensionamento dos
componentes que constituem as engrenagens assenta no conhecimento das forcas que
se desenvolvem durante o seu funcionamento (Shigley e Mischke, 1989; Wilson e
Sadler, 1993). No caso das engrenagens, a determinacdo das forcas que atuam nos
dentes depende das condigdes de funcionamento e do tipo de dentado. Na verdade, o
correto conhecimento da magnitude e do sentido de atuacéo das diversas componen-
tes da forca de engrenamento € de primordial importancia, pois permite a determina-
cdo dos esforcos que atuam nos dentes, nos veios que suportam as rodas dentadas, e
nos respetivos apoios dos veios. Com efeito, conhecidas cargas que se desenvolvem
nas engrenagens € possivel efetuar o calculo dos dentes, o dimensionamento dos vei-
0s e a selecdo dos apoios (Branco et al., 2009).

A anélise dindmica de engrenagens diz respeito ao estudo das forcas que atuam
nas engrenagens. Esta analise é frequentemente denominada de analise de forcas e
assenta, em geral, num conjunto de premissas simplificativas. Em primeiro lugar, na
andlise dindmica de engrenagens é habitual efetuar-se a simplificacdo que considera
que as forcas de engrenamento sdo pontuais e atuam na zona central dos flancos dos
dentes. Por outro lado, durante o engrenamento de duas rodas dentadas é provavel
que um dente seja mais solicitado do que os dentes adjacentes, por isso, € comum
considerar-se que a forca de engrenamento é totalmente transmitido apenas num den-
te. Na analise dindmica de engrenagens é habitual considerar-se que o rendimento é
unitéario (Shigley e Uicker, 1980). Esta assuncao é verdadeira para o caso das engre-
nagens cilindricas de dentado reto e inclinado, bem como no caso das engrenagens
conicas de dentes retos. Na verdade, nestes tipos de engrenagens é expectavel que
haja perdas na ordem de 1 a 2%, as quais podem, todavia, ser desprezadas. Esta sim-
plificacdo ndo deve ser efectuada no caso das engrenagens de parafuso sem-fim de-
vido ao elevado escorregamento que acontece entre os flancos dos filetes e dos den-
tes das rodas (Drago, 1988; Juvinall e Marshek, 2006; Budynas e Nisbett, 2011; Flo-
res e Gomes, 2014a; Norton, 2013).

Os elementos das engrenagens tém inércia, a qual quando associada a aceleracdo
desenvolve forc¢as de inércia. Quando as forcas de inércia sao relativamente pequenas
face as demais forcas em jogo, entdo as primeiras podem ser desprezadas na analise
de forcas em engrenagens. Este tipo de anélise é frequentemente denominada de ana-
lise estatica, uma vez que se assume que os elementos estdo em repouso. Com efeito,
a anélise dindmica de engrenagens €, em geral, realizada utilizando as condi¢des de
equilibrio, pelo que o estabelecimento correto dos sentidos das forgas que atuam nas
engrenagens é de capital importancia (Thomas e Hillsman, 1993). Subsequentemen-
te, torna-se necessario conhecer as magnitudes daquelas forgas e, deste modo, proce-
der ao projeto das engrenagens, nomeadamente no calculo dos dentes, no dimensio-
namento dos veios e na selecdo dos apoios dos veios.
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Figura 6.1 — Representacdo simplificada de uma engrenagem cilindrica de dentes retos.

Com o intuito de introduzir os aspectos fundamentais relacionados com a analise
dindmica de engrenagens considere-se a figura 6.1 onde se representa esquematica-
mente o engrenamento de duas rodas dentadas de dentes retos em que o pinhdo é o
6rgdo motor. Por simplicidade, quer o pinhdo, quer a roda estdo materializados pelas
respectivas circunferéncias primitivas. Sabe-se que durante o engrenamento, o0 ponto
de contacto move-se ao longo da linha de engrenamento EF. Na representacdo da
figura 6.1, o dente do pinhdo contacta o dente da roda no ponto primitivo I, sendo
este 0 ponto de engrenamento. Nesta fase do engrenamento, os flancos dos dentes em
contacto descrevem um movimento de rolamento puro, isto é ndo existe escorrega-
mento. Em qualquer outra fase do engrenamento, em virtude do escorregamento
existente nos flancos dos dentes no pinhdo e na roda, a forca resultante no engrena-
mento esta ligeiramente incluida de um angulo denominado angulo de atrito (Mabie
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e Reinholtz, 1987; Flores e Gomes, 2014b). Atendendo a que, em geral, o angulo de
atrito € muito pequeno, a anélise dindmica da engrenagem representada na figura 6.1
pode ser levada a cabo desprezando o efeito de atrito, sendo que o erro dai decorrente
é de somenos importancia. A forca que empurra os dentes da roda movida é repre-
sentada pelo simbolo F. Esta forca é perpendicular as superficies dos dentes e atua
sempre na direccdo definida pela linha de engrenamento. Da consideragao da terceira
lei de Newton decorre que é exercida nos dentes do pinhdo tem o mesmo mdédulo e
mesma direcdo da forga F, sendo, contudo, oposto o sentido de autuagdo daquela
forca. Atendendo ao principio da transmissibilidade da forca de engrenamento, sabe-
se que 0 momento desenvolvido em cada ponto situado na linha de engrenamento é
constante. Por conseguinte, o ponto primitivo pode ser considerado como representa-
tivo de todo o engrenamento’.

Da analise da figura 6.1, observa-se que a forca de engrenamento F pode ser divi-
da nas suas componentes tangencial e radial. A primeira componente diz respeito a
forca util, a qual representa a forca responsavel pela transmissdo de poténcia. Ao
invés, a componente radial ndo transmite poténcia e atua, tal como o nome sugere, na
direcdo radial das rodas e no sentido dos respetivos centros de rotacdo. De facto, em
engrenagens cilindricas exteriores de dentes retos, a componente radial da forga de
engrenamento tende a separar o pinhdo da roda, pelo que esta forca é, por vezes, de-
nominada de forca de separagéo (Shigley e Uicker, 1980).

Admitindo que o motor que aciona o pinhdo da engrenagem representada na figu-
ra 6.1 transmite uma poténcia P; a uma velocidade angular a, entdo tem-se que

R =M (6.1)
em que M; denota 0 momento que atua no pinhdo. Atendendo a que o rendimento é

unitario, sabe-se que
P, =R =M, (6.2)
ou seja, 0 momento que atua na roda é diferente do momento que atua no pinhao,
sendo que as correspondentes velocidades angulares variam de modo inverso, tal que
o My (6.3)

w, M
O momento que atua no pinhao pode ser expresso do seguinte modo

M, = Ft% (6.4)

em que d; representa o diametro primitivo do pinhdo.

Combinando agora as equacdes (6.1) e (6.4) obtém-se a expressao que relaciona a
forca transmitida com a poténcia e velocidade angular do motor, ou seja
_2h

Fi=
diay

(6.5)

ou, alternativamente,

! Refira-se que o ponto primitivo é, por definicdo, o ponto de intersecdo da linha de engrenamento
com a linha de centros. Por seu lado, o angulo definido pela tangente comum as circunferéncias
primitivas e pela linha de engrenamento é denominado angulo de pressao (Henriot, 1979).
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em que P; € a poténcia do motor, expressa em W, d; representa o didmetro primitivo
do pinh&o, expresso em m e n; € a velocidade de rotacdo do motor, expresso em rpm.
Observa-se, portanto, que a forca transmitida € funcéo das carateristicas do motor e
dimensao do pinhao.

Por seu lado, a componente radial da forgca de engrenamento é expressa da seguin-
te forma

F'=F'ga (6.7)

em que « é o0 angulo de pressao.
Pode ainda determinar-se a forca resultante que atua nos dentes, isto é

t
c_F

= (6.8)
cosa

Observa-se, pois, que a forca de engrenamento aumenta com o angulo de pressao.
A componente radial da forca de engrenamento também aumenta com o angulo de
pressdo. Deve ainda referir-se que a forga tangencial induz corte e flex&o nos dentes,
ao passo que a componente radial gera compressao nos dentes. Devido a natureza do
contacto que acontece-se entre as superficies dos dentes, pode verificar-se que a for-
ca de engrenamento causa tensdes elevadas na vizinhanga da zona de contacto nos
flancos dos dentes. Finalmente, deve mencionar-se que nas engrenagens cilindricas
de dentes retos ndo existe componente axial da for¢a de engrenamento, uma vez que
as superficies dos dentes se desenvolvem paralelamente ao eixo da roda. Na verdade,
as forcas de engrenamento dependem da geometria dos dentes das rodas (Spotts e
Shoup, 1998). De modo geral e simples, pode dizer-se que a analise dindmica de en-
grenagens confina os seguintes:

- Célculo das componentes da forca de engrenamento,

- Determinacdo das reac6es nos apoios dos veios que suportam as rodas,

- Selecdo dos apoios para 0s veios.

Exercicio 6.1

Enunciado: Considere uma engrenagem cilindrica de dentado reto normalizado em
que o pinhéo é accionado por um motor que roda a 1750 rpm e transmite uma potén-
cia de 2,5 kW. Atendendo a que o pinhdo tem 20 dentes um modulo de 2,5 mm, de-
termine as forgas que atuam nesta engrenagem.

Padrao de resposta esperado:

Da analise geométrica de engrenagens sabe-se que o didmetro primitivo do pinhao
pode ser calculado do seguinte modo

d; = mz; = 2,5%x20 = 50 mm.
Assim, as componentes tangencial, radial da forca de engrenamento, bem como a
forca total de engrenamento podem ser determinadas utilizando as equacdes (6.6) a
(6.8), resultando

F'=54567 N
F'=19861N
F =580,69 N.
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6.2. DIAGRAMAS DO CORPO LIVRE

Uma das etapas mais importantes na analise de forcas em sistemas mecanicos em
geral prende-se com a elaboragdo dos diagramas do corpo livre. Esta circunstancia é
de particular relevancia na analise dindmica de engrenagens, ndo sé devido a geome-
tria diversa que os dentes das rodas podem apresentar, mas também pelo tipo de
apoio que os veios das rodas podem assentar. Um diagrama do corpo livre? ndo é
mais do que um desenho, um esquema ou um esbogo do corpo, componente ou sub-
sistema em analise, o qual é retirado ou isolado do sistema mecénico a que pertence e
onde se representam todas as forgas e momentos que sobre ele atuam (Flores e Claro,
2007). Com efeito, a titulo de exemplo, a figura 6.2 apresenta os digramas do corpo
livre dos componentes que constituem um alicate. Neste caso sdo desprezados 0s
efeitos dos varios corpos na elaboracao dos referidos diagramas (Flores, 2012).

-

Figura 6.2 — Diagramas do corpo livre dos diversos componentes de um alicate.

A elaboracdo de diagramas do corpo livre em sistemas mecanicos requer a correta
identificacdo dos seus componentes, bem como das forcas e momentos que sobre
eles sdo exercidos. Em maquinas e mecanismos de uso corrente, 0s componentes sao
ligados uns aos outros atraves de pares cinematicos, pelo que é muito importante
identificar os tipos de constrangimentos ou restricdes que atuam nos diversos pares
cinematicos. A figura 6.3 inclui os principais tipos de pares cineméticos inferiores®
comummente utilizados em sistemas mecéanicos. Ainda nesta figura estao representa-
das as reagOes que se desenvolvem em cada um dos elementos quando o efeito de

20 termo livre significa que o corpo esta desligado do sistema mecanico de que faz parte, sendo que

os seus efeitos sdo substituidos pelas forcas e momentos que atuam sobre o corpo.

® Nos pares cinematicos inferiores, 0 contacto entre os seus elementos constituintes ¢ uma superficie.
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atrito é desprezéavel. Deve referir-se que no caso dos pares cinematicos superiores®,
as forcas de reacdo sdo sempre perpendiculares as superficies de contacto quando é
nulo o efeito devido ao atrito.

Pares cinematicos inferiores

Designacgéo Geometria Incognitas Reacdes
- z
Rotacao 5
NOON R
z
Translacéo
ou 5
prismatica ol X (,) y
z
Esférica T
ou 3
globular x/)\\y
Q .
Cilindrica ﬁ 4
— — « y
(o ZT

Plana \‘/ 3

Helicoidal
ou de 4

parafuso N O X y

Figura 6.3 — Representacdo dos pares cinematicos inferiores e correspondentes
reacOes em termos de forgas e/ou momentos.

Figura 6.4 — Trem de engrenagens constituido por 3 rodas.

* Deve referir-se que no caso dos pares cineméticos superiores, o contacto entre 0s seus elementos é

do tipo pontual ou linear (Flores e Claro, 2007).
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Exercicio 6.2

Enunciado: A figura 6.4 mostra um trem de engrenagens de rodas cilindricas de den-
tes retos, em que o 6rgdo motor é a roda 1, cuja poténcia é de 30 kW a 1000 rpm. A
roda 1 tem 10 mm de modulo e um angulo de pressdo normalizado. As rodas 1, 2 e 3
tém um numero de dentes igual a 35, 45 e 60, respetivamente. Assim, elabore o dia-
grama do corpo livre de cada uma das rodas.

Padrao de resposta esperado:

A figura 6.5 apresenta os diagramas do corpo livre das rodas do trem supramenci-
onado. Deve chamar-se a atencdo que ndo existe momento na roda intermédia, sendo
esta denominada de roda parasita, pois ndo afeta a relacdo de transmissao total do
trem. Na verdade a roda 2 permite que as rodas 1 e 3 rodem no mesmo sentido.

Q,
Fa Fiz sy Fi
/\
1
r
X 2] iﬂ T’ r
M, Fa @ Fio Ab Fs»
2
Far
—p|
a a
Fy

b
Figura 6.5 — Diagramas do corpo livre das rodas do trem descrito no exercicio 6.2.

Exercicio 6.3

Enunciado: A figura 6.6a ilustra um trem de engrenagens acionado pelo anel exteri-
or, 1, que, por sua vez transmite 0 movimento as rodas 2, 3 e 4. A roda central, 5,
esta estacionaria e ligada ao braco 6. Assim, atendendo a que 0 momento motor que
atua naroda 1 é igual a My, determine a relacdo de transmissao do trem.

Padrao de resposta esperado:

Para se proceder a resolucdo deste exercicio, deve comecar-se pela elaboracdo dos
diagramas do corpo livre dos varios componentes, tal como se representa na figura
6.6b. Deve notar-se que os diagramas do corpo livre aqui representados sdo uma ver-
sdo simplificada dos mesmos. Com efeito, da andlise do diagrama do corpo livre do
anel tem-se que 0 momento M; é divido® igualmente pelas rodas 2, 3 e 4, ou seja

Ml :3M2 (69)

Por outro lado, 0 momento M é dado por

Combinando agora as equacdes (6.9) e (6.10) resulta que
2M
F =<1 6.11
) (6.11)

> Esta situacdo é verdadeira, uma vez que se admite que o rendimento é unitério.
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\Me

Fa
(b)
Figura 6.6 — (a) Trem de engrenagens; (b) Diagramas do corpo livre.

Da analise do diagrama de forcas relativo a roda 2 tem-se que

F2 = 2F1 (612)
Introduzindo agora a equacao (6.11) na expressdo (6.12) vem que
4 M
Fp=——1 6.13
2237, (6.13)

De modo analogo, 0 momento total que atua no centro de rotacdo do braco 6 pode
ser calculado somando os momentos associados a cada uma das rodas 2, 3 e 4, isto é

MG =3F2r6 (614)

em que rg denota o raio do braco, o qual é dado por

r6=d5+d2=d5+(d1/2—d5/2):d5+d1 (6.15)
2 2 4
Atendendo agora a definicdo de relacdo de transmissdo tem-se que
i—2_Ms (6.16)

Wg Ml
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Introduzindo agora as equacdes supramencionadas, a equacdo (6.16) pode ser re-
escrita do seguinte modo
i=1+ ds (6.17)
dy

6. ANALISE DINAMICA DE ENGRENAGENS 9



6.3. NOMENCLATURA

Antes de apresentar a analise dinamica de engrenagens dos principais tipos de ro-
das dentadas é oportuno introduzir a nomenclatura fundamental relativa a este tipo de
analise. Para o efeito, considere-se a figura 6.7 respeitante a um engrenamento de
dentado reto. Assim, o fixe ou estrutura do sistema mecénico é designado pelo nime-
ro 0. A roda de entrada ou motora ¢ atribuido o nimero 1, sendo que as restantes
rodas sdo definidas sucessivamente pelos nimeros 2, 3, 4 etc. até a ultima roda do
sistema de transmissdo de movimento. Pela mesma ordem de ideias, 0s veios das
rodas sdo denominados pelas letras minusculas do alfabeto, ou seja, a, b, c, d, etc.
Por seu lado, as direcdes tangencial, radial e axial associadas aos engrenamentos sdo
atribuidos os expoentes t, r e a, respetivamente. De igual modo, as diregdes associa-
das aos eixos cartesianos sdo referidos pelas expoentes x, y e z (Shigley e Mischke,
1989; Branco et al., 2009).

(b)

Figura 6.7 — (a) Engrenagem cilindrica de dentes retos; (b) Diagrama do
corpo livre do pinhao quando este é o 6rgdo motor.

Com efeito, F,; representa a forca que a roda 2 exerce sobre a roda 1. Atendendo
a terceira lei de Newton sabe-se que F»; e F1; ttm a mesma dire¢do, a mesma magni-
tude, mas atuam em sentidos opostos. A forca que 0 veio a exerce na roda 1 € desig-
nada por Fa1, a qual tem duas componentes cartesianas, tal como se pode identificar
na representacao da figura 6.7. O efeito do motor na roda 1 é indicado por Mg, que
representa 0 momento motor. E frequente omitir os indices associados aos veios,
assim tem-se que M,1=M;. Com efeito, doravante, utilizar-se-a esta nomenclatura no
ambito da anélise dindmica de engrenagens.

Uma vez elaborados os diagramas do corpo livre dos componentes das engrena-
gens, pode proceder-se a analise dindmica, também denominada analise de forgas.
Assim, quando o sistema® em estudo esta em repouso ou tem uma velocidade cons-

® O vocébulo sistema denota qualquer componente, conjunto de componentes ou parte de uma méa-

quina ou mecanismo que se pretende estudar. Com efeito, a analise de sistemas mecanicos comple-
xo0s pode ser simplificada sobremaneira pela sucessiva elaboracdo do diagrama do corpo livre dos
seus elementos.
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tante, entdo é nula a sua aceleracdo. Por conseguinte, o sistema estd em equilibrio. A
expressao equilibrio estatico é utilizada quando o sistema esta em repouso. Para con-
dicbes de equilibrio, as forcas e momentos que atuam no sistema equilibram-se de tal
modo que (Beer e Johnston, 1991)

> F=0 (6.18)
> M=0 (6.19)

0 que significa que é nulo o somatdrio de todas as forcas e todos 0s momentos que
atuam no sistema em equilibrio.

6. ANALISE DINAMICA DE ENGRENAGENS 11



6.4. ENGRENAGENS CILINDRICAS DE DENTES RETOS

A figura 6.8a diz respeito a representacao simplificada de uma engrenagem cilin-
drica de dentes retos. O pinh&o, que é o 6rgdo motor, roda com uma velocidade de
rotacdo n; no sentido indicado na figura e aciona a roda que gira com uma velocidade
de rotacéo igual a np. Tal como foi descrito anteriormente, a forga normal ou total de
engrenamento atua na direcdo perpendicular as superficies dos dentes, ou seja, atua
na direcéo definida pela linha de engrenamento EF. Na figura 6.8b estdo representa-
dos os diagramas do corpo livre do pinhdo e da roda desta engrenagem (Wilson e
Sadler, 1993; Branco et al., 2009).

@ (b)

Figura 6.8 — (a) Engrenagem cilindrica de dentes retos em que o pinh&o é o érgdo
motor; (b) Diagramas do corpo livre do pinh&o e da roda.

Em consonancia com a nomenclatura apresentada anteriormente, a forca F,; deno-
ta a acdo que a roda exerce sobre o pinhdo, a qual atua no ponto primitivo, na dire¢do
da linha de engrenamento e no sentido contrario ao sentido de rotacdo do pinhéo.
Trata-se, portanto, de uma forca resistente ao movimento descrito pelo motor. Aten-
dendo a que o pinhdo é suportado pelo veio a, entdo pode afirmar-se que no centro de
rotacdo do pinhdo atua uma forca que equilibra a forca de engrenamento, pois o sis-
tema estd em equilibrio. Do mesmo modo, 0 momento M; é equilibrado pelo mo-
mento’ produzido pela forca (til, ou seja

t 0y
Ml = F21? (620)
onde d; representa o didmetro primitivo do pinh&o.

Refira-se que a componente radial da forca de engrenamento ndo produz qualquer
momento, uma vez que aquela forca estéd alinhada com o eixo de rotacdo do pinhé&o.
Na verdade, esta componente da for¢a de engrenamento aponta para o centro do pi-
nhdo e, por isso, tende a afastar o pinhdo da roda. Por esta razéo, a forca radial &,
frequentemente, denominada de forga de separacéo.

" Este momento é frequentemente denominado de momento de torcéo (Shigley e Uicker, 1980; Shi-
gley e Mischke, 1989).
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No caso mais geral das transmissdes por engrenagens, € conhecida a poténcia e a
velocidade de rotacdo do motor que aciona o pinhdo, pelo que a forca Gtil ou transmi-
tida pode ser determinada do seguinte modo
Fh= o

delnl

(6.21)

tal como havida sido demonstrado anteriormente e em que P; é a poténcia do motor,
d; é o didametro primitivo do pinhéo e n; é a velocidade de rotacdo do pinhdo, i.e.,

P =Mo (6.22)
27[”1

-1 6.23

@ = (6.23)

Procedendo de igual modo para a anlise da roda, verificam-se as mesmas obser-
vacOes acima descritas para o pinhdo. Por outro lado, da figura 6.8 podem ainda ser
estabelecidas as seguintes relagdes fundamentais em dinamica de engrenagens

F1 = Fatga (6.24)

(6.25)

(@ (b)

Figura 6.9 — Representacdo das forcas que se desenvolvem no engrenamento em
engrenagens cilindricas de dentes retos: (a) O pinh&o é o érgdo motor e roda no
sentido indireto; (b) O pinhdo é o 6rgdo motor e roda no sentido direto.

Observa-se, portanto, que a componente radial da forca de engrenamento e forca
total podem ser expressas em funcao da forga (til, ou seja, em funcdo das carateristi-
cas do acionamento. Deve referir-se hovamente que nas engrenagens cilindricas de
dentes retos ndo existe componente axial da forca de engrenamento. Finalmente, re-
giste-se que as componentes tangenciais que se desenvolvem no pinhéo e na roda sdo
iguais em modulo, mas os sentidos de atuacdo sdo opostos. Do mesmo modo, pode
afirmar-se que as componentes radiais no pinhdo e na roda sdo iguais em maodulo,
mas atuam em sentidos contrarios. A figura 6.9 representa as forcas tangenciais e
radias que atuam durante o engrenamento em engrenagens cilindricas de dentes retos
em gue o pinh&o é orgao motor e em funcdo do sentido de rotacdo. Na representagédo
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da figura 6.9a o pinhdo roda no sentido indireto, ao passo que na representacdo da
figura 6.9b o pinhdo roda no sentido direto. Deve referir-se que a definigdo do senti-
do de rotacdo do 6rgdo motor € importante no correto estabelecimento do sentido de
atuacdo das forgas de engrenamento, nomeadamente no caso das engrenagens de
dentes inclinados e engrenagens de parafuso sem-fim.

Exercicio 6.4

Enunciado: A figura 6.4 ilustra um trem de engrenagens simples constituido por 3
rodas de dentes retos normalizados. O pinhdo é acionado por um motor de 30 kW a
1000 rpm. O modulo dos dentes é igual a 10 mm, sendo que as rodas 1, 2 e 3 tém 35,
45 e 60 dentes, respetivamente. Assim, determine: (i) a distancia entre os eixos das
rodas 1 e 3; (ii) a relacdo de transmisséo entre as rodas 1 e 3; (iii) 0 momento que
atua na roda 3; (iv) as reagdes no apoio da roda 3.

Padrao de resposta esperado:

Da analise geométrica de engrenagens sabe-se que o didmetro primitivo de uma
roda cilindrica de dentado reto € dado pelo produto do moédulo pelo nimero de den-
tes, pelo que no presente exercicio resulta que

d; = 10%35 = 350 mm

d; = 10x45 =450 mm

dsz = 10x60 = 600 mm.

Assim, atendendo a configuracdo geométrica da figura 6.4 pode escrever-se a seguin-
te relacdo geométrica

a3z = dpptags = (350+450)/2 + (450+600)/2 =925 mm.

A relacdo de transmissdo do trem pode ser obtida pelo produto das relacdes de
transmissao parciais, ou seja

i13 = ilzxizg = Zz/Z]_ X 23/22 = 23/21 =60/35 = 1,71.

Observa-se que a roda intermédia ndo tem influéncia na relacdo de transmisséo to-
tal do trem. Este tipo de roda é frequentemente denominada de roda parasita. Embora
ndo interfira no valor da relacdo de transmissdo, a utilizacdo de rodas parasitas tem,
fundamentalmente, dois objetivos. Em primeiro lugar as rodas parasitas permitem
inverter o sentido de rotacdo da roda movida. Em segundo lugar, as rodas parasitas
evitam a utilizacdo de rodas dentadas de grandes dimensdes, quando se pretende
transmitir movimento de um veio para outro e estes se encontram muito afastados.

Da anélise dos diagramas do corpo livre representados na figura 6.5 verificam-se
as seguintes relacoes

t t 60 x 30 1000

Fas=Fy = 3
mtx 350 %10~ %1000

Fys = Fy; = Fytga =1637,02 x tg20 = 595,83 N.

Com efeito, 0 momento que atua na roda 3 pode ser calculado do seguinte modo

-3
M= L 93 —1637,00%910 " _ 49111 Nim.
2 2

=1637,02 N

Finalmente, da analise das condicdes de equilibrio da roda 3 obtém-se os seguin-
tes valores para as reagdes nos apoios desta roda

FX =595,83 N
F) =1637,02 N.
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7

Figura 6.10 — Representagéo de um trem epicicloidal com roda fixa e respetivos
diagramas do corpo livre. O trem é acionado pelo planetario, roda 6.

Exercicio 6.5

Enunciado: Na figura 6.10 representa-se um trem epicicloidal® com roda fixa, no
qual todas as rodas s&o cilindricas de dentes retos normalizados e cujo modulo é de 2
mm. O trem & acionado pelo planetéario, roda 6, sendo a poténcia e a velocidade an-
gular iguais a 14,4 kW e 400 rad/s, respetivamente. A saida do trem € pelo braco,
elemento 7 na representacdo da figura, e 0 anel exterior, roda 1, esta fixo. O planeta-
rio tem 36 dentes e cada um dos satélites tem 32 dentes. Assim, determine a veloci-
dade de saida deste trem (Wilson e Sadler, 1993).

Padrao de resposta esperado:

Da analise da configuracdo geométrica do trem epicicloidal da figura 6.10 verifi-
ca-se a seguinte relacdo para o didmetro do anel exterior

d; = dy+dg+ds = m(Zz+Ze+Z4) =200 mm.
Assim, o nimero de dentes do anel pode ser calculado do seguinte modo

d; = mzy, ou seja, z; = 100.

8 Um trem epicicloidal & um conjunto de 3 ou mais rodas dentadas em que pelo menos uma roda tem
eixo ndo fixo e roda em torno de um outro eixo fixo do mesmo trem. Quando assim nao acontece, 0
trem é denominado de trem normal (Mabie e Reinholtz, 1987).
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De igual modo tem-se que

ds =2x36 =72 mm

d2:d3:d4:d5:2><32:64mm

d;7 = dg+d, = 136 mm.

Atendendo a representacdo dos digramas do corpo livre dos elementos que consti-
tuem o trem epicicloidal da figura 6.10, pode calcular-se 0 momento que atua na pla-
netario do seguinte modo,

Ms = Pe/ s = 14400/400 = 36 Nm.

Pode facilmente verificar-se que este momento é dividido de igual modo pelos 4 sa-
télites, ou seja
M6 = (F2':6 + F:)}G + F41:6 + F5t6)d76 = 2Ftd6

em que
F' = FJg + Fag + Fig + Fog.
Assim, a forca tangencial que atua nos satélites é obtida do seguinte modo

F' = Me/(2ds) = 36/(2x72x10°) = 250 N.

Consequentemente, a componente radial das forcas de engrenamento desenvolvida
entre os satélites e o planetario é dada por

Fyg + Fag + Fig + Flg = F'tgar = 90,99 N.

Atendendo a que no presente trem epicicloidal os satélites sdo rodas intermédias,
isto é rodas parasitas, entdo é nulo o momento que sobre elas é exercido. Assim,
atendendo a terceira lei de Newton, podem obter-se as for¢as que atuam no anel exte-
rior. Por conseguinte, 0 momento resistente que atua no anel é dado por

M = 4F'dy/2 = 4x250%(200%107%/2) = 100 Nm.

Este momento resistente pode ser materializado aparafusando o anel exterior, caso o
trem seja projetado para funcionar com uma relacao de transmissao constante.

Deve observar-se que ha um equilibrio de forgas no planetério e nos satélites, pelo
gue 0s veios que suportam estes elementos ndo estdo sujeitos a momento de flexao.
O mesmo ndo sucedendo ao brago, como se vera posteriormente. No caso dos satéli-
tes, as forcas tangenciais, ver figura 6.10, sdo equilibradas pela reac¢édo exercida pelo
braco. Com efeito, de acordo com o diagrama do corpo livre da figura 6.10, 0 mo-
mento que se desenvolve no bragco pode ser expresso do seguinte modo

M7 = 4x2F'd,/2 = 4x2x250x(136x107%/2) = 136 Nm.
em que este momento atua no sentido direto. Com efeito, do balanco global dos mo-
mentos que se desenvolvem no trem epicicloidal verifica-se que

M7 + M; + Mg =136 — 100 — 36 =0 Nm.

Finalmente, atendendo a que nesta analise ndo se consideraram perdas nas trans-
missdes, nem o efeito inercial dos satélites, a velocidade de saida do trem pode ser
determinada do seguinte modo

w; = P7/IM; = 14400/136 = 105,88 rad/s.
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6.5. ENGRENAGENS CILINDRICAS DE DENTES INCLINADOS

Tal como acontece nas engrenagens cilindricas de dentado reto, nas engrenagens
cilindricas de dentes inclinados ou helicoidais, a forca total ou resultante que se de-
senvolve entre os dentes das rodas € perpendicular as superficies de contacto quando
os efeitos de atrito sdo desprezaveis (Juvinall e Marshek, 2006). A forca normal de
contacto nas engrenagens cilindricas de dentes inclinados pode ser divida nas com-
ponentes tangencial, radial e axial. A existéncia de uma componente axial que atua
na direcdo dos eixos das rodas deve-se a propria inclinagcdo dos dentes. A figura 6.11
mostra parcialmente uma roda de dentes inclinados onde se podem identificar as di-
versas forgas que atuam durante o engrenamento.

2
AN .
‘< /
N 7/
‘. .
~. P

- o™ '| e

\.\ 7 i 7 [ Plano de rotagéo
) ' r ~
\ ! _/K Plano normal

Circunferéncia primitiva

Figura 6.11 — Forcas que atuam nas engrenagens cilindricas de dentes inclinados.

Da andlise da figura 6.11 e atendendo a que o ponto de contacto pertence a hélice
primitiva, pode escrever-se que

F' = Fsena, (6.26)
F' = Fcosa, cosf3 (6.27)
F® = F cosa,senp (6.28)

em que F representa a forca total que se desenvolve no contacto, F', F' e F? dizem
respeito as componentes radial, tangencial e axial, respetivamente.

A componente tangencial da forca de engrenamento é a forca responsével pela
transmissdo de poténcia e movimento nas engrenagens. Assim, € conveniente expres-
sar as diversas forgcas de engrenamento em funcédo da forca tangencial. Com referén-
cia a figura 6.11 verifica-se que
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F' =Flige, = F! (t:?)‘:g (6.29)
Fé=F'tgs (6.30)
Ft
F=——— (6.31)
COScr, COS [

onde «, representa o angulo de presséo real ou normal, ¢ é o0 dngulo de presséo apa-
rente ou transverso e S denota o angulo de inclinagdo primitiva (Flores e Gomes,
2014c; Branco et al., 2009).

Por seu lado, a for¢a tangencial pode ser calculada do seguinte modo

_ 60P

Et
ndn

(6.32)

sendo P a poténcia a transmitir, n a velocidade de rotacdo do 6rgdo motor e em que
d=mz (6.33)

onde m; € o médulo transverso ou aparente do dente e z € o nimero de dentes.

De um modo simples pode dizer-se que a componente tangencial da forca de en-
grenamento, também denominada forca Gtil ou transmitida, permite o dimensiona-
mento dos dentes. Por seu lado, as componentes radial e axial possibilitam o dimen-
sionamento dos veios e a selecdo dos respetivos apoios.

A determinacdo do sentido de atuacdo das componentes tangencial e radial é idén-
tica ao caso das engrenagens cilindricas de dentes retos. O sentido da forca axial de-
pende do sentido de rotacdo da roda e do facto de se tratar de uma roda com hélice
esquerda ou direita. De qualquer modo deve referir-se que o sentido de forca axial é
sempre 0 que promove a compressdo das superficies dos dentes.

(@) (b) (©)

Figura 6.12 — (a) Roda cilindrica exterior de dentes retos; (b) Roda cilindrica exterior heli-
coidal com hélice esquerda; (c) Roda cilindrica exterior helicoidal com hélice direita.
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No atinente a definicdo do sentido de atuacdo da forca axial é oportuno recordar
0s conceitos de hélice esquerda e direita. De facto, as rodas dentadas helicoidais po-
dem ser esquerdas ou direitas, conforme a inclina¢do dos dentes ou hélices. A dire-
cao das hélices das rodas de dentes helicoidais é definida pela regra da méo direita. A
figura 6.12 mostra, a titulo exemplificativo, rodas com hélice esquerda e com hélice
direita, como como uma roda de dentes retos. Com efeito, a figura 6.13 evidencia os
sentidos das forcas que se desenvolvem em engrenagens cilindricas de dentes incli-
nados em fungéo do sentido de rotacdo do 6rgdo motor e do tipo de hélice.

Pinh&o: érgdo motor com hélice direita

t
I:21

Roda: 6rgdo movido com hélice esquerda
@

Pinh&o: érgdo motor com hélice esquerda

Roda: 6rgdo movido com hélice direita

(b)
Figura 6.13 — Forca que se desenvolvem no pinhdo e na roda em engrenagens cilindricas
de dentes inclinados: (a) O pinh&o é o 6rgdo motor com hélice direita e a roda com hélice
esquerda; (b) O pinh&do é o 6rgdo motor com hélice esquerda e a roda com hélice direita.

Exercicio 6.6

Enunciado: Uma engrenagem cilindrica de dentes inclinados é acionada por um mo-
tor elétrico de 20 kW de poténcia e que roda a 1440 rpm. O pinh&o, que é o 6rgédo
motor, tem 18 dentes, 4 mm de mddulo real e um &ngulo de inclinagdo dos dentes de
30°. Atendendo a que o dentado é normalizado, calcule as forcas de engrenamento.
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Padrao de resposta esperado:

Em primeiro lugar devem calcular-se os valores de alguns pardmetros necessarios
a analise de forgas, nomeadamente,

tga, =tgo; cosf = o =22,80°

m, =m, cosf = m; = 4,62 mm

dl = thl = dl = 83,14 mm.
Assim, as diversas componentes da forga de engrenamento podem ser calculadas
utilizando as equacoes (6.32), (6.29) e (6.30), resultando que

Fj, =3190,56 N
Fy; =1340,92 N
F4 =1842,07 N.

100 300 100
2
- ZzE
IM E b I%I—
DX — DX
C | D
P=15KkwW = _é =
n = 2000 rpm — o
(-‘ Ma g IIRI CMI
C XOH g X X
A 12 B E F
7777
N 4

Figura 6.14 — Trem de engrenagens normal composto e revertido.

Exercicio 6.7

Enunciado: O trem de engrenagens da figura 6.14 é acionado por um motor elétrico
de 1,5 kW de poténcia através de uma engrenagem exterior de rodas cilindricas de
dentes retos. O motor roda a 2000 rpm no sentido indicado na figura. O pinhdo 1 e a
roda 2 tém 14 e 56 dentes, respetivamente. O dentado é normalizado sendo o médulo
igual a 5 mm. O trem inclui ainda uma engrenagem exterior de rodas cilindricas de
dentes helicoidais cujo angulo de inclinacdo dos dentes é de 28° e 0 mddulo real € de
3 mm. A relacdo de transmissdo neste ultimo andar é igual a 4 e a distancia entre os
eixos € de 180 mm. Assim, (i) elabore o diagrama do corpo livre do veio b sabendo
que as cargas axiais sdo suportadas pelo apoio C; (ii) determine as forgas que atuam
nos dentes das rodas 2 e 3; (iii) calcule as reacdes nos apoios C e D; (iv) determine o
momento torsor que atua no veio a.

Padrao de resposta esperado:

Na figura 6.15 apresenta-se o diagrama do corpo livre do veio b, em que se repre-
sentam as forcas exteriores que séo exercidas sobre o veio. Na presente representagéo
despreza-se o efeito das massas dos corpos.

Da andlise geométrica do primeiro andar sabe-se que

d; =mz; =5x14 =70 mm

d; = mz; = 5x56 = 280 mm

I12 = n1/n, = 2,/74, donde se conclui que n, =500 rpm.
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Figura 6.15 — Diagrama do corpo livre do veio b do exercicio 6.7.

As forcas que atuam na roda 2 resultantes do engrenamento com o pinh&o 1 po-
dem ser calculadas do seguinte modo

Fb = 0% _ 204,63 N

F5 = Fhtga = 74,48 N.

Por seu lado, da analise do segundo andar tem-se que
N3 =n, =500 rpm
i34 =4= d4/d3
a =180 = (d4 + d3)/2
donde resulta que
d; =72 mm
ds =288 mm.
Pode ainda determinar-se o valor do angulo de pressdo aparente do seguinte modo
tga, =tgo; cosf = o =22,40°.
Com efeito, as forcas de engrenamento que se desenvolvem na roda 3 séo calculadas
do seguinte modo

Fia = 60R —795.76 N

7'Cd3n3
Fi3 = Fistgey =327,99 N
FA = FitgB=42312 N.

Aplicando agora as condic¢des de equilibrio ao diagrama do corpo livre representado
na figura 6.15 resulta que

Y F*=0=R:-F3=0

Y FY=0=-R{-RL+FR5+F5=0

Y F?=0=RE-Rj—Fh+Fp3=0

> ME =0= R x100 — F;3 x 400 + R} x 500 =0

> ME =0= FR5x100+ F{3X400—R%X500—F4a3><7—22=0.
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Assim, da resolucdo do sistema de equacdes acima apresentado obtém-se os se-
guintes valores para as reac¢des nos apoios

RE =42312 N
R{ =155,65 N
RE=455N

RY =246,82 N

RS =595,68 N.
Finalmente, 0 momento torsor que atua no veio a é dado por

M, = F) % =716 Nm.
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P=1,0kwW
y 'é n = 1500 rpm
2alN s |
X X X\«
A N1 B

Figura 6.16 — Sistema de transmissao por rodas cilindricas helicoidais.

Exercicio 6.8

Enunciado: Na figura 6.16 representa-se uma engrenagem exterior de rodas cilindri-
cas de dentes helicoidais que transmite poténcia e movimento de um motor elétrico
de 1 kW para um rolo que aciona uma correia transportadora. O motor gira a 1500
rpm, no sentido indicado na figura, e o material transportado pelo rolo origina uma
carga uniformemente distribuida, na direcdo positiva do eixo z, de 3,5 N/mm. Os
didametros primitivos do pinhdo e da roda sdo, respetivamente, 64 mm e 320 mm,
tendo o pinh&o 20 dentes. Considere que o dentado em ambas as rodas € normaliza-
do. Assim, (i) faca, utilizando uma perspetiva adequada, o diagrama do corpo livre
do veio b; (ii) determine as forgcas que atuam nos dentes da roda 2; (iii) calcule as
reacOes nos apoios C e D.

Padrao de resposta esperado:

A figura 6.17 ilustra o diagrama do corpo livre do veio b, em que se desprezam as
massas do veio e da roda 2. Admite-se ainda que as cargas axiais sao absorvidas pelo
apoio C.

A determinacdo da forca tangencial que atua nos dentes da roda 2 pode ser feita
do seguinte modo

Fy_6OR _ 60x1000 o0,

" ondin,  x64x1073 x1500
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a
F12

Fi,
Figura 6.17 — Diagrama do corpo livre do veio b do exercicio 6.8.

Atendendo ao conceito de modulo aparente vem que

d; = mgz; , donde resulta que m; = 3,2 mm.
Por outro lado, sabe-se que o angulo de inclinacdo dos dentes deve estar entre 10 e
30°, pelo que admitindo um mddulo real normalizado de 3 mm resulta que

m, = mycosf3, donde resulta que S = 20,36 °.
Assim, o valor do angulo de pressao aparente pode ser calculado utilizando a seguin-
te expressao

tgan = tgaxcos S, donde resulta que or = 21,22 °.
Por conseguinte, a forca radial que atua nos dentes da roda 2 € dada por

Fb = Fbtgoey = 77,24 N,
Por sua vez, a componente axial da for¢ca que atua nos dentes da roda 2 € dada por
F3 = F5tg8 =7383 N.
Para a determinacéo das reac6es nos apoios C e D do veio b é necessario, em pri-
meiro lugar, escrever as equacdes de equilibrio do sistema, ou seja

Y F*=0=R:-FR5=0

Y FY=0=>R{+RE+FR5=0

> F?=0=RE+Rj +35x200+F =0

> M =0=—-Rj x300—3,5x200x150 — F, x350 = 0

Y ME=0= R%X3OO+F1r2x350—F1%x%:O

donde resulta que

RE =7383N
RY =-26,47 N
RE =-316,84 N
RY =-50,77 N
R =-582,10 N.
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6.6. ENGRENAGENS CONICAS

A figura 6.18 mostra a forca de engrenamento que se desenvolve em engrenagens
exteriores conicas de dentes retos, bem como as suas componentes tangencial, radial
e axial. Da andlise desta figura observa-se que

F=F'+F"+F® (6.34)

Figura 6.18 — Representacgéo das forcas de engrenamento em rodas conicas de dentes retos.

O estabelecimento das direcOes e sentidos de atuagdo das componentes tangencial
e radial no caso das engrenagens conicas de dentes retos é em tudo semelhante ao
procedimento apresentado para as engrenagens cilindricas de dentes retos. Por seu
lado, a componente axial da forca de engrenamento atua sempre no sentido de pro-
mover a compressao das superficies dos dentes (Juvinall e Marshek, 2006).

Na anéalise dindmica de engrenagens conicas de dentes retos é frequente conside-
rar-se que a forca resultante atua perpendicularmente a superficie do dente no ponto
médio situado no cone primitivo, tal como se pode observar na figura 6.18. Na ver-
dade, a forca real devera atuar algures entre o ponto médio e a extremidade exterior
do dente, ou seja, a parte mais larga do dente. Deve referir-se, todavia, que é pequeno
0 erro associado a esta simplificacdo (Shigley e Uicker, 1980).

Tal como no caso das engrenagens cilindricas, nas engrenagens conicas, as com-
ponentes radial e axial da forca de engrenamento sdo expressas em funcao da forca
tangencial ou transmitida e da geometria das rodas. Assim, considerando que uma
dada roda conica de dentes retos é acionada por um motor elétrico que debita uma
poténcia P e gira com uma velocidade de rotacdo n, entdo a componente tangencial
ou util que se desenvolve no engrenamento pode ser calculada da seguinte forma

_ 60P
nd,n

Ft

(6.35)
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em que dp, representa o diametro médio da roda no cone primitivo definido do se-
guinte modo (Branco et al., 2009)

d, =d —Dbsend (6.36)

onde d € o diametro primitivo da roda, b denota a largura do dentado e & representa o
angulo do cone primitivo. O didametro médio pode também ser obtido pela média
entre os didmetros primitivos interior e exterior (Wilson e Sadler, 1993).

As componentes radial e axial da forca de engrenamento podem ser expressas em
funcéo da forca transmitida se se atender a geometria da figura 6.18, ou seja

F' =Fltgacoss (6.37)
F2 = Fltgasens (6.38)

em que « representa o angulo de pressdo. Por outro lado, a forca resultante pode ser
determinada do seguinte modo

t
-_F

= (6.39)
COSox

A figura 6.19 mostra as diferentes componentes da forca que se desenvolve no
engrenamento em engrenagens exteriores conicas de dentes retos, bem como as prin-
cipais variaveis geométricas em jogo. Deve referir-se a necessidade de utilizacdo de
uma vista auxiliar que permite evidenciar a verdadeira grandeza da forga resultante
F, a qual é perpendicular a superficies do dente (Juvinall e Marshek, 2006). Deve
referir-se que no caso mais frequente de utilizacdo de engrenagens cénicas, 0s eixos
do pinhdo e da roda sdo perpendiculares entre si. Quando assim acontece verifica-se
que a forca radial que atua no pinhdo € igual a forga axial que atua na roda. Do mes-
mo modo, a forca axial que atua no pinhdo € igual a forca radial que atua na roda.

d/2

\i

Figura 6.19 — Forgas de engrenamento em engrenagens exteriores conicas de dentes retos.
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Figura 6.20 — Representacao das forcas que se desenvolvem no engrenamento em engre-
nagens conicas de dentes retos: (a) O pinhado é o 6rgdo motor e roda no sentido direto;
(b) O pinh&o é o érgdo motor e roda no sentido indireto.

A figura 6.20 representa os sentidos das forcas que se desenvolvem no engrena-
mento de rodas conicas de dentes retos em que o angulo de conicidade é igual a 90°.
Esta representacdo é dependente do 6érgdo motor e seu sentido de rotagdo. Assim, na
figura 6.20a o pinhdo é o 6rgdo motor que roda no sentido direto. Por seu lado, na
representacdo da figura 6.20b o pinhdo é o érgdo motor da engrenagem, o qual roda
no sentido indireto. O correto estabelecimento do sentido de atuacdo das forcas de
engrenamento é por demais importante na analise dindmica de engrenagens conicas e
posterior dimensionamento e sele¢do dos diversos elementos que constituem os sis-
temas de transmissdo deste tipo. Da andlise da figura 6.20 observa-se que

Fltz = thl (640)
Fo=F3 (6.41)

Exercicio 6.9

Enunciado: Uma engrenagem exterior cdnica de dentes retos normalizados é acio-
nada pelo pinhdo através de um motor elétrico de 10 kW de poténcia e que roda com
uma velocidade igual a 600 rpm. O pinh&o tem um didmetro primitivo igual a 200
mm e dentado com uma largura de 40 mm. A roda gira a 200 rpm. O angulo de coni-
cidade da engrenagem é de 60°. Assim, determine as forcas de engrenamento que
atuam nesta engrenagem, bem como 0 momento que atua no veio da roda.

Padréo de resposta esperado:
Atendendo aos dados do exercicio verifica-se que a relacdo da transmissao pode
ser calculada do seguinte modo
m_600
n, 200
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Para engrenagens exteriores conicas em que o 2<90° verifica-se

_senZ ___sen60 5, =4610°
1/i+cosX 1/3+cos60
e, por conseguinte tem-se que
0=2-06,=60-4610= 0, =13,90°.
Considerando agora a equagdo (6.36) podem determinar-se os didmetros medios
do pinh&o e da roda, ou seja
d = d; —bsend; = 200 —40sen13,90 = d,,;; =190,39 mm

dno =d, —bsend, =3x200 —40sen46,10 = d,, =571,18 mm.

Assim, a componente tangencial da forca que atua nos dentes do pinh&o é determina-
da do seguinte modo

Fi - 6OR _  60x10000 167188 N,

- nd  1x190,39 x 1073 x 600
As componentes radial e axial que se desenvolvem no pinhdo face ao seu engrena-
mento com a roda sdo determinados da seguinte forma
Fy, = Fitgarcoss; =1671,88 x tg20 x ¢0s13,90 = 590,70 N

F2 = Fitgasens; =1671,88 x tg20 x sen13,90 =146,18 N.

A forca resultante é dada por
Fy, 167188
cosa 0520

Por seu lado, as componentes radial e axial da forca que atua na roda sdo calculadas
do seguinte modo

F) = Fhtgacoss, =1671,88 x tg20 x c0s46,10 = 421,95 N
F5 = FLtgasens, =1671,88 x tg20 x sen46,10 = 438,47 N.
Atente-se a que na presente engrenagem conica, as relacdes dadas pelas equacGes

(6.41) e (6.42) ndo se verificam, pois o angulo de conicidade ¢ diferente de 90°.
Finalmente, 0 momento que atua no veio da roda é determinado do seguinte modo

tg 52 =

F= =1779,18 N.

-3
M, = B, 9m2 _1671,88x 218107 _ 427 47 m,
2 2
5 160 e 5
-
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I
g |
|
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Figura 6.21 — Representac¢do simplificada de uma engrenagem conica de dentes retos.
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Exercicio 6.10

Enunciado: A figura 6.21 representa esquematicamente uma engrenagem exterior
conica de dentes retos. Nesta representacdo simplificada, os dentes estdo substituidos
pelos cones primitivos, sendo o angulo de conicidade igual a 90°. O pinhédo roda no
sentido indicado na figura com uma velocidade igual a 960 rpm e transmite uma po-
téncia de 5 kW. O pinhdo e a roda tém 15 e 45 dentes, respetivamente. O dentado é
normalizado, o modulo dos dentes € igual a 5 mm, sendo que a largura do dentado é
igual a 30 mm. Os apoios A e C absorvem as cargas axiais dos respetivos veios. As-
sim, (i) elabore o diagrama do corpo livre do veio b; (ii) calcule as forcas de engre-
namento que atuam na roda; (iii) determine as reagc0es nos apoios C e D; (iv) calcule
0 momento torsor que € exercido no veio da roda.

Padrao de resposta esperado:
Na figura 6.22 esta representado o diagrama do corpo livre do veio b em que séo
desprezadas as massas do veio e da roda.

A

Figura 6.22 — Diagrama do corpo livre do veio b.

Atendendo a geometria da engrenagem podem ser determinadas as seguintes pa-
rametros auxiliares

d; =mz; =5x15=75mm

dy, =mz, =5x45=225mm

8, =t97(z/2,) = tg T+ (15/15) =18,43 °

6, =90-6,=90-18,43=7157°

d =d; —bsend; =75 —30senl8,43 = 65,52 mm

dno =d, —bsend, =225 —-30sen71,57 =196,54 mm.
Assim, a forca tangencial que atua no pinh&o é dada por

L= 0R _ 60> 5000 =1518,19 N.

ndpM  7x6552x107%x 960

Por seu lado, as componentes radial e axial séo calculadas do seguinte modo

Fy = FAtgarcoss; =1518,19 x 920 x c0s18,43 = 524,23 N

F4 = Fitgasens; =1518,19 x tg20 x sen18,43 =174,69 N.

28 CINEMATICA E DINAMICA DE ENGRENAGENS



Com efeito, atendendo a que o angulo de conicidade é igual a 90°, as forcas de
engrenamento que atuam na roda podem ser estabelecidas do seguinte modo

F, =Fj; =151819 N
Fb = Ff =174,69 N
F3 = Fy; =524,23 N.

Aplicando agora as condi¢6es de equilibrio ao diagrama do corpo livre da figura 6.22
obtém-se o seguinte conjunto de equagdes

D F*=0=-RE+R5=0
> FY=0=-RY-R{+F35=0
Y F'=0=RH-RE+F5,=0

MY =0= Ré><(60+90)—F1"§x1962’54+Flrzx(90—65—é52}20

Y ME=0= R%x(60+90)—F1t2x(90—¥j=0

donde resulta que
RE =524,23 N
R¢ =938,85 N
R¢ =451,47 N
RY =579,34 N

RS = 276,74 N.
Finalmente, 0 momento que tem atua no veio da roda pode ser calculado do seguinte
modo

Y ME=0= MZ—F1t2><196’54

= M, =149,27 Nm.
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6.7. ENGRENAGENS DE PARAFUSO SEM-FIM

Em geral, no funcionamento das engrenagens verifica-se um misto de rolamento®
e de deslizamento entre os flancos dos dentes do pinh&o e da roda. O deslizamento
ou escorregamento esta associado a diferenca de velocidades periféricas do ponto de
contacto. Assim, durante o engrenamento entre os perfis conjugados dos dentes de
uma engrenagem desenvolvem-se forcas de atrito que atuam perpendicularmente a
linha de engrenamento, tal como se representa na figura 6.23. Pode demonstrar-se
que a forca de atrito varia, quer em médulo, quer em direcdo, durante o engrenamen-
to. Por outro lado, como a velocidade de escorregamento varia ao longo do engrena-
mento, € expectavel que o regime de lubrificacdo se altere e, consequentemente, o
coeficiente de atrito varia também durante o engrenamento. Com efeito, uma das
consequéncias da existéncia de atrito no engrenamento prende-se com o desvio da
direcgdo da forca resultante, que deixa de ser perpendicular as superficies dos dentes.
Esta situacdo estd bem evidenciada na figura 6.23 em que N representa a forca nor-
mal as superficies dos dentes, N denota a forca de atrito e F representa a forca re-
sultante (Flores e Gomes, 2014b).

Figura 6.23 — Representacdo das forcas que atuam nos perfis conjugados quando se
considera a existéncia de atrito entre as superficies dos dentes.

Nas engrenagens cilindricas e conicas, em geral, a presenca do atrito nos dentes
penaliza pouco o rendimento, sendo provavel uma reducéo até 2%. Por esta razdo, na
analise dinamica destes tipos de engrenagens é frequente negligenciar-se o efeito de
atrito, tal como se apresentou nas secgdes anteriores. Todavia, no caso das engrena-

° Deve relembrar-se que o movimento de rolamento puro apenas acontece quando 0 engrenamento

ocorre no ponto primitivo. Contudo, pode dizer-se que o movimento entre os flancos em contacto é
fundamentalmente de rolamento (Flores e Gomes, 2014b).
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gens de parafuso sem-fim, o efeito do atrito desempenha um papel fundamental no
seu comportamento, em particular no rendimento. Esta situagdo tem a ver com o fac-
to de que o movimento relativo entre os filetes do parafuso e os dentes da roda ser do
tipo escorregamento puro. Por esta razdo, as engrenagens de parafuso sem-fim apre-
sentam rendimentos relativamente baixos (Budynas e Nisbett, 2011; Norton, 2013).

Figura 6.24 — Forgas que se desenvolvem no engrenamento de um parafuso sem-fim.

Na perspetiva conica da figura 6.24 estdo representadas as diversas componentes
das forcas que se desenvolvem no engrenamento de uma engrenagem de parafuso
sem-fim roda helicoidal, e em que o parafuso é 6rgdo motor. Atente-se ao facto de
que a forca de engrenamento F, que atua perpendicularmente a superficie dos filetes,
origina uma forca de atrito wF. esta forca de atrito pode ser dividida em duas compo-
nentes ortogonais entre si, tal como se observa na figura 6.24, ou seja

uFsenf; (6.43)
uFcos g, (6.44)

em que S é o angulo de inclinacdo primitiva do parafuso sem-fim. Com efeito, da
analise da figura 6.24 verifica-se que

F' = F(cosa, cosf; + usenp3,) (6.45)
F' = Fsena, (6.46)
F® = F(cosa,senp, — ucosf3,) (6.47)

onde o, representa o angulo de pressao real.

Tal como acontece nas demais engrenagens, nos parafusos sem-fim a forca tan-
gencial ou atil pode ser determinada do seguinte modo
_ 60P

ndn

Ft (6.48)

sendo que as restantes componentes podem ser calculadas em fungéo da forcga util e
da geometria da engrenagem, recorrendo, para o efeito as equagdes (6.45)-(6.47).
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Parafuso: érgdo motor com hélice direita

Parafuso: érgdo motor com hélice esquerda

(b)
Figura 6.25 — Forcas atuam no parafuso sem-fim e na roda helicoidal: (a) O parafuso é o
6rgdo motor com hélice direita; (b) O parafuso é o 6rgdo motor com hélice esquerda.

O procedimento para definir o sentido de atuacéo das diversas forcas de engrena-
mento nos parafusos sem-fim é o mesmo modo que foi descrito para as engrenagens
cilindricas. Assim, a componente radial atua no sentido do eixo do parafuso sem-fim.
A componente tangencial atua de tal modo que se opde ao sentido de rotacdo do or-
gdo motor. Finalmente, a componente axial é exercida no sentido que promove a
compressdo das superficies dos dentes. A figura 6.25 mostra os sentidos de atuagéo
das forcas que se desenvolvem no parafuso sem-fim e na roda helicoidal em funcéo
do sentido de rotacdo do 6rgdo motor, que é o parafuso sem-fim, e da inclinacdo dos
dentes do parafuso e da roda. Pode dizer-se que a anélise das forgas que se desenvol-
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vem nas engrenagens de parafuso sem-fim € idéntica a que se apresentou para as
engrenagens cilindricas de dentes inclinados (Shigley e Mischke, 1989). Deve salien-
tar-se que no caso em que os eixos do parafuso sem-fim e da roda helicoidal fazem
um angulo de 90° entre si, sdo validas as seguintes relacdes

R, =F (6.49)
Fo=Fy (6.50)
F3=F, (6.51)

Exercicio 6.11

Enunciado: Considere uma engrenagem de parafuso sem-fim roda helicoidal reduto-
ra em que o 6rgao motor é o parafuso que gira a 1200 rpm e transmite uma poténcia
de 0,75 kW. O parafuso tem hélice direita, duas entradas e um didmetro primitivo de
50 mm. A roda tem 30 dentes e um passo aparente de 13 mm. O dentado é normali-
zado e o coeficiente de atrito médio entre os filetes do parafuso e os dentes da roda é
igual a 0,03. Assim, determine as forcas de engrenamento no parafuso e na roda.

Padrao de resposta esperado:
Da anélise geométrica da engrenagem sabe-se que
Py = P2 =13 mm
P, = P2y =13x2 =26 mm
9, mdy _mX 50
Pz1 26
Assim, a forca tangencial que atua no parafuso é dada por
3
Fl = 60R _ 60><0,75§<10 _23873N.
ndiny  wx50x107° x1200
A forca resultante que atua no parafuso € dada pela equacéo (6.45), ou seja
B F B 238,73
cosay, cospy + usenf;  c0s20c0s80,60 + 0,03sen80,60

Por seu lado, as componentes radial e axial sdo dados pelas equacgdes (6.46) e (6.47),
respetivamente

F,, = Fysena;, =1304,01sen20 = 446,00 N
F5 = Fy(cosa,senf, — ucosp,) =
1304,01(cos20sen80,60 — 0,03c0s80,60) =1202,53 N.

Por conseguinte, as diferentes forgas que atuam nos dentes da roda podem ser deter-
minadas do seguinte modo
F12 = F21 :1304,01 N

F = Ff1 =1202,53 N
F = Fp; = 446,00 N
F3 = F5, =238,73N.

— 8, =80,60°.

Fyy =1304,01 N,
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Figura 6.26 — Engrenagem de parafuso sem-fim roda helicoidal.

Exercicio 6.12

Enunciado: Um parafuso de hélice direita com duas entradas transmite 2 kW de po-
téncia a 2950 rpm a uma roda helicoidal com 32 dentes. A roda tem um maodulo apa-
rente de 4 mm, uma largura igual a 30 mm e um angulo de pressao real de 20°. O
parafuso tem 50 mm de diametro primitivo. Admite-se que o coeficiente de atrito
médio entre o parafuso e a roda é igual 0,024. A figura 6.26 ilustra os elementos pri-
mitivos desta engrenagem. Assim, (i) calcule as forgcas de engrenamento; (ii) deter-
mine as reacdes nos apoios do veio da roda; (iii) calcule o momento de saida.

Padrao de resposta esperado:
Da analise geométrica desta engrenagem pode verificar-se que
dy =Mz, =4x32=128 mm
My =My, =4 mm
Py = TNy =t x4 =12,57 mm
P, = PyZ =12,57 x2=2513 mm
_ x50

Ttdl
taB = —L = £, =80,91°.
9 P, 2513 A
Assim, a forga tangencial que atua no parafuso pode ser calculada do seguinte modo
El = 60R 60 x 2000 _ 258,96 N.

N ndyny " x50x1073 x 2950
A forca resultante no engrenamento do parafuso é dada pela equacéo (6.45), isto é
B F B 258,96
© C0Sa;, COSB, + senf,  €0s20¢0580,91 + 0,0245en80,91
donde resulta que

F,), = Fysena,, =1504,21sen20 = 514,47 N

F5 = F» (cosay,senp, — ucosp,) =
1504,21(cos20sen80,91 - 0,024¢0s80,91) =1390,04 N.

= =1504,21 N.
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Com efeito, as forcas que atuam na roda face ao seu engrenamento com o parafuso
sdo as seguintes

F, = Fy; =1504,21 N
F, = F4 =1390,04 N
R = F7 =514,47 N
F3 = F3; = 258,96 N.
Para a determinagéo das reac¢des nos apoios do veio da roda considere-se o diagra-

ma do corpo livre representado na figura 6.27, em que se admite que o apoio B ab-
sorve as cargas axiais.

r
Fiz

y

\MZ

Rg

~_
Ré\x;

Figura 6.27 — Diagrama do corpo livre do veio da roda.

Aplicando as condi¢des de equilibrio ao diagrama representado na figura 6.27 re-
sultam as seguintes equacdes

Y F*=0=F5-R3 =0

Y FY=0=R{+R{-FR5=0

D F*=0=Ri+R-F5=0

>'M{ =0= Rjx(40+65)— R, % 65=0

> Mg=0= R)/\x(40+65)+FI%xd?z—Flrzx%:O

donde se obtém as seguintes reacdes
R =160,64 N
R4 =860,50 N
R = 258,96 N
R§ =353,83 N

RE =529,54 N.
Finalmente, 0 momento que atua no veio da roda é dado por

> M :0:>M2—F1t2d72:0:> M, = 88,96 Nm.
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6.8. REVISAO DE CONHECIMENTOS

Com o proposito de proporcionar uma revisdo de conhecimentos sobre a tematica
da dindmica de engrenagens, apresenta-se, nesta sec¢do, um conjunto diversificado
de questdes e exercicios de aplicacao.

1.

2.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Discuta a importancia da analise dinamica de engrenagens.

Deduza uma expressdo que permita relacionar a forca transmitida numa en-
grenagem com as carateristicas do elemento motor de uma engrenagem.

No contexto da andlise de forcas em engrenagens, discuta a importancia da
elaboracdo dos diagramas do corpo livre.

Expligue o efeito da existéncia de atrito na analise dindAmica de engrenagens,
em particular no caso dos parafusos sem-fim.

Identifique e caraterize as principais forgcas que se desenvolvem no engrena-
mento de uma engrenagem exterior cilindrica de dentes retos.

Identifique e caraterize as principais forcas que se desenvolvem no engrena-
mento de uma engrenagem exterior cilindrica de dentes helicoidais.

Identifique e caraterize as principais forgcas que se desenvolvem no engrena-
mento de uma engrenagem exterior conica.

Identifique e caraterize as principais for¢as que se desenvolvem no engrena-
mento de uma engrenagem de parafuso sem-fim.

Diga o que entende por diagrama do corpo livre.

Discuta a importancia dos diagramas do corpo livre na andlise dinamica de
engrenagens.

Faca o diagrama do corpo livre de uma engrenagem exterior cilindrica de den-
tes retos.

Faca o diagrama do corpo livre de uma engrenagem exterior cilindrica de den-
tes inclinados.

Faca o diagrama do corpo livre de uma engrenagem exterior cilindrica conica.
Faca o diagrama do corpo livre de uma engrenagem de parafuso sem-fim.
Qual o principio fundamental na analise dindmica de engrenagens?

Relativamente ao exercicio 6.4, determine as rea¢Ges nos apoios da roda 2.
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17. Apresente as relacbes matematicas que permitem calcular as forcas de engre-
namento numa engrenagem exterior cilindrica de dentes retos.

18. Apresente as relagcbes matematicas que permitem calcular as forcas de engre-
namento numa engrenagem exterior cilindrica de dentes helicoidais.

19. Apresente as relacbes matematicas que permitem calcular as forcas de engre-
namento numa engrenagem exterior conica.

20. Apresente as relagcdes matematicas que permitem calcular as forcas de engre-
namento numa engrenagem de parafuso sem-fim.

21. O trem de engrenagens da figura de baixo é acionado por um motor elétrico de
1,5 KW de poténcia através de uma engrenagem exterior de rodas cilindricas
de dentes retos. O motor roda a 2000 rpm no sentido indicado na figura. O pi-
nhdo 1 e a roda 2 tém 14 e 56 dentes, respetivamente. O dentado é normaliza-
do sendo o0 modulo igual a 5 mm. O trem inclui ainda uma engrenagem exteri-
or de rodas cilindricas de dentes helicoidais cujo angulo de inclinacdo dos
dentes é de 26° e 0 modulo real € de 3 mm. A relacdo de transmisséo neste Ul-
timo andar é igual a 4 e a distancia entre os eixos é de 180 mm. Assim, (i) ela-
bore o diagrama do corpo livre do veio b sabendo que as cargas axiais sdo su-
portadas pelo apoio C; (ii) determine as forcas que atuam nos dentes das rodas
2 e 3; (iii) calcule as reac6es nos apoios C e D; (iv) determine 0 momento tor-
sor que atua no veio a.

100 300 100
2]
= ZzE
Im E b I%I
X — X
C | D
P=15kw — N\ 2
n = 2000 rpm — —
r‘ Mag IIYI CI%I—
O X — g X DY
A 1 B E F
N\

22. Em relagdo ao exercicio 6.7, determine as reacdes nos apoiso E e F.
23. Em relagdo ao exercicio 6.10, determine as rea¢es nos apoiso A e B.
24. Em relagdo ao exercicio 6.11, determine 0 momento de saida.

25. Em relagdo ao exercicio 6.11, calcule a poténcia da saida.
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