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Resumo
Neste artigo relata-se um estudo com 19 professores estaglénos de
Matematica, que teve como objectivo averiguar de que forma esses

estagiarios percepcionavam, numa perspectiva gréfica, o conceito de recta

tangente a uma curva num ponto. Uma abordagem metodol6gica com.
caracteristicas interpretativas permitiu verificar que nas concepgfes dos
estagidrios predomina uma perspectiva global do conceito, revelando forte
influéncia do conceito de recta tangente a uma circunferéncia.

" 1. Introdugéo

Alguns conceitos matemaéticos séo abordados nos sucessivos anos da
escolaridade, segundo niveis de complexidade que encontram paralelo na
evolugéo que tiveram ao longo dos tempos. E o caso do conceito de recta
tangente a uma curva num dado ponto, o qual coméga por ser definido, nos
programas escolares actuais, em estreita relagéo com uma circunferéncia,
passando depois a relacionar-se com outro tipo de cuwas, altura em que .
conhecimentos sobre derivadas sdo fundamentais.

Contudo, o conceito de tangente a uma circunferéncia tende a
prevalecer quando o estudo da tangente é efectuado para outro tipo de curvas
(Vinner, 1991). Em particular, tornam-se geradoras de conflito cognitivo as

situagdes em que a recta tem vérios pontos comuns com a curva, ou em que -
a recta “corta” a curva, o que nunca acontece com a circunferéncia. Tais
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conflitos s&o atribuidos por Tall (1 991) ao facto. de as abordagens de ensino
que enfatizam os processos formais ndo terem em conta as intuicSes dos

alunos.

Partindo do pressuposto de que uma abordagem aos conceitos
matemétlcos ‘através das suas diferentes representagbes, porventura
utilizando recursos tecnologlcos promove uma aprendlzagem significativa,

' lnteressa saber até que ponto 0s novos professores ‘s&0, eles | préprios,

capazes de “representar os conceitos matematicos e de relacionar entre si as
diversas representagdes de um mesmo conceito” (Ponte et al., 1998, p. 173).
Tal facto ganha relevo quando no ambito da sua fonnagao Ppedagégica, se
procura que, nas suas estratégias de ensino, os novos ‘professores _de
Matemdtica abordem, quanto possivel, os conceitos matematicos através das
suas diferentes representagdes, e estabelecam conexdes entre os conceitos
e os procedimentos matematicos (NCTM, 1994). Neste sentido, para” se

implementar estrategzas de formagdo onde tais " aspectos sejam debatldos, )
procurou-se averiguar, através das questdes que a seguir se colocam, como

. um grupo de professores estagidrios de matematica (n=19) percepcionam,

numa perspectiva grafica, o conceito de recta tangente a uma curva num
ponto: : : i
— que influéncia tem a definicdo de recta tangente ‘'a uma
circunferéncia num dado ponto em professores : estagidrios,
relativamente & nogéo de recta tangente a uma curva qi;alquer?

— serd que os professores estagidrios relacionardo o conceito de
reca tangente a uma curva num ponto com a interpretagéo
geometnca de denvada de uma fungao num ponto?

2. Enquadramento teérico )

2.1 Alguns episédios sobre a evolugéo historica do conceito de recta
tangente a uma curva num ponto

O conceito de recta tangente a uma curva num ponto foi, ao longo dos
tempos, objecto de estudo de muitos matematicos, tais como Arqunmedes
Apolénio, Descartes e Fermat. s, b g g 0 T

||'(

Ao Iongo da sua evolugao o conceito comegou por ser relacnonado
com a circunferéncia, passando mais tarde a ser relacionado com uma curva
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qualquer. Segundo Boyer (1974), pensa-se que “foi na civilizagdo grega que
pela primeira vez foi achada a tangente a uma curva que ndo era a
circunferéncia” (p. 94). Tal facto é comprovado em Apolénio, que se debrugou,
ndo s6 sobre ‘a determinagdo de tangentes a uma circunferéncia, no seu
tratado sobre Tangéncias, na resolug&o do problema [que envoiveu 10 casos]

“dadas trés coisas, cada uma das quais pode ser um ponto, uma recta ou uma

- circunferéncia, tragar uma circunferéncia que é tangente a cada uma das trés
coisas (onde tangéncia a um ponto significa que a circunferéncia passa pelo
ponto)” (Boyer, 1974, p. 105).

como também sobre a determinagéo de tangentes a uma hipérbole ou a uma
elipse. i

A‘form—a,‘ : essencialmente’ estatica, como Apolénio se referia ao
conceito, parece dever-se a4 natureza da matemdtica grega; com pouca
consideragdo pela ideia de variabilidade. Nesta época n&o havia uma
definigéo satisfatéria de tangente a uma curva C num ponto A, pensando-se
nela como uma recta rtal que nenhuma outra podia ser tragada por A entre C

er

Contudo, Arquimedes, no seu estudo da espiral, parece ter achado a
tangente a uma curva por consideragdes cinemdticas semelhantes a&s do
Céiculo Diferencial. Pensando num ponto sobre a espiral r = a6 como sendo
sujeito a um duplo movimento (um movimento radial uniforme, afastando-se
da origem das cqordenadas e um movimento circular uniforme em torno da
origem), ele parece ter achado (através do paralelogramo de velocidades) a
direcgdo do movimento (logo da tangente a curva) observando a resultante
dos dois movimentos.

S6 no séc. XVIl, com Descartes e Fermat, é que o conceito de recta

tangente a uma curva num ponto se generalizou a qualquer curva.

" Descartes, no seu estudo das curvas polinomiais, determinou, através’
de métodos analiticos, arecta nhormal num dado ponte da curva. Descartes
sugeria que, para achar a normal (ou a tangente) a uma curva algébrica num
ponto P fixado sobre a curva, deveria ser tomado um segundo ponto Q
varidvel sobre a curva, depois de achar a equagdo do circulo com centro no
eixo das abcissas ((inico eixo’que considerava) e passando por P e Q.
Igualando, de seguida, a zero o discriminante da equag&o que determina as
intersecgdes do circulo com a curva, acha-se o centro do circulo para o qual
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Q coincide com P. Conhecido esse centro, a tangente e a normal & curva em
P séo faciimente enconiradas (Boyer, 1974).

Fermat, tendo descoberto um método para achar médximos e minimos
de curvas polinomiais, também “descobriy como aplicar seu processo de
valores vizinhos para achar a tangente a uma curva algébrica da forma
¥ = f(x)" (Boyer; 1974, p. 255). Sendo P (a, b) o ponto de tangéncia & curva,
um ponto vizinho da curva com coordenadas P’ (a + E: f(a + E)) “estars tao
perto da tangente que se pode pensar nele como estando aproximadamente
também sobre a tangente” (Boyer, 1974, p. 255). o

Figura 1 - Determinacédo da tangente a uma curva num dado ponto,
segundo Fermat . .

Considerando a subtangente no ponto P como sendo TQ = C (Figura
1), os triangulos TPQ e TP'Q’ podem ser considerados praticamente
semelhantes, o que d4 origem & proporgao _

b_fla+E)
c C+E

Considerénao que b = f(a), obtém-se que-
L@+E)-j(a)
E
Atribuindo valores a E, proximos de zero, acha-se a subtangente

f(a)
C= .
S'(a)
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Segundo Boyer, “o processo de Fermat equivale a dizer que

i f(a+E)~ f(a)
im et
E-vo E

é a inclinagdo da tangente em x = & (p. 256).

2.2, Ensino do conceito de recta tangente a uma curva -

Ao nivel da Matemdtica escolar, a sequéncia de ensino de recta
tangente a uma curva assemelha-se, de algum modo, & sua evolugéo ao
longo dos tempos. Analisando os programas actuais, verifica-se que o

.conceito ‘surge exp!icitamente no 99 ano, na unidade Circunferéncia e

Poligonos: Rotagbes, sendo recomendado que se faga “um estudo
relacionado da circunferéncia e do circulo com o de outros elementos
geométricos que lhes estdo directamente ligados — (...) cordas, (-er)s
tangentes, (...) — suas propriedades e relagdes” (DGBES, 1991, p. 57).
Pretende-se que os alunos “reconhegam que a tangente é perpendicular ao
raio, no ponto de tangéncia” (DGBES, 1991, p. 57). Esta nogéo prevalecerd,
em termos programaticos, até & unidade do 112 ano, Geometria no Plano e no
Espago II, altura em que, no tema Perpendicularidade de vectores e de rectas,
o conceito é de novo relacionado com a circunferéncia na definigéo de lugares
geométricos a partir do produto escalar. Afirma-se entdo que “os
conhecimentos adquiridos nesta unidade devem mostrar ao aluno como a
linguagem das coordenadas e dos vectores the fomece novos utensilios para
resolver problemas jd abordados noutras perspectivas” (DES, 1997, p. 25).

Como - consequéncia da definicdo de recta tangente a uma
circunferéncia num dado ponto, dada até ao Calculo Vectorial do 112 ano, por
um lado, a recta tangente e a circunferéncia t&m em comum um Unico ponto,
e, por outro lado, a cifcunferéncia est4 toda contida no mesmo semi-plano
relativamente & recta tangente. Contudo, uma recta pode ser tangente a uma |
curva num dado ponto sem que tal se verifique, como ilustram os exemplos
da Figura 2:
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G5 Mg

Figura 2 - Exemplos de recta tangente a uma curva num dado ponto (A) 7

Surge assim, ao abordar outros tipos de curvas, a necessidade de -

: ampliar a definicio do conceito de recta tangente a uma curva num dado

. - ponto. Embora nos programas dos 112 e 122 anos nao se observe uma R
-definicdo formal do conceito, nas unidades de Introdugdo ao Calculo

~ Diferencial | e I, faz-se-lhe uma referéncia através da interpretagao
geométrica da derivada de uma fungéo num dado ponto do seu-dominio.
Pretende-se, com esta interpretagdo, relacionar a derivada de uma fungdo
num dado ponto com o declive da recta tangente ao grafico da fungdo nesse _
ponto. Tal declive & 'determinado Pela posigdo limite das sucessivas secantes -
a curva que passam pelo ponto em estudo.

Assim, se a fungdo f¢é diferencidvel num ponto de abcissa Xo, @ recta
tangente ao gréfico de fem (%0, fxg)) tem por declive f(x) e a sua equacao é
definida por #(x) = "i‘(xo) + F{(X)(x-xp). Considerando paracada xe /, r(x)=fx)
- t(x), tem-se que ‘ ‘ ’

S@= @)+ L o Xx=m) ) oo L) ) ) .

x#x, X=x, X=X,

Desta equagdo pode-se obter que

tim "lim[f(x)—f(xo) j‘(xo)]='0'

ISR X=Xy ez X-x,

0.que significa que ré desprezivel quando comparado com x - x;. Isto significa
que “a medida que xse aproxima de x,, a fung3o é cada vez melhor aproximada
pela fungéo afim 1) = fixg) + fX)(%-Xo)” (Teixeira et al, 1998, p. 31).
Graficamente, tal critério de aproximagdo pode ser ilustrado com o
fécurso a uma calculadora grafica. Como exemplo, se se observar, através de -
- ZOOM-IN de uma calculadora gréfica, as sucessivas ampliagSes do grafico da
fung&o definida por ¥ =Xx3no ponto de abcissa x= 0 (Figura 3), '
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Y=g o =0 ¥=0
F4.7;47kE3.1;3.] - " Bo29;029 x[-0.19;0.19]

Figura 3 - Ampllagéo d'OTgra'ﬂcb“d"a ﬁmgéo definida por y = x3 na
vizinhanga do ponto x=0

Y

verifica-se que a recta de equaqao y O‘é tangente ao gréfico da fungédo
-~ nesse ponto. : ST

A exnsténcna de denvada de uma fungdo num dado ponto do seu
dominio Ievg-n_os_ a uma nova definigado de recta tangente (ndo vertical) a uma
curva nesse poqtg.__c_qn_tygg,_gg:_a'[{do a derivada de uma fungdo num dado
ponto do seu dominio (x = a) é f (@) = 4+~ ou ' (a) = - “chama-se tangente
ao grdfico de f 4 recta vertical de equagéo x = & (Ferreira, 1990, p. 352). Por
exemplo, para a fungéo definida por

f=¥x, f'(0)=+°°

eda observag:ao das sucesswas ampllagoes em torno do ponto de abcxssa
x =0 (Figura 4), B ‘=

LER 6] e =S8y

%=0 Y=o - H=0 =0 . “iH=e L\'=0 |

~Bazaskbsrnaa]  Firs;ia7slkEo77s;0775] [ 0294; 0204 I - 0.1938; 0.1938]

Figura 4 - Ampliagdo do gréfico da fungio definida por F@=3%
na vizinhanga do ponto x=0
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verifica-se que, & medida que nos aproximamos da origem do referencial, o
grafico da fungdo aproxima-se cada vez mais do eixo das ordenadas,
admitindo assim uma recta tangente vertical x = 0.

Para uma fungdo com derivadas laterais diferentes, num dado ponto
do seu dominio, tal critério de aproximagao ja néo se verifica, o que significa
que o seu grafico ndo tem tangente nesse ponto.

. Com o tema das derivadas do 112-ano, alarga-se, em termos
analiticos, a defmlgao de recta tangente a qualquer curva num dado ponto, e,
em termos graficos, procura-se desenvoiver a capacidade de visualizag&o do
que se passa numa vizinhanga do ponto, para o que podem contribuir as
potencialidades da calculadora grafica.

2.3. Concepgdes sobre a nogéo de recta tangente a uma curva num ponto

~-Emi termos gréficos, a conceptualizagdo da nogdo de recta tangente a
uma curva é fortemente desenvolvida em relag&o & circunferéncia, donde a sua -
influéncia na generalizagdo do conceito (Vinner, 1991). E uma noc¢do muito
simples, quer conceptual quer visualmente, mas poderd causar conflitos
cognitivos quando sdo considerados casos como o da tangente num ponto de
inflexdo que “atravessa” a curva, ou como o da tangente num extremo. Num
estudo conduzido por Vinner (1991) com 278 alunos de Andlise do primeiro ano
da Universidade, este aspecto foi bem posto em evidéncia. Os alunos foram
confrontados com gréficos do tipo dos da Figura 5 e foi-lhes pedido que
tragassem, caso existisse, a recta tangente a cada uma das curvas no ponto P.

Figura 5 - Alguns dos gréficos do estudo de Vinner (1991, p. 76)



Interpretacdo gréfica do conceito de recta tangente a uma cufva num ponto | 205

A andlise dos resultados mostra que cerca de 15% dos alunos tracou
correctamente a recta tangente, sendo particularmente curioso observar que,
em cerca de 35% das respostas erradas, se identifica a forte influéncia do
conceito de ‘tangente & circunferéncia. Na vevrdadé, para que a recta ndo v
“cortasse” a curva apareceram desenhos como os da Figura 6.

\Figura-e - Alguns dos gréficos apresentados pelos alunos
| do estudo de Vinner (1991, p. 77) '

v Nem sempre se torna facil aos alunos a determinagio geométrica da

~ recta tangente a uma curva num ponto P. Esta dificuldade deve-se ao facto de

os alunos nao relacionarem a recta tangente a uma curva num ponto P com

a posigéo limite das rectas secantes que passam por P e por um ponto Q,, da
curva que se aproxima do ponto P (Orton, 1983).

Por considerar esta compreenséo importante para a compreensio da
tangente como um limite, Orton (1983) entrevistou 110 alunos (entre os 16 e
0s 22 anos) com o intuito de inveétigar se eles relacionavam as sucessivas
____secantes PQ,, tragadas ao longo da curva aproximando-se de P, com o -
.. conceito de derivada. Interrogados sobre o que acontecia com as rectas PQ,
quando 0 ponto Q, se aproximava de P (Figura 7), 43 dos entrevistados, _
apesar de encorajados através de questionamentos suplementares, foram
incapazes de dizer que a secante se tornava uma tangente.
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Ql ¢
Q@
3
Q4
P
R . -

Figura 7 - Figura do estudo de Orton (1983, p. 245)

A nogdo de secante parecia ser ignorada por muitos alunos, que
focaram a sua atengéo na corda PQq, ainda que as explicagdes e a figura
tentassem garantir que isso nao iria acontecer. Outros autores (Sierpinska,
1985; Tall, 1991; Ferrini-Mundy & Lauten, 1994; Riddle, 1994) defendem que
a #eia geométrica da secante aproximando-se da tangente nao &
cognitivamente intuitiva para os alunos, no sentido de que n&o ocorre

- espontaneamente. , . -

Pretende-se que, numa abordagem de ensino deste conceito, ndo sé
se enfatizem 0s processos formais, como também se apele a intuigao.
Contudo, ndo poderd assumir-se que aquilo que é intuitivo para os --—-—
professores também o seja para os alunos, sendo, pois, necessario- -
desenvolver estratégias que V&0 ao encontro das intuicbes dos alunos (Tall,
1991).

No sentido de averiguar como o conceito de tangente evoluiu em s
alunos franceses ao longo dos trés anos terminais do liceu, Castela (1 995)
elaborou um questiondrio sobre tal” conceito num contexto gréfico. O
questionario era constituido por oito questdes (ver Questionario em Anexo),
para cada uma das quais 0s alunos deviam dizer, justificando, searectarera =~ —
ou n&o tangente & curva C no ponto A,

A autora verificou que, dos alunos (144) que ainda ndo tinham tido um

ensino de derivadas, a maioria apresentou dificuldades na questio 1 pelo .. .
facto de a “recta r “cortar” a curva’, na questio 2 por A ser um “ponto
- anguloso”, na questio 4 por a “curva se confundir localmente com a sua
tangente”, e na questio 6 por A ser um “ponto de inflexéo".'_Em cada uma
destas situagdes, a percentagem de respostas correctas foi inferior a 50%. A
autora concluiu que estes resuitados parecem provar que a definicio de
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tangente em Andlise ndo pode ser compreendida pelos alunos a partlr da
simples generalizagéo das suas concepgdes prévias.

Relativamente aos alunos (228) que j4 tinham tido um ensino sobre
derivadas, a autora observou que aproximadamente 75% dos alunos ndo
manifestaram erros nas questdes 1, 2, 6, tendo-se registado um indice de
respostas correctas comparaveis as questdes 3, 5, 7, 8. Relativamente a
questé@o 4, onde a “curva se confunde localmente com a sua tangente”,
grande ntimero de alunos consideraram que a recta n&o era tangente a curva.

B A andlise dos estudos dos autores referidos sugere que o conceito de
recta tangente a uma curva num ponto & geradora de conflitos cognitivos,
devido & forte influéncia do conceito de recta tangente a uma circunferéncia,
o que faz B que os alunos néo analisem o conceito como uma aproximagéao

local. . _

3. Metodologia do estﬁdo

Porque se pretendia identificar e compreender as coneepgdes dos
estagidrios e o que poderia estar por detras das suas convicgdes, adoptou-se
uma abordagem de natureza interpretativa, por esta se adequar a procura dos
significados que os fenémenos assumem para as pessoas lmphcadas (Gall et
al., 1996).

O estudo envolveu 19 profeséores estagidrios de Matematica, de uma
licenciatura de modelo integrado de que fazem parte cadeiras de Analise
Infinitesimal e uma cadeira de Did4ctica da Matematica. O trabalho realizado
nesta Gltima incluiu algum trabalho com calculadoras gréflcas em que foram

salientados aspectos’ gréficos de fungdes. No ano lectivo de 1997/98, a par
das actividades lectivas da pratica pedagdgica, estes estagidrios
frequentaram, com regularidade,” semindrios orientados: por um dos
investigadores. No &mbito da prética pedagdgica, leccionavam em turmas
proprias do 7° ano e do 82 ano de escolaridade e em turmas de regéncia da
responsabilidade do orientador da escola (do 9° ano, caso das EB2 3e do 10°
ou 112 anos, no caso das Secunddrias).

Numa reunido informal com os professores estagiarios, no final do
primeiro periodo, foram-lhes apresentadas as linhas gerais de um estudo a
realizar no ambito dos trabalhos da dissertacdo de mestrado de um dos
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investigadores. No inicio do 22 periodo, foi-lhes solicitado que preenchessem
um questionario sobre os conceitos de derivada e de recta tangente, numa
perspectiva grafica, a uma curva num ponto. A informagdo obtida seria
posteriormente usada para definir estratégias de formagdo. Foram ainda
dadas garantias de confidencialidade dos dados relativos as suas respostas
ao questiondrio que seria utilizado. Do questionério (ver Questionério em
Anexo) faziam parte as oito questdes aqui analisadas e que antes haviam sido
usadas no estudo de Castela (1995). Procurou-se com elas averiguar, por um
__lado, a influéncia, nos estagiarios, do conceito de recta tangente a uma
...___circunferéncia e, por outro lado, a influéncia dos seus conhecimentos de
Calculo Diferencial, nas suas concepgdes de recta tangente a uma curva num
pdnto Ngste sentido, as respostas dos estagiarios e respectivas justificagbes
foram analisadas segundo os seguintes aspectos, e segumdo o procedimento
e indicado por Castela (1995):

curva ea rscta témum s6 ponto e comum?
fexlste urha vizmhanc;a de Ana qual a curva e
i’araclatémumsépontoemoomum? .
' . exishs urnavnzmhant;adsAnaqual arectando. -

. arecta 6 tangenté & curva rio ponto A?

4. Anélise dos dados

As respostas dos estagiarios, em cada uma das questdes
apresentadas, s6 se consideraram correctas quando as suas respostas
apresentaram uma justificagdo adequada. Nos casos em que consideraram
‘correctamente que a recta r era (ou ndo) tangente & curva C no ponto A, mas
sem justificagdo ou com justificago incorrecta ou insuficiente, considerou-se
a resposta como parcialmente correcta.

O ndmero de respostas de cada tipo, dadas pelos 19 professores
estagidrios, a cada uma das quest6es, encontra-se registado na Tabela 1.
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Tabela 1 - Distribuicdo das respostas, as questdes sobre o.conceito de
recta tangente a uma curva num ponto (n=19)

.Por obgervaco da Tabela 1, verifica-se que a frequéncia das
respostas dos estagidrios incide mais nas do tipo parcialmente correcta,
devido ao tipo de justificagbes apresentadas pela maioria dos estagidrios, e
do tipo incorrecta, por terem analfisado o conceito numa perspectiva global,
atendendo mais ao nimero de pontos comuns & curva e & recta do que ao que
se passa na vizinhanga do ponto em questio.

Para uma melhor compreens&o do conteuido das suas respostas, a sua
andlise é efectuada mediante dois processos: pela mera consideragdo da
recta r ser ou néo tangenie a curva C no ponto A (Tabela 2), e pelas
respectivas justificagdes (Tabela 3).

Tabela 2 - Distribuigédo das respostas somente quanto a indicacgéo da
recta r ser ou néo tangente a curva Cno ponto A (n = 19)

Tipo 'de. respost
4 recta7é tangents 4 curva:C. no ponto A

Comparando os resultados registados na Tabela 2 com os da Tabela 1,
observa-se que nas situagbes apresentadas nas questes Q1, Q3, Q4, Q7 e
Q8, o elevado nimero de respostas parcialmente correctas se deve a’
justificacdes consideradas inadequadas ou insuficientes. Tal facto parece



210| Floriano Viseu & Conceigdo Almeida

a

dever-se a andlise indiscriminada do conceito em estudo, por parte dos
estagidrios, mediante o nimero de pontos comuns & recta e a curva ou ao

facto de a recta poder ou nao “cortar” a curva, como se pode observar na
Tabela 3. -

Tabela 3 - Distribuigdo das justificacées dos éstagié_rios sobre o
- conceito de recta tangente a uma curva num ponto

Tipo de ‘justificagées -

“4000 01 0203 Q4
“a recta 6 tangente & curva Croponto A, poisna - 1 - . . ..
VEL4) com & tao pequeno ‘iian

" quanto se queira pode-ss definir uma recta Gorm o8+ x
" pontos.A e (x, f{x}) fazendo Xtenderpara Aarecta. . O PR
; Irétendqr_parqf 3 E e e e

"3 recta nfio 6 tangente & curva Cno‘ponto 4, tima -
vez que intersecta a curva € em mais pontos para

Por detrés do tipo de justificagbes apresentadas pelos estagiarios na

maior parte das questdes (Tabela 3), parece estar a prevaléncia do conceito
de recta tangente a uma circunferéncia.
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Tal facto é constatado, por exemplo, nas situagdes aprésentadas em
Q1 (Figura 8) e em Q7 (Figura 9), com aparéncia semelhante,

- ‘vma—— n—

- Figura 8 - Gréfico Q1

- - Flgura9 - Gréfico Q7 o

quando afirmam que: ’ . -

— “arecta r é tangente & curva C no ponto A, porque arectaintersecta
- & curva nesse ponto, mas ndo “corta” a curva”, )

— ‘arecla r é tangente & curva C no ponto A porque a recta intersecta
a curva apenas num ponto, o ponto A”.

Esta justificagdo foi considerada insuficiénte, por nao expliditar um
critério-de observag&o do conceito numa vizinhanga do ponto A.

Dentro das respostas incorrectas, quer em Q1 quer em Q7. vérios
estagiérios ndo se limitam a analisar uma vizinhanga suficientemente bréxima
do ponto A e afirmam que “a recta ndo é tangente & curva C no ponto A, uma
vez que intersecta a curva C em mais pontos para além do ponto A". H4 quem
distinga as duas situacdes ao referir que em Q1 “a recta r ndo é tangente a

curva C no ponto A, porque a recta contém pontos dos dois seml-planos" o‘ I

gue nao acontece em Q7. -

Quanto as justificagdes consideradas iﬁadequadas, h& quem afirme
que: '
— em Q1, “a recta r é tangente a curva C no ponto A pois existem dois '
pontos da curva que pertence a r, A e outro — por a curva fer a
formacgdo indicada”, - - )
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—emQleemQ7, “arectaré tangente a curva C no ponto A pois
néo intersecta a curva nesse ponto’,
— emQ7, “a recta é tangente 4 curva em dois pontos, particularments
no ponto A. A curva C encontra-se toda abaixo do tragado da recta”.
Tal como em Q1 e em Q7, também em Q4 (Figura 10) e em Q8 (Figura
11), predomina largamente o niimero de estagiél_'iOS que identificam o ponto A
como sendo ponto de tangéncia entre a recta re a curva C. ’

T O elevado ntimero de respostas parcialmente correctas a estas duas
situagbes deveu-se a apresentagdo de justificagbes consideradas
insuficientes e do mesmo tipo das apresentadas em Q1 e Q7.

Na situagdo apresentada em Q3 (Figura 12), também predominou o
nl’imero_de respostas parcialmente correctas.

N " Figura 12 - Gréfico Q3
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Isto deveu-se, por um lado, a auséncia de qualquer justificagdo nas
respostas de alguns estagidrios e & existéncia de justificagSes consideradas
insuficientes (como as do tipo “a recta r ndo é tangente a curva C no ponto A
pois r “corta” a curva no ponto A”). O nimero de respostas incorrectas nesta
alinea deveu-se a respostas do tipo “a recta é tangente & curva C no ponto A
visto ser este o Unico ponto que a recta r intersecta C’, e ainda a respostas do
tipo “ndo é tangente, porque se prolongarmos a recta r e a curva C, vamos
encontrar um outro ponto de intersecgdc™. Como justificagdes inadequadas,

h& quem considere que “a recta ndo é tangente, porque a recta r intersecta a .

curva C em A; a recta tangente a uma curva num ponto ndo a intersecta’.

A infl#éncia do conceito de tangente a uma circunferéncia, persiste
mesmo em situagdes que apenas podem ser explicadas através de
conhecimentos de derivadas. Sdo disso exemplo, as situagbes apreséntadas
- em Q2 (Figura 13) e Q5 (Figura 14), ]

Figura 14 - Gréfico Q5

onde os estagiarios poderiam pensar que o ponto A é um ponto anguloso e
dai relacionar o conceito em estudo nesta questdo com a existéncia ou néo
de derivada nesse ponto.
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Tendo como referéncia o niimero de pontos comuns arectae a curva,
vérios estagidrios afirmaram em Q2 que “a recta é tangente a curva C no
ponto A, porque tém em comum umn dnico ponto”. O mesmo aconteceu em Q5
ao considerarem que “a recta ndo é tangente a curva C visto existir mais do
que um ponto de intersecgdo de r com a curva C’, ou que “arecta ré tangente i
acurva Cno ponto A, na medida em que rintersecta C no ponto A, mas ndo
a corta”. N :

Poder4 ter sido esta nogéo da recta “cortar” ou nao a éurva que fez
com que, tanto em Q2 como em Q5, alguém afirmasse “a rectar é tangente a
curva®® no ponto A, pois s6 contém pontos de um dos semi-planos’. ‘
Também em Q6 (Figura 15), séo os conhecimentos de Andlise que

poderiam ser invocados, considerando-se que, numa vizinhanca do ponto A,
que é um ponto de inflexdo, a curva “aproxima-se” da recta tangente.

- Figura 15 - Gréfico Q6

A maioria dos estagiérios ndo identificou esta relagdo, apresentando
respostas do tipo “a recta r nao é tangente a curva C no ponto A pois r “corta”
a curva no ponto A”. De entre os que apresentaram justifica¢des inadequadas
hé quem considere que “a curva C tem a tangente r no ponto A po:s existem
mais do que um ponto da curva C que pertence a r”

5. Conclusdes

Da andlise das respostas dos 19 estagiarios as oito questdes, verifica-
se gue a maioria deu mais atengdo ao niimero de pontos de intersecgdo entre
arecta e a curva do que a andlise do seu comportamento no referido ponto.
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matematicos através das suas muitiplas representagdes, tirando partido das
novas tecnologias, podera ajudar a abrir perspectivas que combinem a
intuig&o e o rigor matematico para uma melhor compreensdo dos conceitos.
Além disso, como Tall (1991), entendemos que é necessario tornar o seu
estudo “cognitivamente apelativo” (p. 110) para os alunos dos cursos de
formagdo de professores sem que, no entanto, os conceitos sejam
restringidos a uma simplicidade redutora. A exposicao a situagdes complexas
pode e deve ser proporcionada aos futuros professores, durante a sua
formagéo inicial, através, quer de uma calculadora gréfica, quer de software
adequado, deérmesenvowam a sua intuicdo. Mas hé que acautelar
situagdes que possam conduzir a ideias erradas pois, como refere Tall (1991)
a respeito da ampliagdo duma -curva: “Tal como matematicos do século
dezanove estavam convencidos, pela sua experiéncia limitada, que a ‘maior
parte’ dos .gréficos eram diferencidveis ‘quase. em todo o lado’,
experimentac&o limitada e sem orientagéo podem levar a crenga de que todos
os gréficos sdo localmente rectilineos” (p. 111).
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