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RESUMO

Este trabalho de investigacao centra-se fundamentalmente no objetivo de analisar e comparar os
novos Programas e Metas Curriculares de Matematica e de Matematica A, com os anteriores
Programas, no Ensino Basico, do sétimo ao nono ano de escolaridade, e no Ensino Secundario, do
décimo ao décimo segundo ano de escolaridade, no ambito dos conteudos curriculares de

Estatistica e de Probabilidades.

Para o desenvolvimento deste trabalho foram utilizados diversos documentos:

No que diz respeito ao Ensino Basico, destaca-se o documento da Reorganizacdo Curricular do
Ensino Basico, que culminou com a publicacao do Decreto - Lei n® 6/2001. Neste ano foi publicado
o Curriculo Nacional do Ensino Basico (CNEB), um documento oficial, que passou a coexistir com o
programa da disciplina, o qual permaneceu em vigor, na sua generalidade, tal como fora escrito em
1991, tendo-se procedido a um ajustamento, com versao homologada a 28 de dezembro de 2007,
na brochura de apoio do tema da Organizacado e Tratamento de Dados nos cadernos de apoio do
1.°, 2.° e 3.° Ciclos e nas Metas Curriculares de Matematica, tendo o Programa de Matematica do

Ensino Basico sido homologado a 17 de junho de 2013.

Relativamente ao Ensino Secundario a analise é feita com base no Programa inicial de Matematica
A do Ensino Secundario, de 1996, que foi reajustado em 2001, dirigido aos alunos dos Cursos
Cientifico Humanisticos de Ciéncias e Tecnologias e de Ciéncias Socioecondmicas; brochuras de
apoio da componente de Estatistica do programa do 10.° ano, e da componente de Probabilidades
e Combinatoria do Programa do 12.° ano; nos cadernos de apoio para o 10.°, 11.° e 12.° ano de
escolaridade; e no documento das Metas Curriculares de Matematica A do Ensino Secundario,

tendo o Programa da disciplina de Matematica A, sido homologado a 20 de janeiro de 2014.

Palavras-chave: Estatistica; Probabilidades; Ensino Basico; Ensino Secundario.
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ABTRACT

This research is made, basically, to analyze and compare the new Mathematics and Mathematics A
programs and curricular goals with the previous ones, respectively, in Basic Education, from the
seventh to the ninth grades and Secondary School, from the tenth to the twelfth grades, considering

in particular the curricular content of Statistics and Probabilities.

Several documents were used in the development of this thesis.

As far as the Basic Education is concerned | highlight the Basic Education Curricular Reorganization
document that culminated with publication of the Decree-Law number 6/2001. In 2001, the Basic
Education National Curriculum (CNEB), an official document, was published and now it coexists with
the subjects programs, which remain in force basically as they were written in 1991, later, it was
adjusted and that version was approved on 28 December 2007; in the brochure that supports the
theme of Organization and Data Treatment; on the support notebooks of the the first, second and
third cycles; and on the Mathematics Curricular Goals, considering that the Basic Education

Mathematics Program was approved on 17 June 2013.

When it comes to Secondary Education, this analysis is based on the Mathematics A initial program
for the Secondary Education of 1996, which was readjusted in 2001, addressed to the students of
Scientific Humanistic, the Sciences and Technology and Social Economic Science courses; the
brochures of support of the tenth grade program statistics component, the twelfth grade program
probability and combinatory component; on the support brochures for the tenth, eleventh and twelfth
grades; and on the document of the Secondary School Mathematics A Curricular Goals, considering

that the Mathematics A Program was approved on 20 January 2014.

Keywords: Statistics; Probabilities; Basic Education; Secondary Education.
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CAPITULO | — INTRODUGAO

1.1. Probabilidades e Estatistica no Ensino

Uma das finalidades da Escola é preparar os jovens para a insercdo no mundo real, tendo em vista
a sua melhor adaptacao a realidade da sociedade onde cada individuo se inclui, possibilitando-o na
aquisicao de capacidades e competéncias que lhes permitam responder a necessidades e
problemas gerais do quotidiano. Dentro destas competéncias € a sua adequacao a problemas e
desafios do quotidiano encontram-se aquelas ligadas a informacao estatistica sobre areas tao
diversas como a Economia, o Desporto, a Medicina, a Politica, a Geografia, a Psicologia e muitas
outras que todos os dias aparecem na comunicacao social, televisdo, radio e jornais, falamos de

Literacia Estatistica.

0 dia-a-dia é em larga medida governada por dados que, conscientemente ou ndo sao utilizados na
tomada de decisdes. Sendo a Estatistica a ciéncia que trata e analisa dados, possibilita uma melhor

interpretacéao do mundo real e uma tomada de decisao mais consciente.

Os temas da Estatistica e Probabilidades foram incluidos ha cerca de quatro décadas nos curriculos
de Matematica do Ensino Basico e Secundario, ndo lhes tendo sido dada infelizmente, a
importancia devida, desde logo acompanhada de uma preparacao cuidada dos professores que,

infelizmente, ndo ocorreu.

O novo programa do Ensino Basico, inclui nos trés ciclos que o compde, o dominio de conteudos
“Organizacao e Tratamento de Dados” (OTD), e no Ensino Secundario, no décimo ano e no décimo
primeiro ano, o dominio de contetdos “Estatistica” (EST), contribuindo para uma formacao
matematica capaz de descrever, analisar, interpretar e tirar conclusdes de situacdes reais.
Reconhecendo o papel do tema no desenvolvimento social e pessoal do aluno, o programa atual
refere que este deve adquirir, ao longo da escolaridade obrigatdria de doze anos, conhecimento de
conceitos e representacdes de modo a compreender e ser capaz de produzir informacao estatistica
e de a utilizar para resolver problemas e tomar decisdes baseadas em informacdes verdadeiras,
possibilitando o aluno na literacia estatistica. Note-se que, para além dos objetivos gerais da

aprendizagem da Organizacao e Tratamento de Dados (OTD), e da Estatistica, (EST) o trabalho
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nestes dominios e conteudos visa igualmente as finalidades e os objetivos gerais de aprendizagem
da disciplina de Matematica no seu todo, articulando-se com os outros dominios de contetidos do

Programa e das Metas Curriculares e com o Programa de outras disciplinas.

A nivel de contributo na linguagem, encontra-se nos novos Programas do Ensino Secundario, no
décimo ano de escolaridade, o dominio da Logica e Teoria de Conjuntos (LTC). Este dominio surge
autonomamente dos restantes, ao contrario do que acontecia no anterior Programa, em que parte
dos conteudos introduzidos agora ja eram lecionados, mas de um modo esporadico, sempre que 0
professor achasse pertinente como pré-requisito para a compreensao dos contelidos a adquirir, nao

estando contemplado em nenhum ano de escolaridade.

Estreitamente relacionada com a Estatistica esta a Teoria da Probabilidade, teoria que serve de
base a quantificacado da incerteza — uma carateristica sempre presente na vida de todos os dias, de
nao ser possivel prever com exatidao e de anteméao, qual o resultado da situacdo de incerteza,
perante as varias possibilidades que se apresentam, ndo saber qual a que se vai verificar, que

assenta na descricao Matematica da nocao intuitiva do acaso.

O Programa e as Metas Curriculares apontam, para o desenvolvimento da compreensao da nocao
de Probabilidade, tanto no seu aspeto tedrico, como experimental, no terceiro ciclo do Ensino
Basico, mais concretamente no nono ano de escolaridade, no dominio de conteldos da
Organizacao e Tratamento de Dados (OTd) e no Ensino Secundario, no décimo segundo ano, no
dominio de contetdos, Probabilidade (PRB). O dominio de conteudos Calculo Combinatorio (CC)
surge também como suporte a Probabilidade. Tudo isto se insere no contributo para o cumprimento
das finalidades do ensino obrigatorio da disciplina de Matematica, a saber, estruturacéo e
desenvolvimento do raciocinio, analise e modelacdo do mundo real e interpretacéo da sociedade.
Sabendo que os temas da Estatistica e da Probabilidade sdo de importancia crescente na vida dos
cidadaos conscientes e intervenientes nas sociedades do século XXI e de um modo geral
motivadores, contribuindo assim para o sucesso na Matematica e do progresso das sociedades em

gue se inserem, em geral.

Dinis Pestana, investigador do Centro de Estatistica e Aplicacdes da Universidade de Lisboa, afirma
gue a Probabilidade e a Estatistica “sao as ciéncias que nos ensinam a disciplinar a incerteza” em,

[32], pese embora muitas vezes se deturpe a linguagem da Estatistica, apesar de baseada em
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factos e trabalho cientifico, € muitas vezes usada para causar sensacionalismo, para deturpar e

confundir tendo um grande impacto na formacéo da opiniao publica das sociedades em geral.

1.2. Estado da Arte

As diretrizes para avaliacao e ensino em Estatistica foram elaborados e desenvolvidas em 2005 pela
“Guidelines for Assessment and Instruction in Statistics Education” (GAISE) e publicadas pela

“American Statistical Association”. Estes Principios e Normas regem-se pelo “National Council of

Teachers of Mathematics” (NCTM), uma organizacao profissional internacional empenhada na
exceléncia do ensino e da aprendizagem da Matematica para todos os alunos. Essas diretrizes
fornecem um quadro para a Educacdo Estatistica a fim de habilitar os alunos dos varios niveis de
ensino a alcancar a alfabetizacao estatistica, tanto para sua vida pessoal como profissional. O GAISE
concebe a Literacia Estatistica como o objetivo principal da Educacao Estatistica, devendo capacitar
os alunos para formular questdes que possam ser investigadas com a recolha, organizacao e
apresentacao de dados; selecionar e utilizar métodos estatisticos adequados para analisar os dados;
desenvolver e avaliar inferéncias e previsdes baseadas em dados; e compreender e aplicar
conceitos basicos de Probabilidade. A fim de promover a Literacia Estatistica na idade adulta, a
Estatistica deve fazer parte dos curriculos desde os primeiros anos escolares. O lema “statistical
literacy for all” tem tido impacto apenas recentemente. Dinis Pestana, em [32] destaca a
importancia da capacidade de “ler niimeros”, sob a forma tabular ou qualquer outra codificacao, no
sentido de extrair deles a informacdo que eles contém. Segundo Garfield e Ahlgren, em [18] deve-se
iniciar a aprendizagem da Estatistica facilitando a linguagem e enfatizando a visualizacao grafica
para que o aluno possa comparar a sua intuicao, a sua habilidade visual e o conceito estatistico,
indo ao encontro dos seus interesses e motivacoes. Fernandes, em [14] analisou o desenvolvimento
e a introducao das Probabilidades e Estatistica no ensino aprendizagem em varios paises
estrangeiros e em Portugal, afirmando o autor que com a introducdo da chamada “Matematica
Moderna” a partir de meados da década de sessenta no ensino liceal, sob a orientacdo de
Sebastiao e Silva, a Estatistica e a Probabilidade comecaram a fazer parte integrante dos curriculos
de Matematica em muitos paises europeus e em particular em Portugal, tem seguido

aproximadamente a tradicao europeia, com algum atraso em relacao a outros paises.


http://en.wikipedia.org/wiki/American_Statistical_Association
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A semelhanca de outros paises europeus, existe em Portugal atualmente um movimento crescente
no sentido de enfatizar a Estatistica e a Probabilidade no curriculo do Ensino Secundario e no

curriculo do Ensino Basico, como parte da literacia basica em Matematica.

1.3. Breve Nota Histérica

A palavra Estatistica parece ter ocorrido pela primeira vez no século XVIII. Alguns autores, atribuem
esta designacao ao alemao Gottfried Achemmel (1719-1772), que teria utilizado pela primeira vez o
termo statistik, do grego statizein. Pode ainda ter a sua origem na palavra estado, do latim stafus,
pelo aproveitamento que dela tiravam os politicos e o Estado. Nesta linha ha ainda autores que
referem que a palavra Estatistica surge da expressdo em Latim statisticumn collegium, palestra
sobre os assuntos do Estado, tendo dado origem a palavra em lingua italiana “statista”, que

significa "homem de estado".

E certo que a Estatistica esteve sempre ligada ao Estado. Os Estados e a Sociedade em geral
dependem cada vez mais dela. Em todos os Estados existe uma instituicado publica cuja missao é

produzir e divulgar informacao estatistica oficial de qualidade.

Até ao inicio do século XVII, a Estatistica limitava-se ao estudo dos assuntos de Estado e era

utilizada pelas autoridades politicas na inventariacéo ou arrolamento dos recursos disponiveis.

A Estatistica ndo passava de uma técnica de contagem, traduzindo numericamente factos ou

fenomenos observados — Estatistica Descritiva.

Na organizacao das sociedades sugiram necessidades que exigiam o conhecimento numérico dos
recursos disponiveis. Era indispensavel aos Estados o conhecimento de determinadas
caracteristicas da populacao que podiam incluir 0 seu nUmero e cOmposicao assim como 0S Seus
rendimentos para se conhecerem, por exemplo, a quantidade de homens disponiveis para combater

ou para se decidirem leis sobre impostos.

S&o varias as referéncias na Historia da Humanidade relativas a estudos estatisticos deste tipo.

Passamos a referir as mais citadas e consensuais.
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Herddoto, gedgrafo e historiador grego, nascido no século V a. C., refere um estudo efetuado das
riquezas da populacdo do Egito em 3050 a. C. com o fim de averiguar os recursos humanos e

economicos disponiveis para a construcao das piramides.

Também existe referéncia a que no ano 2238 a. C. se tera realizado um levantamento estatistico

com finalidades industriais € comerciais ordenado pelo imperador chinés Yao.

Na Biblia referem-se recenseamentos efetuados por Moisés (1490 a.C.).

No ano 1400 a. C., Ramsés Il mandou realizar um levantamento das terras do Egito, o

recenseamento de toda a comunidade de Israel.

Uma das convencdes da Historia ¢ ligar a datacdo (a.C. ou d.C.) ao recenseamento populacional
ordenado pelo imperador César Augusto, Imperador romano (63 a.C.-14 d.C.). Os romanos faziam
0 recenseamento dos cidaddos e dos bens. Eram os censores, magistrados romanos, que

asseguravam o censo dos cidadaos.

As estatisticas realizadas por Pipino, em 758, e por Carlos Magno, em 762, sobre as terras que
eram propriedade da Igreja, sdo algumas das estatisticas importantes de que ha referéncia desde a

gueda do império romano.

Guilherme, “O Conquistador”, que reinou entre 1066 e 1087, ordenou que se fizesse um
levantamento estatistico da Inglaterra. Este levantamento pretendia ser exaustivo e incluia
informacdes sobre terras, proprietarios, uso da terra, animais e deveria servir de base para o calculo

de impostos.

Em Portugal existem registos de diversas estatisticas, “recenseamentos”, com fins sobretudo de
ordem militar que, por ndo serem exaustivos e/ou ndo se apoiarem em principios estatisticos
cientificos crediveis, ndo podem ser considerados equivalentes a série de recenseamentos iniciada

em 1864.

De facto foi em 1864 que se realizou o | Recenseamento Geral da populacdo portuguesa, o primeiro
a reger-se pelas orientacdes internacionais do Congresso Internacional de Estatistica de Bruxelas de

1853, que marca o inicio dos recenseamentos da época moderna.
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Os seguintes foram realizados em 1878, 1890, 1900, 1911, 1920, 1925, 1930 passando a ser
realizados de 10 em 10 anos até 1970. Apos este ano a sua realizacao € efetuada em anos

terminados em 1: 1981, 1991 e 2001. O ultimo data de 2011.

Em 1935 fundou-se o Instituto Nacional de Estatistica (INE) que centraliza, até a atualidade, toda a

atividade estatistica oficial.

Atualmente a Estatistica ja ndo se limita apenas ao estudo da Demografia e da Economia. O seu
campo de aplicacao estendeu-se as mais diversas areas do saber tais como Biologia, Medicina,

Fisica, Psicologia, Industria, Meteorologia, Educacao, entre muitas outras.

A partir do século XVIII sao varios os nomes que se destacaram na historia da evolucdo da
estatistica, tais como Quételet (1796-1874), Galton (1822-1911), Karl Pearson (1857-1936),
Weldon (1860-1906), Ronald Fisher (1890-1962).

A palavra probabilidade deriva do Latim probare (provar ou testar).

A Probabilidade teve inicio como ciéncia empirica, associada ao estudo dos jogos de azar.

Hoje, a Teoria das Probabilidades procura encontrar modelos matematicos que descrevam certos
fendmenos naturais em que se supde intervir o acaso no sentido em que nao é possivel, a partir do

passado, prever deterministicamente o futuro. Sao os fenémenos aleatérios.

Faz parte da natureza humana indagar acerca da possibilidade das mais diversas ocorréncias do
dia-a-dia. De facto, textos muito antigos referem a avaliacdo da Probabilidade na conducdo da vida
como tendo sido estudada pelos Matematicos chineses do século I. Além disso o Homem sempre
se interessou por jogos de azar, tais como aqueles que envolvem dados e cartas. Os jogos de

dados, na forma como hoje os conhecemos, realizam-se desde o Império Romano.

Os jogos de cartas foram introduzidos na Europa pelos chineses, indianos e egipcios, tornando-se

bastante populares nos finais do séc. XIII.

Problemas envolvendo financas, seguros e mortalidade surgiram também bem cedo na civilizacao

ocidental.


http://www.ine.pt/

CAPITULO |

Gerolamo Cardano (1501-1576) foi um dos primeiros cientistas a estudar problemas envolvendo
Probabilidade. Cardano era Fisico, Astrologo e Matematico, tendo sido reitor da Universidade de
Padova. Era também um eximio jogador de jogos de azar e escreveu uma obra tratando
essencialmente desde tipo de jogos, denominada Liber de Ludo, onde introduziu, entre outras, a
ideia de caracterizar a Probabilidade de um acontecimento como um numero entre 0 e 1,
mostrando compreender, no contexto de jogos de dados, o conceito de equiprobabilidade de
acontecimentos, antecipando resultados importantes sobre limites de probabilidades e sobre a
distribuicao binomial. A sua obra foi publicada a titulo postumo em 1633. Foi nesta altura que se
considera que o calculo de probabilidades, como ramo da Matematica, foi iniciado. Blaise Pascal
(1623-1662) e Pierre De Fermat (1601-1665) iniciaram, em 1654, troca de correspondéncia sobre
Probabilidades e frequéncias de resultados em jogos de azar. Em 1657, Huygens (1629-1695),
escreveu o primeiro Tratado Formal de Probabilidade baseado nas correspondéncias de Fermat e

Pascal.

Bernouilli (1654-1705) inicia a interpretacdo Frequencista de Probabilidade, na sua obra postuma

Ars Conjectandi (1713).

Com Moivre (1667-1754) foram numerosos os avancgos fundamentais no tratamento classico do
Calculo de Probabilidades, que se mantiveram por quase um século. Leonhard Euler (1707-1783),
sistematizou e organizou muitos problemas probabilisticos, Lagrange (1736-1813) também permitiu
avancos na Teoria das Probabilidades. Laplace (1749-1827) foi o autor da primeira definicdo de
Probabilidade (definicdo classica de Probabilidade), publicada num tratado, em 1812, 7héorie

Analytique des Probabilités que unificou os seus trabalhos de probabilidades.

A transicao para o sec. XIX foi marcada pelo 7héorie Analytique des Probabilités, de Pierre-Simon,

Marquis de Laplace (1749-1827), publicado em 1812.

No século XX as Probabilidades encontravam-se num estado de grande desenvolvimento em teoria e
aplicacoes. De facto, conceitos essenciais a formulacdo do calculo de probabilidades s6 muito
recentemente foram enunciados como, por exemplo, o conceito de espaco amostra, de Von-Mises
(1883-1953), no primeiro quartel do século XX, e o conceito de sigma-algebra, introduzido por Emile
Borel (1871-1956) que foi tdo fundamental para a criacdo do integral de Lebesgue quanto para o

desenvolvimento Axiomatico da Probabilidade de Kolmogorov.
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O problema da Axiomatizacdo da Probabilidade foi um dos enumerados por Hilbert, em 1900, no
Congresso Internacional de Matematica, e muitos tais como Diogo Pacheco de Amorim, Bernstein e
Von-Mises, tentaram resolvé-lo mas sem o mesmo éxito que Kolmogorov. Esta axiomatica,

perspetivada por Kolmogorov e publicada em 1933 com titulo original, Grundegebrieffe des

Wahrscheinlichkeistheorie (Foundations of the theory of Probability) é a base da Teoria Moderna das
Probabilidades. Esta axiomatica tem como base trés conceitos fundamentais: experiéncia aleatdria,

sigma-algebra dos acontecimentos e medida de probabilidade.

A partir do século XIX a Estatistica teve o seu grande desenvolvimento gracas as contribuicoes da
Probabilidade. A Estatistica Inferencial depende da Probabilidade. Mas essa harmonia e simbiose
entre as duas areas ndo significa que ambas sdo idénticas. A Probabilidade continua a existir e a

desenvolver-se independentemente das suas aplicacbes a Estatistica.

1.4. Organizacao da tese

A tese esta estruturada em seis capitulos.

Neste primeiro capitulo — /nfroducdo — que termina com a organizacao geral da tese, realizou-se um
enquadramento do estudo, fez-se uma introducao do problema com a justificacdo da sua

importancia e uma breve nota historica.

No segundo capitulo — A £statistica no Ensino obrigatdrio — é efetuada uma analise do dominio de
conteudos de Organizacédo e Tratamento de Dados (OTD) e no dominio de contetdos de Estatistica

(EST).

No terceiro capitulo — A Probabilidade no Ensino obrigatdrio — é efetuada uma analise do dominio
de contetidos de Organizacdo e Tratamento de Dados (OTD), no dominio de contetidos de Calculo

Combinatorio (CC) e no dominio de contetdos de Probabilidade (PRB).

No quarto capitulo — Andlise comparativa do tema da Organizacdo e Tratamento de Dados do
Ensino Basico, referentes ao Programa antetrior e ao novo Programa e Metas Curriculares da
disciplina de Matematica — € realizado uma comparacao tematica dos dois Programas em

Estatistica e Probabilidades.
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O quinto capitulo - Andlise comparativa dos Temas da Estatistica e Probabilidades do Ensino
Secundario, referentes ao Programa antetior e ao novo Programa e Metas Curriculares da disciplina
de Matematica A - é realizado uma comparacao tematica dos dois Programas em Estatistica,

Combinatoria e Probabilidades.

Finalmente, no sexto capitulo — Conclusdo — sao apresentadas as principais conclusdes do estudo e
sao feitas algumas recomendacdes para futuros estudos, tendo em vista contribuir para melhorar

e/ou aprofundar o estudo da problematica em causa.

Principais objetivos do trabalho e organizacao da tese:

Com o trabalho desenvolvido pretendemos compreender a filosofia patente nos novos Programas de
Matematica, verificar objetivamente as diferencas entre os Programas (ainda em vigor para o Ensino
Secundario) em termos de conteudos e de exigéncia e explorar, do ponto de vista da
fundamentacao teorica, os conteuidos a lecionar nos dominios de Organizacdo e Tratamento de

Dados, Estatistica e Probabilidades.

A pertinéncia deste estudo prende-se com a necessidade sentida pela generalidade dos professores
de Matematica na clarificacdo de conteudos, quer na vertente puramente tedrica, como também na

articulacdo e encadeamento das matérias no que diz respeito a Estatistica e Probabilidades.

Assim, no capitulo Il desta tese, é feita uma revisao e exploracéo tedrica dos conceitos relacionados
com a Estatistica desde o 1° ciclo mas com mais incidéncia no 3° ciclo do Ensino Basico e Ensino
Secundario. E usada a linguagem (alguma nova) que os Programas imp&em, assim como notacao.
E dada especial atencdo a tudo o que pode gerar duvidas ou confusdo. Nessa medida temos
especial cuidado com algumas definicdes, tais como, variavel estatistica, amostra de uma variavel
estatistica, graus de liberdade, desvios, variancia, quartis e percentis, reta dos minimos quadrados,
variavel explicativa e de resposta. A propdsito dos quartis e percentis apresentamos resolucdes de
atividades propostas nas metas com o objetivo de esclarecer conceitos e que, eventualmente
poderiam gerar duvidas. Apresentamos ainda resolucdes relativas a comportamentos da média de
uma amostra relacionados nao s6 com a dimensao da amostra mas também com a variancia da

amostra.
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Relativamente a Probabilidades, a que se dedica o capitulo Ill, temos especial cuidado com a sua
formalizacdo teorica. Apresentamos a regra de Laplace e suas limitacdes. Os conceitos de
independéncia de acontecimentos e de probabilidade condicionada sdo apresentados em
consonancia com o que é exigido no novo Programa. E dada ainda especial atencdo ao Teorema da

Probabilidade Total.

Existe a ideia generalizada que tudo muda com os novos Programas. Temos como objetivo a

verificacao de tal ideia.

Fizemos um estudo detalhado dos Programas no que diz respeito aos trés temas ou dominios da
Matematica, Organizacdo e Tratamento de Dados, Estatistica e Probabilidades assim como Teoria
de Conjuntos e Combinatdria. Apresentamos no capitulo IV um resumo de tal estudo desde o 1°
ano do Ensino Basico até ao 12° ano do Ensino Secundario, com mais incidéncia e detalhe neste

nivel de ensino, assim como no 3° ciclo.
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2.1. Introdugdo

Muito se tem falado e escrito sobre Literacia Estatistica que se pode definir como a capacidade para
compreender e avaliar de forma critica os resultados estatisticos que nos aparecem no dia-a-dia. Os
Programas de Matematica no Ensino obrigatério em Portugal tém vindo desde ha cerca de 40 anos

a contemplar o estudo da Estatistica.

Os Programas e Metas Curriculares de Matematica ja em vigor, do 1.° ao 8.° ano de escolaridade
incluem a Estatistica desde o primeiro ano do Ensino Basico, com uma preocupacao acrescida de
rigor nas definicdes apresentadas e nos métodos considerados na mesma linha que os restantes

contelidos programaticos.

Como é por demais sabido, os dados sédo a matéria-prima da Estatistica e as analises estatisticas

compreendem a trés etapas:

2.2. Amostragem, recolha de Dados.

Esta é uma etapa essencial uma vez que se pretende que o conjunto de dados a considerar seja
representativo da populacao de onde foram recolhidos. Idealmente, o subconjunto da populacao
(amostra) deve ser fiel a realidade da populacao. Uma amostra mal recolhida, viciada, enviesada,
tendenciosa, de nada serve. Pode levar a conclusdes e previsdes erradas e distorcidas muito longe
da realidade da populacéo.

Uma das formas de garantir a representatividade de uma amostra é fazer a recolha ao acaso, de

modo que qualquer elemento da populacdo tenha a mesma probabilidade de ser escolhido que

qualquer outro.

Este método pode ser de dificil execucdo em populacdes de dimensdo muito elevada, mas pode
sempre recorrer-se a outros métodos que simulam essa aleatoriedade como, por exemplo, a

amostragem estratificada ou a amostragem por grupos.

11
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2.2.1. Estatistica Descritiva e analise exploratoria de dados que visa o tratamento inicial dos dados.

Esta fase inclui resumir, apresentar e explorar os dados.

2.2.2. Estatistica Inferencial relativa a analise e interpretacdo dos dados, com vista a fazer inducdes

sobre a Populacao

No ensino obrigatorio da disciplina de Matematica e de Matematica A, a preocupacao é a analise
exploratoria de dados. A analise prévia dos dados, se devidamente efetuada confere um
conhecimento alargado dos mesmos, permitindo, assim, e caso estes sejam uma boa
representacdo da populacdo, um processo inferencial fidedigno. Além disso as técnicas de
organizacdo e resumo de dados conferem aos estudantes competéncias muito importantes de
estruturacdo do raciocinio, analise critica, leitura e interpretacdo de resultados numéricos ou
graficos tendo em conta a realidade dos problemas, além do dominio da linguagem estatistica cada

vez mais utilizada no dia-a-dia.

2.3. Estrutura dos Programas

No Programa e Metas Curriculares de Matematica os contetidos programaticos encontram-se

organizados, em cada ciclo, por dominios.

Nesta seccao, percorremos o Programa no que diz respeito a Estatistica, tentamos encadear,
clarificar e exemplificar os conteudos, em particular aqueles que sao introduzidos pela primeira vez

ou de uma forma diferente da constante nos anteriores Programas.

A Estatistica é introduzida paulatinamente iniciando-se no dominio Organizacdo e Tratamento de
Dados (OTD), onde se introduzem os primeiros conceitos da Teoria de Conjuntos, usando
linguagem apropriada e rigorosa. O encadeamento dos conteudos permite que o aluno comece,
desde muito cedo, a adquirir competéncia no resumo e organizacao de conjuntos de dados
(organizacao em tabelas, representacao grafica e calculo de medidas de localizacdo central), ainda

gue nao constituam amostras.

As definicbes fundamentais de populacao, unidade estatistica, variavel estatistica e amostra sao

introduzidas no 6.° ano de escolaridade. Especial atencdo deve ser dada a definicao de variavel
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estatistica, como uma caracteristica X que é medida nas diferentes unidades estatisticas podendo
tomar, assim, diferentes valores (estes valores podem ser nimeros ou modalidades). Desta forma

cabem nesta definicdo, de forma natural, as variaveis do tipo quantitativo ou qualitativo.

Definicdo: Dada uma caracteristica X da populacdo (comum a todos os elementos da populacdo), a
medicao desta caracteristica nas diversas, digamos n, unidades estatisticas (ou individuos) a que
temos acesso da origem a um conjunto de dados x;,i = 1, ..., n que constituem a «amostra» de

dimensdgon, X = (%1, x5, ..., X,). A caracteristica X € denominada «variavel estatistica».

Convém referir que no Programa e Metas Curriculares nao é introduzida a definicdo de variavel
aleatoria que, sendo também uma funcao, necessita da definicdo de espaco amostral (dominio da
variavel aleatoria) e este, por sua vez, da definicdo de experiéncia aleatoria (conceitos introduzidos

no 9.° ano).

No 6.° ano de escolaridade € ainda introduzido o conceito de variavel estatistica quantitativa ou

numerica.

A introducao de estatisticas (funcdes dos dados) ordinais surge no 7.° ano de escolaridade com a
designacao de sequéncia ordenada dos dados abrindo espaco para a definicdo de mediana e, mais

tarde, para a definicdo de quartis, no 8.° ano de escolaridade.

No 9.° ano de escolaridade os alunos ja sabem classificar as variaveis estatisticas como qualitativas
ou quantitativas. Neste ano curricular introduz-se o histograma como a representacao adequada de

dados quantitativos continuos. No 10.° ano o histograma € utilizado no calculo de percentis.

Uma vez que as estatisticas resumo basilares para a Estatistica Inferencial sdo a média, variancia e
guantis, o novo programa incide nestas questdes com uma abordagem que se pretende o mais

elucidativa e rigorosa possivel ao nivel do 10.° ano.

Neste sentido, o conceito de «amostra da variavel estatistica x» € retomado como um conjunto de
valores da caracteristica x observados num subconjunto da populacdo. Se a amostra tem dimenséao
n (se o conjunto tem n elementos) a observacao da caracteristica de interesse x é efetuada em n
unidades estatisticas que podem ser numeradas de 1 a n. Tem-se, entdo, que x; representa o valor

da caracteristica x no individuo i e x pode ser vista como uma funcdo de dominio {1,2, ..., n} que

a cada i faz corresponder x;. X = (x1,%,,...,X,) é a notacdo utilizada para representar a
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amostra. Ha ainda lugar a definicdo do conjunto de valores que % toma, X1,%5, ..., Xy, Que nao

coincide naturalmente com a amostra.

Por exemplo, a amostra ordenada X = (0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,1,2,2,2,2,2,2,2) toma apenas 3

valores, a saber X; = 0, X, = 1 e X3 = 2, com frequénciasn; = 8,n, =6e nz =7.

Nota: Convém aqui fazer um paréntesis, pois a notacdo para a mediana de uma amostra X, e para
os elementos que constituem o conjunto dos valores da amostra, X, X5, ..., X,;, onde n € o0 humero

total de valores da amostra € muito semelhante

2.4, Introducado do conceito de Mediana

As medidas de tendéncia central moda e média sédo introduzidas no 1.° e 2.° ciclo. A moda é
introduzida no 3.° ano do 1.° ciclo e a média aritmética no 5.° ano do 2.° ciclo, no dominio de
contetidos OTD. O conceito de mediana é um conceito simples e intuitivo, que nao oferece nenhum
problema na sua interpretacao e entendimento por parte do aluno, podendo ser introduzido com
exemplos de modo a ilustrar o conceito e o aluno o adquirir com rigor e clareza. O seu bom
entendimento sera uma mais-valia, para a posterior compreensao do conceito de quartil. Para tal, a
introducao inicial de uma sequéncia ordenada ¢ fundamental e estd bem explicita nos novos

Programas e Metas Curriculares ja implementados para o 7.° ano, no ano letivo 2013/2014.
A mediana (X ou Me) de uma amostra de dimensao n é definida como
¢ 0 valor central da amostra ou conjunto de dados, se n é impar
¢ a média aritmética dos dois valores centrais da amostra ou conjunto de dados, se n & par

levando a interpretacdo que pelo menos metade dos dados tém valores ndo superiores a mediana
(pelo menos 50% das observacdes sdo inferiores ou iguais @ mediana e no maximo 50% das

observacdes sdo superiores a mediana).

E necessario ter em atencao que quando a distribuicdo é simétrica, a média, a moda e a mediana
coincidem. O mesmo ndo se passa quando a distribuicdo dos dados é assimétrica. Como medida

de localizacao, a mediana € mais resistente do que a média, pois nao € tao sensivel aos dados, ao
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contrario da média que é muito influenciada pelos valores da variavel muito grandes ou muito

pequenos comparativamente com os restantes.

Exemplos retirados do Caderno de Apoio de Metas Curriculares do Ensino Basico, no 7.° Ano de
Escolaridade, para o calculo das medidas de localizacao central, o exemplo da pag. 45 é assinalado

com ** o que corresponde a um nivel de desempenho mais avancado e pag. 46 OTD7, em [7].

Exemplo 1: Na turma da Marta fizeram um estudo acerca do numero de idas ao cinema dos
alunos durante o primeiro periodo e concluiram que a mediana era 4. Sabe-se que a turma
tem 27 alunos, que a Marta foi ao cinema s6 uma vez e a colega Ana foi 8 vezes.
1.1.Qual o nimero minimo e maximo de alunos que foi ao cinema:

1.1.1. Mais do que 4 vezes?

1.1.2. Menos do que 4 vezes?
1.2. Sabendo que a média do conjunto de dados € 3, e a moda é 4, apresenta, justificando
um possivel conjunto de dados correspondente a este estudo.

Resolucao:

1.1. Como, a mediana é o valor central, que divide ao meio uma sucessao ordenada, entao,
no maximo metade das observacoes tém valor superior a mediana e pelo menos metade
tém valores inferiores ou jguais a mediana. A amostra ordenada é constituida por 13

valores abaixo ou iguais a 4 e 13 valores acima ou iguais a 4.
X(l) .X'(z) X(13) X X(14) X(15) .X'(27)

1.1.1. pelo menos metade dos alunos (13, no maximo) foi ao cinema mars que 4
vezes. O numero maximo de alunos que foi ao cinema mais do que 4 vezes é 13 e
o minimo é 1 (porque a Ana foi 8 vezes).

1.1.2. no minimo 1 (a Marta foi ao cinema so uma vez) e, no maximo 13 (temos 13

valores menores ou [guals a 4 idas ao cinema).

1.2. Como a turma tem 27 alunos, a mediana é igual ao termo de ordem % /sto é o 14°

termo, que é 4. Como ha uma aluna, que foi 1 vez ao cinema e uma outra, que foi 8 vezes,

a média dos dados é 3 e a moda é 4, entdo um possivel conjunto de dados ordenados sera.
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0000000144444@4444444444448

ou, outro conjunto qualquer, desde que a soma dos 24 dados desconhecidos seja 68 e o

valor com maior frequéncia absoluta seja o 4.

Exemplo 2: Observa atentamente o grafico de barras relativo as faltas dos alunos do 7.°
ano, da turma A, durante o més de setembro. Determina a moda, a mediana do conjunto

de dados e o numero médio de faltas.

Faltas dos alunos do 7° A no més de setembro

16 11z
o 14t
c 12 +—
=
© 10 +—
()
S 8 -
o 6
S 6
E+ B 3
=
, I 1 1 1
0
© O O 0 @ O & & & A2
L & & &,{,&* AN A R SN

Numero de faltas

Resolugéo: (n = 28)
Ordenacdo dos dados: 00000000000000111111223444512

Determinagdo da mediana. como n € par i = 28), a mediana € a média aritmética da

soma do termo de ordem % e 22—8 + 1, isto é dos termos de ordem 14 e 15,

0+1 1
/ogoT _E =0,5.

Determinacdo da moda: 0 (o valor com maior frequéncia)

0X14+1X642X2+3+4X3+5+12 3
28 T2

Determinacao da média: =1,5.

2.5. Reflexao sobre conceito, calculo e interpretacdo de Quartis e Percentis

As definicdes de quartis e percentis necessitam de alguma reflexdao até porque nao sao Unicas e se
encontram, no novo programa e metas curriculares, definidas de forma diferente das apresentadas

no programa até agora em vigor (que usava definicdes diferentes no Ensino Basico e no Ensino
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Secundario). O conceito de quartil surge pela primeira vez, como ja foi referido, no 8.° ano de
escolaridade, no dominio de conteudos OTD8, no estudo de varidveis estatisticas quantitativas
discretas, voltando ao seu estudo para variaveis quantitativas continuas, no 10.° ano, no dominio de

conteudos da Estatistica, EST10.
Os trés quartis, Q4, @, e Q3, de uma amostra de dimensao n sao tais que:
* 0 segundo quartil, Q, coincide com a mediana dos dados;
* 0 primeiro quartil, Q4
— é a mediana do conjunto de dados de ordem inferior a nTH se n é impar,

— é a mediana do conjunto de dados de ordem inferior ou igual a 2 Sem e par.

A percentagem de dados ndo inferiores (superiores ou iguais) ao primeiro quartil €, pelo menos,

75% e a percentagem de dados inferiores ou iguais ao primeiro quartil ¢, pelo menos, 25%.

* 0 terceiro quartil, Q5

, . . . n+1 .y
— é a mediana do conjunto de dados de ordem superior a —» sen e impar,
. . . . . n ,
— é a mediana do conjunto de dados de ordem superior ou igual a 2, Semépar.

A percentagem de dados nao superiores (inferiores ou iguais) ao terceiro quartil &, pelo menos,

75% e a percentagem de dados superiores ou iguais ao primeiro quartil &, pelo menos, 25%.

A respeito da definicao de quartis apresentada no caderno de apoio do 3.° ciclo pode ler-se “nao
existe uma definicdo simples nem para o primeiro nem para o terceiro quartil, que,
independentemente do numero de dados em analise, implique a veracidade desta propriedade,
mesmo na versdo mais simples acima referida" onde a “versdo mais simples" consiste em

considerar apenas a primeira parte das definicées apresentadas acima para Q4 e Q5.

A opcdo por esta definicao é justificada por ser o método “mais amplamente utilizado, sendo em
particular o que esta programado na grande maioria das calculadoras" (cf. caderno de apoio do 3.°

ciclo, [7]).
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De assinalar que a definicdo de percentil apresentada no 10.° ano de escolaridade, no dominio de

contetidos EST10, onde o Percentil de Ordem k, Py, k € ]10,100], ¢ igual a média dos elementos

kn kn kn . .
de ordem Too € Too + 1 na amostra ordenada se k # 100 e 100 for inteiro, e nos restantes casos,

kn . .
0 elemento de ordem [ﬁ] + 1 na amostra ordenada, é coerente com esta na medida em que o

percentil 25, P,s, ¢ igual ao primeiro quartil, Q, o percentil 50, Ps,, é igual & mediana, X e 0

percentil 75, P, € igual ao terceiro quartil, Q3, tendo, evidentemente, as mesmas fragilidades.
Exemplo 1: Considere-se a sequéncia ordenada de 9 dados:
112496778
A mediana dos dados é 5.

O primeiro quartil ¢ a mediana dos 4 dados: 11 2 2, isto &, 1,5.

Ocorre que, apenas (2/9) X 100%(~22%) dos dados sé&o inferiores ou iguais a 1,5 nao

satisfazendo a condicdo de pelo menos 25% dos dados serem inferiores ou iguais ao
primeiro quartil (satisfazendo, no entanto, a condicdo de pelo menos 75% dos dados

serem superiores ou iguais ao primeiro quartil).

Exemplo 2: Considere-se agora a seguinte sequéncia ordenada de 7 dados:
110D567

A mediana dos dados é 2.

O primeiro quartil é a medianade 11 2, isto &, 1.

Neste caso temos (2/7) X 100%(~29%) dos dados inferiores ou iguais a 1
satisfazendo a condicdo de pelo menos 25% dos dados serem inferiores ou iguais ao
primeiro quartil (ndo satisfazendo, no entanto, a condicdo de pelo menos 75% dos dados
serem superiores ou iguais ao primeiro quartil - de facto s6 cerca de 55% dos dados se

encontram nessa situacao).

Esta situacao é devidamente abordada (embora sem exemplos) no caderno de apoio (OTDS8), onde

se pode ler na pag. 87, em [7]: “Pode no entanto garantir-se que, nessas situacdes, as
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percentagens minimas dos dados em questdo se aproximam dos limiares considerados
(respetivamente 25% e 75%) tanto quanto o desejarmos, desde que se considerem amostras com

dimensoes suficientemente elevadas."

Um outro problema, este relativo a interpretacao, ocorre quando as amostras tém muitos valores
repetidos (0 que pode ocorrer quando se estuda variaveis quantitativas discretas). Esta situacao
encontra-se bastante bem explicada no exemplo do caderno de apoio do 10.° ano (EST10) pag. 56,

em [8], mas apresentamos um outro exemplo com uma amostra de dimensao elevada.

Exemplo: De uma determinada populacdo humana foi retirada uma amostra de 50
individuos que foram avaliados relativamente ao numero de irméos. Os individuos sao as
unidades estatisticas e a varidvel em estudo é o numero de irmaos de cada individuo. Os

resultados obtidos encontram-se na tabela seguinte:

N.° de irméos 0|1 |2 |3 |4
Frequéncia absoluta (n;) |24 |18 |5 |2 |1

Qual a mediana dos dados? E qual o valor do percentil 10 da distribuicdo dos dados? Qual o

valor para o primeiro quartil? Um individuo com 1 irmao a que percentil pertence?

Em relacdo a mediana, uma vez que a dimensao da amostra € par, esta é a média da

X@5)tXees) _ 14

observacdo 25 com a observacdo 26: 5 71 = 1, ou seja, 50% dos inquiridos

da amostra ordenada tem, no maximo, 1 irmao. Se calcularmos P; obtemos 0. Ent&o, pelo
menos 10% dos inquiridos ndo tem irmaos e, no maximo, 90% dos inquiridos tem um

numero de irmaos superior a 0 (tem algum irméo).

O primeiro quartil continua a ser 0 (nenhum irmao, isto €, pelo menos 25% dos inquiridos
nao tem irmaos e, no maximo, 75% dos inquiridos tem um numero de irm&os superior a
0). Podemos parar por aqui para constatar que a percentagem do numero de individuos
sem qualquer irméo é bastante superior a 10% ou mesmo a 25%. Esta percentagem ¢ de

quase 50%!!!

Quando procuramos saber a que percentil pertence um individuo com 1 irmao verificamos

que este pertence ao percentil 84. Mas a mediana ¢ 1, pelo que também pertence ao
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percentil 50. Podemos dizer que no maximo 50% dos individuos tem mais do que um

irmao (sem estarmos a errar no que quer que seja) mas é certo que neste conjunto de

dados apenas 16% dos individuos tem mais do que 1 irméo.

Uma vez mais se conclui que estes indicadores podem nao fornecer limiares precisos e o exemplo

anterior ilustra que este problema nao é resolvido tomando apenas amostras de dimensao elevada.

Estas questdes podem ser ultrapassadas quando se consideram variaveis quantitativas continuas

dado que nado se esperam muitas repeticoes de dados neste tipo de variaveis (teoricamente os

dados ndo se repetem mas, na pratica, devido a discretizacdo das suas unidades de medida,

acabam por se repetir).

Vejamos, a este respeito, a atividade 1. da pagina 59 do caderno de apoio EST10, em [8].

Os seguintes dados referem-se a duracdo, em minutos, do percurso casa-escola realizado

num dado dia por uma amostra aleatoria de 32 alunos de uma escola secundaria.

12

9
23
45

7 44 16
32 20 62
21 8 41

7 19 37

22
18
36
65

12
29
15

6

11
35
49
18

1.1. Ordene os dados da amostra e determine os percentis 50, 25 e 75.

13
17
44

1.2. Determine, dos 30% percursos com maior duracao, aquele que tem menor duracao.

1.3. A que percentil pertence o percurso com 36 minutos?

Resolucao.

1.1. Sequéncia ordenada dos dados.

5
12
20
37

6 7 / 8
13 15 16 17
21 22 23 29
41 44 44 45

9
18
32
49

Pso, Py5 e P,5 sao, respetivamente, a mediana, Q€ Q5.

11
18
35
62

12
19
36
65

Assim, podemos usar o procedimento ja estudado no 8.° ano para

medidas.
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Mediana.: média aritmética das observagdes dos numeros 16 e 17, (n = 32)

X1e)tX(17 19+20 . , .
( )2 an — S = 19,5 jsto € pelo menos metade dos alunos demora, no maximo,

19,5 minutos no percurso.

Q1 Medianade 5 6 7 7 8 9 11 @ 1213 15 16 17 18 18 19(ny = 16)

X(8)*+X(9) _ 12+12
2 2

ou seja, = 12, pelo que no maximo 75% dos alunos demora mais

de 12 minutos no percurso.
Qs Mediana de 20 21 22 23 29 32 35GE 341 44 44 45 49 62 65(n, = 16)

X(24)tX(25) _ 36+37
2

ou seja, = 36,5, significando que pelo menos 75% dos alunos

demora 36,5 minutos ou menos no percurso e no maximo 25% dos alunos demora mais

que 36,5 minutos no percurso.

Evidentemente que este procedimento leva exatamente aos mesmos resultados da utilizacao da

formula para o calculo dos percentis.

1.2, F pedido agora o percurso com menor duracdo dos 30% dos percursos com maior
duracédo (cauda direita da amostra ordenada). Por outras palavras pretende-se o valor para
a frente do qual se encontram 30% das observacdes e para trds do qual (inclusivé) se
encontram (pelo menos) 70% das observacoes. o percentil 70.

Ora 0,7 X 32 = 22,4 & N, pelo que P7g = X([22,4]+1) = X(23) = 35 pelo que 30% dos
percursos demoram mais que 35 minutos.

1.3. Por dltimo pede-se o percentil a que pertence o percurso com 36 minutos. Esta é a
observacao numero 24, x(,4). Para trds desta observacdo (inclusivé) estao exatamente
75% aas observacdes e para a frente (exclusive) exatamente 25% das mesmas. Logo o

percurso com 36 minutos pertence ao percentil 75.

Em rigor todos os percursos com duracdo no intervalo (36,37 minutos pertencem ao

percentil 75.
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2.6. Calculo de Percentis a partir do Histograma
A representacao de dados através do histograma é introduzida no 9.° ano de escolaridade.

A construcao de histogramas faz-se para representar distribuicoes relativas a variaveis quantitativas
continuas, permitindo também a representacao de distribuicdes empiricas de variaveis quantitativas

discretas que tomam um numero elevado de diferentes valores.
A metodologia a seguir na construcdo de um histograma é a seguinte:

1. dividir as observacdes em classes justapostas de igual amplitude e calcular a frequéncia

de cada classe;
2. marcar as classes no eixo dos xx de um sistema de eixos coordenados;

3. por cima de cada classe colocar uma barra que cubra toda a classe e cuja altura é igual

ou proporcional a frequéncia absoluta da classe.

Apesar das classes poderem ter amplitudes diferentes, a regra consiste em considerar classes com
a mesma amplitude exceto nos casos em que esta metodologia obscurece, dificulta ou altera a

distribuicao dos dados.

A escolha das classes é muito importante, pois o objetivo é obter um gréfico que realce a esséncia
da populacao. Por vezes, uma alteracao relativamente pequena na escolha das classes pode alterar
substancialmente o histograma. Esta influéncia é maior quando o numero de observacoes é
pequeno. Note-se que um numero demasiado elevado de classes produz um histograma muito
irregular, com poucas observacdes em cada classe, enquanto que um numero demasiado pequeno

produz um histograma demasiado suave com muitas observacdes em cada classe.

Nao existe uma regra universalmente aceite sobre o nimero de classes que devemos considerar. A
titulo meramente indicativo, pode ser usada a regra de Sturges que determina o niumero de classes

a utilizar, k, de acordo com a 2%~ = n, onde n é a dimenso da amostra.

Calcular caracteristicas amostrais a partir do histograma (ou, de forma equivalente, a partir da
tabela de frequéncias) produz valores aproximados para essas caracteristicas uma vez que se perde

informacao. De qualquer maneira, o novo Programa inclui o calculo de valores aproximados para os
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percentis com o intuito de se estabelecer um paralelismo entre percentagem ou proporcao da area

do histograma para tras de uma observacao e a propria definicao de percentil.

0 exemplo foi retirado e/ou adaptado do caderno de apoio de Metas Curriculares do Ensino Basico,
no 9.° ano de escolaridade, na resolucao de problemas envolvendo a representacdo de dados em

tabelas de frequéncia, diagramas de caule e folhas e histogramas, da pag. 134 do OTD9, em [7].

3. Representa num diagrama de caule e folhas e num histograma o conjunto de dados
relativos as alturas dos alunos de duas turmas, registados nas seguintes tabelas:

Turma A

176 153 162 175 157 161 170 182 155 167 168 173 165

174 163 159 165 177 171 164 159 164 181 170 165 180

Turma B

173 165 162 180 157 151 161 172 155 177 178

171 163 159 165 167 181 164 162 174 165 176

Alturas em cm - Turma A Frequéncia Absoluta (f) | Frequéncia Relativa (fr)
[150; 155[ 1 4%
[155; 160[ 4 15%
[160; 165] 6 23%
[165; 170[ 5 19%
[170; 175] 4 15%
[175; 180[ 3 12%
[180; 185[ 3 12%

Alturas em cm - Turma B Frequéncia Absoluta (f) | Frequéncia Relativa (fr)

[150; 155] 2 9%
[155; 160] 2 9%
[160; 165] 5 23%
[165; 170] 4 18%
[170; 175] 5 23%
[175; 180] 2 9%
[180; 185] 2 9%
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Resolucao:

Altura dos alunos - Turma A

N
(]
J

o
1

=R N
o w
1 1

Frequéncia relativa

o un

[150; 155[ [155; 160[ [160; 165[ [165; 170[ [170; 175[ [175; 180[ [180; 185[
Alturas (cm)

Altura dos alunos - Turma B

25 -
2 20 -
ERER
<§ 10 n
&
£ 5 -
0
[150; 155[ [155; 160[ [160; 165[ [165; 170[ [170; 175[ [175; 180[ [180; 185]
Alturas (cm)
Folha Caule Folha
9 97 53 15 1 479
8 7555 4 4 4321 16 1 22 345557
7654310 17 1 2 3 467 8
210 18 01
Turma A Turma B

Afim de se estudar os percentis em dados agrupados e de se compreender melhor o descritor 4
“Definir e conhecer as propriedades do percentil de ordem k", pagina 23 do programa, em [12], a

seguir transcrito:

24



CAPITULO Il

“Percenti/ de ordem em dados agrupados em classes. Dados numeros naturais n dimensio da
amostra e k, k < 100, uma sequéncia crescente de numeros reais (a4, ay, ..., Ay, ), COM Ay O
extremo inferior da primeira classe e a,, o extremo superior da ultima classe de um conjunto de
dados quantitativos organizados nos intervalos de classe [a;, a; 11|, que se supdem de igual

amplitude h > 0, chama-se Percentil de ordem k, o nimero x tal que ¥+=1(a; 1 — a))n; +

, _ kh
ym (a1 — a))n;, ou seja, tal que hY¥-tn; + (x —a)n;, = 1—” onde

k
(x—ay)n, = Too 00

00

n; é a frequéncia absoluta do intervalo de classe [a;, a;1[, € L € o maior numero natural tal que

L—-1 kn
an < —.
Yisi 100

Vejamos um exemplo (atividade 2., pag. 60 caderno de apoio EST10), em [8]:

Na seguinte tabela estdo representados dados relativos ao peso (kg) de 35 criancas do sexo

masculino com 20 meses de idade e acompanhadas num determinado centro de salde.

83 157 151 89 14,4
11,9 13,0 11,4 91 157
102 126 101 12,9 153
14,7 95 11,6 12,1 96

92 99 14,5 103 12,7
151 104 16,2 11,6 81
121 109 14,8 99 150

2.1. Agrupe os dados em classes de amplitude 2.

2.2. Construa o respetivo histograma.

2.3. Utilizando o histograma, determine os percentis de ordem 10, 15, 50, 75 e 85.

2.4. Identifique a que percentil pertence o dado 11,4.

2.5. Quantas criancas deste estudo tém peso inferior ao percentil 757?

2.6. Qual a crianca com peso mais elevado do conjunto das que tém os pesos 20% mais
baixos?

2.7. Compare os valores obtidos com os valores estabelecidos pela organizacdo mundial de

salide em 2006 e indicados na tabela junta.

Percentil | 0,1 |3 5 10 |15 5 85 97 99,9

Peso (kg) |80 (92 |94 |98 |10,1|113|12,7|14,0 |16,0
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Resolucao:
2 1. Trata-se de uma amostra de dimensdo 35 e ndo 60, como consta do enunciado.
Organizacdo dos dados em 5 classes (fechadas a esquerda e abertas a direita) de

amplifude 2. (n = 35)

classes: [8 10/ [10, 12| [12, 14[| [14, 16[ | [16, 15[

frequéncia ;). 9 9 6 10 y)

2.2. Histograma com altura das barras [gual a frequéncia absoluta de cada classe. A drea

total do histograma é 2 X 35 = 70.

Distribuigdo do peso dos bebés

10
|

frequéncias absolutas

NN

7
v
577

[ T I I I 1
8 i0 12 14 16 18

limites de classe

2.3. A drea correspondente ao Py € 7, pelo que este percentil pertence a classe [8,10],
na tabela abaixo esta registado a drea e a classe a que pertencem os percentis de ordem

15,50, 75 e 85.

Percentil | Area | Classe

p, | 7 | [810]
p. | 105 [810[
Ps, | 35 |[10,12]

Pe | 525|[14,16]

Pss | 595 [14,16]
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7+ 72
(P10_8)X9=7@P10= 9 =8,(7)
10,5 + 72
(Pis=8)x 9 = 10,5 & P15 = ———— = 9,1(6)
17 + 90
(Ps —14) x 10 = 52,5 — (12 + 18 + 18) © P, = 4'51+014° = 14,45
(Pgs — 14) X 10 = 59,5 — (12 + 18 + 18) © Pys = =22 = 15,15

= o =

Distribuigio dos pesos dos bebés

10
]

frequéncia absoluta

limites de classe
2.4. Pretende-se saber a que percentil pertence a observacdo 11,4, ou seja, se um bebé
daquela idade pesa 11,4 kg em que percentil se encontra?
Vejamos quantos dados da amostra sdo inferiores ou jguais a 11,4.

Temos 15 observacdes menores ou iguais a 11,4 pelo que este dado pertence ao percenti/

43 porque (15/35) x 100 = 43
Olhando agora para o histograma 11,4 € [10,12[. A drea da barra de largura

(11,4 — 10) e altura9 € 12,6, pelo que a drea total para trds de 11,4 € 30,6.0ra 30,6 &
cerca de 44% (por defeifo) da drea total do histograma pelo que 11,4 este dado pertence

ao percentil 43 da distribuicdo dos dados.
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2.5. Vimos jé que P;5 = 14,45 ndo é um valor observado. O numero de criancas deste
estudo com peso inferior (estritamente) a P,s € 25 (que corresponde a pouco mais do que

71%).

Observacdo: os valores tém sido obtidos usando o histograma que, como sabemos, faz com que se
perca informacado sobre os dados. Temos valores aproximados para os indicadores. Apesar de nao
termos, como sabemos, um método Unico para o calculo dos percentis, usando a sequéncia

ordenada de dados os valores dos percentis sao, apesar de tudo, mais exatos.
Sequéncia ordenada de dados.

81 83 89 P91 92 Py=95 96 99 99

101 102 103 104 109 11,4 11,6 11,6 Me=11,9
121 121 126 127 129 130 144 145 (0=147
14,8 150 151 P,=151 153 157 15,7 16,2

2.6. A crianca com peso mais elevado que esta abaixo do percentil do conjunto das que

tém os pesos 20% mais baixos, serd aquela que esta imediatamente abaixo do Py.

Pyo =7
20X70
= =14
=] 100

(P20—8)X9=14<=>P20=14+72

=9,(5

5 =

Pelo que a crianca pesa 9,5 kg.

2.7. Para proceder a comparacdo € necessario calcular os percentis Py 1, P3, Ps, Po; €

P99,9'
_01x70 _

o0 100

(Pp;—8) X9 =07 Py, =272 =80(7)
' g 9

A :3><70:2‘1

[} 100

P,—8)x9=21e P, =222-82(3

9
A =5><70=3’5
O 100
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(Ps—8) X9 =35 & Py =222 = 83(8)
_ — 97%x70 — 67,9
100
(Po; —14) X 10 = 67,9 — (12 + 18 + 18) & Py, = =20 — 1599
99,9x70
A, =220 = 69.93

(P99‘9 - 16) X1= 69,93 — 68 P99‘9 = 17,93

Na tabela abaixo estd registada a comparacdo dos valores obtidos com os da pela

organizacéo mundial de saude em 2006:

Percentil: o1 |3 5 10 |15 |50 |85 |97 | 999

Peso (kg): 80|92 |94 |98 |101|11,3| 127|140 | 16,0

Peso (kg) amostra: | 8,1 | 82 | 84 | §8 | 92 | 11,9| 152 16,0| 17,9

Os valores dos percentis mais pequenos sao menores do que os valores da OMS e os
valores dos percentis maiores, sdo maiores do que os valores da OMS de 2006.

2.7. Média, Variancia e Desvio Padrao

Relativamente as estatisticas média, variancia e desvio padrado, importa salientar as propriedades
especiais destas medidas de resumo de dados, em particular a facilidade com que se demonstram
e verificam as suas propriedades, em detrimento de outras (também de localizacdo central e de
dispersao) tais como a mediana e a amplitude inter-quartis. Estas propriedades sdo demonstradas

recorrendo, a maior parte das vezes, a propriedades dos somatérios (subdominio do 10.° ano).

Para chegar ao conceito de variancia, inicia-se pela introducdo da definicdo da média de uma

Zln:1xi
n

amostra X = (x1,%x3, ..., x,), dado n €N, para dados simples X = , € para dados

m ~. .
Yj=1Xjn;

agrupados x = , sendo m o namero de classes e n; a frequéncia absoluta do valor Xj,

com recurso do uso do simbolo de somatorio, bem como algumas das suas propriedades que

poderao ser dadas como exercicio.
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2.7.1. (Nao) resisténcia da Média

A média da amostra é uma medida de localizacdo pouco resistente a valores extremos (ao contrario
da mediana). De facto, se pensarmos no significado fisico da média como centro de gravidade de
uma distribuicdo de dados em que os “pesos" dos dados sao, ndo s6 o seu valor como também a
frequéncia com que ocorrem, é facil perceber que um dado “pesado" (com um valor absoluto muito
maior que os restante ou com uma frequéncia muito mais elevada que os restantes) “arrasta" o

centro de gravidade da distribuicao (média) para junto de si.

Por exemplo, se a variavel é uniformemente distribuida em, digamos, 11 valores, a média é o centro
da distribuicdo dos dados. No entanto, se alterarmos uma das observacdes fazendo-a mais pesada
(com uma maior frequéncia) ou se substituirmos uma por uma maior em valor absoluto, a média

desloca-se no sentido dessa observacao. Este caso encontra-se ilustrado na figura seguinte.

fraquéncia

=
]

reda
" o
I
0

I
]

I T T I
5 10 15 20

walores de x

Grafico 1. A nao Resisténcia da Média

Pode ainda ler-se no caderno de apoio do 10.° ano, pag. 52, EST10, em [8]:

‘a média situa-se sempre entre o maximo e o minimo da amostra e ndo pode ser igual ao minimo

sem ser também igual ao maximo, o que acontece se e somente se a amostra for constante.”

Estando proposta a seguinte atividade, transcrita na pagina a seguir:
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1. * Considere a amostra * = (%1, X5, ...,%x,) € seja X1y = min{xy, x5, ..., x,} €
X(ny = Max{xy, Xz, ..., Xn}.
1.1. Justifique que Xioqx; =iy X(1) =Nx(q) € que

Dimix <2y X(n) =NX(n)-

1.2. Conclua que se tem x(1y) < X < X(p).
1.3. Mostre que se X = x(1) OU X = X5, entdo a amostra é constante.
1.4. Conclua da alinea anterior que se algum valor da amostra for superior a x1) entao

X > X(1) pelo que so se tem X = x4y se a amostra for constante.

Apesar de estar marcada com * esta atividade é de simples resolucao, obtendo-se os resultados por
simples aplicacdes das definicoes de X, x(1) € X De qualquer maneira os resultados em si séo

suficientemente importantes para a atividade ser incluida.

2.7.2. Desvios em relacdo a Média

Esta é uma nocao fundamental para a definicao de variancia (ou de desvio padréo).
Dada uma amostra de dimensdo n, * = (xl,xz, xn) com meédia X, é possivel definir n

desvios (um paracada i € {1,2,...,n}):d; = x; — x. A soma destes n desvios é nula:

idi=Y",(x; —x%)=nx—nx = 0.

2.7.3. Soma dos Quadrados dos Desvios; Graus de Liberdade

A soma dos quadrados dos desvios SS, = > (x; — X)? = Y1t x;2 — nix? fica completamente
determinada pela soma de apenas n — 1 das suas parcelas, sabendo que é nula a soma dos
desvios, por essa razdo dizemos que “SS, tem nm — 1 graus de liberdade”, (conceito novo no
programa e metas curriculares), isto €, somente n — 1 das parcelas da soma dos quadrados dos
desvios dos x; em relacao a média sao independentes, pois a parcela restante fica determinada

pelo facto de ser nula a soma dos desvios em relagdo a média, ou seja Y=, d; =0, com
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d; = x; — x, sendo possivel calcular d,, em funcdo de d4,d,,...,d,_1, mas d, so fica

determinado se for conhecida a totalidade desses n — 1 desvios.

A este proposito, e como ilustracao da propriedade atras referida, é proposta a seguinte atividade na

pagina 53 do caderno de apoio EST10, em [8]:

1. Para uma certa amostra X = (x4, X5, ..., Xg), conhecem-se os desvios d; = x; — X
parai =1,2,..,5:dy =3,d, = —2,d3 =5,d, = —1,ds = 2
1.1. Determine o valor de d.
Resolucdo: Como Yo d; =0 dg=—Y5_,d; © dg = —7
1.2. Calcule a soma dos quadrados dos desvios, SS,.
Resolugdo: SSy, = X5 (x; — %)% =
=38 1d? =32+ (=2)2+5%+ (—1)2 + 22 + (-7)? = 92.
1.3. Sabendo que x; = 10, identifique a amostra % e calcule o valor da respetiva média.
Resolucao:
di=x—xe©x=x;—d;ox=10-3=7
dy=x,— XS x,=dy+xXx & x,=—2+7=5
dy=x3—X©x3=d3+X & x3=5+7=12
dp=X4— XS x,=dy+x©x,=—-1+7=6
ds=X5— XS x5 =ds+Xx©x5=2+7=9
de=xg—X S xg=deg+x©x,=—-7+7=0
Logo X = (xy1, x5, x3, X4, X5, x¢) = (10,5,12,6,9,0).

10+5+12+6+9+0
= p =4

s x=1,1(6)

A resolucdo desta atividade, apesar de muito simples, ¢ muito util. Convém referir que o
conhecimento de qualquer uma das observacdes da amostra € suficiente para o calculo da média,

desde que se conheca o desvio dessa observacdo em relacdo a média (questao 1.3.).
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2.7.4. Variabilidade da amostra; Variancia

A soma dos quadrados dos desvios em relacdo a média é tanto menor quanto mais proximos da

média estiverem os valores da amostra.

A soma dos quadrados dos desvios em relacdo a média fornece, por essa razdo, uma medida da
dispersao ou variabilidade da amostra. No entanto, esta soma cresce demasiado a medida que se

vao incluindo novos elementos nao resultando, por isso, um bom indicador para a variabilidade.

Esta questao pode ser contornada se se considerar a média dos quadrados dos desvios. Assim, um

. . . . . . SS
indicador da variabilidade de uma amostra de dimensdo n mais adequado é Tx Ora, prova-se

Ss. DI C Ty ) L ) o i
que, T" = % nao é um estimador centrado da variancia populacional uma vez que o valor

médio desta estatistica ndo é igual a o2 (variancia populacional). De facto, tem-se que

n )2
]E (Z]_:l(xl x)

n-—1 2 . , . .
- =——0 pelo que aquele estimador & apenas assintoticamente centrado.

. A . Ss )
Por esta razdo, neste novo Programa, a variancia da amostra é definida como sx2 = n—_’; e desvio

~ . . " A ,ss . .
padrao, como habitualmente, a raiz quadrada positiva da variancia s, = n—_"l (o desvio padréo

tem a vantagem de estar na mesma unidade das observacdes, ta como a média).

A atividade que se apresenta a seguir no caderno de apoio EST10, pag. 58, em [8], tem como
objetivo ilustrar o comportamento da média e das somas dos quadrados dos desvios de uma
amostra conjunta em relacao as médias e as somas dos quadrados dos desvios das amostras que a
constituem (onde a intuicdo pode ser enganadora!). Esta atividade tem uma gralha na formula em

2.2. (que corrigimos).

2. Num estudo sobre a resisténcia individual ao esforco fisico, submeteram-se dois grupos
de individuos a dois aparelhos diferentes (bicicleta-ergometro e passadeira rolante),
medindo-se o tempo (em minutos) até ao consumo maximo de oxigénio. Os resultados
foram os seguintes:

Bicicleta: amostra * = (7.5,8.7,9.2,9.8,10.9,11.1,11.2,12.8,13.5) (n, = 9)

Passadeira: amostra 2 = (8.7,13.2,13.8,14.7,15.5,16.2,16.2,17.8) (ny =8)
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2.1 Calcule x e ¥ e, com base nestes valores e na dimenséo das duas amostras, calcule a
média da amostra conjunta Z .

2.2 Calcule Sy, SS, e SS,, indique os respetivos graus de liberdade e verifique que
SS, = S8, + 88, + n(x — 2)*> + m(y — 2)2.

2.3 Para qual dos aparelhos foi observada uma maior variabilidade nos tempos até ao
consumo maximo de oxigénio?

Resolucao:

2.1. A média da amostra conjunta 2 = (%, X)) ndo é igual & soma da média de % com

amédia de Y. A dimensdode X é n =9, a dimensdo de ¥ é m = 8 e a dimenséo de

Zén+m=17.

_ 1 1 1 1 _ 1 _

z=—Yilizi=— (Bl + X y) = X 9T+ - x 8y =
9 8

=—x10,52+—=x%x14,51 =124
17 17

22 5S, =Y x2 —nF® = 29,72

SSy, =Y y;* —my? = 53,53

SS, = ¥ 22 — (n+m)Z* = 150,68

A formula a verificar é SS, = SSy + SSy,+n(x—2)*+m(y —2)* (verificacio

numeéerica simples).

Quanto aos graus de liberdade: SS, tem 8 graus de liberdade, SS, tem 7 graus de

liberdade e SS, tem 16 graus de liberaade.

29,72
235, = =371

58,58 L
Sy2 = — = 7,65 pelo que a amostra % apresenta menor variabilidade.

Em resposta ao exercicio, dizemos que na passadeira os tempos até ao consumo maximo

de oxigénio apresentam uma maior variabilidade em relacao a sua média.
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Tal como na média poderdo ser dadas as propriedades da variancia e do desvio padrdo, como
exercicio a resolver pelo aluno, é o caso do exercicio com * do Caderno de Apoio do 10.° ano das

Metas Curriculares, EST10, pag. 53, em [8]:

3. Dado um nuimero real a, considere as amostras % = (x1, x5, ..., X,,) €
Y = (axy, axy, ..., axy). Utilizando a formula de calculo de SS,, e propriedades dos

somatorios, mostre que SSy = azSSx.

Resolucao: Se ¥ = a %, pela propriedade da média de uma amostra y = ax.

SSy, = Y =¥ =Xk v - ny? = X (ax)? — n(ax)® =

252

2 _ 2 _
=Y. a%x;” —na?x? =Y a%(x;” —nx?) =

— 2y .2

2.8. A Média da amostra como estimativa do Valor Médio da Populacéo

No caderno de apoio do 10.° ano de escolaridade, pagina 59, em [8], estdo propostas atividades

com o objetivo de se mostrar empiricamente que:

1. a média amostral converge, em certo sentido, para a média populacional a medida que

aumenta a dimensao da amostra;

2. a precisao conseguida quando se estima u (média da populacéo) através de x (média da

amostra) depende da variabilidade da populacdo o2.

Para 1., consideramos a experiéncia que consiste em lancar uma moeda 1000 vezes (equivalente a
lancar 1000 moedas idénticas 1 vez). Os resultados destes 1000 lancamentos constituem a
populacao finita de dimensao 1000. Consideramos uma varidvel estatistica que pode tomar 2
valores (quer na populacdo, quer na amostra): O ou 1 (O se sai coroa, 1 se sai cara).

A média populacional é p: proporcao de caras na populacdo. Neste caso, 0,2, pelo que a moeda é
viciada.

Comecamos por gerar 50 amostras de dimensao 10 e calculamos a média de cada uma destas 50
amostras.

No fim deste procedimento ficamos com 50 valores da média amostral de dimensdo 10 e

elaboramos um grafico ilustrativo.
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De seguida retiramos da populacdo 50 amostras de dimensao 100 e calculamos as respetivas
médias cujos valores sdo representados no mesmo grafico. O resultado é o que se apresenta a

segulir:

0.6

- amosiras dimensdo 10
-+ amosiras dimens3a 100
média populacional

0.5

madia
0.3 0.4
]

0.2

0.1

Amosiras

Grafico 2. Médias de Amostras de dimensao variavel

A medida que a dimensao da amostra aumenta, o valor da média amostral tende para o

valor da média populacional.
Em relacdo a 2., usamos o seguinte procedimento:

1. consideramos duas populacées com desvios-padrdo suficientemente diferentes (podem

ter a mesma média populacional);
2. de cada uma das populacdes selecionamos m amostras de dimenséo n;

3. calculamos a média de cada uma das m amostras em cada populacao e representamos

graficamente os pontos obtidos.
Consideramos populacdes ficticias. Partimos de:

e populacdo 1: alturas de 1000 (dimensdo da populacdo) estudantes de 18 anos do género

feminino numa regido do interior Norte de Portugal;
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e populacdo 2: alturas de 5000 (dimensdo da populacdo) estudantes de 18 anos do género

feminino do litoral Norte de Portugal

* a altura média da populacdo 1 é igual a altura média da populacdo 2 e igual a 165 cm

* 0 desvio padrdo das alturas da populacdo 1 é 6 cm, enquanto que o desvio padrao da populacao

2¢é15cm.

Para os dados relativos as populacdes ficticias simulamos 1000 dados de uma N(165,6) para a
populacdo 1 e 5000 dados de uma N(165,15) para a populacéo 2.
De seguida retiramos 20 amostras de dimensdo 50 de cada uma das populacdes e calculamos as

respetivas médias que representamos num diagrama.

O resultado é o seguinte:

= ®
o [ 3 i '
241 I A /
A I I I ~ Pop.2
== /N { \& [\ . —
4 | | | ", B8 LY . ] . Pop ]'
% _‘_I T T T 1} T /F
S gde rF C% l L
= i I-'I | ]
Ci \ |
i 4 i
- |I lI
=z I
'
T T T T
5 10 15 20

amosiras

Grafico 3. Média Amostral vs. Média Populacional

Quanto maior a variabilidade da amostra, a média amostral tende para o valor médio
populacional.

Neste novo Programa é ainda introduzida a conhecida desigualdade de Chebyshev no contexto de

amostras de uma variavel estatistica.

O conhecimento do par (X,s,) relativo a uma amostra * de dimensao qualquer, com desvio

padrao nao nulo, fornece informacao importante sobre o comportamento da distribuicdo dos dados.
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De facto, dada uma amostra * = (%1, x5, ..., X,), de desvio padréo s, estritamente superior a

zero, para qualquer k real positivo, a proporcdo de unidades estatisticas com valores fora do
intervalo
1% — ksy, X + ksy[

. : 1
& sempre menor ou igual a e

De forma equivalente, a proporcdo de unidades estatisticas com valores no intervalo

[X — ksSy, X + ksy]
. . 1
é sempre superiora 1 — peR
Assim, tem-se que:
* a proporcao de unidades estatisticas que distam da média da amostra menos que duas vezes o
1 1

desvio padrdo da mesma, é sempre maior que 0,75; (1 — = 1-— i % = 0,75)

e a proporcao de unidades estatisticas que distam da média da amostra menos que trés vezes o

desvio padrdo da mesma, é sempre maior que 0,89. (1 — % =1 —% = g = 0,89)
Demonstracao da propriedade:

Seja % uma amostra de dimensdon M qualquer). Suponhamos que r dos n elementos da

amostra se encontram fora do intervalo [X — ksy, X + ksy].
O objetivo é determinar um limite superior parar (em funcdo den e de k).
Sejam x4, x5, ..., X, 0ST €lementos da amostra que se encontram fora do intervalo acima.

Tem-se entio que, para todo i € {1,2,...,1},|x; — X| > ks com s desvio padrdo da

amostra *. Ora, tal implica que (x; — X)? > k?s?, onde s? é a varidncia da amostra * .
Entgo, ¥.1—1(x; — X)? > k2s?r que, por sua vez, implica que ¥,1—, (x; — )% > k?s?r.

Mas esta expresséo é equivalente a (n — 1)s? > k?s?r que leva a que

ns? > k%s?r @ m > k?r. Saiagorar < — . c.q.m.
K
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2.9. Reta de Minimos Quadrados

No novo Programa e Metas Curriculares do 11.° ano de escolaridade, em EST11, inicia-se pela
primeira vez o estudo de retas de minimos quadrados associada a uma sequéncia de pontos do
plano, organiza os descritores relativos a “Reta de minimos quadrados, amostras bivariadas e
coeficiente de correlacdo" introduzindo nocdes fundamentais no estudo de regressdo de forma

auténoma e independente da Estatistica.

Assim, considerando um conjunto de pontos n pontos do plano
Pi(x1,¥1), P2(x5,¥2), oo, By(Xn, ¥) , € uma reta de equacdo y =ax + b,Va,b ER, &

introduzido o conceito de «desvio vertical de um ponto em relacéo a reta»
e; =y; — (ax; + b) (1)

cuja representacao grafica (fundamental para a clarificacdo do conceito) se encontra no grafico a

segulir.

Grafico 4. Desvio Vertical de um Ponto em relacdo a uma Reta
2.9.1. Parametros da Reta dos Minimos Quadrados

O problema de determinar os parametros da reta, a e b, de forma a minimizar a soma dos
quadrados dos desvios, envolve a minimizacdo de uma funcdo de duas Vvariaveis,

minde f(a,b) = X", e;2. Mas se se b = y — aX, o problema é agora de facil resolucao.
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Pretende-se determinar,

Min,a € Rde f(a) = X1, e = Y, .2 = N (y; — ax; — b)? =
=Xy —ax; =y + ax)?

Mas, (y; — ax; = + ax)* = (y; =y + a(x — xi))z =

= =¥ +a* (& —x)* - 2a(y; — )X — x;)

Pelo que,
fla) = X (i — 9)? + Xy a®(x — x)? — X1y 2a(y; — Y) (X — x;)
Donde, f'(a) = 2 X711 (¥ — ¥) (% — x;) + 2a X, (% — ;).

Resolvendo a equacéo f'(a) = 0 obtém-se

a4 = _ L 0enE-x) S0 @E-x) N O-y) (X)) 2)

i (x=x)? SSy SSy
0 ponto (a, f(a)) é minimo de f porque f (a) = 2 > 0 para todo a € R.
E obtida uma forma mais expedita para a manipulacéo algebrica Y™ (¥ — v;) (X — x;).
Tem-se que Xi—(¥ — y) (% — x) = Xt (X — 5,y — yix + x;y;) =

= NyX — nyX — nyx+Xi-, x;y;, pelo que

a4 = Y1 Xy — nyx
SS,

(3)

Tudo o que foi dito até aqui, relativamente a obtencdo dos parametros da reta dos minimos
guadrados e manipulacdo algébrica da formula de calculo do parametro a de modo a obter a
expressdo em (3), é o exigido no descritor 1.3, pagina 43 EST11 do novo Programa, em [12]. Note-
se, porém, que este descritor (quando se utilizam n pontos sem que este numero de pontos, n,
esteja concretizado) tem o sinal 4+ o que significa que sé deve ser exigido sob determinadas
circunstancias (nomeadamente se o0 nivel de conhecimentos dos alunos for elevado). Se o nimero
de pontos n estiver fixado com n pequeno, conforme atividade 1, pagina 39 do caderno de apoio

EST11, em [9], deve ser exigido aos alunos a obtencao dos resultados anteriores.
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2.9.2. A Reta dos Minimos Quadrados em Estatistica

Se se considerar que os pontos P;(xq, V1), Po(x2, V), ..., By (X, ) constituem uma amostra
bivariada, de dimensdo n, retirada de uma populacdo (isto ¢, se avaliaram duas variaveis

estatisticas, x e y, em cada um dos n individuos da amostra), entao,

1. se uma das variaveis puder ser considerada independente (controlada), designada por «variavel
explicativa», e a outra dependente, designada por «variavel resposta», faz sentido tentar perceber se

a variavel resposta se consegue escrever como uma funcao linear da variavel explicativa.

2. podemos ainda estar interessados em perceber se existe alguma relacédo entre as duas variaveis

estatisticas sem que uma delas seja controlada.

Tratamos, em primeiro lugar, o primeiro ponto.

Para tal devemos escolher qual das variaveis em causa pode ser a variavel explicativa (aquela que
controlamos).

A outra variavel é, naturalmente, a variavel resposta (cf. descritor 5, pagina 42, EST11, novo

Programa, em [12]).

“H. Determinar, em casos concretos de amostras de dados bivariados, qual das variaveis
estatisticas devera ser tomada como independente e qual deve ser tomada como
dependente, utilizando argumentos que envolvam o conhecimento empirico das
condicionantes fisicas (ou outras) que poderao ter determinado a estrutura de relacao entre

as duas variaveis estatisticas.”

Posto isto, deve ser representada a nuvem de pontos num referencial ortogonal (s6 se exige a
ortogonalidade do referencial porque as variaveis ndo t€m que estar, naturalmente, na mesma
unidade de medida) de modo a, empiricamente, se decidir se faz sentido ajustar uma reta aos

pontos. Se sim, a reta a ajustar é a dos minimos quadrados.
Nesta fase faz sentido provar que:
Yt eg=0b=y—ax
o(x,¥) € {(x,y):y =ax + b}, isto é o ponto (X,y) pertence sempre a reta dos

minimos quadrados.
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De facto: Xjeie; = 0 © X1 (y; — ax; — b) = 0 (ver definicao 1)
ey y—Xrtiag;—-Y,b=0so

oY y,—-Yt ax,—nbh=0

Yty — Xisax; =nb ©

— Z?:lyi _ az:l:yxi
n n

=3

©Sb=y—ax

Os exercicios de aplicacdo sao simples. Apresentamos, no entanto, a resolucao da atividade 4 do
caderno de apoio EST11, pagina 40, em [9], por pedir que se use folha de calculo ou calculadora,
aproximacdo as décimas dos parametros (o que ndo ¢ adequado, como veremos) e ainda uma

previsao.

4. 0 Sr. Silva aquece a sua casa com gas natural. A quantidade de gas utilizada depende da
temperatura exterior e o Sr. Silva pretende fazer um estudo dos gastos durante os 9 meses
em que se observam menores temperaturas, para poder estabelecer uma previsao para os
gastos em funcéo da temperatura exterior. Na tabela junta estdo registadas as temperaturas
médias observadas em cada um dos meses (em graus Celsius) e o respetivo volume de gas

despendido pelo Sr. Silva (em metros cubicos).

Més out |nov |dez |jan |fev |mar |abr | mai | jun

Temperatura | 16,1 | 12,410,389 |10,1|128|13,2|159| 16,4

Volume de gas | 0,01 | 0,10 | 0,24 | 0,26 | 0,19 | 0,09 | 0,05 | 0,03 | 0,01

4.1. Qual deve ser a varidvel explicativa e a variavel resposta?
4.2. Utilize uma calculadora grafica ou uma folha de calculo para resolver as seguintes
questoes:

4.2.1.Represente os dados num referencial ortogonal e diga se é razoavel a

existéncia de uma relacao linear entre estas duas variaveis.
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4.2.2. Determine a média dos valores de cada uma das amostras representadas.
Apresente os resultados com arredondamento as décimas.

4.2.3. Determine o declive da reta dos minimos quadrados que se ajusta a esta
nuvem de pontos. Apresente o resultado com arredondamento as centésimas.
4.2.4. Determine a equacao reduzida da reta dos minimos quadrados.

4.2.5. Utilizando a equacdo obtida em 3.2.4. determine qual o consumo esperado

para um més em que a temperatura média seja de 7°C.

Resolucao:

4.1. Relativamente a primeira questao, convém notar que no enunciado é dito que “A
quantidade de gas utilizada depende da temperatura exterior’, pelo que a varidvel
explicativa, x, diz respeito a temperatura exterior e a variavel resposta, y, € a quantidade de
gas utilizada. Em cada més é observada a ftemperatura exterior e o volume de gas
despendido (femos a avaliacdo das varidvelis nas unidades estatisticas que aqui sdo os

meses) que da origem a amostra de dimenséao 9,
(x~,y) = ((16,1;0,01), (12,4; 0,10), (10,3; 0,24), (8,9; 0,26)(10,1; 0,19),
(12,8; 0,09), (13,2; 0,05), (15,9; 0,03), (16,4; 0,01)).

4.2.1. Apresentamos a resolucdo do exercicio com a calculadora gréfica Casio x-CG20. (No
anexo VI apresentamos a resolucdo com recurso do Microsoft Office Excel 2007),

Apresentamos imagens com 0S Varios passos para representar a nuvem de pontos.

MAIN MENU

e;uctiv i""cy Spreﬁs‘l‘u‘;et

. 8

& &

Dyna Graph Table Recursion
bt A ® [fd B = C

N

Conic Graphs Equation Program  Financial |[v
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El RadMornl) (d7c)Real

List 1 | List 2 | List 3 | List 4
SUB
2 12.4 0.1
3 10.3 0.24
4 8.9 0.26

0.01
(GRAPHT||GRAPH2||GRAPH3| 1M}

El RadHormd) (d7c](Real
y

12 13 14 15 18 17

& 9 1011
CALC

Por observacdo da representacao da nuvem de pontos podemos dizer que os pontos se
encontram “grossomodo” dispostos numa reta de declive negativo (quanto maior a

temperatura, menor o consumo de gas).

4.2.2. Cdlculo das médias x ey com aproximacao as décimas.

E RadNorml) (d7c)Real

1 —Variable
=12.9
Zx =116.1
Xx2 =1560.13
oX =2.63396616
SX =2.793743
n =9 \E

Com aproximacao as décimas, a média da temperatura exterior € 12,9 °C.

El RadNorml] [d/c]Real

2-Variable

X =0.10888888

z2x =0.98

Xx2 =0.183

cx =0.09206814

sx =0.09765301

n =9 N

Com aproximacéao as décimas, a média de volume de gas € 0,1 m3.
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4.2.3. Declive da reta dos minimos quadrados com aproximacdo as décimas (peca por

defeito!)

E] (g% Real
LinearReg (ax+b)
a =-0.03336
b =0.53923321
r =-0.9543928
r2=0.,91086571
MSe=9.7142e-04

y=ax+b
(COPY](DRAW]

A aproximacao as décimas do declive ndo faz sentido! A aproximacdo as centésimas é

a = —0,03. Quanto a ordenada na origem (com aproximacdo as centésimas) da reta dos

minimos quadrados é b = 0,54.
4.2.4. A equagdo da reta dos minimos quadrados é y = —0.03x + 0.54.

4.2.5. Se a temperatura média exterior for 7, espera-se que o volume médio de gas

consumido seja —0,03 X 7 + 0.54 = 0,33 m3.

E ainda objetivo a interpretacdo dos coeficientes da reta de minimos quadrados. Assim,
relativamente a reta anterior, a ordenada na origem da reta pode ser interpretada como o
volume médio de gds quando a temperatura exterior é zero (neste caso espera-se um
consumo médio de 0,54 com uma temperatura de zero). Note-se que nem sempre faz
sentido a interpretacdo deste pardametro (por exemplo no caso em que a variavel explicativa
é o tempo). Relativamente ao declive, podemos interpreta-lo dizendo que a um acréscimo
na varidvel explicativa de uma unidade de medida (um grau no exemplo) corresponde uma

variacdo de valor igual ao declive (neste caso, —0,03) na varidvel resposta.
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2.9.3. Interpretacdo da relacao entre as duas Variaveis Estatisticas

O interesse pode também ser verificar se existe alguma relacdo entre as variaveis estatisticas (sem

gue nenhuma seja controlada).

Mais concretamente, para duas variaveis medidas no mesmo conjunto de individuos, o interesse é

agora identificar uma possivel associacdo entre essas variaveis.

Uma forma simples de explorar a possivel associacao entre duas varidveis quantitativas, x e y, é a

representacao da nuvem de pontos que constituem a amostra

(y) - (Cx1, y1), (x2,¥2), v, (X, ¥) ) num referencial ortogonal.

Com esta representacdo grafica analisamos o padrao geral das observacbes, assim como 0s
desvios em relacao a esse padrdao e podemos ainda tirar conclusbes acerca do tipo de relacao

subjacente e a intensidade dessa relacdo (fraca, moderada, forte).

Esta intensidade pode ser quantificada relativamente & associacdo linear entre duas variaveis

quantitativas através do coficiente de correlacao linear, r, definido por

/55,55,

T =

Comparando a expressao (4) com a expressao obtida para a (2), declive da reta dos minimos

S5y
r=a /S—Sy (5)

Pelo que r € negativo se a reta dos minimos quadrados associada ao mesmo conjunto de pontos

quadrados, conclui-se imediatamente,

tiver declive negativo, significando que a valores elevados de x correspondem, tendencialmente,
menores valores de y; se r é positivo, a valores elevados de x correspondem, tendencialmente,
valores elevados de y e se r ¢é nulo, nao existe relagdo linear entre as variaveis (podendo existir

outro tipo de relacéo).

* 0 coeficiente de correlacao linear apenas toma valores entre —1 e 1 (inclusive em ambos 0s
casos). Esta afirmacdo pertence ao “saber" nao havendo necessidade de ser justificada. No

entanto, existe uma justificacdo simples para este facto.
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Consideremos dois vetores de R™ centrados: u = (x; — %), (x; —X),...,(x, —X) e
v=>w.—9%),,—¥),...,(yy —y) onde X e y representam, como habitualmente, a média
de (xq, x5, ..., x,) € a média de (y1,¥5, ..., ¥n)- O cosseno do angulo formado por estes dois

vetores, digamos 8, é, como sabemos, dado por:

cosf = —= (6)

llulllivll

onde u.v representa a operacao do produto interno entre os dois vetores u e v e ||u]], [|v|| a

norma euclideana do vetor u e v, respetivamente.

0 segundo membro da equacdo (6) é igual a r (coeficiente de correlacdo entre u e v), pelo que este

pertence ao intervalo real [—1,1].

Seja 0 <0 <m; se cos(f) =1, entdo 8 = 0 e u e v sdo linearmente dependentes, tendo,
ainda, o0 mesmo sentido; se cos(f) = —1, entdo 8 = m e u e v sdo linearmente dependentes,
tendo, neste caso, sentidos contrarios; se cos(8) = 0, entdo 6 =§ e u e v sdo linearmente
independentes, nao existindo qualquer relacdo linear entre eles. Quanto mais préximo 6 se
encontra de 0 ou 7, ou seja, quanto mais proximo |r| estiver de 1 maior € a intensidade da

associacao entre as variaveis.
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CAPITULO Il — PROBABILIDADES NO ENSINO OBRIGATORIO EM PORTUGAL
3.1. Introducdo

O Programa e Metas Curriculares da disciplina de Matematica do 9.° ano de escolaridade que
entrara em vigor no proximo ano letivo contemplam um topico de Probabilidades no dominio de
conteudos OTD9. Na disciplina de Matematica A do 12.° ano, cujo novo Programa sera
implementado no ano letivo 2017/18, é retomado o tdpico de Probabilidades, no dominio de
conteudos PRB12, com uma preocupacao acrescida de rigor nas definicdes apresentadas e na

aplicacao e demonstracéo das propriedades.

Apds uma primeira abordagem mais restritiva lecionada no 9.° ano, no dominio da Probabilidade,
no 12.° ano é feito um estudo mais geral acerca da nocédo de probabilidade, comecando por se
introduzir a nocéo de funcao de probabilidade definida no conjunto das partes de um conjunto finito,
da qual a lei de Laplace — estudada no Ensino Basico — & um exemplo relacionado com situacdes
de equiprobabilidade. E igualmente abordada a nocdo de probabilidade condicionada e de

independéncia de acontecimentos, apresentando-se ainda o teorema da probabilidade total.

O dominio de conteudos do Calculo Combinatério, CC12 €, no novo Programa e Metas Curriculares,
um dominio independente dos demais, com uma percentagem de aulas propria, 0 que nao
acontecia no Programa anterior. Comeca-se pela Teoria de Conjuntos e pela introducdo das
propriedades das operacoes sobre conjuntos: propriedades comutativa, associativa, de existéncia de
elemento neutro e de elemento absorvente e da idempoténcia da unido e da interseccao e
propriedades distributivas da unido em relacédo a interseccao e da interseccao em relacéo a uniao.
Seguidamente, e ainda na teoria de conjuntos, sao lecionados o produto cartesiano entre conjuntos

e a distributividade do produto cartesiano relativamente a uniao.

Na Teoria das Probabilidades trabalha-se sempre com espacos de resultados finitos, pelo que so6
sera dado enfase a conjuntos finitos. Sao ainda previamente introduzido no dominio de contelidos
CC12, como um recurso na contagem rapida e eficiente para o calculo de probabilidades, as
técnicas de contagem com recurso a modelos matematicos, arranjos com e sem repeticao,

combinacoes e permutacdes e ainda o Tridngulo de Pascal e o Binomio de Newton.
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3.2. Teoria de Conjuntos

A abordagem feita a Teoria de Conjuntos no novo Programa e Metas Curriculares € intuitiva e
informal, longe da abordagem axiomatica de Zermelo-Fraenkel. No entanto, esta abordagem néo
deixa de nos dar uma forte base de Teoria de Conjuntos, que permite provar as propriedades e

resultados abordados na Teoria de Probabilidades.
3.2.1. Conjuntos — Defini¢des Basicas

Quando se fala num conjunto falamos numa colecdo de objetos de qualquer natureza. A esses
objetos chamam-se elementos do conjunto. E costume representar os conjuntos por letras
maiusculas e os objetos por letras minusculas. Se x € um elemento do conjunto A diz-se que x

pertence a A, e escreve-se x € A. Se x nao é elemento de A, escrevemos x & A.

Diz-se que dois conjuntos A e B sdo jguais, e escreve-se A = B, se tiverem exatamente os
mesmos elementos. Caso contrario, diz-se que os conjuntos sdo diferentes e escreve-se A # B. Um
mesmo conjunto pode ser representado por extensédo, listando a colecao de elementos, ou por
compreensao, apresentando uma condicao apenas satisfeita por todos os seus elementos. Por
exemplo, o conjunto A = {1,2,3,4,5} esta representado em extensdo e o conjunto
B={n€eN:1<n< 6} estarepresentado em compreensao. No entanto, pode-se afirmar que

A=B.

Consideramos a colecado vazia como um conjunto, o qual representamos por @ e chamamos
conjunto vazio. O conjunto vazio pode ser representado por qualquer condicdo impossivel. Dizemos
gue um conjunto B é um subconjunto de um conjunto A se todos os elementos de B sdo também
elementos de A. Se B é subconjunto de A, escrevemos B € A ou A D B e dizemos que B estd
contido em A ou que A contém B. Dado um conjunto A, podemos considerar o conjunto poténcia
de A, que nao ¢ mais do que o conjunto de todos os subconjuntos de A. Representa-se a poténcia

de A por P(A). Assim,
P(A) = {X: X c A}

Prova-se que A se tem n elementos (n € Ny), entdao P(A) tem 2™ elementos.
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3.2.2. Operacdes com Conjuntos
Sejam A e B conjuntos. Chama-se:

1. unido (reunido) de A com B e representa-se por A U B ao conjunto

AUB ={x:x € Avx € B},

2. interseccdo de A com B e representa-se por A N B ao conjunto

ANB ={x:x € AA x € B};

3. complementar de A em B, e representa-se por B\A ou B — A ao conjunto

B\A={x:x€BnA x ¢& A}

Se A e B sao subconjuntos de um mesmo conjunto X (ao qual, nestas condicdes, se chama
universo), os trés conceitos anteriores definem, em X, duas operacdes binarias (interseccdo e unido
de dois subconjuntos de X) e uma operacdo unaria (complementar de um conjunto: chama-se

complementar de A4, e representa-se por 4, ao conjunto A = {x: x € X A x & A}).

Estas operacdes satisfazem as seguintes propriedades:

Teorema 3.2.2.1. Sejam X um conjunto e A, B,C € X. Entéo:
1. AU A = A (ie., aoperacdo de unido satisfaz a propriedade de idempoténcia),
2. AUB = B UA (ie, a operacdo de unido satistaz a propriedade comutativa);

3 AU(BUC)=(AUB)UC (ie, a operacdo de unido satisfaz a propriedade

associativa),

4 AUQ=0QVUA=A (e, a operacdo de unido admite o conjunto vazio como elemento

neutro),

5 AUX=XUA=X (ie, a operacdo de unido admite o conjunto universo como

elemento absorvente).
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Demonstracao.

1. Seja x € X. Entéo,

xEAUAS xeEAouxeA
& x€eA
pelo que se verifica a igualdade entre os dois conjuntos. c.g.m.
2. Sejax € X. Entao,
x€EAUBoS xedoux€B
S x€EBouxeA
& x€BUA
pelo que se verifica a igualdade entre os dois conjuntos. c.q.m.
3. Seja x € X. Entao,
x€EAUBUC)ex€eAoux€e (BUC)
o x€Aoux€Boux€eCl
ox€(AUB)oux€eC
©x€e(AUB)uUC
pelo que se verifica a igualdade entre os dois conjuntos. c.g.m.
4. Seja x € X. Entao,
XEAUDP S xEAouxeD
© x € A ou condigao impossivel
o x€eA

pelo que A U @ = A. A comutatividade da reunido permite-nos concluir a outra igualdade,

pelo que se verifica a igualdade entre os trés conjuntos. c.qg.m.
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5. Seja x € X. Entao,
xEAUX o x€eAouxeX
ox€EXoux€eA
ox€eEXUA
oxeX

pelo que A U X = X. A comutatividade da reuniao permite-nos concluir a outra igualdade,

pelo que se verifica a igualdade entre os trés conjuntos. c.qg.m.

Teorema 3.2.2.2. Sejam X um conjuntoe A, B,C € X. Entdo.
1.ANA = A (ie., aoperacdo de interseccdo satisfaz a propriedade de idempoténcia);
2 ANB =BNA /(ie, aoperacdo de interseccdo satistaz a propriedade comutativa);

3AN(BNC)=(ANB)NC (e, a operacdo interseccdo de salisfaz a propriedade

associativa),

4 ANX=XNA=A (ie, a operacdo de interseccdo admite o conjunto universo como

elemento neutro),

S5 ANO=0NA=0 (ie, a operacdo de intersecdo admite o conjunto vazio como

elemento absorvente).
Demonstracao.
1. Seja x € X. Entao,
xEANAsS xeAexed
o x€eA

pelo que se verifica a igualdade entre os dois conjuntos. c.qg.m.
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2. Sejax € X. Entao,
x€EANBeo xeAex€B
©xeEBexeA
< x€BNA
pelo que se verifica a igualdade entre os dois conjuntos. c.qg.m.

3. Seja x € X. Entao,

xEAN(BNC)exeAexe(BNC)
o x€AexeBex€el
Sx€(ANB)exeC
©xe(ANB)nC
pelo que se verifica a igualdade entre os dois conjuntos. c.g.m.
4. Seja x € X. Entao,
xEANXeo x€eAexeX
Sx€eEXex€EA
Sx€eEXNA
o x€eA

pelo que ANX = A. A comutatividade da interseccdo permite-nos concluir a outra

igualdade, pelo que se verifica a igualdade entre os trés conjuntos. C.qg.m.

5. Seja x € X. Entao,

XEANQP S xEAex€eED
& x € A e condicdo impossivel

& condicdo impossivel
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SxEQ

pelo que AN@ = @. A comutatividade da interseccdo permite-nos concluir a outra

igualdade, pelo que se verifica a igualdade entre os trés conjuntos. c.qg.m.

Do facto de as operacdes de interseccdo e de unido satisfazerem a propriedade associativa,
permite-nos escrever, sem qualquer ambiguidade, a interseccdo ou a unido de uma familia de
subconjuntos do universo sem usar qualquer simbolo de paréntesis. Assim, por exemplo,

se,A,B,C c X escreve-se AN B N C pararepresentar AN (BNC)e (ANB)NC.

Teorema 3.2.2.3. Sejam X um conjunto e A, B € X. Entdo:
1. X\(X\A) = 4;
2. Lei de De Morgan: X\(AU B) = X\A N X\B;
3. Lei de De Morgan: X\(A N B) = X\A U X\B,
Demonstracao.

1. Sejax € X. Entao,
x€EX\(X\4A) & xeXex & X\A
oxeEXe(x€&Xoux€A)
S xeXexgX)ou(xeEXex €A
ox€eEXex€eA
S x€EA c.g.m.
2. Sejax € X. Entao,
x€EX\(AUB)eoxeXex & (AUB)
ox€eEXe(x¢tgAex&B)
©(xeEXexg&Ae(xeEXex&B)
o xeX\Aex € X\B
< X\A N X\B c.g.m.
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3. Sejax € X. Entao,
xEX\ANB)oxeXex& (ANB)
ox€EXe(x¢EAoux €B)
S(xeXexgAou(xeEXex &B)
& x € X\Aoux € X\B
< X\A U X\B c.q.m.

As operacdes de intersecao e unido satisfazem ainda duas propriedades que as interligam:

Teorema 3.2.2.4. Sejam X um conjuntoe, A,B,C € X. Entdo:

1. AUBNC)=(AUB)N(AUC) (ie, a unido é distributiva em relacdo a

Infersecdo);
2 An(BUC)=(ANB)U(ANC) (ie, a intersecdo é distributiva em relacéo a
unido).
Demonstracao.
1. Seja x € X. Entao,
x€EAUBNC)eoxeAou(x€EBex€eCl)
S (x€eAouxeB)e(xeAoux€Cl)

©x€(AUB)exe (AUC)
pelo que se verifica a igualdade entre os dois conjuntos. c.g.m.

2. Seja x € X. Entao,
x€EAN(BUC)e xeAe(x€Boux€eCl)
S ((x€eAexeB)ou(xeAdex€el)

©x€E(ANB)ouxe(ANC)

pelo que se verifica a igualdade entre os dois conjuntos. c.g.m.
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Chama-se a atencdo para o facto de, por a interseccdo e a unido satisfazerem a propriedade
comutativa, as propriedades distributivas apresentadas anteriormente sdo apresentadas apenas
com uma igualdade. Na realidade, dizemos que uma dada operacao é distributiva em relacéo a
uma segunda se é distributiva a direita e a esquerda. No caso das operacdes de conjuntos
definidas, a distributividade a esquerda conjugada com a comutatividade, permite-nos concluir a

distributividade a direita e, portanto, a comutatividade.

3.2.3. Produto Cartesiano

Dados os conjuntos A e B, define-se um novo conjunto, ao qual chamamos produto cartesiano de
A por B e o qual se representa por A X B, a colecao de objetos definidos do seguinte modo: dados
x €A y € B, um elemento de A X B é um objeto que se representa por (x,y) e se designa por

par ordenado de primeira componente x e segunda componentey, de tal modo que
x,y)=&,y)ox=xey=y"
Assim, AX B ={(x,y):x € Aey € B}.

Kuratowski formalizou, em 1921, o conceito de par ordenado do seguinte modo: Dados dois objetos

x ey, pode definir-se par ordenado (x,y) por

(e, y) = {{x}, {x, y3}.

Pela natureza dos seus elementos, o produto cartesiano de subconjuntos de um universo X nao
pode ser visto como o resultado de uma operacédo na poténcia de X. No entanto, se considerarmos
gue estamos a trabalhar numa determinada classe dos conjuntos, podemos entender que de facto
estamos a trabalhar com uma operacao e nesse sentido pode-se provar uma série de propriedades

envolvendo o produto cartesiano.

Teorema 3.2.3.1. Sejam X um conjunto e A, B, C € X. Entdo,

ILAX(BUC)=(AXB)U(AXC) (ie, distributividade a esquerda do produto

cartesiano em relacdo a uniao de conjuntos),

57



ESTATISTICA E PROBABILIDADES: 7°/9° Ano Matematica e 10°/12° Ano Matematica A

2 (BUC)XxA=(BXxA)U(C XA (e, distrbutiidgade & direita do produto

cartesiano em relacdo a uniao de conjuntos),

3 AX(BNC)=AXB)YN(AXC) (ie, distributividade & esquerda do produto

cartesiano em relacao a interseccdo de conjuntos);

4 (BNC)xA=([BxA)N(CxA) (e, distributividade a direita do produto

cartesiano em relacdo a interseccdo de conjuntos);
Demonstragao. Sejam x, y € X. Entao:
l.(x,yEAX(BUC)ex€EAeyeEBUC
Sx€Ae(y€Bouy€eC(l)
S (x€edey€eB)ou(xeAdeyel)
& (x,y) EAXBou(x,y) EAXC
o (x,y) E(AXB)U(AXC() c.q.m.
2.(x,y) E(BUC)xAex€EBUCey€EA
© (x€EBoux€el)ey€eA
S (x€eBey€eA)ou(xelCey€eA)
& (x,y)EBXxAou(x,y)ECXA
o (x,y) E(BXA)U(C XA C.q.m.
3. (x,y)EAX(BNC)exeEAeyeBnNC
o x€Aey€eBeyelC
S (x€eAey€eEB)e(xeAey€el)
& (x,y) EAXBe(x,y) EAXC(C)

S (x,y) E(AXB)N(AX ) C.q.m.
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4. (x,y)E(BNC)XA=x€BNCey€A
o x€EBexeley€eA
©(x€eEBey€eA)e(xelCey€A)
© (x,y)EBXxAe(x,y) ECXA)

o (x,y) e(BXA)N(C XA C.q.m.

0 conceito de par ordenado pode ser generalizado para n-uplo e, assim, generalizamos o conceito
de produto cartesiano de dois conjuntos para o produto cartesiano de uma familia finita de
conjuntos. Se n € N, e 44,45, ..., A, séo conjuntos, entdo define-se seu produto cartesiano, e

representa-se por A; X A, X ... X A,, como sendo o conjunto

Ay X Ay X o x Ap={(ay, a3, ..., an): a; € Ay, Vi € {1,2, ..., n}}.

3.2.4. Conjuntos Equipotentes e Cardinais

Diz-se que um conjunto A é equipotente a um conjunto B, e escreve-se A~B, se existe uma

bijeccdo f: A — B. Se A néo é equipotente a B, escreve-se A + B.

Pelo facto de uma bijeccao ser uma funcéo invertivel e de a sua inversa ser uma bijecao, pode-se
concluir que se A~B entdo também B~A. Assim, se A~B pode-se afirmar que A e B séo
equipotentes. Mais ainda, porque a funcado identidade em A é uma bijecao e a composta de duas
bijecdes é ainda uma bijecdo, podendo afirmar-se que, para quaisquer conjuntos A, B e C, A~A

(idempoténcia) e se A~B e B~C entdo A~C (transitividade).

Um conjunto X diz-se um conyjunto infinifo se é equipotente a um seu subconjunto préprio, isto é, se

existe A € X tal que X~A. Um conjunto diz-se conjunto finito se nao € infinito.

Para cada conjunto A, associamos a todos os conjuntos equipotentes a A, e s6 a esses, um ente
matematico a que se chama cardinal de A e que se representa por #A. Tendo em conta as

propriedades apresentadas anteriormente, dados dois conjuntos A e B, tem-se que #4 = #B se e

59



ESTATISTICA E PROBABILIDADES: 7°/9° Ano Matematica e 10°/12° Ano Matematica A

s6 se A~B. Um conjunto A ¢ finito se e s se é equipotente a um conjunto I,, = {p € N:p < n}
para certo n € Ny. Como I,~I,,,, (n,m € N;) se e s6 se n = m, diz-se que o cardinal de um

conjunto finito € um ndmero natural, mais precisamente, o nimero de elementos de A.

Em geral, problemas de Analise Combinatdria sdo resolvidos, na sua maioria, através de duas

regras basicas: a regra da soma e a regra do produto.

* Regra da Soma
Teorema 3.2.4.1. Sejam X um conjunto finifo e A, B € X. Ento,

1. #(AU B) = #A + #B — #(A N B) (i.e.,0 cardinal da unido de conjuntos € jgual a
soma dos cardinais dos respetivos conjuntos e a subtracdo do cardinal da interseccdo dos
conjuntos);

2. Se A e B séo conjuntos disjuntos, entdo #(A U B) = #A + #B (i.e.,0 cardinal da

unido de conjuntos disjuntos é igual a soma dos cardinais dos respetivos conjuntos).
Demonstracao.

1. ComoAnN B c B, temos que
#B=#(ANB)+ #(B — (AN B))

ComoA € AU B, ftemos que
#(AUB) =#A+#((AUB) — A).
Assim, como(AUB) — A =B — A =B — (AN B), concluimos que
#(AUB) =#A+#((AUB)—A) =#A+#(B - (ANB)) =
=#A—-#ANB)+#(ANB)+#(B—-(ANB)) =
=#A—-#(ANB)+ #B C.g.m.

2. ComoANB=0,entio#(ANB) = 0.
Logo, #( AU B) = #A + #B C.q.m.
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* Regra do Produto

Como ja foi observado, o conceito de produto cartesiano de conjuntos pode ser generalizado para
uma familia finita de conjuntos. O Teorema seguinte relaciona o nimero de elementos destes

conjuntos.
Teorema 3.2.4.2. Sejamn € N e A4, A,, ..., A,,, conjuntos de cardinais finitos. Entéo,

#(A; X Ay X .. X A,) = #A, X #A, X ... X #A,, (i.e. 0 cardinal do produto cartesiano

é [gual ao produto dos produtos cardinais dos conjuntos que o constituem)
Demonstracdo. Este resultado pode ser demonstrado por inducéo.

Comecemos por mostrar que a igualdade é valida para k = 2. Sejam #4; = m, e #4, =
m,. Para formar um par em que o primeiro elemento pertence a A; e o segundo a A,,
fixando o primeiro elemento, este pode formar um par com cada elemento de A,. Assim, o
elemento de A; é componente de m, pares. Como ha m4 possiveis primeiros elementos,
ha no total m4 X m, pares, ou seja o numero de elementos do produto cartesiano de A,

por A, éiguala my X m,. Tem-se assim
#(A1 X Ay) = #A; X #4, = my X m,.
Admitindo que a igualdade € valida para k = n, temos que
HAL XAy X .. X Ay) = #A; X #A, X .. X #A, .
Pretendemos provar que ela é vélida para k = n + 1.

Para cada elemento do produto cartesiano A; X A, X ... X A, 41 existe um e um so
elemento do produto cartesiano (A; X Ay X ... X A;) X Ap4q, isto €, existe uma
correspondéncia biunivoca entre estes dois conjuntos. Consequentemente os dois conjuntos

tém o mesmo produto cardinal. Assim, temos, como se pretendia:

HAG XAy X X Ay X Apyq) = #(A1 X Ay X X Ap) X #Ap44 =
= #A; X #A, X ... X #A, X #4414

Estamos, entdo, em condicdes de aplicar o principio de inducao matematica para concluir

que #(A; X Ay, X .. X A,) = #A; X #4, X ... X #A,,Vvn € N. C.qg.m.
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Exercicio 1 e 2: Adaptados do Caderno de Apoio do 12.° ano das Metas Curriculares do
Ensino Secundario-Matematica A, CC12, em [10]. No primeiro exercicio que aparece na
pagina 2 do caderno, é sugerida uma demonstracdo mais formal da definicdo de inclusao e
das suas propriedades, no segundo exercicio que aparece na pagina 6 do caderno,

aprofunda-se o numero de subconjuntos de um conjunto de cardinal finito.

1. Demonstre sucessivamente os resultados expressos nas seguintes alineas:
1.1. Dados conjuntos A e B, A € B se e somente se AN B = A e se e somente se
AUB=B.
Demonstracdo: ANB=A& AcCB
=7 xEASx€EANB
©x€Aex€B
=>x€EB
~ACB
“="” xe€eAnNBeoxe€eAdex€EB
>x€EA
~ANBCA
xXEA>x€Aex€EB
©x€ANB
~AcCcANB
~A=ANB
e AUB=B&S ACB
= xEASx€EAUB
& x€Aoux€B
=>x€B
~ACB
“=” xeAUBeox€eAoux€B
> X€ERB
~AUBCB
xEA>x€Aoux€B
< x€AUB
~BcAUB
~B=AUB C.q.m.
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1.2. O conjunto vazio esta contido em qualquer conjunto.
Demonstracao:
Seja A um conjunto. Como AN @ = @, aplicando 1.1.,

temos que @ C A. c.q.m.

2. Considere um conjunto X = {x;, x,, x5} com 3 elementos.

2.1. Determine em extensao todas as partes de X. Quantos subconjuntos tem X?

Resolucao.

Como o conjunto X tem 3 elementos, vamos ter subconjuntos com 0, com 1, com 2 e
com 3 elementos. Vejamos quem sdo os subconjuntos.

1 —com 0 elementos - apenas temos o conjunto vazio;

2 - com 1 elemento - temos os conjuntos {x,},{x,} e {x3},

3 - com 2 elementos - temos os conjuntos {xy, x5}, {x1, x3} e {x5, x5},

4 - com 3 elementos - apenas temos o proprio conjunto X .

Logo, o conjunto X tem oito subconjuntos. Assim,

PX) = {{ bk o (s} {xq, 223, {0, x5 {62, X33, {xq, %2, %33 } .

2.2. Mostre que se obtém todas as partes de X associando a cada sequéncia
(kqy, k5, k3) de termos iguais @ 0 ou a 1 o subconjunto de X constituido pelos
elementos x; tais que (por exemplo, & sequéncia (1,0,1) associa-se o conjunto

{x1, x3}).

Resolucao:

Para kq,k, ks € {0,1}, associe-se a sequéncia (kq,ky,ks) o conjunto
{x; e X: k; = 1}.

Assim, temos que:

-a (0,0,0) associa-se o conjunto vazio;

-a(1,0,0) associa-se 0{x,};

-a(0,1,0) associa-se 0{x,},
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-a(0,0,1) associa-se 0{x3},
-a(1,1,0) associa-se 0{x1,x,},
-a(1,0,1) associa-se 0{xy,x3};
-a(0,1,1) associa-se 0{x,, x5},
-a(1,1,1) associa-se 0 X.

Como vimos em 2. 1., estes oito conjuntos encontrados séo todas as partes de X .

2.3. Justifique que existem exatamente 23 sequéncias das referidas na alinea anterior,
sem as construir explicitamente; compare o resultado obtido com o resultado da alinea

anterior.

Resolucao:
Comok; € {0,1} (i = 1,2,3), as sequéncias de trés elementos (kq, k4, k3) sdo os
elementos do produto cartesiano

{0,1} x{0,1} x {0,1}

Como este conjunto tem 23 = 2 X 2 X 2 elementos podemos concluir que as
sequéncias apresentadas em 2.2. sdo exalamente as que existem.

Assim, os subconjuntos de X apresentados em 2.1. sdo exatamente os que existem.

2.4. Utilizando argumentos inspirados nas duas alineas anteriores justifique que se um

conjunto X tiver peN, elementos (#X = p) entdo P(X) = 2P tem elementos.

Resolucao:

Sejamp € N e X um conjunto tal que #X = p.

Entao, podemos associar cada sequéncia (kq, ko, ..., k;) comk; € {0,1}
(i=1,2,..,p) aum e um so subconjunto de X. Como tem 2P sequéncias temos que

P(X) = 2P.
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3.3. Combinatoria

Os problemas em combinatdria sdo, fundamentalmente, questdes relacionadas com a enumeracao

de elementos de conjuntos e, por sua vez, de conjuntos que se formam a partir dos primeiros.

A importancia da combinatdria em probabilidades ¢ amplamente justificada pelo uso da regra de

Laplace.

Os dois teoremas que se apresentam de seguida, ja enunciados e demonstrados na seccdo 7.2.3.
constituem a base do calculo combinatorio e, a partir deles, & possivel obter os resultados
importantes que necessitamos para a contagem do numero de casos possiveis do espaco amostral

e 0 numero de casos favoraveis relativo a um acontecimento.

Teorema 3.3.1. Com n elementos (aq,a,, ..., a,) € m elementos (by, by, ...,b,) € possivel
formar n X m pares da forma (a;, b;),i = 1,2, ...,n;j = 1,2,...,m contendo um elemento de

cada grupo.

Teorema 3.3.2. Dados ny elementos (ay, Ay, ..., Any1), Ny elementos (bq, by, ..., byy) até ny,
elementos (X1, Xz, ., Xnp), € possivel  formar mny XNy X ...Xn, p-Uplos ordenados

(aj1, bj2, ..., Xjp) contendo um elemento de cada grupo.

Para clarificar ideias, podemos pensar numa caixa opaca fechada que contém bolas numeradas de
1 a n e da qual se vao retirar p < n bolas. Pretendemos, entdo, contar os diferentes resultados

possiveis de acordo com o modo como se faz a tiragem.

Teorema 3.3.3. Considere-se uma caixa com n bolas em que se retiram p. Se as bolas sdo

extraldas

euma a uma com reposicdo, entio, existem nP diferentes possibilidades. Estas nP maneiras
diferentes de o0s extrair, chamam-se «Arranjos com repeticdo de n elemenfos p a p», e

representam-se por "A,.
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* uma a uma sem reposi¢do, (equivalente a extrair p bolas a o numero de possibilidgades é

nn—1)(n—2)..(n—p+ 1), gue se chamam «Arranjos sem repeticdo de n elementos p a

_ n!
T (n-p)

p», e se representam por"A,, A,

Demonstracao.

Seja o conjunto de n bolas na caixa {a4, a,, ..., a, }.
A primeira parte do teorema segue imediatamente da aplicacdo do Teorema 3.3.2. a p

conjuntos iguais a {ay, a, ..., Ay }- c.q.m.

Quanto a segunda parte do teorema aplica-se de novo o Teorema 3.3.2. a p conjuntos em
que o primeiro é ainda {a4, a,, ..., a,}, 0 segundo sera o mesmo menos um elemento, o
primeiro elemento da amostra, o terceiro igual ao primeiro menos dois elementos e assim

sucessivamente. c.qg.m.

No caso em que a caixa tem n bolas e se retiram as n sem reposicao, estamos apenas a

considerar as diferentes ordenacdes de todas as bolas da caixa.

Corolario 3.3.3.1. O numero de diferentes ordenacbes de n elementos é n!. A este numero

chamamos «Permutacoes de n elementos».

Pensemos agora que vamos retirar bolas nao ordenadas de uma caixa (populacédo). Se o
subconjunto de bolas (amostra ndo ordenada) for retirado sem reposicdo o resultado é apenas um

subconjunto da populacao.

Teorema 3.3.4. Uma populacdo de n elementos possui pl(nLip)' diferentes subpopulacbes de p
elementos.
Demonstracao.

Para cada subpopulacdo de dimensédo p correspondem p! ordenacdes possiveis, isto &, p!
amostras ordenadas sem reposicdo. Entdo, se for x o numero de diferentes subpopulacdes

de dimensao p, temos que o numero de amostras ordenadas sem reposicao de dimenséo
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n ;. | _n — n . — n
P Gy © igual a xp!, pelo que, x Cp, ou x = C ou ainda x (p), que se

chamam coeficientes binomiais, ou «Combinacdes de n Elementos p a p».

|
n _ n:

D= ! c.qg.m.

Teorema 3.3.5. Sejam pq,p3, ..., Py Infeiros tais que py + py + - +p, = n. O numero de
maneifras diferentes em que uma populacdo de m elementos pode ser particionada em k
Ssubpopulagdes das quais a primeira contém p, elementos, a segunda contém p, elementos, e
!

assim sucessivamente, 6 —————.
P1!P21--D!

Demonstracao.

Para a primeira subpopulacao ha ”Cplescolhas possiveis. Para a segunda, como ja se
retiraram p; elementos, podemos forma-la de ™~P1 szmaneiras diferentes e assim por

sucessivamente. Entdo o nimero que procuramos é:

n! (n—pq)! (n—p1——pr-2)! n!

P1!(n=p1)! p2!(n=D2)! Pk—1!(N—P1——Dk—2—Pk—1)!  P1!P21--Pk!

c.qg.m.

Falta considerar o caso de amostras nao ordenadas mas com repeticbes. Este caso
corresponde a retirar bolas de uma urna com reposicdo mas em que nao se regista a

ordem por que sao retiradas.

Teorema 3.3.6. Numa populacdo com n elementos o numero de diferentes amostras ndo

ordenadas de dimensao p, com reposi¢do, é.

n+p-1 — n+p-1
P-ic, =Pl
Demonstracéo.
Temos que o numero de amostras ordenadas com reposi¢cdo de dimenséo p,

(n+p-1)! _ (n+p—-1)!
pl(n-1)!  (m-1)lp!’

por definicao é c.qg.m.

67



ESTATISTICA E PROBABILIDADES: 7°/9° Ano Matematica e 10°/12° Ano Matematica A

3.3.7. Propriedades das Combinacdes

No que se segue, consideremosnep € Ny, p < n,

Teorema 3.3.7.1. "C, = "C,, = 1.

Demonstracao.

!
n n! _n!

0™ oim-0) ~ n!

n! n!
"C, = o = = 1 c.q.m.

Teorema 3.3.7.2. "C,,_,, = "'C,,

Demonstracao.
n _ n! — n! — n! _n
Temos, "en—p = G in—tnp)ll -~ rplin—mip)l - pltnp) P
entao, "C, = "Cp_p c.q.m.
Teorema 3.3.7.3. "C,_; + ""C, = "*1C,
Demonstracao.
n n _ n! n! _
p-1t 70 = o-Diin-G-D1! | ol
n! n!
T (p-1!(n-p+1)! + p!(n-p)!
_ n! + n! _
T (-D!(n-p+D)(n-p)!  p(p-1!(n-p)!
_ nlp n!(n-p+1) _
T p(p-Din—p+1)(n-p)!  p(P-D!(n-p+1)(n-p)!
_ nl(ptn—p+1) _ nl(n+1)! —  (m+D)! 4
- p!(n—p+1)! - p!(n—-p+1)! - p!(n—-p+1)! - Cp c.q.m.
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Teorema 3.3.7.4. }}_,"C, = 2"
Demonstracao.
Este teorema pode ser demonstrado por inducao.
Comecemaos por provar que a afirmacao € valida para n = 0, i.é., que
Zﬂ:o OCk =2°

Como X0_, °C, = °C, e 2° = 1, concluimos que a afirmagéo é verdadeira para

n=0.

Suponhamos agora que, dado n € Ny, Y.p_, "Cy = 2"

Queremos provar que Y.pf3 n+1C, = 2nt!

De facto,

ZE:% n+1Ck — n+1C0 + Zﬂzl n+1Ck + n+1Cn+1 —

=14+Yr.("C, +"Ch_) + 1= (pelo teorema 3.3.7.3.)
= "Co + Xg=1 "Cx + Xie=1 "Che1 + "y =

= k=0 "Cic + ZRE1 "Gy =

= Y0 Ch+ T "Cp = 2" + 2" = 2 x 2" = 271

Estamos, entdo, em condicdes de aplicar o principio de inducdo matematica para

concluir que Y-y "C,, = 2™,Vn € Ny C.q.m.

Observacao: Este resultado ja foi demonstrado na resolucado da alinea 2.4 do exercicio 2. da seccao
anterior, uma vez que € o mesmo que provar que um conjunto com n elementos tem 2™

subconjuntos.
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3.4. Triangulo de Pascal

As propriedades das combinacdes permitem a construcdo do «Triangulo de Pascal», dispondo

sequencialmente "C,,p = 0, ...,n em cada linhan(n = 0,1,2, ...)

w w
I
[

Figura 1. Triangulo de Pascal até a 6° linha

A construcao do triangulo de Pascal deve-se as propriedades das combinacdes ja enunciadas e

demonstradas nos teoremas 3.3.7 da seccao anterior.

Cada elemento é a soma dos dois que o “enquadram” na linha anterior, devido a identidade

(n) + ( n ) = ("“) (ver teorema 3.3.7.3).

D p+1 p+1

Por outro lado temos as condicdes iniciais (g) = (z) = 1 (ver teorema 3.3.7.1) que nos dao os

lados do triangulo de Pascal.

Mais ainda, porque (nfp) = (;) (ver teorema 3.3.7.2), o tridngulo de Pascal é simétrico em

relacdo ao eixo vertical que passa no vértice (8).

Por ultimo, tendo em conta o teorema 3.3.7.4., podemos concluir que a soma dos elementos de

n-€simo linha do triangulo é 2™.

3.5. Bindmio de Newton
O bindmio do Newton tem o desenvolvimento

(x + )" = Xiep "Cex Y,
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ou seja a igualdade entre polinémios nas variaveis x e y, cujos coeficientes ”Cp, gue se chamam

coeficientes binomiais. O grau do polindmio (x + y)™ ou do polinémio reduzido:
x" + nclxn—lyl + nczxn—ZyZ + -+ nCn_lxlyn—l _|_yn,
é n, tendo n + 1 termos.

Considerando x = y = 1, obtemos

@)+ ) +-+ (),

que sabemos ser 2™ e que, como ja observamos anteriormente, pode ser entendido com a soma
dos n + 1 elementos das n-ésima linha do tridngulo de pascal como o numero de subconjuntos de

um conjunto finito 2, com n elementos.

O exemplo 1 e 2 foram retirados do caderno de apoio das Metas Curriculares do Ensino
Secundario, no 12.° Ano de Escolaridade, pag. 16 do CC12, em [12].
1. Sabe-se que )i, "C; = 4096 (n € N) Determine:
1.1.m1¢,
1.2, *ymzn+c,
2. **Determine a soma dos coeficientes dos termos de uma forma reduzida do polinémio
(2x — 3)'1, utilizando o Binédmio de Newton.
Resolucao:
L.
L1 ComoY i "C; = 2"
Yieo "C; = 4096 © 2™ =4096 & n = 12 correspondendo a 11.° linha do

tridngulo de Pascal e como,
n—lc4 — 71—16‘3_1 — nc3 + nC3—1 — 7’LC'3 + nCZ — 1163 + 11C2

11110 11x10x9x 8! 11x10x9!
_3!8!+2!9!_ 318! + 219! N

_11><10><9+11><10

3 T 165 + 55 = 220

1.2 Z?:oz n+2Ci — n+ZC0 + n+ZC1 + .+ n+2Cn:2n+2
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2N = 212 o 2n+2 = 214 = 16384
Logo ¥ M2 ™+2(C, = 16384
2. Desenvolvimento do Binomio de Newton:

(ZX _ 3)11 — leclzo 11Ck(2x)15‘k(—3)k —
= 11C, (20) ™ + 1€, (2x)10(=3) + 1€, (2x)°(—3)? +

+11C,(2x)8(—3)3 + 11C,(2x)7(—3)* + 1€ (2x)°(—3)° +
+11C,(2x)°(=3)® + 11C,(2x)*(—3)7 + 11Cg(2x)3(—3)8 +
+11C9(2x)2(—3)9 + 11610(295)1(_3)10 + 11611(_3)11-
O polinémio (2x — 3)Y1é jgual ao polindmio na forma reduzida:
2048x™ — 33792x10 + 253440x° — 1078272x8 + 3421440x7 — 7185024x° +
+10777536x> — 11547360x* + 8660520x> — 4330260x% + 1299078x — 177147
Soma dos coeficientes dos termos:
11C0211 + 1161210(—3) + 11C229(—3)2 + 116328(_3)3 + 116427(—3)4 +
+11C26(=3)5 + 11C,25(—3)% + 11C,2*(—3)7 + 11423 (-3)% +
+11C422(=3)% + 11C,02(—3)1° + 11¢ , (—3) 1.

Como:

e, =11¢, =1

He =11c, =11

Hc, =11¢y =55

He, =11¢g = 165

"e, =1¢, =330

Heo =11¢, = 462

A soma dos coeficientes dos termos é jgual a.

2048 — 33792 + 253440 — 1078272 + 3421440 — 7185024 + 10777536 —
—11547360 + 8660520 — 4330260 + 1299078 — 177147 = 62207.

72



CAPITULO IlI

3.6. Teoria das Probabilidades

A formalizacdo moderna de Probabilidade baseia-se no conceito de experiéncia aletéria e seus

possiveis resultados e ainda na nocao de acontecimento.

0 novo Programa e Metas Curriculares do Ensino Basico, no 9.° ano de escolaridade e no dominio

de contetidos ODT9, o tema da Probabilidade, é iniciado com a definicdo de «experiéncia aleatoria».

0 termo aleatorio significa acaso, incerto, cujo anténimo é determinista. Assim um resultado w de
uma experiencia aletoria € incerto e nao pode ser conhecido com exatiddo antes de realizada a
experiéncia, no entanto o conjunto dos resultados possiveis € conhecido & posteriori, ao contrario
uma experiencia determinista conduz a resultados certos. Sdo as experiéncias aleatorias as que

interessam em Probabilidades.

Como exemplo de uma experiéncia determinista:

e«Colocar agua a 0°C e observar o seu estado ao fim de 24 horas»
e de uma experiéncia aleatoria:

e«Lancamento de uma moeda de 1€ ao ar e registar a face que fica virada para cima».

Uma experiéncia aleatoria € um processo que conduz a um resultado pertencente a um conjunto
previamente fixado, designado por «Universo dos Resultados» ou «Espaco Amostral», o qual se

representa por (2.
Aos elementos do espaco amostral chamam-se «Casos Possiveis».

Definicdo: Um subconjunto A de 2 é um «Acontecimento». Os elementos de A sdo 0s «casos

favoraveis».
A acontecimento © A € ()
A ocorre © w € A;{w} S A, sendo w o resultado da experiéncia aleatoria.

Pode-se ainda fazer a distincdo entre «Experiéncia Determinista» quando existe um Unico caso

possivel e «Experiéncia Aleatoria» quando existe mais do que um caso possivel.
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Os acontecimentos podem-se classificar como:
e Acontecimentos Elementares — se existir apenas um caso que lhes sejam favoravel,
Os conjuntos singulares de elementos w de 2, {w} sdo acontecimentos elementares
e Acontecimentos Composto — acontecimento com mais de um caso favoravel.

e Acontecimento Certo — acontecimento que ocorre sempre. Coincide com o universo de

resultados; () € (), () designa-se «acontecimento certo».

e Acontecimento Impossivel — acontecimento que nunca ocorre. Coincide com o conjunto

vazio; @ € (), @ designa-se «acontecimento impossivel».

Definicao: A e B dizem-se acontecimentos «Incompativeis» ou «Disjuntos» (OTD9) ou «Mutuamente
Exclusivos» (PRB12) se sdo acontecimentos disjuntos, isto ¢, AN B = @; caso contrario dizem-se

acontecimentos «Compativeis».

Definicao: A e B dizem-se acontecimentos «Complementares» (OTD9) ou «Contrarios» (PRB12) se
sao acontecimentos disjuntos e a respetiva unido € igual ao espaco amostral, isto ¢, ANB =@ e

AUB = 1.

3.7. Probabilidade Laplaciana (Classica)

A probabilidade de realizacdao de um dado acontecimento A associado a uma experiéncia aleatoria é
igual ao quociente entre o nimero de resultados favoraveis a realizacdo deste acontecimento e o

numero total de resultados possiveis para a experiéncia, num universo (2 finito.

#A
P(A) = —
(4) =5

Tendo por base, a fundamentacdo, que a experiencia aleatoria apresenta as carateristicas

seguintes:
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e cada vez que se realiza a mesma experiéncia, obtém-se um resultado individual que nao se

consegue prever com exatidao;

e repetindo a experiéncia em causa um numero suficientemente grande de vezes sempre nas
mesmas condicdes, os resultados obtidos apresentam, quando analisados em conjunto, grande

regularidade estatistica.

Sera o dado perfeito?

Com um dado tetraédrico, numerado de 1 a 4, fez-se a seguinte experiéncia:

el ancou-se o dado 10 vezes e construiu-se a seguinte tabela:

Numero da face 1 2 3 4
n; 3 0 4 3

fi 030\ 0.00| 0,40\ 0,30

el ancou-se o dado 1000 vezes e construiu-se a seguinte tabela:

Numero da face 1 2 3 4
n; 270 260 | 240 | 230

fi 027 026| 024|023

Com 10 lancamentos pode-se afirmar que o dado é equilibrado? E com 1000 lancamentos?

Com 10 lancamentos, ndo é possivel verificar se o dado é equilibrado, ou seja, se os quatro
acontecimentos elementares sao equiprovaveis, mas com 1000 lancamentos, ja & possivel verificar
gue a estabilizacao da frequéncia relativa em torno da probabilidade teérica de cada acontecimento

elementar, (0,25), pelo que o dado tetraédrico devera ser equilibrado.
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0 seguinte grafico, onde se simula o lancamento de 1000 vezes o dado tetraédrico e se regista a

respetiva frequéncia relativa de cada uma das faces, verificando que esse valor tende para a

probabilidade de cada face (P = %):

0.6

05

04

Frequéncia Relativa
0.3

LR

0.1

T T T T T T
0 200 400 600 800 1000

Numero de Experiéncias

Grafico 5. Equiprobabilidade no lancamento de um dado Tetraédrico

Aplicacao da regra de Laplace

Exercicio 1: De uma caixa com 8 bolas todas com o mesmo volume, apenas diferindo na
cor, 5 pretas e 3 brancas, extrai-se consecutivamente duas bolas, sem reposicdo. Qual a
probabilidade de retirar duas bolas pretas? Uma bola de cada cor? Pelo menos uma bola

branca?

Resolucao:
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5 4 20

20_5
T 56 14
5.3 3 5 15 15 30 15
PUEB +P(BA = gt 5% =5 T e =56~ 28
15 3,2 36 9
P(FB)+ P(BA+ P(BB) =+ xX-=-=,
36 9

5 4 20
ou 1 —-P(/%FD-— 1 —-g)(;-— 1-— EZ —-EE _-IZ

Exercicio 2: Resolver o mesmo exercicio, mas agora com reposicao.

Resolucao:

5 5 25
P(P,P):§X§:a

P(PB)+P(BP) = x4+ 3x2=1,15_30_1
8 8 8 8 64 64 64 32

15 9 30 9 39

_3_2+____|__ 22

3
64 64 64 64

8

ul—PPP) =1-2x3=1-2=-2_2_3
8 8 64 64 64 64

P(P,B) + P(BP) + P(BB) =1+ x

3.8. Limitacdes da Regra de Laplace

S&o deveras as limitacdes da definicao classica de Laplace.

Em primeiro lugar é importante que a definicao de (2 tem de ser muito cuidadosa. Este facto nao

constitui uma limitacdo mas pode ser uma complicacao.

Se se pensar na experiéncia aleatoria que consiste em dois lancamentos consecutivos de uma

moeda (com duas faces designadas por C e E), sabemos que 2 = {C,C,, C;E,, E,C,, E,E,, },

onde C;,i = 1,2 e E;,i = 1,2 representam, respetivamente, a ocorréncia de C no langcamento i e
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a ocorréncia de E no lancamento i e ndgo {CC,EC,CE,EE}, como se poderia pensar. De facto

até d’Alembert! cometeu este erro.

Em segundo lugar, na definicdo de Laplace, a probabilidade é definida a partir de acontecimentos
que tém a mesma probabilidade. E uma definicio em ciclo. Além disso, ndo se sabe o significado

de igualmente provavel.

A maneira como se pretende que os alunos percebam o que sao acontecimentos igualmente
provaveis passa pela ideia (intuitiva) que se uma experiéncia aleatoria for realizada um numero de
vezes suficientemente grande, nas mesmas condicdes, em que nao ha alteracdo do espaco
amostral, entdo a frequéncia com que ocorrem os resultados elementares é sensivelmente a

mesma para cada um deles.

Esta questdo esteve certamente presente nos autores dos Programas e Metas de Matematica A

como ¢ indicado no caderno de apoio do 3.° ciclo na pagina 83, em [/]:

“Descrever experiéncias aleatorias que possam ser repetidas mantendo um mesmo universo de
resultados e construidas de modo a que se espere, num numero significativo de repeticdes, que
cada um dos casos possiveis ocorra aproximadamente com a mesma frequéncia e designar os

acontecimentos elementares dessas experiéncias por «equiprovaveis».”

Por ultimo, em todas as experiéncias aleatorias cujo espaco amostral é infinito, a definicdo classica

deixa de fazer sentido. Seja (2 infinito, se um acontecimento A for um conjunto finito vem

P(4) = Z—z = 0 e, se for infinito, tem-se P(4) = :—3 = g que € uma indeterminac3o.

A regra de Laplace so6 pode ser aplicada em espacos amostrais finitos.

Esta definicdo ndo é abrangente pelo que existe a necessidade de serem propostas outras

definicdes de probabilidade.

' D" Alembert (1717-1783) foi um matematico e fisico francés de quem se conta ter cometido um erro na resolucéo de
um problema que lhe foi colocado e que pode ser enunciado da seguinte forma:

“Qual é a probabilidade de obter pelo menos uma cara no lancamento de uma moeda duas vezes?” Ao qual terd
respondido 2/3.
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No entanto, nenhuma definicdo proposta é suficientemente abrangente para o calculo de
probabilidades de qualquer acontecimento (subconjunto de um qualquer espaco amostral) pelo que

revelou-se necessario, logo no inicio do séc. XX, teorizar a probabilidade.

A probabilidade passa a ser um termo primitivo (ndo se define) e é regida por um conjunto de trés

axiomas e de dois objetos primitivos, a saber, espaco amostral e acontecimento.

A axiomatizacao da probabilidade utilizada é de Kolmogorov, 1933, e consta do novo programa no

caso em que {2 é finito.
Passa-se a teorizacdo de Probabilidade.

Define-se «Espaco de Probabilidade» como o terno (2, P(£2), P), onde P(£2) é o conjunto das
partes de {2 cujos elementos séo os acontecimentos e P & uma funcao de conjunto, de dominio

P(2), e contradominio R* tal que:

1. P(A) = 0, qualquer que seja o acontecimento A € P () (Positividade)

2. P(2) = 1 (Normalizacao)

3.P(AUB) =P(A) + P(B),A,B € P(2) e A, B acontecimentos disjuntos (Lei da Adi¢&o)
3.9. Consequéncias da Definicao Axiomatica de Probabilidade

3.9.1. Teorema. Dado um conjunto finifto Q2 e uma probabilidade P no conjunto P(12),

VA € P(2),P(A) € [0,1].
Demonstracao.
Em primeiro lugar vejamos que P(@) = 0.
Como, @ =0 e P(2) =1, P()=1—-P(2) =0
ecomo, P € A= P(P) < P(A),logo P(A) =0
e aindacomo, A € 2 = P(A) < P(2),logo P(A) <1 c.g.m.

3.9.2. Teorema. Dado um conjunto finito (2, uma probabilidade P no conjunto P(f2), e os

acontecimentos A, B € P(2), se A € B, entdo é vélida a Monotonia da Probabilidade:
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P(A) < P(B).
Demonstracao.
Em primeiro lugar vejamos que se A € B, P(B\A) = P(B) — P(A)
P(B\A) =P(B—A)=P(B)—P(ANB)=0
umavezque, B=(B—A)U (AN B),com B — A, AN B disjuntos
como, AcB=>ANB=A4
logo, P(A) < P(B). c.qg.m.

3.9.3. Teorema. Dado um conjunto finito E, uma probabilidgade P no conjunto P(), e um
acontecimento A € P({2), a probabilidade do acontecimento contrario a A é:
P(A) =1-P(4).
Demostracao.
Como, 2 = AU 4, A e A disjuntos
P(AUA) =PA)+PA) &
© P(E) = P(A) + P(4)
©1=PA)+P(A)

e P(A) =1-P(4) c.q.m.

3.9.4. Teorema. Dado um conjunto finito 2, uma probabilidade P no conjunto P(2), e os
acontecimentos A, B € P((2), a probabilidade de ocorrer pelo menos um dos acontecimento
AouB,é:
P(AUB) =P(A)+P(B)—P(ANB)
Demonstracao.

E facil verque, AUB=(ANB)U(ANB)U(AnB)
(AN B),(ANB) e (AN B) sao acontecimentos disjuntos dois a dois

Por outro lado, A = (AN B) U (AN B)
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defacto, AUA)N(BUB)=ANN=A

entdo, P (A) = P(ANB)+ P(ANB) &

P(ANnB)=P(4A) —P(ANB)

como, AUB=(ANB)UB=(AUB)N(BUB)=(AUB)NN=AUB
entdo, P(AUB) = P(ANB) + P(B) &

& P(AUB)=P(A)-P(ANB)+P(B) &

& P(AUB)= P(A)+P(B)—P(ANB) C.g.m.

Exercicio. Mostrar que a definicdo de probabilidade de Laplace verifica a axiomatica de

probabilidade.
Resolucao:

e AC 0, entao A € P(2)

Dfinitoe#N =nneN=>#4<n

Seja, #HA = m,m € N,

P(A)==20

cP@)=>=1

* A, B acontecimentos disjuntos, tais que #4 = me #B =k
AUBC O,entao#(AUB) <n

m+k

P(A) + P(B) =§+§= P(AUB) ="= Ca.m.

3.10. Probabilidade Frequencista

Os fendmenos aleatdrios apresentam uma grande regularidade estatistica, isto &, se se repetir a
experiéncia em causa sempre nas mesmas condicdes e um numero suficientemente grande de
vezes, a frequéncia relativa do acontecimento estabiliza & volta de um valor constante. Esta

caracteristica conduz a interpretacao intuitiva de probabilidade como frequéncia limite.

De acordo com a interpretacdo frequencista, a probabilidade de um acontecimento A4,
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P(A) = limite da frequéncia relativa com que se observa A

Este limite nao é o conceito usual da analise matematica, mas sim o limite em probabilidade. Dizer
que

P(A) = lim f, (A)
n—+oo
equivale a dizer que para todo € > 0, P(|P(4) — f,,(A)| > 0) - 0.

Em analise, dizer que lim,_ o f, (A) = IP(A) significa que |f,,(A) — P(A)| < € para todo

n > ny(€), enquanto que na convergéncia em probabilidade |f,,(A) — IP(A)| pode exceder
qualquer valor dado, por maior que este seja (> 1) embora com probabilidades cada vez mais

proximas de zero.

. P
E usual escrever-se: fn(A) > P(A)
Esta é a versao primaria da Lei dos Grandes Numeros provada por Bernoulli (séc. XVIII).

Comparacdo entre a probabilidade tedrica de um acontecimento e a respetiva frequéncia relativa,
verificando que a medida que se aumenta o numero de repeticdes nas mesmas condicdes de uma
experiéncia aleatoria, a frequéncia relativa de um acontecimento equiprovavel A, tende para a

probabilidade desse acontecimento A - Le/ dos Grande Numeros.

A aproximacao da probabilidade tedrica de um acontecimento e a respetiva frequéncia relativa é

justificada pela Lei Fraca dos Grandes Numeros (Lei fraca - convergéncia em probabilidade).

3.10.1 Lei Fraca dos Grandes Numeros

Seja {Xp}neny UmMa sucessdo de variaveis aleatdrias i.i.d. (independentes e identicamente

distribuidas) com variancia finita.

Seja Sy = YXN_, X,,. Tem-se que

1SP]EX
NNm()
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ou é 0 mesmo que dizer Ve > 0 lim,,_, 1 P (|%Zﬁ=1 Xy — [E(X)| > E) = 0.
Demonstracao (Consequéncia da Desigualdade de Chebychev).
1 1 N 1
~Sy —EQ) = 2 X1 Xn — S ECO = - 201 (Xn — E(X))
Seja agora € > 0 qualquer. Pela desigualdade de Chebychev tem-se que,

P([ySw —EM)| > €) = PUSIL X, — EQO| > ©)

1
NZ2g2

< =5 E[Xh=1 (X, — E(X))]? (1)

Observe-se agora que como pela hipotese de independéncia se tem cov(X,,, X;,,) = 0
E[EN=1(Xn = ECO]® = E[Z} e nemn — ECO) (X — E(X))] =

= Za=1[EXn — EQO]? + 2 X3 me1 n<m EXn — EQO) X — E(X)) =

= NVar(X) + 2 XN m=1n<m €OV(Xn, Xpm) = NVar(X)

logo, substituindo em (1)

1
NZEZ

1

E[YXN_,(X, — E(X)]? < NVar(X)__,0 C.qg.m.

NZ2e? N-+00

3.11. Probabilidade Condicionada

Em algumas situacdes pretendemos calcular a probabilidade de um acontecimento A quando existe

ja alguma informacao acerca do espaco amostral (2.

Por exemplo se se pretender calcular a probabilidade do acontecimento A : “sair face com 2 pintas"

guando se lanca um dado equilibrado com o conhecimento que ocorreu B : “saiu face com niimero

1 1
par”, a probabilidade de A (que & priori é P ), &, sabendo que B ocorre, 3

0 que acontece é que a informacdo acerca da ocorréncia de B fez com que o espaco amostral

associado a experiéncia aleatoria se modificasse. De facto, sem qualquer informacao prévia
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1
N =1{1,2,3,4,5,6,} e P(“saida de face com duas pintas")= P contudo a informacao dada faz com

, 1
que o espaco amostral seja agora 2 = {2,4,6} pelo que P(A|B) = 3

0 acontecimento I&-se “ocorrer A sabendo (ou dado que) que ocorreu B".

Sendo a probabilidade uma forma de quantificar a incerteza, naturalmente que temos de atender
gue nova informacado pode alterar, e por vezes de forma muito significativa, a avaliacdo da
probabilidade. E natural que se estabeleca um processo de reavaliar a probabilidade por forma a

incorporar nova informacao.
E o conceito de probabilidade condicional.

Definicdo. A probabilidade condicional de A dado B é

P(ANB)

P(AlB) = 2452,

seP(B) > 0.

Invertendo a expressado acima obtém-se a regra do produto
P(AnB) =P(A|B)P(B)
Também se tem

P(BNA) _ P(ANB)

PBIA) ==07 = 7w

seP(A) > 0.

P(ANB) = P(BIA)P(A)

Nota: As probabilidades absolutas e as probabilidades condicionais sdo equivalentes.

P(4) _ P(AIB)
De facto, PB) — PGBl

Invertendo agora esta expressao temos

P(B|A)P(A)

P(Alp) = HERZ

Exercicio 1. Mostre que probabilidade condicional satisfaz os axiomas da teoria da

probabilidade.

Resolucao.

No espaco de probabilidade (22, P(2), P), VA,B € 12
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1. P(A|B) =0,P(B) >0

Demonstracao.

Por definicao, P(A|B) = %,P(B) £ 0,

Mas, PLANB) = 0eP(B) >0
Logo, P(A|B) = 0. C.q.m.

2. P2IB) =1
Demonstracao.

P(QnB) _ P(B) _

Por definicao, P(2|B) = rE PG

c.qg.m.

3. P[(Al UAz)lB] = P(AllB) + P(Ale), SendO Al N AZ = @
Demonstracao.

Comeca-se por notar que se A; N A, = @, entio (A, NB)N (A, NB) =0

assim. P[(A1 U Az)lB] _ P[(A1VUA2)NB] _ P[(A1NB)U(4,NB)] _

P(B) P(B)
__ P[(A1nB)+(A;nB)] _ P(A1nB) | P(A;NB) _
a P(B) - P(B) + P(B) - P(AllB) + P(Ale) 067/77

Defini¢do. O acontecimento A é independente de B se P(A|B) = P(A). Neste caso

P(ANnB) = P(A)P(B).

Como quer a interseccdo quer o produto sdo operacdes comutativas, entre conjuntos e entre

numeros reais, respetivamente, dizer que A é independente de B é equivalente a afirmar que B é

independente de A.

Quando consideramos experiéncias aleatdrias sequenciais no tempo, originando espacos amostra

sequenciais com o numero razoavel de resultados possiveis, os acontecimentos podem ser

indexados pela ordem da experiéncia em que ocorrem, e dispostos num grafo.

Nota: A soma das probabilidades nos ramos é 1, uma vez que a probabilidade condicional a um

acontecimento fixo € uma medida de probabilidade.
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A probabilidade de uma cadeia é simplesmente o produto das probabilidades condicionais escritas

nos ramos que unem o0s acontecimentos.

PRI
E!.’___,--:'-:i_-r- Alefi1)
-

PLAT
1%,
’ e PRI
P L)

— PiAzeb)

Figura 2. Ramificacao da Probabilidade Condicionada

3.12. O Teorema da Probabilidade Total

A simples definicdo de probabilidade condicional e a expressdo da probabilidade que dela decorre,
associada a nocao de particdo do espaco amostra, arrastam um dos resultados mais importantes

de toda a Teoria das Probabilidades: o teorema da probabilidade total.

Definicdo. A familia {A,, }nen € uma particdo do conjunto 2 sse:
(1) UnenA4n =02

Note que uma particdo {4, },en de £2 induz uma particdo {A4,, N B },,eny em 2 qualquer B c 0.

Teorema. Teorema da Probabilidade Total
Seja B um acontecimento e {A,}nen Uma particao do universo Q em acontecimentos. Ento,
P(B) = LnenP(BlAn)P(Ap).
Demonstracao.

Sendo B um subconjuntode Q, B = B N (2.
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P(B) =P(BN Q) =P(BN (Upen4y)) =

= P(UneN(B n An)) = ZneNP(B N Ay) c.qg.m.

Corolario. Quaisquer que sejam os acontecimentos A e B,
P(B) = P(B|A)P(A) + P(B|A)P(A).

Note que basta apenas considerar a particdo {4, A} de (2.

Exercicio: * Demonstre o seguinte resultado: (Teorema de Bayes)

Seja {D,,}nen Uma particao do universo £2 em acontecimentos e S um acontecimento de

£, Entéo
_ P(SID)P(Dy)
P(D;|$) = Ynen P(SID)P(D,)
Demonstracéo.
pous)  PRLOS) __ PGIDIP(D)

P(S)  XnenP(SIDP(Dy)

onde a P(S) do numerador é substituida pela sua expressao dada pelo Teorema da

Probabilidade Total. c.qg.m.
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CAPITULO IV — ANALISE COMPARATIVA DO TEMA DA ORGANIZAGAO E TRATAMENTO DE DADOS
DO ENSINO BASICO, REFENTES AO PROGRAMA ANTERIOR E AO NOVO PROGRAMA E METAS
CURRICULARES DA DISCIPLINA DE MATAMATICA

4.1. Introducéo
A filosofia dos novos programas é um pouco diferente da adotada nos programas anteriores.

E certo que alguns contetidos foram introduzidos, outros foram retirados, mas n&o nos parece ser

essa a diferenca essencial.

Os novos Programas revelam uma grande preocupacao com o rigor, introduzindo-se uma linguagem
mais formal, exigindo-se que os alunos a utilizem constantemente, conhecam resultados, treinem

procedimentos e utilizem a tecnologia de forma criteriosa.

Com esta filosofia os autores dos atuais programas pretendem que:

_ se introduzam os contetidos de forma progressiva, estruturada e coerente;

_ se indiguem claramente os objetivos a atingir pelos alunos em cada ano curricular;
_ nhao se coloque em 0oposicao a memorizacao € a Compreensao;

_ se treinem procedimentos rotineiros e se conhecam factos e resultados elementares, por forma a

que possam ser facilmente mobilizados quando necessario;
_ se promova a compreensao conceptual dos objetos matematicos;
_ se utilize a tecnologia de forma cuidadosa e criteriosa.

No Programa anterior ¢ dado grande énfase a metodologia a utilizar no ensino da matematica. Nos
novos Programas nao sdo feitas indicacoes metodologicas. Também nado se da tanta importancia a
aplicacao imediata de Matematica ao real. Sugere-se que, sempre que possivel, tal seja feito mas

adaptado aos objetos de ensino.
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Os autores dos novos Programas dizem existir dois grandes eixos nas Metas Curriculares:
— Estabelecer objectivos, conceitos ensinaveis e avaliaves para cada ano de escolaridade;

- Dar liberdade ao professor na selecao de estratégias de ensino a adotar na lecionacao de

cada um dos dominios de conteudos.

Relativamente ao tempo dedicado a Estatistica e Probabilidades, ndo se nota grande diferenca em

ambos os Programas.

E feita uma breve referéncia no que diz respeito aos conteudos curriculares da Organizacdo e
Tratamento de Dados, no 1.° e 2.° ciclo, para o entendimento no 3.° ciclo do Ensino Basico, e

posteriormente no Ensino Secundario.

4.2. Reflexdao da Abordagem Temética relativa a cada um dos Programas, no 1.° ciclo do Ensino

Basico

No 1,° ciclo do Ensino Basico, a Organizacdo e Tratamento de Dados surge desde o 1.° ao 4.° ano

em ambos os Programas.

No Programa anterior, o objetivo primordial € desenvolver nos alunos a capacidade de ler e
interpretar dados organizados na forma de tabelas e graficos, assim como de os recolher, organizar
e representar com o fim de resolver problemas em contextos variados relacionados com o seu

quotidiano.

No novo Programa e Metas curriculares é dado énfase a diversos processos que permitem focar e
interpretar informacao recolhida em contextos variados. Comeca-se por abordar alguns contetidos
basicos da Teoria de Conjuntos que ndo estavam contemplados no Programa anterior.
Relativamente a representacao e tratamento de dados, no novo Programa, para além do que ja era
lecionado no Programa anterior, sao introduzidos esquemas de contagem (tally charts), diagramas

de caule e folhas, minimo, maximo, amplitude, frequéncia relativa e ainda a nocao de percentagem.
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CAPITULO IV

4.3. Reflexdo da Abordagem Tematica relativa a cada um dos Programas, no 2.° ciclo do Ensino

Basico

A seguinte tabela contempla a distribuicdo em % do niimero de aulas no 5.° e 6.° ano, em cada um

dos Temas Matematicos/Dominios de Conteudos.

Numero de aulas /Ano de escolaridade
(%)
Temas Matematicos/Dominios 5° ano 6° ano
de Conteudos
Numeros e Calculo 42 30 30 o4
Geometria 26 19 a4 36
Algebra e Funcdes 91 9 14 32
Organizacao e Tratamento de 11 12 13 3
Dados
Programa | Programa | Programa | Programa
2007 2013 2007 2013

Tabela 1. Temas Matematicos/ Dominios de Contetidos no 2.° ciclo do Ensino Basico, no anterior

Programa e no novo Programa e Metas Curriculares

No 2.° ciclo do Ensino Basico, no anterior Programa, o Tema Matematico da Organizacdo e

Tratamento de Dados € lecionado nos dois anos que compdem este ciclo.

Incide na representacao e interpretacao de dados: formulacdo de questdes, natureza dos dados,

tabelas de frequéncias absolutas e relativas, graficos de barras, graficos circulares, graficos de linha

e diagramas de caule-e-folhas, média aritmética, extremos e amplitude.

No novo Programa e Metas Curriculares, o dominio de conteidos da Organizacédo e Tratamento de

Dados é também lecionado nos dois anos que compde este ciclo.

Retomam-se varias representacoes de conjuntos de dados e nocOes estatisticas elementares como

a média, a moda e a amplitude. Introduzem-se os gréaficos cartesianos e designacdes especificas,
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tais como: referenciais cartesianos, ortogonais e monomeétricos, abcissas, ordenadas e
coordenadas, graficos cartesianos. Na representacao e tratamento de dados abordam-se tabelas de
frequéncias absolutas e relativas, graficos de barras e de linhas, média aritmética, problemas
envolvendo a média e a moda, problemas envolvendo dados em tabelas, diagramas e graficos,
graficos circulares, analise de conjuntos de dados a partir da média, moda e amplitude, problemas
envolvendo dados representados de diferentes formas. Introduzem-se ainda os conceitos de

populacao e unidade estatistica, variaveis quantitativas e qualitativas.

Assim, na Representacdo e Tratamento de Dados, os contelidos a lecionar sdo muito semelhantes
nos dois programas, bem como as respectivas percentagens do nimero de aulas, havendo no
entanto no novo Programa, a introducao dos conceitos de “populacéo e unidade estatistica”, e
variaveis quantitativas e qualitativas”, No que se refere as Probabilidades, tal como ja acontecia no
1.° ciclo, no anterior Programa, os alunos trabalham informalmente a no¢ao de acaso e adquirem o
vocabulario basico relativo as situacdes aleatorias. Este tema nédo faz parte do novo Programa neste

ciclo de estudos.

4.4, Reflexdo da Abordagem Tematica relativa a cada um dos Programas, no 3.° ciclo do Ensino
Basico

No 3.° ciclo do Ensino Basico, no anterior Programa, a Organizacdo e Tratamento de Dados é
lecionado nos trés anos, que compdem este ciclo. Observando-se desde logo, que o0 peso deste
tema curricular, € menor em qualquer um dos anos letivos, comparativamente com os restantes
temas (ver graficos). Alarga-se o reportorio das medidas estatisticas, incluindo o estudo da mediana,
quartis e amplitude interquartis e das formas de representacdo de dados com os diagramas de
extremos e quartis, possibilitando-se assim as competéncias para a realizacdo de estudos
estatisticos que incluem a comparacéo de dois ou mais conjuntos de dados, identificando as suas
semelhancas e diferencas na localizacdo central e dispersao. Desenvolve-se as nocdes de
populacdo e amostra, ponderando elementos que afetam a sua representatividade e realizando e
discutindo predicdes baseadas em estudos com amostras. No que se refere a nocao de
probabilidade, abordam-se os conceitos de probabilidade de Laplace e Frequencista, embora esta

Ultima muito superficialmente.
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Distribuicao do nimero de aulas - 7.° Ano
60 -
49
50 -
40 -
28
52 30 -
20 - 14
9
10 -
0
Numeros e Geometria Algebra e Organizacao e
Calculo Funcdes Tratamento de
Dados

Grafico 6. Distribuicdo do nimero de aulas no 7.° ano de escolaridade no anterior Programa

Distribuicao do numero de aulas - 8.° Ano
60 - 51
50 -
3240 - 35
30 -
20 -
> 5
10 -
0 N —
Numeros e Geometria Algebra e Organizacao e
Calculo Funcoes Tratamento de
Dados

Grafico 7. Distribuicdo do nimero de aulas no 8.° ano de escolaridade no anterior Programa
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Distribuicao do numero de aulas - 9.° Ano

45 - 42

15 - 14 12

Numeros e Geometria Algebrae  Organizacio e
Calculo Funcoes Tratamento de
Dados

Grafico 8. Distribuicdo do nimero de aulas no 9.° ano de escolaridade no anterior Programa

A seguinte tabela contempla a distribuicdo do nimero de aulas no 7.°, 8.° € 9.° ano, em cada um
dos Dominios de Contetdos do 3.° ciclo do novo Programa.

Numero de tempos (45 minutos) /Ano de escolaridade

Dominios de conteudos 7° ano 8° ano 9° ano
NL’Jmeros(eN g)pera(;()es 18 20 15
Geomet(r(i;\;z) Medida 66 40 65
Funcdes, Seq u(éFnscsie)as e Sucessoes o5 15 11
A(Iii(b;;a 08 62 29
Orgamzag:zoeS T((r)aTtaDr)nento de 10 10 22
147 147 142

Total do numero de aulas / Ano

Tabela 2. Dominios de Conteudos no 3.° ciclo do Ensino no novo Programa e Metas Curriculares
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No 3.° ciclo do Ensino Basico o dominio de contetidos de Organizacdo e Tratamento de Dados é
lecionado nos trés anos que compde este ciclo, embora se consiga desde ja observar que o peso
deste dominio de contetdos, no 7.° ano e 8.° ano de escolaridade, é bastante inferior em relacao
aos outros dominios de contetudos, havendo no entanto um aumento no 9.° ano de escolaridade,
onde, se inicia o tema das Probabilidades. Sdo introduzidas algumas medidas de localizacao e
dispersdo de um conjunto de dados e é feita uma iniciacdo as probabilidades e aos fendmenos

aleatorios.

4.4.1. 7.° Ano de Escolaridade

Distribuicdo do numero de tempos - 7.° Ano
50 - 45
40
30 -
3R
20 - 17 19
12
10 /
0
NO GM FSS ALG 0TD

Grafico 9. Distribuicao do nimero de aulas no 7.° ano de escolaridade no novo Programa e Metas
Curriculares

No 7.° ano de escolaridade, os objetivos do dominio de contetidos da Organizacao e Tratamento de
Dados centram-se no representar, tratar e analisar conjuntos de dados, enfatizando o processo de
calculo, as suas propriedades e limitacdes, com a medida de localizacao — mediana. Estao
contemplados dez tempos para a sua lecionacao, percorrendo os seguintes conteudos: sequéncia
ordenada dos dados; mediana de um conjunto de dados; definicdo e propriedades; problemas

envolvendo tabelas, graficos e medidas de localizacao.
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O Programa e Metas Curriculares do 3.° ciclo de 2013 enfatizam que as medidas de localizacéo,
média e moda de um conjunto de dados, foram abordadas nos anos letivos anteriores, devendo-se
rever 0s seus conceitos e aplicacao, introduzindo agora a mediana. Para o calculo da mediana,
aparece descriminado a sequéncia ordenada dos dados, embora no anterior Programa, tal esteja
implicito e nao descriminado, uma vez que na brochura de apoio ao professor, surge a definicao da
mediana, equivalente ao Programa de 2013 e em seguida, o modo de obtencdo da mediana,

atendendo a paridade, onde se refere e se destaca a ordenacéo dos dados.

4.4.2. 8.° Ano de Escolaridade

Distribuicao do numero de tempos - 8.° Ano

45 - 42
40 -
35 -
30 - 27
25 -
20 -

15 A 14 10

10 - 7

NO GM FSS ALG OoTD

Grafico 10. Distribuicao do nimero de aulas no 8.° ano de escolaridade novo Programa e Metas
Curriculares

No 8.° ano de escolaridade, estdo contemplados dez tempos para introduzir os diagramas de
extremos e quartis: nocao de quartil; diagramas de extremos e quartis; amplitude interquartil;

problemas envolvendo graficos diversos e diagramas de extremos e quartis.

No Ensino Basico e Secundario, quer no Programa anterior, quer no novo Programa, o termo

quartis é associado de uma maneira geral a divisao em quatro partes de um conjunto de dados sem
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gue se apresente uma definicdo mais precisa, recorrendo-se muitas vezes a exemplos relativamente

aos quais sao indicados os procedimentos para os obter.

Analisando a literatura especializada, verifica-se a existéncia de uma grande diversidade de
processos que nao conduzem aos mesmos resultados, para o primeiro e para o terceiro quartil. O
segundo quartil, invariavelmente, é definido como sendo igual a mediana. Se recorrermos a meios
tecnolégicos para determinar o valor dos quartis do mesmo conjunto de dados, usando uma
maquina de calcular, uma folha de calculo ou um programa estatistico, pode acontecer obter-se
algumas respostas diferentes. Em suma, nao existe uma definicdo universalmente aceite nem para

0 primeiro nem para o terceiro quartil.
O processo de determinacéo de cada quartil inclui dois passos:

1) determinar a posicdo do quartil no conjunto de dados. A posicdo do segundo quartil ou

mediana, independentemente do método usado é definido sempre da mesma maneira,

n+1
Ja a forma de determinar a posicéao do primeiro e terceiros quartis, no conjunto de dados pode

ser obtida consoante varios métodos:

Método inclusivo — quando o conjunto de dados tem um numero impar de elementos, o
elemento correspondente ao Q, é incluido em ambos os subconjuntos de dados para o

calculo de Q4 e Q5.

Método exclusivo — quando o conjunto de dados tem um numero impar de elementos, 0
elemento correspondente ao @, nao € incluido em nenhum dos subconjuntos de dados

para o célculo de Q e Q5.

Método semi-inclusivo — quando o conjunto de dados tem um nimero impar de elementos,
o0 elemento correspondente ao @, é incluido apenas num dos subconjuntos de dados para

o célculo de Q4 e Q5.
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A tabela seguinte apresenta as formulas para o calculo das posicdes do primeiro e do
terceiro quartis correspondentes a trés métodos mais usuais e diferentes, sempre que o
numero de elementos da amostra é impar, método inclusivo, exclusivo e semi-inclusivo,

(este método sera focado, considerando a inclusdo da mediana no primeiro subconjunto de

elementos).
n par n impar
Q1 Qs Q1 Qs
k= nt3 k= sn+1 Método inclusivo
4 4
n+1 3n+3 . .
n+2 3n+2 | k= , k= 2 Método exclusivo
= k =
4 4 n+3 3n+3 ) N ,
k = 2 k = 2 Método semi-inclusivo

Tabela 3. Férmulas para o calculo das posicoes de Q4 e Q5

2) calcular o valor do quartil. Quando o quartil coincide com um elemento do conjunto de
dados diz-se que a sua posicdo € um valor inteiro k, e neste caso o valor do quartil ¢

. . . ~ - . . Xi+X;
imediato, @, = x;.. Sempre que isso nao acontece, entdo, i <k <i+1,0Q, = ‘T”l

k inteiro Qp = xi
k nao inteiro X; + Xi4q
i<k<i+1| 2

Tabela 4. Formulas para calculo do valor de Q,, dada a sua posi¢ao k

A nocédo intuitiva de que os quartis dividem uma amostra com n observacdes em 4 partes iguais,
faz com que ao efetuar a divisao inteira de n por 4, o resto da 0, ou 1, ou 2 ou 3. Isto é, dado n o
numero de observacdes da amostra, existe um k inteiro ndo negativo tal que contemple entdo os

quatrocasossn =4k; n=4k+ 1, n=4k+ 2; n =4k + 3.
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Na tabela seguinte, apresenta-se o valor de Q4, calculado pelo método apresentado em cada um

dos trés processos.

n =4k n=4k+1 n=4k + 2 n=4k + 3
X + Xx; xX: + X:
Método inclusivo | Q; = lTHl Q, = x; Q1=x | Q= lTlH
Método exclusivo | Qq = le Q, =— > Q= Q = x
1 1
- . Q1:—l 21+ Q1 = xi Q1 = xi le%
semi-inclusivo

Tabela 5. Férmulas para o calculo da posicao de Q; segundo os trés métodos

Na tabela seguinte, apresenta-se o valor de @3, calculado pelo método apresentado em cada um

dos trés processos.

n =14k n=4k+1 n=4k+2 n=4k+3
X; + X; xX;: + x;
Método inclusivo , = le Qs = xx Qs = xx ;= lT”l
x; + x; x; + x;
Método exclusivo | Q3 = le Qs = lT“’l Qs = x; Qs = x;
MétOdO X + X X; + X;
1 1
Q3=% Q3=% Q3 = xi Q3 = xx

semi-inclusivo

Tabela 6: Formulas para o calculo da posicao de Q3 segundo os trés métodos

Generalizando para um conjunto com n dados, cada um dos trés processos em analise, convém

distinguir os casos correspondentes aos diferentes restos resultantes da divisdo de n por 4. Repare-

se ainda que quando n é impar existe um dado cujo valor é igual a mediana e ao segundo quartil ao

passo que, quando n é par, a mediana e o segundo quartil podem nao coincidir com o valor de

nenhum dos dados ja que ¢ calculada como média dos valores de dois dados. Nos casos em que n

é par, tanto o método exclusivo como o0 método semi-inclusivo, fazem intervir no célculo de Q; os

. n,. .
valores das ordens até a ordem 2 (inclusive).
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No Programa anterior, optou-se pelo método inclusivo, ([26],pagina 146), da brochura e materiais

de apoio de Estatistica do 3.° ciclo do Ensino Basico.

“A metodologia que, a este nivel, recomendamos para obfer os quartis é a seguinte:
* Ordenar os dados e calcular a mediana Me;
- 0 1.°quartil, 01, é a mediana dos dados que ficam para a esquerda de Me,
« 03 °quartil, 03, é a mediana dos dados que ficam para a direita de Me.

Ao calcular os quartis pelo processo anterior, podem-se levantar algumas duvidas no caso em que a
dimensdo da amostra é impar. Efetivamente, neste caso a mediana coincide com um dos
elementos da amostra e poderiamos optar por considera- lo incluido nas duas metades em que fica
dividida a amostra, ou ndo o considerar em nenhuma das metades. A nossa opcdo é considera-lo

pertencente as duas metades.”

No novo Programa e Metas Curriculares, faz-se referéncia aos trés métodos, inclusivo, exclusivo e
semi-inclusivo, mostrando as falhas de cada um deles em determinadas situacoes ([7], pagina 87 a
89) podendo no entanto garantir-se que, nessas situacoes, as percentagens minimas dos dados em
guestdo se aproximam dos limiares considerados (respetivamente 25% e 75%), desde que se
considerem amostras com dimensdes suficientemente elevadas. Os autores do Programa optaram
pelo método exclusivo, uma vez que € o mais amplamente utilizado, sendo em particular o que esta

programado na grande maioria das calculadoras.
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4.4.3. 9.° Ano de Escolaridade

Distribuicao do numero de tempos - 9.° Ano

50 - 46

40

30 A

e 20

20 - 15
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10 - 8

0
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Grafico 11. Distribuicdo do numero de aulas no 9.° ano de escolaridade novo Programa e Metas
Curriculares

No 9.° ano de escolaridade, estdo contemplados vinte e dois tempos, para introduzir as variaveis
estatisticas discretas e continuas; classes determinadas por intervalos numéricos; agrupamento de
dados em classes da mesma amplitude; histogramas; propriedades; problemas envolvendo a
representacdo de dados em tabelas de frequéncia e histogramas. Estende-se a nocédo de variavel
estatistica quantitativa e a sua classificacao ao caso em que cada classe fica determinada por um
intervalo de numeros, procedendo a definicdo de classes de valores, 0os quais se designam por

intervalos de classe ou simplesmente classes, construcdo e representacao grafica do histograma.

Relativamente as probabilidades, sdo introduzidas as experiéncias deterministas e aleatorias;
universo dos resultados ou espaco amostral; casos possiveis e acontecimentos: casos favoraveis,
acontecimento elementar, composto, certo, impossivel; acontecimentos disjuntos ou incompativeis
e complementares; experiéncias aleatérias com acontecimentos elementares equiprovaveis;
definicao de Laplace de probabilidade; propriedades e exemplos; problemas envolvendo a nocao de
probabilidade e a comparacdo de probabilidades de diferentes acontecimentos compostos,
utilizando tabelas de dupla entrada e diagramas em arvore; comparacao de probabilidades com
frequéncias relativas em experiéncias aleatorias em que se presume equiprobabilidade dos casos

possiveis.
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Ensino Basico - 3.° Ciclo de Escolaridade
Organizacao e Tratamento de Dados (OTD)

Programa 2007 (Percurso A e B)

Programa 2013

Tratamento de dados

- Organizacdo, analise e interpretacdo de dados
— histograma;

- Medidas de localizacao e dispersao;

- Histogramas (a lecionar no 9.° ano);

- Medidas de localizac&o (lecionado no 7.°
ano) e Diagramas de extremos e quartis (a

o
;E lecionar no 8.° ano);
N~
- Discussao de resultados. - Idéntico & resolucéo de problemas
envolvendo tabelas, graficos e medidas de
localizacao e graficos diversos e diagramas de
extremos e quartis.
Planeamento estatistico
- Especificacao do problema; - Nao descriminado;
§E - Recolha de dados; - Nao descriminado;
o5 | - Populacéo e amostra. - A lecionar no 2.° ciclo.
Probabilidade Probabilidade (a lecionar no 9.° ano)
- Nocao de fendmeno aleatdrio e de experiéncia | - Equivalente a experiéncias deterministas e
aleatoria; aleatdrias; universo dos resultados ou espaco
amostral; casos possiveis;
o | ~Nocao e calculo da probabilidade de um - Equivalente & defini¢éo de Laplace de
£ | acontecimento. probabilidade; propriedades e exemplos e
> problemas envolvendo a nocao de

probabilidade e a comparacao de
probabilidades de diferentes acontecimentos
compostos, utilizando tabelas de dupla
entrada e diagramas em arvore.

Tabela 7. Comparacdo da Abordagem Tematica do anterior Programa relativamente ao novo
Programa e Metas Curriculares no 3.° Ciclo do Ensino Basico

Tabela 8. Comparacao da Abordagem Tematica do novo Programa e Metas Curriculares
relativamente ao anterior Programa no 3.° Ciclo do Ensino Basico (a seguir)
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Ensino Basico - 3.° Ciclo de Escolaridade
Organizacao e Tratamento de Dados (OTD)

Programa 2013

Programa 2007 (Percurso A e B)

Medidas de localizacao
- Sequéncia ordenada dos dados;

Lecionado no 7.° Ano
- Implicito, embora nao discriminado;

complementares;

- Experiéncias aleatorias com acontecimentos
elementares equiprovaveis;

- Definicao de Laplace de probabilidade;
propriedades e exemplos;

- Problemas envolvendo a nocao de
probabilidade e a comparacéo de probabilidades
de diferentes acontecimentos compostos,
utilizando tabelas de dupla entrada e diagramas
€em arvore;

- Comparacéao de probabilidades com
frequéncias relativas em experiéncias aleatorias
em que se presume equiprobabilidade dos
€asos possiveis.

2 | - Mediana de um conjunto de dados; definicao e | - Englobado nas medidas de localizacao;
o<_ propriedades;
™ | - Problemas envolvendo tabelas, graficos e - |déntico a discussao de resultados.
medidas de localizacao.
Diagramas de extremos e quartis Lecionado no 7.° Ano
- Noc&o de quartil; - Englobado nas medidas de dispersao;
§ - Diagramas de extremos e quartis; - ldem;
5 | Amplitude interquartil; . | - Idem.; | )
- Problemas envolvendo graficos diversos e - Idéntico a discussao de resultados.
diagramas de extremos e quartis.
Histogramas Lecionado no 7.° Ano
- Variaveis estatisticas discretas e continuas; - Equivalente a organizacao, analise e
classes determinadas por intervalos numeéricos; | interpretacao de dados — histograma;
agrupamento de dados em classes da mesma
amplitude;
- Histogramas; propriedades; - Implicito, embora nao discriminado;
- Problemas envolvendo a representacao de - Idéntico a discussao de resultados.
dados em tabelas de frequéncia e histogramas.
Probabilidade Lecionado no 9.° Ano
- Experiéncias deterministas e aleatorias; - Equivalente a nocdo de fenémeno aleatdrio
universo dos resultados ou espaco amostral; e de experiéncia aleatoria;
casos possiveis;
- Acontecimentos: casos favoraveis, - Implicito, embora nao discriminado;
acontecimento elementar, composto, certo,
E impossivel;
= |- Acontecimentos disjuntos ou incompativeis e - Implicito, embora nao discriminado;

- Implicito, embora nao discriminado;
- Equivalente a nocao e calculo da

probabilidade de um acontecimento;
- [dem;

- Implicito, embora nao discriminado.
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Para além do ja referido quanto a distribuicdo do peso atribuido, no anterior Programa, ao tema da
Organizacao e Tratamento de Dados, € no novo Programa e Metas Curriculares, ao Dominio de
Conteudos da Organizacao e Tratamento de Dados, destaca-se que os conteudos abordados sao
praticamente 0os mesmos, embora por vezes lecionados em anos letivos e mesmos ciclos de ensino
diferentes. Em ambos os programas tem-se em atencdo que o aluno deve adquirir ao longo da
escolaridade do Ensino Basico, conhecimentos, conceitos e representacbes de modo a
compreender e ser capaz de produzir informacao estatistica e de a utilizar para resolver problemas
e tomar decisbes informadas. Ambos os programas apontam, também, para o desenvolvimento da
compreensao da nocao de probabilidade, tanto no seu aspeto teorico, como aplicado.

O numero de aulas a lecionar no tema da Organizacao e Tratamento de Dados (OTD) é sempre
inferior comparativamente com os outros Temas Matematicos, no anterior Programa, ao longo dos
trés anos, no novo Programa e Metas Curriculares e no 7. ° e 8.° anos, mantem-se essa tendéncia,
excetuando-se no 9.° ano, onde o numero de aulas a lecionar & superior aos Dominios de
Contetudos dos temas Numeros e Operacdes (NO) e Funcoes, Sequéncias e Sucessdes (FSS). A
percentagem de aulas a lecionar em cada um dos trés anos de escolaridade que compde o 3.° ciclo

do Ensino Basico, em ambos 0s programas € apresentada na seguinte tabela:

Organizacao e Tratamento de Dados (OTD) - % do Numero de Aulas
Ano de Escolaridade Programa 2007 Programa 2013
7.° Ano 9% 7%
8.° Ano 5% 7%
9.° Ano 12% 15%

Tabela 9. Comparacao da percentagem do numero de aulas do tema da Organizacao e Tratamento
de Dados em ambos os Programas do 3.° ciclo do Ensino Basico
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No grafico seguinte apresenta-se essa comparacdo, verificando-se um aumento ligeiro na
percentagem do numero de aulas a lecionar no Tema da Organizacdo e Tratamento de Dados, no
novo Programa e Metas Curriculares, tendéncia que se vem mantendo também, na lecionacao da

Estatistica, em outros paises.

Organizacao e Tratamento de Dados
3° Ciclo Ensino Basico

16 - 15
14 + 12
12 +
10 - 3
3* 8 A 7 7
6 4 5
4 .
3 _
O ,
72 Ano 82 Ano 92 Ano

B Programa Anterior
Programa Novo / Metas Curriculares

Grafico 12. Comparacao do nimero de aulas da Abordagem Tematica relativa a cada um dos
Programas no 3.° ciclo do Ensino Basico

Analisando a Tabela 11 e a Tabela 12, constata-se que os conteudos lecionados sdo 0s mesmos
nos dois Programas, com excecao do subtema do Planeamento Estatistico, que passou a ser
abordado no 2.° ciclo do Ensino Basico. Em particular, no 7.° ano de escolaridade, no Programa de
2007, menciona-se a lecionacao, no subtema do Tratamento de Dados, de organizacao, analise e
interpretacdo de dados — histograma e as medidas de localizacdo e dispersao, e por fim a
discussao de resultados. No Programa de 2013, sao introduzidas, no subtema das Medidas de
Localizacdo, a mediana de um conjunto de dados ordenados, sua definicdo e propriedades e por
fim a resolucao de problemas envolvendo tabelas, graficos e medidas de localizacdo. No 8.° ano de
escolaridade, no Programa de 2007, indica como se desenvolve uma investigacao estatistica e
discute os conceitos fundamentais de dados e variaveis. No Programa de 2013, no subtema dos
Diagramas de extremos e quartis, € introduzida uma nocdo rudimentar de quartil, principalmente

com recurso a exemplos, e representacao de diagramas de extremos e quartis, bem com a
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amplitude interquartil, finalizando com a resolucdo de problemas envolvendo graficos diversos e
diagramas de extremos e quartis. No 9.° ano de escolaridade, no Programa de 2007, ¢ feita uma
abordagem dos conceitos fundamentais relativos a Probabilidade, iniciado pela nocao de Fenomeno
Aleatorio e de Experiéncia Aleatdria e a nocao e calculo da Probabilidade de um Acontecimento,
essencialmente, com recurso da definicdo Classica de Probabilidade com uma breve alusdo a
definicdo Frequencista de Probabilidade. No Programa de 2013, sao introduzidos os Histogramas e
suas propriedades e a resolucao de problemas envolvendo a representacdo de dados em tabelas de
frequéncia e histogramas. Na Probabilidade, os conceitos estdo descriminados e pressupde uma
abordagem mais formal com a demonstracao de propriedades. Sao introduzidas as nocdes basicas
de Probabilidades, bem como a definicdo de Laplace de Probabilidade. Introduzem-se propriedades
e exemplos e, por fim, resolucdo de problemas envolvendo a nocdo de Probabilidade e a
comparacao de probabilidades de diferentes acontecimentos compostos, utilizando tabelas de dupla
entrada e diagramas em arvore. Tal como no Programa de 2007, faz-se uma breve alusdo a

Probabilidade Frequencista.
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CAPITULO V — ANALISE COMPARATIVA DOS TEMAS DA ESTATISTICA E PROBABILIDADES DO
ENSINO SECUNDARIO, REFENTES AO PROGRAMA ANTERIOR E AO NOVO PROGRAMA E METAS
CURRICULARES DA DISCIPLINA DE MATEMATICA A

5.1. Introducao

Os Temas Matematicos contemplados a abordar sdo, no 10.° ano de escolaridade, Geometria,
Funcdes e Estatistica, por esta ordem, iniciando por uma breve revisdo dos conteuidos abordados no
Ensino Basico, com enfase nos contetidos abordados no 9.° ano de escolaridade, o Mddulo Inicial.
No 11.° ano de escolaridade, e por esta ordem, sdo lecionados os Temas Matematicos da
Geometria, Sucessodes e Calculo Diferencial. No 12.° ano de escolaridade, sdo abordados os Temas
Matematicos Probabilidades e Combinatéria, Calculo Diferencial, Trigonometria e Numeros
Complexos. Na tabela da pagina seguinte estdo descriminados o numero de aulas por ano de
escolaridade, dos Temas Matematicos no Ensino Secundario, no anterior Programa de Matematica

A, de 2001a (10.° Ano), de 2002b (11.° Ano) e de 2002¢ (12.° Ano)

107



ESTATISTICA E PROBABILIDADES: 7°/9° Ano Matematica e 10°/12° Ano Matematica A

5.2. Temas Matematicos no Ensino Secundario no anterior Programa

Numero de aulas/Ano de escolaridade

Temas Matematicos 10° Ano 11° Ano 12° ano
Maodulo Inicial 9
Estatistica 15
Funcoes 57
Geometria 27 30
Sucessodes o1
Calculo Diferencial 30 30
Probabilidades e Combinatoria 30
Trigonometria e Numeros Complexos o4
78 84 84

Total do numero de aulas / Ano

Tabela 10. Temas Matematicos no anterior Programa de Matematica do Ensino Secundario
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Distribuicao do numero de aulas - 10.° Ano
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Médulo inicial Estatistica Funcoes Geometria

Grafico 13. Distribuicao do nimero de aulas no 10.° ano de escolaridade no anterior Programa
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Distribuicdo do numero de aulas - 11.° Ano
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Grafico 14. Distribuicao do nimero de aulas no 11.° ano de escolaridade no anterior Programa

40
35
30
25
20
15
10

%
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Calculo Diferencial Probabilidades e Trigonometria e
Conbinatoria Numeros Complexos

Grafico 15. Distribuicao do nimero de aulas no 12.° ano de escolaridade no anterior Programa

No Ensino Secundario, no anterior Programa, a componente Estatistica é lecionada no 10.° ano de

escolaridade e contemplada com 15 aulas, assumindo um carater puramente descritivo, onde a

énfase esta na organizacdo e interpretacdo de dados qualitativos e quantitativos. Inicia-se pela

lecionacao de generalidades sobre o objeto da estatistica, uma breve nota historica e sua utilidade

nos fendmenos em situacées de vida real. Sao lecionados os conceitos de recenseamento e

sondagem, populacdo e amostra e a diferenca entre os conceitos de estatistica descritiva e

estatistica indutiva. E feita uma breve alusdo ao conceito de amostragem.
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Procede-se depois a analise, representacao e reducdo de dados em tabelas de frequéncias e nos
varios tipos de graficos, atendendo a classificacédo das variaveis em estudo. Amplia-se o reportério
das medidas estatisticas de localizacao e dispersao, introduzindo a variancia e o desvio padrao e
procede-se a discussdao das limitacdes destas estatisticas. Finalmente é feita referéncia a
distribuicdes bidimensionais, numa abordagem gréafica e intuitiva através do diagrama de dispersao
e a ideia intuitiva de correlacdo com exemplos graficos de correlacdo positiva, negativa ou nula e o
coeficiente de correlacdo e sua variacdo. E ainda lecionada a ideia intuitiva de reta de regressao e

sua interpretacao e limitacdes.

As componentes Combinatéria e Probabilidades sdo lecionadas no 12.° ano de escolaridade e
contempladas com 36 aulas. O calculo combinatorio e as suas técnicas de contagem aparecem
como auxiliar na aplicacéo do calculo de probabilidades, sendo exemplificados e calculados arranjos
completos, arranjos simples, permutacdes e combinacdes, triangulo de Pascal e o bindmio de
Newton. Na Probabilidade, volta-se a enfatizar os contetidos abordados no 9.° ano de escolaridade
do Ensino Basico, a nocao de experiéncia aleatoria, conjunto de resultados, acontecimentos e
operacdes sobre acontecimentos. Sao dadas as aproximacdes concetuais para a Probabilidade,
aproximacao frequencista, classica e definicdo axiomatica de probabilidade (caso finito) e suas
propriedades. E feita referéncia a probabilidade condicionada, definicdo e consequéncias. Faz-se o
estudo da distribuicdo de frequéncias relativas e distribuicdo de probabilidades. Na estatistica

indutiva sdo lecionados o0 modelo Binomial e 0 modelo Normal.
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5.3. Dominios de Contetidos no Ensino Secundario no novo Programa e Metas Curriculares

Numero de aulas/Ano de escolaridade

Dominios de Conteudos 10° Ano 11° Ano 12° ano

Logica e Teoria dos Conjuntos

(LTC) 18

Algebra

(ALG) 30

Geometria Analitica

(GA) 54 32

Funcdes Reais de Variavel Real

(FRVR) 58 56 34

Estatistica

(EST) 18 8

Trigonometria e Funcdes Trigonométricas

(TRI) 38 26

Sucessoes

(SUC) 4

Calculo Combinatdrio

(C) 18

Probabilidades

(PRB) 20

Funcdes Exponenciais e Logaritmicas

(FEL) 40

Primitivas e Calculo Integral

(PCI) 20

Numeros Complexos

(NC) 26

178 178 174

Total do numero de aulas / Ano

Tabela 11. Dominio de Contelidos no novo Programa e Metas Curriculares de Matematica do
Ensino Secundario
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Distribuicao do numero de aulas - 10.° Ano
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Grafico 16. Distribuicdo do numero de aulas no 10.° ano de escolaridade no novo Programa e
Metas Curriculares
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Grafico 17. Distribuicao do numero de aulas no 11.° ano de escolaridade no novo Programa e
Metas Curriculares
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Distribuicdo do numero de aulas -12.° Ano
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Grafico 18. Distribuicdo do numero de aulas no 12.° ano de escolaridade no novo Programa e
Metas Curriculares

O numero de aulas a lecionar no dominio de contetidos da Estatistica (EST) no 10.° ano e 11.° ano
de escolaridade ¢ menor ou igual ao numero de aulas referentes aos restantes dominios de
contetidos. No 10.° ano, estdo contempladas 18 aulas e no 11.° ano, 8 aulas, respetivamente. O
dominio de contetdos PRB - Probabilidades, pressupde 20 aulas, correspondendo a 11%, sendo a
sua percentagem igual ao dominio de conteudos das Primitivas e Calculo Integral (PCl), e superior

em 1%, ao dominio de contetdos do Calculo Combinatério (CC).

De acordo com os principios gerais de interpretacdo das Metas Curriculares, o estudo de alguns
dominios de conteudos podem ser integrados no tratamento de conteudos pertencentes a outros
dominios, assim como em revisdes de conteudos de anos anteriores. Em particular, o dominio de
conteudo do Calculo Combinatério é fundamental como ferramenta para o estudo das

probabilidades, aparecendo como um dominio de contetdos auténomo dos demais.

5.3.1. 10.° Ano de Escolaridade

O dominio de contetdos da Estatistica — EST10 surge no 10.° ano de escolaridade contemplado
com 18 aulas, comecando-se por introduzir o sinal de somatorio e algumas das suas regras
operatdrias, que serdo Uteis em diversas ocasides ao longo do Ensino Secundario. Em particular

poderao ser utilizadas neste mesmo dominio, nomeadamente aquando da manipulacao de médias
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e desvio-padrdo de amostras, ou de percentis. Para além das definicdes de varidvel estatistica,
amostra, média, variancia, desvio-padrao e percentil, analisam-se as propriedades basicas destes
conceitos e as respetivas interpretacdes em exemplos concretos. Em concreto os conteldos
especificos sdo: somatorios; traducao no formalismo dos somatérios das propriedades associativa e
comutativa generalizada da adicéo e distributiva generalizada da multiplicacao em relacao a adicao;
variavel estatistica quantitativa como funcdo numérica definida numa populacdo e amostra de uma
variavel estatistica; média de uma amostra e suas propriedades; variancia e desvio-padrdo de uma

amostra e suas propriedades e percentil de ordem k e suas propriedades.
5.3.2. 11.° Ano de Escolaridade

No 11.° ano de escolaridade, o dominio de contetidos da Estatistica — EST11 aparece contemplado
com 8 aulas. Estudam-se as retas de minimos quadrados associadas a uma sequéncia de pontos
do plano. As coordenadas destes pontos podem em particular representar os valores de uma
amostra bivariada, o que permite a aplicacdo deste conceito ao estudo da correlacdo de duas
variaveis estatisticas definidas numa mesma populacdo. Em concreto, os contelidos especificos sao:
reta de minimos quadrados de uma sequéncia de pontos do plano; amostras bivariadas; variavel
resposta e variavel explicativa; nuvem de pontos de uma amostra de dados bivariados quantitativos;
reta dos minimos quadrados de uma amostra de dados bivariados quantitativos e o coeficiente de

correlacao.
5.3.3. 12.° Ano de Escolaridade

No inicio do 12° ano de escolaridade, é introduzido o dominio de conteidos do Calculo
Combinatorio - CC12 com 18 aulas, como pré-requisito da Probabilidade, uma vez que é a area da
Matematica dedicada a realizacdo eficiente de contagens essenciais para o calculo de
probabilidades. Comeca-se por estabelecer algumas propriedades das operacdes sobre conjuntos €,
em seguida, estudam-se progressivamente arranjos, com ou sem repeticdo, permutaces e
combinacdes, 0 que permite, em situacées muito distintas, efetuar contagens de forma expedita. E
igualmente introduzido o binémio de Newton e o triangulo de Pascal, deduzindo-se algumas
propriedades dos coeficientes binomiais. Concretamente: propriedades comutativa, associativa, de
existéncia de elemento neutro e elemento absorvente e da idempoténcia da uniao e da intersecao e

propriedades distributivas da unido em relacao a intersecao e da intersecao em relacdo a uniao;
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distributividade do produto cartesiano relativamente a unido. Introducao ao calculo combinatorio;
conjuntos equipotentes e cardinais; cardinal da unido de conjuntos disjuntos; cardinal do produto
cartesiano de conjuntos finitos; arranjos com repeticao; numero de subconjuntos de um conjunto de
cardinal finito; permutacoes; fatorial de um numero inteiro ndo negativo; arranjos sem repeticao;
nimero de subconjuntos de elementos de um conjunto de cardinal; combinacdes; formula do

bindmio de Newton e triangulo de Pascal: definicdo e construcao.

Ainda, no 12.° ano de escolaridade ¢ introduzido o dominio de conteudos das Probabilidades -
PRB12, com 20 aulas letivas. Apds uma primeira abordagem mais restritiva elaborada no 9.° ano
de escolaridade, pretende-se agora, no dominio das Probabilidades, estudar de um modo mais geral
a nocao de probabilidade, comecando por se introduzir a nocao de funcao de probabilidade definida
no conjunto das partes de um conjunto finito, da qual a lei de Laplace - estudada no Ensino Basico
- é um caso particular, relacionado com situaces de equiprobabilidade. E igualmente abordada a
nocao de probabilidade condicionada e de independéncia de acontecimentos, apresentando-se em
particular o teorema da probabilidade total. Em concreto, os conteudos especificos sao:
probabilidade no conjunto das partes de um espaco amostral finito; espaco de probabilidades;
acontecimento impossivel, certo, elementar e composto; acontecimentos incompativeis,
acontecimentos contrarios, acontecimentos equiprovaveis e regra de Laplace; propriedades das
probabilidades: probabilidade do acontecimento contrario, probabilidade da diferenca e da uniao de
acontecimentos; monotonia da probabilidade; probabilidade condicionada; acontecimentos

independentes e o teorema da probabilidade total.
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5.4. Reflexdo da Abordagem Tematica relativa a cada um dos Programas, no Ensino Secundério

Ensino Secundario

Programa 2001

Programa 2014

10° Ano

Estatistica — Generalidades

- Objeto da Estatistica e breve nota historica
sobre a evolucao desta Ciéncia; utilidade na
vida moderna.

- Clarificacdo de quais os fendomenos que
podem ser objeto de estudo estatistico;

- Exemplificacdo de tais fendomenos com
situacoes da vida real, salientando o papel
relevante da Estatistica na sua descricao.

Recenseamento e sondagem

- As nocdes de populacao e amostra.

- Compreensao do conceito de amostragem e
reconhecimento do seu papel nas conclusdes
estatisticas;

- Distincao entre os estudos e conclusdes sobre
a amostra e a correspondente analise sobre a
populacado. Nogdes intuitivas sobre as escolhas
de amostras, sobre a necessidade de serem
aleatorias, representativas e livres de vicios de
concecao.

Estatistica Descritiva e Estatistica Indutiva
Organizacdo e interpretacdo de carateres
estatisticos (qualitativos e quantitativos)

- Analise grafica de atributos qualitativos
(graficos circulares, diagramas de barras,
pictogramas);

- Determinacao da moda;

- Analise de atributos quantitativos: variavel
discreta e variavel continua. Dados agrupados
em classes.

- Variavel discreta; funcao cumulativa.

- Variavel continua: tabelas de frequéncias
(absolutas, relativas e relativas acumuladas);

- Graficos (histograma, poligono de
frequéncias); funcao cumulativa.

Estatistica (EST) ( a lecionar no 10° ano)
- Nao descriminado;

- Nao descriminado;

- Nao descriminado.

- Variavel estatistica quantitativa como funcao
numeérica definida numa populacéo e amostra
de uma variavel estatistica;

-ldem.

- A lecionar no 2° ciclo.

- A lecionar no 2° ciclo.

- A lecionar no 9° ano, em variaveis
estatisticas discretas e continuas; classes
determinadas por intervalos numeéricos;
agrupamento de dados em classes da
mesma amplitude;

- Problemas envolvendo a representacao de
dados em tabelas de frequéncia e
histogramas.

- Histogramas; propriedades;
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Ensino Secundario (continuacéo)

Programa 2001

Programa 2014

- Medidas de localizacdao de uma amostra:
moda ou classe modal; média; mediana;
quartis.

- Medidas de dispersao de uma amostra:
amplitude; variancia; desvio padrao; amplitude
interquartis.

- Discussao das limitacdes destas estatisticas.
- Diagramas de “extremos e quartis”.

- Lecionado no 7° ano em mediana de um
conjunto de dados; definicdo e propriedades;

- Amplitude interquartil (a lecionar no 8° ano);
variancia e desvio-padrdo de uma amostra (a
lecionar no 10° ano);

- Nao descriminado;

- A lecionar no 8° ano em diagramas de

permutacdes e combinacoes.

- Triangulo de Pascal.

- Binomio de Newton.

- Aplicacao ao calculo de probabilidades.

<‘% extremos e quartis.
o) Referéncia a distribuicdes bidimensionais (A lecionar no 11° ano)
- (abordagem gréfica e intuitiva)
- Diagrama de dispersao; dependéncia - Nuvem de pontos de uma amostra de dados
estatistica; ideia intuitiva de correlacao; bivariados quantitativos;
exemplos graficos de correlacdo, positiva,
negativa ou nula.
- Coeficiente de correlacdo e sua variacdo em - Coeficiente de correlacao;
-1, 1].
- Definicdo de centro de gravidade de um - Nao descriminado;
conjunto finito de pontos; sua interpretacao
fisica.
- ldeia intuitiva de reta de regressao; sua - Reta dos minimos quadrados de uma
interpretacao e limitacdes. amostra de dados bivariados quantitativos.
Andlise Combinatéria (As técnicas de contagem | Célculo Combinatério (CC) (a lecionar no 12°
gue aqui aparecem como auxiliar do calculo de | ano)
probabilidades constituem uma aprendizagem
significativa por si s6, especialmente se
desenvolverem mais as capacidades do
raciocinio combinatorio e as conexdes
o matematicas e menos a aplicacao das
£ | formulas.)
<°'_|\1 - Arranjos completos, arranjos simples, - Arranjos com repeticao; Permutacoes;

fatorial de um numero inteiro ndo negativo;
Arranjos sem repeticao;

- Triangulo de Pascal: definicdo e construcao;
- Férmula do binomio de Newton;

- Resolucéo de problemas envolvendo o
triangulo de Pascal e o bindmio de Newton.
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12° Ano

Ensino Secundario (conclusao)

Programa 2001

Programa 2014

Introducéo ao calculo de Probabilidades:

- Experiéncia aleatoria; conjunto de resultados;
acontecimentos.

- Operacdes sobre acontecimentos.

- AproximacoOes conceptuais para
Probabilidade:

e aproximacao frequencista de probabilidade;
e definicao classica de probabilidade ou de
Laplace.

e definicao axiomatica de probabilidade
(caso finito); propriedades da probabilidade.

- Probabilidade condicionada e independéncia;
probabilidade da interseccao de
acontecimentos. Acontecimentos
independentes.

Distribuicdo de frequéncias relativas e
distribuicao de probabilidades.

- Variavel aleatéria; funcéo massa de
probabilidade:

e distribuicao de probabilidades

de uma variavel aleatoria discreta; distribuicao
de frequéncias versus distribuicao de
probabilidades;

e média versus valor médio;

® desvio padrdao amostral versus desvio
padrdo populacional.

- Modelo Binomial.

- Modelo Normal; histograma versus funcao
densidade.

Espacos de Probabilidade (PRB)

- Acontecimento impossivel, certo, elementar e
composto; acontecimentos incompativeis,
acontecimentos contrarios, acontecimentos
equiprovaveis;

- Nao descriminado, mas a lecionar;
- Regra de Laplace;

- Propriedades das probabilidades:
probabilidade do acontecimento contrario,
probabilidade da diferenca e da unido de
acontecimentos; monotonia da probabilidade;

- Probabilidade condicionada;
- Acontecimentos independentes;
- Teorema da probabilidade total;

Tema nao contemplado nos novos programas.

- A ndo lecionar;

- A ndo lecionar;
- A ndo lecionar.

Tabela 12. Comparacao da Abordagem Tematica em estudo do anterior Programa relativamente ao
novo Programa e Metas Curriculares no Ensino Secundario
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10° Ano

Ensino Secundario (continuacéo)

Programa 2014

Programa 2001

Estatistica (EST)
Carateristicas amostrais

- Sinal de somatério; traducao no formalismo
dos somatorios das propriedades associativa e
comutativa generalizadas da adicéo e
distributiva generalizada da multiplicacao em
relacao a adicao;

- Variavel estatistica quantitativa como funcao
numeérica definida numa populacédo e amostra
de uma variavel estatistica;

- Média de uma amostra; propriedades da
média de uma amostra;

- Variancia e desvio-padrdo de uma amostra;
propriedades da variancia e do desvio-padrao
de uma amostra;

- Percentil de ordem; propriedades do percentil
de ordem;

- Resolucao de problemas envolvendo a média
e 0 desvio-padrao de uma amostra;

- Resolucao de problemas envolvendo os
percentis de uma amostra.

Lecionado no 10°Ano

Estatistica — Generalidades — Lecionado no
10°Ano

- Sinal de somatério, tendo como objetivo
apenas a compreensao do formulario
estatistico;

- As nocdes de populacao e amostra;

- Distincao entre os estudos e conclusdes
sobre a amostra e a correspondente analise
sobre a populacao;

- Inserido nas Medidas de localizacao de uma
amostra: moda; média; mediana; quartis;

- Inserido nas Medidas de dispersao de uma
amostra: amplitude; variancia; desvio padrao;
amplitude interquartis;

- Lecionados apenas os percentis, 25%, 50% e
75% (quartis);

- Discusséao das limitacOes destas estatisticas;

- |dem.
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11° Ano

Ensino Secundario (continuacao)

Programa 2014

Programa 2001

Estatistica (EST)

Reta de minimos quadrados, amostras
bivariadas e coeficiente de correlacéo

- Reta de minimos quadrados de uma
sequéncia de pontos do plano;

- Amostras bivariadas; variavel resposta e
variavel explicativa;

- Nuvem de pontos de uma amostra de dados
bivariados quantitativos;

- Reta dos minimos quadrados de uma
amostra de dados bivariados quantitativos;

- Coeficiente de correlacao;

- Resolucao de problemas envolvendo a
determinacao de retas de minimos quadrados;
- Resolucéo de problemas envolvendo
amostras de dados bivariados quantitativos e o
calculo e interpretacao dos coeficientes da
reta de minimos quadrados e do coeficiente
de correlacao.

Referéncia a distribuicdes bidimensionais
(abordagem gréfica e intuitiva)

- Dada apenas a ideia intuitiva de reta de
regressao; sua interpretacao e limitacoes;
- Nao descriminado, mas subentendido;

- Diagrama de dispersao; dependéncia
estatistica; ideia intuitiva de correlacao;

- Dada apenas a ideia intuitiva de reta de
regressao; sua interpretacao e limitacoes;

- Coeficiente de correlacdo e sua variagdo em
-1, 1],

- Nao descriminado, mas subentendido;

- Exemplo de gréaficos de correlacao positiva,
negativa ou nula.
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12° Ano

Ensino Secundario (continuacao)

Programa 2014

Programa 2001

Calculo Combinatério (CC)

Propriedades das operacdes sobre conjuntos
- Propriedades comutativa, associativa, de
existéncia de elemento neutro e elemento
absorvente e da idempoténcia da unido e da
intersecao e propriedades distributivas da
unido em relacao a intersecao e da intersecao
em relacdo a uniao;

- Distributividade do produto cartesiano
relativamente a uniao.

Introducao ao calculo combinatério

- Conjuntos equipotentes e cardinais; cardinal
da uniao de conjuntos disjuntos;

- Cardinal do produto cartesiano de conjuntos
finitos;

- Arranjos com repeticao;

- Numero de subconjuntos de um conjunto de
cardinal finito;

- Permutacées; fatorial de um numero inteiro
nao negativo;

- Arranjos sem repeticao;

- Numero de subconjuntos de elementos de
um conjunto de cardinal ; combinacoes;

- Resolucao de problemas envolvendo
cardinais de conjuntos, contagens, arranjos e
combinacoes.

Triangulo de Pascal e Binémio de Newton

- Férmula do bindmio de Newton;

- Tridngulo de Pascal: definicdo e construcao;
- Resolucéo de problemas envolvendo o
triangulo de Pascal e o binémio de Newton.

Anadlise Combinatéria — Lecionado no 12°Ano
(As técnicas de contagem aparecem como
auxiliar do calculo de probabilidades e
constituem uma aprendizagem significativa
por si so, pretendendo-se que desenvolvam
mais as capacidades do raciocinio
combinatdrio e as conexOes matematicas e
menos a aplicacao das férmulas.)

- Nao lecionado;

- Nao lecionado;

- Nao lecionado;

- Arranjos completos, arranjos simples,
permutacdes e combinacoes;

- |dem;

- |dem;
- |dem;

- Nao descriminado, mas subentendido.

- Bindmio de Newton;
- Triangulo de Pascal;
- Nao descriminado, mas subentendido.
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12° Ano

Ensino Secundario (conclusao)

Programa 2014

Programa 2001

Espacos de Probabilidade (PRB)

- Probabilidade no conjunto das partes de um
espaco amostral finito; espaco de
probabilidades;

- Acontecimento impossivel, certo, elementar e
composto; acontecimentos incompativeis,
acontecimentos contrarios, acontecimentos
equiprovaveis e regra de Laplace;

- Propriedades das probabilidades:
probabilidade do acontecimento contrario,
probabilidade da diferenca e da unido de
acontecimentos; monotonia da probabilidade;
- Resolucéo de problemas envolvendo a
determinacao de probabilidades em situacoes
de equiprobabilidade de acontecimentos
elementares;

- Resolucéo de problemas envolvendo espacos
de probabilidade e o estudo de propriedades
da funcao de probabilidade.

Probabilidade condicionada
- Probabilidade condicionada;
- Acontecimentos independentes;

- Teorema da probabilidade total;

- Resolucéo de problemas envolvendo
probabilidade condicionada, acontecimentos
independentes e o Teorema da probabilidade
total.

Introducao ao célculo de Probabilidades,
axiomatica das probabilidades — Lecionado no
12°Ano

- Experiéncia aleatoria; conjunto de resultados;
acontecimentos;

- Operacdes sobre acontecimentos.

- Aproximacoes conceptuais para
Probabilidade:

« definicao classica de probabilidade ou de
Laplace;

« definicao axiomatica de probabilidade
(caso finito); propriedades da probabilidade.

- Nao descriminado, mas subentendido;

- Nao descriminado, mas subentendido.

- Probabilidade condicionada e independéncia;
probabilidade da interseccao de
acontecimentos. Acontecimentos
independentes;

- Nao descriminado, mas lecionado;

- Nao descriminado, mas subentendido.

Tabela 13. Comparacdo da Abordagem Tematica em estudo do novo Programa e Metas
Curriculares com o anterior Programa no Ensino Secundario
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A percentagem de aulas a lecionar em cada um dos trés anos de escolaridade que

Ensino Secundario, em ambos os programas ¢ apresentada na seguinte tabela:

compode o

Estatistica, Combinatoria e Probabilidade - % do Numero de Aulas

Ano de Escolaridade Programa 2001 Programa 2014
10.° Ano 19% 10%
11.° Ano 0% 4%
12.° Ano 36% 21%

Tabela 14. Comparacdo da percentagem do numero de aulas dos Temas/Dominios de
Conteudos da Estatistica, Combinatoria e Probabilidade em ambos os Programas do Ensino

Secundario

O grafico seguinte traduz essa mesma informacao:

Estatistica / Combinatoria / Probabilidade
40 - 36
35 -
30 -
25 - 19 21

32 20 -+

15 | 10
10 -
5 0
O .

10.° Ano 11.° Ano 12.° Ano

B Programa Anterior
Programa Novo

Grafico 19. Comparacao do nimero de aulas da Abordagem Tematica em estudo relativa a cada
um dos Programas no Ensino Secundario
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Salienta-se a diferenca nos totais do numero de aulas atribuidos aos Temas/Dominios de
Contelidos da Estatistica, Combinatdria e Probabilidade, no anterior Programa (55%) e no novo

Programa e Metas Curriculares (35%), explicavel fundamentalmente por duas razoes:
— a introducao de novos dominios de contetidos nao contemplados no Programa anterior,
— a exclusao de alguns conteudos relativos a Estatistica no novo Programa.

Em particular, o Programa de 2001, ao contrario do Programa de 2014, ndo contempla, como
dominios de contetudos independente, os temas da Logica e Teoria de Conjuntos e do Calculo
Combinatdrio. Assim as questdes de logica e de teoria de conjuntos séo referidas entre os temas
transversais, com um determinado desenvolvimento, ndo abordando estas questdes como contetido
em si, mas com o intuito de as utilizar quotidianamente em apoio do trabalho de reflexdo cientifica,
e sd na medida em que elas possam esclarecer verdadeiramente os conceitos. Nao sao localizadas
temporalmente na lecionacao em nenhum determinado ano de escolaridade, sendo abordadas a
medida que sdo necessarias e a medida que aumenta a compreensdo sobre os assuntos em si,
considerando sempre o sentido de oportunidade, as vantagens e as limitacdes. O calculo
combinatdrio surge como uma ferramenta no calculo de probabilidades, tal como no Programa de

2014.

No Tema Matematico da Estatistica, no Programa de 2001 e ainda em vigor, é introduzida uma
breve nota historica sobre a evolucdo da Estatistica, o que estuda e a sua utilidade na vida
moderna. Os somatorios ndo sdo referidos como tema a lecionar, embora se faca recurso do seu
uso na escrita de algumas medidas de localizacao e dispersao. Contrariamente, no Programa de
2014, nao se aborda a tematica tedrica sobre a evolucédo da Estatistica e estudam-se os somatorios
e suas propriedades e posterior aplicacao na escrita e demonstracao de propriedades das medidas

de localizacao e dispersao.

E introduzido o conceito de variavel estatistica quantitativa como funcdo numérica definida numa
populacdo e amostra de uma variavel estatistica, enquanto no programa de 2001, se fala nas

nocoes de populacdo e amostra e a compreensao do conceito de amostragem.

Os conteudos relativos a analise grafica de atributos qualitativos (graficos circulares, diagramas de

barras, pictogramas), bem como a determinacao da moda, lecionados no 10° ano, no Programa
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anterior, passam no novo Programa e Metas Curriculares para o 2.° ciclo do Ensino Basico, tal
como a analise de atributos quantitativos, variavel continua e os dados agrupados em classes, que
passam para 0 9.° ano de escolaridade. Também a definicao e propriedades da mediana de um
conjunto de dados passam a ser lecionados no 7° ano e os quartis, amplitude interquartil e

diagrama de extremos e quartis, sdo agora lecionados no 8° ano de escolaridade.

No Programa de 2014, é dado o conceito de percentil de ordem e suas propriedades, com
visualizacdo grafica e recurso do histograma, para o seu calculo, no Programa anterior apenas sao

lecionados os percentis, 25%, 50% e 75% (quartis).

No Programa de 2014, em EST11, ¢ introduzido pela primeira vez, o conceito de reta de minimos
guadrados, numa sequéncia de pontos do plano (nuvem de pontos) e em amostras bivariadas e os
conceitos de variavel resposta e variavel explicativa. No Programa de 2001, e ainda no 10.° ano de
escolaridade, apenas se falava na ideia intuitiva de reta de regressao, (a partir do diagrama de

dispersao), sua interpretacao e limitacdes e variavel dependente e variavel independente.

No dominio de conteudos do Calculo Combinatorio, agora independente dos demais, mas sempre
em articulacao com o dominio de conteudos das Probabilidades, sao introduzidas as propriedades
das operacOes sobre conjuntos, a nocao de produto cartesiano e a distributividade do produto
cartesiano relativamente a uniao, bem como a nocao de conjuntos equipotentes, o cardinal de um
conjunto e o cardinal da unidao de conjuntos disjuntos. Todos estes conceitos nao fazem parte
formalmente do anterior Programa, sendo que, neste as técnicas de contagem aparecem apenas
como auxiliar do calculo de probabilidades, pretendendo-se que desenvolvam mais as capacidades

do raciocinio combinatério e as conexdes matematicas e menos a aplicacdo das férmulas.

No Programa de 2014, o dominio de conteudos da Probabilidade (PRB12) é iniciado com a
definicdo de probabilidade no conjunto das partes de um espaco amostral finito e espaco de
probabilidades. As propriedades das probabilidades estdo descriminadas e devem ser formalmente
introduzidas e demonstradas, esta formalizacdo nao & bem patente no Programa de 2001, em

vigor, embora se faca mencao das propriedades inerentes a definicdo axiomatica de probabilidade.

No anterior Programa o Tema Matematico Probabilidades e Combinatoria (Estatistica Indutiva), faz
ainda parte a distribuicao de frequéncias relativas e distribuicdo de probabilidades, a média versus o

valor médio, desvio padrao amostral versus desvio padrdo populacional e histograma versus funcao
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densidade. Sao ainda lecionados os Modelos Binomial e Modelo Normal. Todos estes conceitos
integrantes da Estatistica Inferencial foram excluidos do novo Programa e Metas Curriculares do

Ensino Secundario, pelo que serao apenas abordados no Ensino Universitario.
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6.1. Conclusdes

Com a introducao do ensino obrigatorio de doze anos no ano letivo de 2011/2012, é essencial
repensar o papel da Estatistica e Probabilidade na formacao do jovem, seja qual for o seu percurso
escolar, dando-lhe a importancia devida e conferindo-lhe o lugar de destague merecido, como seria
de esperar na sociedade de informacao atual, por ser um tema util para a vida quotidiana de

qualquer cidadao, na sua participacao social esclarecida e critica.

Na minha opnido, podem surgir problemas devido & calendarizacdo do novo Programa de
Matematica e Metas Curriculares do Ensino Secundario, uma vez que este sera aplicado a alunos
que estdo a aprender através do Programa anterior, ja que, no ano letivo 2015/2016, entram em
vigor e em simultaneo para 0 9.° ano e 10.° ano de escolaridade os novos Programas, pese-embora
0s alunos do 10.° ano terem tido sempre um percurso escolar de nove anos acompanhados pelo
Programa anterior, uma vez que o novo Programa sé no ano letivo de 2013/2014 foi introduzido no

7.° ano de escolaridade.

Dada a extensdo do novo Programa e Metas Curriculares, sobretudo no Ensino Secundario, o
professor tera de ter “sensibilidade” suficiente para, de acordo com os alunos e a turma, adequar
as estratégias necessarias para o melhor entendimento possivel do mesmo, nunca descurando o
cumprimento integral do Programa, mas também a preocupacéo que todos os alunos facam esse
acompanhamento com a menor dificuldade possivel. Essa “sensibilidade” exige uma certa
formacado e acompanhamento por parte dos professores e a qual € crucial para o sucesso da
implementacao do novo Pograma e Metas Curriculares, visando o sucesso educativo dos alunos.

Se o professor ja tem um papel importante na captacédo do interesse e motivacdo dos alunos para a
aprendizagem da Matematica, tera agora um papel primordial para o sucesso de todos os alunos,
em particular aqueles que se distanciam da disciplina, podendo a Estatistica e a Probabilidade, pelo
seu carater mais pratico, serem um estimulo particular para a aprendizagem global da disciplina de

Matematica.
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A grande diferenca entre o Programa de 2007 e o Programa e Metas Curriculares de 2013 de
Matematica no Ensino Basico e o Programa de 2001 e o Programa e Metas Curriculares de 2014
de Matematica A, no Ensino Secundario, no que diz respeito a Estatistica e Probabilidade, nao ¢
tanto nos conteudos a leccionar, mas sim na sua abordagem, uma vez que 0s novos Programas
apelam muitas vezes a um maior formalismo e abstracdo, podendo levar a um maior rigor e
qualidade e motivar os alunos para a disciplina de Matematica. No entanto deve-se dar a atencéo
gue a pratica e a intuicdo matematica merecem. Sebastido e Silva, o grande matematico portugués,
cujo centenario do seu nascimento, se comemora este ano, afirmou que “o extremo rigor l6gico, em
vez de formativo pode tornar-se perigosamente deformador”. Ja Poincaré, num texto de 1905,
afirmava que “sem [a intuicdo] os espiritos ainda jovens ndo teriam meios de ceder ao
entendimento da Matematica, nao aprenderiam a gostar dela e, sobretudo, nunca viriam a ser

capazes de aplicar a Matematica”.

Os novos Programas e Metas Curriculares de Matematica salientam que os alunos devem saber
definir adequadamente os conceitos, construir argumentacdes coerentes, saber justificar passos e
elaborar demonstracdes matematicas o mais rigorosamente possivel. E dada especial atenco aos
conteudos introduzidos pela primeira vez assim como os que se abordam de forma diferente
(quando comparados com o programa anterior). E feito um esforco de encadeamento de contetidos
a abordar assim como de contextualizacao.

Muitas das atividades propostas nos cadernos de apoio sdo incluidas com o objetivo de
proporcionar nao sé uma clarificacdo dos contetidos, como também, uma reflexao sobre os

mesmos.

Relativamente a linguagem utilizada no Programa e Metas Curriculares, assim como nos cadernos
de apoio, esta ¢ adequada a professores podendo ndo ser adequada aos alunos. O rigor
matematico que se pretende ndo impede uma linguagem menos formal entre professores e alunos.
A linguagem € mais exigente. A técnica é mais valorizada. Podemos ler a este respeito nos novos
Programas «O dominio de procedimentos padronizados devera ser objeto de particular atencdo no
ensino desta disciplina. As rotinas e automatismos sao essenciais a atividade matematica, uma vez
gue permitem libertar a memoria de trabalho, de modo que esta se possa dedicar, com maior

exclusividade, a tarefas que exigem funcdes cognitivas superiores.»
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O uso da tecnologia deve ser muito cauteloso, em particular das maquinas de calcular,
considerando-se que apenas deverao ser utilizadas em determinadas tarefas da aula e apenas em
provas de avaliacdo onde sejam estritamente necessarias, devendo o aluno questionar sempre 0s
resultados obtidos e relacionar os valores encontrados, com o conhecimento teérico adquirido, de

modo a chegar a solucdes fidedignas.

6.2. Trabalho Futuro
Para terminar e ja em vista a continuacdo do trabalho desenvolvido, um futuro projeto, sera o
estudo do impacto da aplicacdo dos novos Programas na aprendizagem da Estatistica e da

Probabilidade, nos alunos do Ensino Basico e Ensino Secundario.
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Despacho Normativo da Avaliacdo — Ensino Basico

0 Despacho normativo n.° 24-A/2012, publicado no Diario da Republica, 2.% série, N.° 236 de 6 de
dezembro de 2012, regulamenta a avaliacao e certificacdo dos conhecimentos adquiridos e das
capacidades desenvolvidas pelos alunos do ensino basico, nos estabelecimentos de ensino publico,
particular e cooperativo, bem como as medidas de promocdo do sucesso escolar que podem ser

adotadas no acompanhamento e desenvolvimento dos alunos.

Decreto-Lei n.° 139/2012, de 5 de julho

(inclui as matrizes curriculares do Ensino Basico e Secundario)

Foi revista a Estrutura Curricular do ensino da Matematica, no Decreto-lei n.° 139/2012 de 5 de
julho, bem como no Despacho n.° 5306/2012 de 18 de Abril, tendo em vista melhoria da
qualidade do ensino e da aprendizagem, através de uma cultura de rigor e de exceléncia desde o
Ensino Basico até ao Ensino Secundario. De modo coerente com as diretrizes expressas nesses
diplomas, a organizacédo curricular da disciplina de Matematica nestes niveis de escolaridade €
guiada pelo principio de que deve ficar claramente estabelecido quais os conhecimentos e as
capacidades fundamentais que os alunos devem adquirir e desenvolver. Com base em investigacado
recente sobre o ensino da Matematica, adota-se uma estrutura curricular sequencial, que se
justifica atendendo a que a aquisicao de certos conhecimentos e o desenvolvimento de certas
capacidades depende de outros a adquirir e a desenvolver previamente. Promove-se desta forma
uma aprendizagem progressiva, na qual se caminha etapa a etapa, respeitando a estrutura propria
de uma disciplina cumulativa como a Matematica. Note-se também que a abstracao desempenha
um papel fundamental na atividade Matematica, permitindo agregar e unificar objetos, conceitos e
linhas de raciocinio, e adaptar métodos e resultados conhecidos a novos contextos. E no entanto
reconhecido que a aprendizagem da Matematica, nos anos iniciais, deve partir do concreto, pelo
que é fundamental que a passagem do concreto ao abstrato, um dos propdsitos do ensino da
Matematica, se faca de forma gradual, respeitando os tempos proprios dos alunos e promovendo

assim o gosto por esta ciéncia e pelo rigor que lhe é carateristico.

138


http://dge.mec.pt/metascurriculares/data/metascurriculares/legislacao/despacho_24_a_2012_6_dez.pdf
http://dge.mec.pt/metascurriculares/data/metascurriculares/legislacao/decreto_lei_139_2012.pdf

ANEXO II

(Metas Curriculares)

139



ESTATISTICA E PROBABILIDADES: 7°/9° Ano Matematica e 10°/12° Ano Matematica A

Despacho N.° 868-B/2014, DR. n.° 13, Suplemento ,Série - I, de 20 de janeiro

Homologa os Programas e Metas Curriculares das disciplinas de Portugués, de Matematica A e de
Fisica e Quimica A do Ensino Secundario e as Metas Curriculares das disciplinas de Fisica e de

Quimica do Ensino Secundario.

Despacho N.° 5165-A/2013, de 16 de abril

Revoga o Programa de Matematica do Ensino Basico de 2007, a partir do ano letivo de 2013-2014,
prevendo a realizacao de uma nova proposta de Programa que agregue as Metas Curriculares desta

disciplina, de forma a constituir um documento Unico perfeita

Despacho N.° 5306/2012, DR. Série - II, de 18 de abril

Prevé a realizacado de Metas Curriculares para as diferentes disciplinas dos ensinos basico e
secundario, criando, para este efeito, um grupo de trabalho coordenador e diversos subgrupos de

trabalho consoante as diferentes disciplinas dos ensinos basico e secundario.

Despacho N.° 7000/2013, DR. Série - II, de 30 de maio

Prolonga o mandato do grupo de trabalho responsavel pela coordenacao de todo o processo de
formulacdo das Metas Curriculares e dos reajustamentos necessarios aos Programas, bem como

cria as condicOes necessarias a realizacao de um plano de formacao de professores em todo o pais.

Despacho N.° 9888-A/2013, de 26 de julho

Homologa o Programa de Matematica do Ensino Basico, estabelecendo a data da sua entrada em

vigor (ano letivo de 2013-2014).

Despacho N.° 15971/2012, DR. Série - I, de 14 de dezembro

Define o calendario de implementacdo das Metas Curriculares enquanto documentos de utilizacao

obrigatoria por parte dos professores, bem como os seus efeitos na avaliacao externa dos alunos.

Despacho N.° 10874/2012, DR. Série - I, de 10 de agosto

Homologa as Metas Curriculares das disciplinas de Portugués, de Matematica, de Tecnologias de
Informacdo e Comunicacao, de Educacdo Visual e de Educacdo Tecnoldgica do ensino basico,
apresentando estes documentos como orientacdes recomendadas para estas disciplinas no ano

letivo de 2012-2013. Este despacho homologa as Metas Curriculares para a disciplina de
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Matematica, Metas essas, (de utilizacdo obrigatéria por parte dos professores), que identificam o
essencial na aprendizagem dos alunos, por ano de escolaridade, ou por ciclo de escolaridade,
realcando o que dos programas deve ser objeto primordial de ensino. As Metas Curriculares
identificam os desempenhos que traduzem os conhecimentos a adquirir e as capacidades que se
querem ver desenvolvidas, respeitando a ordem de progressdo da sua aquisicdo. Sao, por isso, o
meio privilegiado de apoio a planificacdo e a organizacdo do ensino, incluindo a producdo de
materiais didaticos, e constituem -se como referencial para a avaliacdo interna e externa, com
especial relevancia para as provas finais de ciclo e exames nacionais. Este despacho enfatiza as
Metas Curriculares, implementadas no ano letivo de 2012 -2013, sendo posteriormente tornadas
vinculativas e devendo ser respeitadas na lecionacao dos contetdos da disciplina e ano escolar a

que dizem respeito.

Despacho N.° 17169/2011, DR. Série - ll, de 23 de setembro

Revoga o curriculo nacional do ensino basico, prevendo a realizacao de documentos clarificadores

das prioridades nos conteudos fundamentais dos Programas, na forma de Metas Curriculares.

Implementacéo das Metas Curriculares
O Despacho n° 39854/2012 do DR, 2% série, n®° 242 de 12 de dezembro de 2012, define o

calendario de implementacéo das Metas Curriculares na disciplina de Matematica.

Ano letivo Anos de escolaridade

de aplicacdo obrigatoria | 7° 8° 9° | 10° | 11° | 12°
2013-2014 X
2014-2015 X
2015-2016 X X
2016-2017 X
2017-2018 X

Nota: O Programa e Metas Curriculares de Matematica, estdo implementadas do 1° ao 8° ano de
escolaridade, em 2013/2014, foram introduzidas nos 1°, 3°, 5° e 7° anos de escolaridade e este
ano letivo no 2°, 4° ,6° e 8° anos de escolaridade, para o proximo ano letivo serao introduzidos 9° e
10° ano de escolaridade e depois consecutivamente nos dois anos letivos seguintes, 11° e 12° anos

de escolaridade, respetivamente.
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(Rotinas implementadas no software R)
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Lei dos Grandes Niimeros

ex1<-function(n,p){

x=sample(c(0,1), n, replace = TRUE, prob = c(1-p,p))

sum(x)/length(x)

}

ex1(10,0.16)

Ist=c()

repeteex1<- function(m,n,p){

for(i in 1:m) Ist[i]=ex1(n,p)

Ist

}

repeteex1(10,10,0.16)

#fazer n crescer até N (a entrar como argumento)

estima<-c()

Ign<-function(N,p){

for(i in 1:N) estima[i]J=sum(sample(c(0,1), i, replace = TRUE, prob = ¢(1-
p,p)))/length(sample(c(0,1), i, replace = TRUE, prob = c(1-p,p)))

estima

}

lista=lgn(200,0.16)

plot(lista,type="1", xlab="Numero de Experiéncias", ylab="Probabilidade", col="black")

abline(h=0.16,col="grey",Ity=2,lwd=2)
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Desvios

plot(0:4,c(1.5,3,2,4.8,6), xlab="x",ylab="y",pch=21,bg="blue" xlim=c(0,4.5),ylim=c(0,6.5))

abline(a=1,b=1,col="blue",lwd=2)
lines(c(0,0),c(1.5,1),type="h",col="blue",lty=3)
lines(c(0,0),c(1,1),type="h",col="white",Ity=3)
lines(c(1,1),c(2,3),type="h",col="blue",Ity=3)
lines(c(1,1),c(2,2),type="h",col="white",Ilty=3)
lines(c(2,2),c(3,2),type="h",col="blue",lty=3)
lines(c(2,2),c(2,2),type="h",col="white",Ity=3)
lines(c(3,3),c(4,4.8),type="h",col="blue", Ilty=3)
lines(c(3,3),c(4,4),type="h",col="white",Ilty=3)
lines(c(4,4),c(5,6),type="h" col="blue",Ity=3)
lines(c(4,4),c(5,5),type="h",col="white",Ity=3)
text(0.1,1.3,"e1",cex=0.8,col="blue")
text(1.1,2.5,"e2",cex=0.8,col="blue")
text(2.1,2.5,"e3",cex=0.8,col="blue")
text(3.1,4.5,"e4" ,cex=0.8,col="blue")
text(4.1,5.5,"e5" ,cex=0.8,col="blue")
lines(c(-0.5,0),c(1.5,1.5),type="1",col="brown",Ity=4)
lines(c(-0.5,1),c(3,3),type="1",col="brown",Ity=4)
lines(c(-0.5,2),c(2,2),type="1",col="brown",lty=4)
lines(c(-0.5,3),c(4.8,4.8),type="1",col="brown",Ity=4)
lines(c(-0.5,4),c(6,6),type="1",col="brown",Ity=4)
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Médias

#0 coroa

#1 cara

#Exp: lancamento da moeda 1000 vezes (equivalente a lancar 1000 moedas idénticas 1 vez)
#os resultados destes 1000 lancamentos constituem a populacao finita de dimensdo 1000
#a variavel estatistica pode tomar 2 valores: 0 ou 1 (O se sai coroa, 1 se sai cara)

#a média populacional é p: proporcao de caras na populacao

#vamos comecar por retirar 50 amostras de dimensao 10 e calcular a média de cada uma destas
amostras

#no fim deste procedimento ficamos com 50 valores da média amostral de dimenséo 10
#fazemos grafico

lanca<-function(p){sample(0:1,1000,replace=TRUE,prob=c(1-p,p))}

resultado<-lanca(0.2)

m=matrix(,nrow=50,ncol=10,byrow=TRUE)

for(i in 1:50) m[i,]=sample(resultado,10,replace=TRUE)

m

medias<-apply(m,1,mean)

plot(medias,xlab="amostras" ,ylab="média",col="blue"  type="1",lty=2)
points(medias,pch=21,bg="blue")

abline(h=0.2,col="orange")

#vamos agora retirar 50 amostras de dimensao 100 e calcular as médias

#representar os pontos no mesmo grafico

mm=matrix(,nrow=50,ncol=100,byrow=TRUE)

for(i in 1:50) mml[i,]=sample(resultado,100,replace=TRUE)
medias100<-apply(mm,1,mean)

lines(medias100,type="1",lty=3,col="red")

points(medias100,pch=21,bg="red")

legend(locator(1),legend=c("amostras dimensao 10","amostras dimensao 100","média
populacional"),col=c("blue","red","orange"),lty=c(2,3,1),cex=0.8)

abline(h=0.2-sqrt(0.2*0.8)/sqrt(10),col="blue")
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abline(h=0.2+sqrt(0.2*0.8)/sqrt(10),col="blue")
abline(h=0.2-sqrt(0.2*0.8)/sqrt(100),col="red")
abline(h=0.2+sqrt(0.2*0.8)/sqrt(100),col="red")
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Variabilidade da Média

set.seed(123456789)

pop1l<-rnorm(1000,165,6)

mean(pop1)

sd(pop1)

pop2<-tnorm(5000,165,15)

mean(pop?2)

sd(pop2)

HHHARHH AR

# retiramos agora 20 amostras de dimensdo 50 de cada uma das populacdes e calculamos
# as respetivas médias

mediaspop1<-()

for(i in 1:20){mediaspop1[i]=sample(pop1,50,replace=TRUE)}
AR

mediaspop2<-c()

for(i in 1:20){mediaspop?2[i]=sample(pop2,50,replace=TRUE)}
HHAHHHH

# representacao grafica

AEEER
plot(mediaspop2,pch=21,bg="brown" xlab="amostras" ylab="médias")
abline(h=165,col="blue")
lines(mediaspop2,col="brown" type="1")
points(mediaspopl,pch=21,bg="green")

lines(mediaspopl,col="green" type="1")
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ANEXO IV

(Resolucdo da atividade com recurso do Microsoft Office Excel 2007)
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ESTATISTICA E PROBABILIDADES: 7°/9° Ano Matematica e 10°/12° Ano Matematica A
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3 Soma Automatical

Z  soma (A

Contar Nameros
—— —n =]
Minimo D - F G H 1 ] K L M N o p a R
Mais Fungées.. |
a 0T g
10,3 0,24
8,9 0,26
10,1 0,19
12,8 0,09 média das temperaturas
13,2 0,05
15,9 0,03
16,4 0,01

Sl S A N R SR L il il Rl el il il

16,1 0,01
12,4 0,1
10,3 0,24
8,9 0,26
10,1 0,19
12,8 0,09 média das temperaturas [=MEDIA{AL:A9)
13,2 0,05
15,9 0,03
16,4 001

SR S R S e IS R sl ad all Rl Kl Bl
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Anexo IV

MEDIA(B1:B9)

16,1 0,01]
12,4 0,1
10,3 0,24
8,9 0,261
10,1 0,18!
12,8 0,091 média das 12,9
13,2 0,05! média do volume de gés |=MEDIA(B1:B9)
15,3 0,03!
16,4 0,01

NG EBREEEGEENEGEEREE[C[®[N]]n]>[@~ ]~

- =MEDIA(B1:B9)

A B C D F G 1 R
1 16,1 0,01
2 124 0,1
3 10,3 0,24
: li’i ::'2]; Galibri - 11 - AT A7 -y g
6 12,8 0,09 meédia das temperaturas 0z S-A- TEEE
7| 12 0,05 média do vol is [0,105 I 1 [
8 15,9 0,03
9 164 0,01
[0)
L1
L2
L3
= Limpar conteddo
L5
E Filtro »
7 Ordenar >
18 2 Inserir comentario
19 5 Formatar células...
20 Escolher da lista pendente...
2L Nomear um Intervalo...
22 .
23 & —
1
25
26
7
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ESTATISTICA E PROBABILIDADES:

7°/9° Ano Matematica e 10°/12° Ano Matematica A
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|_ CRIT.BINOM =|
i 16,4 0,01 I _|
2 CURT
1 DECLIVE
2| DE! -
3 DECLIVE(val_conhecidos y:val conhecidos x)
il Devolve o declive da recta de regressio
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&

E
T
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Bk T
n{“:ﬁ;‘mi’mlﬁ[ﬁ
m' s

Férmulas

B1:89 &l
2 12,4 0,1

3 10,3 0,24

4 8,9 0,26,

5 10,1 0,191

6 12,8/ 0,09, média das 12,9
7 13,2 0,05 média do volume de gés 0,1
g 15,9 0,03

. 16,4 0,01 =DECLIVE(B1:89)

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

Férmulas

=DECLIVE(B1:B9;A1:A9]

10,3, 0,24 =
8,9 0,26 b
10,1, 0,19 L
12,8 0,09 média das uras 12,3

13,2 0,05 média do volume de gés 0,1

15,9 0,03

16,41 0,01 =DECLIVE(B1:B9;A1:A9)
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@‘w -
= T Esquema dePgina | Férmulas | Dados

Inserir Rever  Ver  Suplementos

atividadeexcel - Microsoft Excel
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5 | 10,1 0,19
6| 12,8 0,09 média das temperaturas 12,9
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= 0,539233219
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o sbee o i [o
=]
14

15

16

17

18

19

20

21

=
=
=
25
0]
27|
44 M
Al

157



ESTATISTICA E PROBABILIDADES: 7°/9° Ano Matematica e 10°/12° Ano Matematica A

O" H9-¢-0)- atividadeexcel - Microsoft Excel - = ox
a

Base  Inserr  EsquemadePdgina | Férmulas | Dados  Rever  Ver  Suplementos

ji' = Soma Automatica = i@ Logica - 3, Consulta e Referéncia ~ 4 3 Definir Nome ~ i Analisar Precedentes 3] Mostrar Farmulas @
[ Recentemente Utilizados - [A Texto ~ [ Matematica e Tigonometria~ | —F £ Utilizar na Férmula - =% Analisar Dependentes Y Verfficagio de Erros ~
Inser Gestor de Janela de
Fun¢do &7 Financeiras ~ [ Data e Hora - [fff] Mais Funcges ~ Nomes B Criar a partir da Seleccio || .7, Remover Setas = (#) Avaliar Férmula Monitorizacio
Biblioteca de Fungdes Nomes Definidos Auditoria de Formulas

D11 -3 F3 ¥

A | 8 [ c ] D [ E F s | ow [ o T 0 [k I v [ m  ~n [ o | e [ a | &
1] 16,1 0,01
2| 12,4 0,1 ]
2| 10,3 0,24
4| 8,9 0,26
5 | 101 0,19
6 | 12,8 0,09 média das temperaturas 12,9
7| 13,2 0,05 média do volume de gés 0,1
2| 15,9 0,03
9 | 16,4 0,01 -0,033360026 declive =
10 | 0,54 ordenada
] )
12|
13|
14
5
16|
17|
18|
19
=
21|
22|
23|
24
|
&l
=
4 4> M| Folhai | Folha2 ~Fohad ~¥a m I
Pronts | = (=) v (+)

158



	Página 1
	Página 2
	Página 3

