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Resumo

Neste trabalho sdo estudadas algumas questdes relativas a complexidade de um método de
caminho interior para o problema de rastreio regido pela equacido do calor. Os resultados sdo

ilustrados por um exemplo.
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Abstract

In this work some complexity issues concerning the path-following method for the tracking

problem for heat equation are studied. The results are illustrated by an example.
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1 Introducao

Aquecimento e arrefecimento controlados sao dois processos de fabricagdo importantes. O
surgimento de novas tecnologias requer técnicas mais avang¢adas no controlo da temperatura
[4]. Varios aspectos do problema de seguimento para a equagdo de calor sdo discutidos em [1,
2,3,8,09, 11] (ver também a literatura af referida). Neste trabalho, analisamos a complexidade
do método de caminho interior para um problema de rastreio regido pela equacdo do calor.

Usamos a definicao de solugdo para uma equagao parabdlica introduzida e estudada por
Ladyzenskaja e sua escola [5]. Isso permite-nos garantir a existéncia de solu¢do para o pro-
blema de rastreio e usar o principio do maximo, a fim de obter um majorante para a diferenca
entre a solucdo da equacado considerada e a solucdao numérica do problema de controlo 6timo
correspondente. Usamos ainda alguns resultados de programacdo convexa estudados por Nes-
terov e Nemirovskii [7] e um método de caminho interior apresentado por Nesterov [6].

O trabalho estd organizado da seguinte forma. Na préxima secg¢do, apresentamos alguns
aspetos sobre os espacos de fun¢des considerados. Na terceira sec¢do, recordamos alguns
resultados bem conhecidos da teoria de EDPs. Alguns resultados de otimizagdo numérica sao
apresentados na quarta seccdo. Na seccdo cinco é declarado o problema de rastreio estudado,

os resultados obtidos, bem como a sua prova e, por fim, é considerado um exemplo ilustrativo.



2 Espacos Saobolev

Em alguns problemas modelados por equagdes diferenciais, ndo é possivel encontrar uma
solucdo no sentido classico, isto é, uma funcdo diferenciavel que satisfaca a equacdo. Assim,
procuramos generalizar a ideia de derivada para podermos solucionar uma maior diversidade de
problemas. Dada uma fun¢do u : U — R diferenciavel, onde U é um subintervalo de R, para

qualquer funcdo ¢ : U — R diferenciavel temos

/U%de = ¢u|aU — /Uuzgzﬁdx,

onde u, representa a derivada de u em ordem a variavel x. Se ¢ tem suporte compacto em U,

/l]gbxud.r: —/quqﬁda:.

Procuramos generalizar esta ideia a um grupo mais amplo de fungdes.

entao gb‘aU = 0. Assim, obtemos

No que se segue, €2 representa um subconjunto aberto e limitado de R" e T" € R. Qr

denota o conjunto © x (0,7"). A norma Euclidiana em R é representada por | - |.

2.1 Derivadas Fracas

Notagdo: Dado 1 < p < oo, denotamos L,(€2,R) o espago das fungdes mensuraveis

u: Q — R tais que [, |u|Pdz < oo, munido da norma

1
el o) = ( / \uwx) |

Denotamos L. (£2, R) o espago das fungdes mensuraveis u : 2 — R tais que ess supg, |u| < oo,

munido da norma

]| Lo (2r) = essgup [ul.

Denotamos por L, ,.(Q7, R) o espago das fun¢des mensuraveis u : Qr — R tais que fOT ||u||2p(Q7R)dt <

1
T ¥
T ( / Huuzpm,mdt) |

2

0o, munido da norma



Representamos o espago L, o (@7, R) de forma anéloga. Se p = r, representamos por L,(Qr,R)

e por || - ||z @r.r), © €spaco L, ,(Qr,R) e anorma || - ||z, (rk) respetivamente.

Definigao 2.1. Seja u € L1(Q,R). A uma fungdo v € L;(£2,R) chamamos derivada fraca de

u em ordem a variavel x; se, para toda a fungdo ¢ : {2 — R infinitamente diferenciavel e com

/Q dpuds = — /Q vedz,

onde x = (z1,...,x,). Uma fun¢do u € L;(€2,R) diz-se fracamente diferencidvel se u tem

suporte compacto em ) se tem

derivadas fracas em ordem a todas as suas variaveis.

Uma vez que apenas estamos interessados em derivadas fracas, usaremos a designacdo de

derivada em vez de derivada fraca.
Lema 2.1. Se u € Li(2,R) tem derivada, entdo ela é dnica.

Demonstragdo. Sejam vy e v, duas derivadas de u. Entdo, para toda a fungdo ¢ : Q@ — R

infinitamente diferencidvel e com suporte compacto em €2, temos

/Qvlqﬁdx:/ﬂvgaiaz.

Logo, v; = v em quase todos os pontos. O

Dada a unicidade de derivada, denotaremos a derivada de u em ordem a variavel x; por

du .
—, D,.u ou, simplesmente, u,..
dIi

Exemplo 2.1. A derivada da fungcdo u : (a,b) — R, a < 0 < b, definida por u(z) = |z| € a

funcao

De facto, temos

/abcbxudx:/obmxdx—/aomxdx:—/Obgbdmnt/ao(bdx:—/abumw



Exemplo 2.2. A funcdo u : (—1,1) — R definida por
-1, z€(-1,0]
I, z€(0,1)

u(z) =

ndo tem derivada. De facto, supondo que v é a derivada de u, temos

1 1 1 0
—/ vodr = / Opudr = / Oudx — ¢dedr = (1) + p(—1) — 2¢(0) = —2¢(0),
1 -1 0 -1

para toda a fungdo ¢ : (—1,1) — R infinitamente diferencidvel e com suporte compacto em

(—1,1). Considerando uma sucessdo de fungées, ¢,,, tais que, para todo n € N, verifiquem
on(z) €10,1),Vx € (=1,1), ¢,(0) =1, ¢n(x) — 0,Vx #0,
temos
1 1
1 =1lim¢,(0) = 3 lim/ vopdr =0
-1

o que é uma contradic3o.

2.2 Espacos Sobolev

Vamos agora definir os espacos onde se encontram todas as fun¢des diferenciaveis.

Definigdo 2.2. Chamamos indice miltiplo a um n-uplo o = (ay,- -+ ,a,) tal que o; € Ny,
para todo i = 1, n.
Dados dois indices miltiplos, a = (aq,- -+ , ) e 8= (51, , By), definimos as operagdes

a"—B:(C“l"i_ﬂla"' 7an+ﬁn)7

o] =a3 + -+ a,

D§ = Dg - D

Definicao 2.3. Sejam 1 < p < co e k£ um inteiro ndo negativo. Definimos o espaco de Sobolev
W;(Q) como sendo o espago que consiste em todas as fungdes u € L,(2,R) tais que todas
as derivadas de u até a ordem k existem e estdo em L,(2,R), munido da norma

lullwg@ = D I1DSullL,@m)-

|| <k



Lema 2.2. Seja {u, }nen uma sucessdo em WI}(Q) tal que u, — u e D, u, — v fracamente

em L,(2,R). Entdo, v = D,,u.

Demonstracdo. Para cada n € N temos

/qbziundac: —/Dziunqbdx,
Q Q

para toda a fung¢ao ¢ : Q2 — R infinitamente diferencidvel e com suporte compacto em ().

Como
/ Op, Undr — / Or,udx
Q Q
e
/ D, u,pdxr — / vodx,
Q Q
pela unicidade do limite temos
/gf)xiudx: —/ngﬁdx.
Q Q
Logo, v = D,,u. ]

Proposicao 2.3. O espaco WIf(Q) é um espago de Banach.

Demonstracdo. Seja {uy }nen uma sucessdo de Cauchy em W) (Q). Para cada i = 1,7 temos
D3t = D3 | Ly0%) < [[tn — tm|lwi(), para todo j < k. Logo, a sucessdo {DJ u}nen
é de Cauchy em L,(Q,R). Como L,(2,R) é completo, existem vy, vy, -+ ,up € L,(£2,R)
tais que DJ u,, — v; em L,(Q,R), para todo j < k. Pelo Lema 2.2, temos v; = D,,v;_1.
De modo analogo, podemos proceder para qualquer indice mdltiplo o, com |a| < k. Logo,

vg € Wr(Q) e up, — vo em W) (Q). O
No caso em que p = 2, o espaco WX¥(2) munido do produto interno definido por

(w, V)W) = Z / DéuD%vdx
laj<k S
é um espaco de Hilbert. A norma associada ao espaco W5 (£2) e a norma gerada por este produto

interno sao equivalentes, uma vez que, dados £ nlmeros reais nao negativos ay, - - - , a, temos

sempre



2.3 Espacos de Funcoes Temporais

Definicao 2.4. Seja 1 < p < oo. Definimos o espaco de Sobolev WpLO(QT) como sendo o
espaco que consiste em todas as fungdes u € L,(Qr,R) tais que as derivadas de u da forma

Uy, existem e estdo em L,(Q7,R), munido da norma

Lo@rm) + Y Il

i=1

HuHWPI’O(QT) = [[ul Lp(QT:R)-

Definicdo 2.5. Seja 1 < p < oo. Definimos o espaco de Sobolev W,"'(Qr) como sendo o
espaco que consiste em todas as fungdes u € L,(Qr,R) tais que as derivadas de u da forma

u; € Uy, existem e estdo em L,(Qr,R), munido da norma

n
el @y = lullzp@rr) + luellny@em + D e,
i=1

LP(QT7R) :

Proposicdo 2.4. Os espacos W, °(Qr) e W' (Qr) sdo espacos de Banach.

Demonstracdo. A prova da Proposicdo 2.4 é analoga a prova da Proposicdo 2.3, pelo que sera

omitida. O]

Definicao 2.6. Seja A : R — R a func¢do definida por

1
Cexp (—) , x|l <1
Al) = pp—1)

0, lz] > 1

o ([on(ir)e)

A funcdo A é chamada funcao suavizante padrao.

onde

1
Para cada € > 0, consideremos a fungdo A.(z) = —A <£>
e \g

Definigao 2.7. Seja v € Ly((0,7),R). Definimos a suavizagdo de u como sendo a fungdo
ue : (6,7 — ) — R definida por

u(t) = /0 At — Pyu(r)dr = /t A= Pu(r)dy.

—€



Lema 2.5. Sejau € Ly((0,7),R). Entdo:
1. u. € infinitamente diferencidvel em (e,T — ¢);
2. u. converge para u em quase todos os pontos;

3. Se u é continua, entdo u. converge uniformemente para u nos subconjuntos compactos

de (0,7);
4. Seu e L,((0,7),R), entdo u. converge parau em L,((0,7),R).
Demonstragao.

1. Sejam t € (0,T) e h suficientemente pequeno para que t + h € (0,7'). Ent3o,

Cou(t+h)—u(t)y 17T
]111_>0 h = }IZILI(I) n ), Ac(t+h—1)u(t) — A(t — T)u(T)dr
_ TA(t+h—7)=A(t—T) T dA,
= }ILIL% i . u(r)dr = /0 o (t — T)u(r)dr.

dAs

d
Assim, % existe e é igual a fo (t — 7)u(r)dr. De modo analogo, prova-se que

qualquer derivada de u, existe.

2. Sejat € (0,T7). Como (0,T) é aberto, existe 0 suficientemente pequeno tal que, para

e<d,te (e, T—¢). Uma vez que

temos

t+e
|ue(t) —u(t)] = < /t Ac(t = 7)fu(r) — u(t)]dy

- l/tt+€A (t - T) () — u(t)]dr < @ /tm () — u(t)|dr.

€ Ji—¢ —&

t+4¢
/t Ac(t —7)(u(T) — u(t))dr

Como, pelo Teorema da Diferenciacdo de Lebesgue, = ft+£ u(t)|dr tende para 0

em quase todos os pontos, fica provado 2.

7



3. Seja [a,b] C (0,7). Como u é continua, entdo é uniformemente continua em [a,b].
Logo, 1 t+a _ |u(7) —u(t)|dr tende para O uniformemente em (a,b). Logo, u. converge

'€

uniformemente para u em (a,b).

4. Comecemos por provar que ||luc||z,(@p).r) < [|%|z,(01)r), onde [a,b] € (0,7). Com

efeito, notemos que, para p > 1,

us(t)| = /:} ALt — T)u(r)dr| < /t:E(Ag(t AL — )Pl
T
) (/j* At = T)Iu(f)lpd7> :
Assim,

b+e
/|u€|pdt<// (= Dulr |pd7dt</ / (7 — t)dr|u()Pdt
b+e
~[ <>\Pdts/0 u(t) e,

desde que ¢ seja suficientemente pequeno para termos (a —e,b+¢) C (0, 7).

Consideremos agora uma funcdo v continua em (0,7) e tal que |[v — u||z,(0,r)r) < 6.

Ent3o,
e = ullL, (@b r) < ltte = VellLy((@b)r) + [|ve = 0l (@) + [V — ullL,((@b) )

< lu = vl 0.1 + Ve = VL, (@p)r) + 10 = ullL,0.1)8) < 20 + [[ve = V| Ly ((a)R)-

Como v é continua, v. converge uniformemente para v em [a,b] e, por isso, para
suficientemente pequeno temos ||v. — v||z,((ap)r) < 0, terminando assim a prova do

Lema.

Proposicao 2.6. Seja u € W' (Qr). Entdo, para todos 0 < s <t < T, temos

u(z,t) = u(z,s) +/ w(x, 7)dT.



Demonstracdo. Consideremos a fungdo u.(z,t) = fOT A(t — T)u(z, 7)dr, como na Definigdo

2.7. Assim, temos

du,. T aA. T aA.
d—i(x,t) - /0 —=(t = (e, T)dr = - /0 —=(t = T)u(z, 7)dr.

Uma vez que A, é infinitamente diferenciavel e, para cada t € (¢,7 —¢), a fungdo definida por

T+ A.(t — 7) tem suporte compacto em (0,7"), temos

du, T du
E(m,t) = /0 A(t — T)E(ZL’,T)dT.

du, du . i 3
Logo, o\ ) Uma vez que a funcdo u. é continua, temos
g

b du,

us(x,t) = u(x, s) +/ o (x,7)dr, 0<s<t<T.

s

d d
Como u, converge para u em quase toda a parte e % converge para d—z;(x,t) em L,(Qr,R),
obtemos
t
d
u(z,t) = u(z,s) —|—/ d—’LtL<l’,T)dT,
para todos 0 < s <t < T. O]

Definicdo 2.8. Definimos o espaco de Sobolev V5(Q7) como sendo o espaco que consiste em

~ 1,0
todas as fungdes u € W, (Qr) com norma

n
HUHVQ(QT) = esssup HUHLQ(Q,R) + Z [ tta, Lo (Q7,R)
0<t<T

=1

finita.

Definicdo 2.9. Definimos o espaco de Sobolev V,"*(Q1) como sendo o subespaco de V5(Qr)
das fungdes continuas na norma de Ly (€2, R), isto é, das fun¢des u € Vo(Qr) tais que ||u(-,t+

At) —u(-,t)||Lo,r) — 0 sempre que At — 0.
Proposicio 2.7. Os espacos Va(Qr) e V,"°(Qr) sdo espacos de Banach.

Demonstragdo. A prova da Proposicao 2.7 é analoga a prova da Proposicao 2.3, pelo que sera

omitida. O]



Proposicdao 2.8. O espaco V;’O(QT) é o completado de W21’1(QT) relativamente a norma de

Va(Qr).

Demonstracdo. Consideremos u € V,"°(Qr). Para cada n € N, consideremos a particio do
intervalo [0,7], [0 = 7o, 71], [T, 7], , [Tn_1, 7w = T] tal que 7441 — 7 = % para todo

k=0,n—1 e afun¢do u, definida por

t— T
un (2, 1) = (e, 7) + o (u(w, moar) — ul@, 7)), tE [T ).

Th+1 — Tk

E claro que u, € W, (Qr). Resta mostrar que u, converge para u em V,"*(Qr). De facto

temos
n
[ = unllva(@r) = 55 SUp = wnl Loy + D ey = (W)l aor m)
=1
= max < esssup |ju — un||L2(QR> + Z e, — (Un)zil| Lo(rR)-
k=0,n—1 \ 7 <t<7p41

Uma vez que ||u(z, t4+At)—u(x, t)| o(0rr) — 0, quando At — 0, temos ||uy, —(tn) 2, || Lo (Qr.r) —

, . 1,0 p
0, quando n — oc. Além disso, uma vez que u € V5, (Qr), também temos ess sup,, <, ., [[u—

Un||Lo@r) — 0, quando n — co. Logo, u,, converge para u em V,(Qr). O

Os Lemas que se seguem tém como objetivo fornecer-nos condicdes suficientes para a
inclusdo do espago V2(Q)r) em espagos da forma L, ,.(Qr,R), onde ¢ e r sdo constantes
arbitrarias satisfazendo

1 n n )

r o 2q¢ 4’

ge (2,25, re€2,00], sen>3,

q € [2,00),r € (2,00], se n =2,

€[2,00],7 € [4,00], sen=1. |

Lema 2.9. Suponhamos n > 1. Sejau € W3 (Q) tal que u(z) = 0, quando x € 9. Entéo, é
valida a desigualdade

1/n
L1 (QR)" (2)

lulle_a @m < HH%

10



Demonstracdo. A prova desta desigualdade sera feita por inducdo em n. Tomemos para caso

base n = 2. Temos
[ [t < [ [ moiuten el moxfu, o) e, )
_ / ma{|u(r, 22)| s / mase{fu(e, )iy

< [ [lwntorzoldteras) [ [ (o) i, o)

1/2 1/2
[l Loy < Moty 1 o 1022 1 ey

Logo,

Supondo agora que a desigualdade é verdadeira paran—1 > 1, vamos provar que é também

verdadeira para n. Com efeito temos
/|u(:v1, e ,xn)\ﬁd(xl, s x,) < /dxn n}cesx lu(zq, - ,xn)|#d(m1, C  Xpq)

< /d%/nﬁx{’“(%'“ )|} Td (e )
< /d:cn/rriix{\u(:cl,~~ ,xn)]}rrflczjx{\u(xl,-~- , L)

n—2
1

- (/ max{[u(er, - ) [} Ed (e, 7%))7“

(/ max{fu(wy, - ) (@, - ,xn_1)>
/H ||U||L1(Qn B (/|uxn(x1,... ) |d(x, - 7%))51

< T8 ([ oo it ) 1 (e

onde (,,_; representa o subespaco de dimensdo n — 1 de €2 formado pelos pontos da forma

berd(ey, - wn)

(x1,-++ ,y_1,a) com a fixo. Assim, temos

Jullz —n_(QR) < H ”UHLl (Q,R)"

11



Lema 2.10. Sejau € W3 (Q) tal que u(z) = 0, quando x € 0N). Se q satisfaz a condicdo (1),

entdo existe 3 > 0 tal que

lullzom < 8 Z ()

L2(4R) ||“HL2 (QR)>
onde oo = % -z,
q

Demonstracdo. Consideremos n = 1. Neste caso, temos

q—2

h«an::hwx>ﬁ<wwx>ﬁ)“fsruchQ(jﬁzhwxnvhxxndx) 2

o a2 a2
<22 |U(x)|2||u(x)||L§(Q,R)Huw(I)HLi(Q,R)‘

Assim, temos

o2 2 =2
[l L, r) < 277 ||U($)||22(Q,R)”u(x)HLQQq(QR)HUm( )HLQ Q,R)

q-2
=272 ||u(x )||L2 QR)Huw( )||L2 (Q,R)"
Se ¢ = oo, a demonstracdo é analoga, mostrando que
(a3 !
u(z)| < 22 Hu(x)”b(Q,R)Hux(aj)HLz(Q,R)'

Vamos agora provar que, se n > 2, entdo dado 1 < p < n, verifica-se a desigualdade

1llZ pn ) < € ZHuxz

=1

L,(2,R)>

onde ¢, = Z(;L:;TZ. Seja v = u'/*, onde \ =

e assim, usando a desigualdade (2), temos

n n

>\
[l @2y = 0113 o o) < T ] a2, oy = I ]

i=1 i=1

1
%@RJ 5 [ o QRIIan

12
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Uma vez que

(p—1)(n—p)

A 2 (n—1)
l—l pn p“(n—1)
Hw HL 2 (0R) (/Qunpdx> - ||“||L o (UR)

temos

1 1 o
lellf o @ < 55 I sl
=1

e aplicando a desigualdade de Young ao membro direito desta desigualdade, temos ainda

[ull? o QR) = )\a Z [ H(QUR) *

Consideremos n = 2. Sejam 0 € [0,1], s > 1 e p € (1,2) tais que

) 2 \
a=2=1-72;
S q
2p
1) =2
5 _p(S ) =2
1 62-p 1-6
g s 2p 2 J
Assim,
ull L) = [u’u' || L, @p) < ||u6||L2Tp§(QR ||U1_5||L%(Q,R)

8/
L:QR HUHL2 (R)

ffz

§
= 0127, mllvliiom < c6/82 (u
2—p
n
< (s6,)"" Z > ]
(scp) 6/5 Z [ ta,

d/s
am 1l iR

6L/SQR SilHé/s ”UH
2( L 2 (QR) La( QR)
2=p

/s s—1)/s
= (scp)6/$ Z HUIiHL/Q(QR I HL ()/, 1 (BR)
i=1

= (56,)"" ) llua,
i=1

Notemos agora que, quando n > 3, temos

||u||L2 (Q,R)

0/s 1-6/s
Lo 1ull @)

a +1—oz 1
T =
P 2 q
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Deste modo, temos

lellzg@m = lue ™ L,@r) < 1wl o @mlle™ . @)

= [|ull7 2n_(2R) ||u||L2 (QR) = < Z [, I La(QR) HUHL2 Q,R)

Lema 2.11. Seu € V5(Qr) e u(x,t) =0, (z,t) € (00 x [0,T]), entdo a estimativa
lullz,. @rm) < Cllullv2or
vale, para todos q e r que satisfazem a condicdo (1).

Demonstracdo. Pelo Lema anterior, temos

T 1/r T n
||U||Lq,T(QTJR) = (/ ||u||£q(Q,R)dt) <p </ <Z ||u$i||%2(Q,R)) ||U||L2 QR dt)
0 0 i=1

T n r 1/r
§6</ (Znumu%m) dt) esssp [l
n T
562(/ a3
i=1 0
n T
=53 ([

=p Z o

Nas igualdades anteriores foi usada a relacdo o = % —

1/r

1/r
1—
LQ(Q R dt> ess sup HUH(LQ(S,)R)
0<t<T

1/r
(1-2/r
%2<9,R)dt) 58 Sup )

2 (1-2
L/QTQT R) ess SUP HUHM(Q/E&))

= 2. Uma vez que, pela desigualdade

< |3

de Young temos

Z Hu:m

r/2
2/r 2
L@ew | T 1= )esssuplufryqm

(1-2/
LQ(QT R) eSS SUP ||UHL2 Q ﬂg) (Z o ol

Z [t

obtemos o resultado tomando C' = fmax{2,1 — 2}. O

2
Ls(Qr.R) (1 - —> esssup ||ull L, ),

0<t<T

14



Usaremos a notac3o que se segue.
Notacgdo: Dada uma fungdo ¢ € Li(2 x (—h,T),R), denotamos por ¢;, a fungdo definida
em ()1 por

1 t

onlet) = [ atwryar 3)
hJen

Dada uma fun¢do u € Li(Qr,R), denotamos por uy, a fungdo definida em Q x (0,7 — h) por

1 t+h

up(z,t) = —/ u(x, 7)dr. (4)
h Ji

Estas funcdes verificam as seguintes propriedades:

1. ¢; e uy, sao diferenciaveis;

2. Sep € L,(2x(=h,T),R) eu € L,(Qr,R), entdo ¢y, e uy, sdo elementos de L,(Qr,R)

e L,(2x (0,7 —h),R) e convergem para ¢ e u, respetivamente, nos respetivos espacos;

3. Se ¢ se anulaem (7' — h,T) e (—h,0), entdo

T T—h
/ /uqbgdxdt:/ /uhgbdxdt.
0o Ja 0 Q

A propriedade 1. é consequéncia do Teorema da Diferenciacdo de Lebesgue, a propriedade
2. pode ser demonstrada de forma analoga ao que foi feito no Lema 2.5, 4., enquanto que a

propriedade 3. consiste apenas numa mudanca na ordem de integracao.
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3 Equacoes Diferenciais Parabdlicas

Nesta seccdo apresentamos alguns resultados sobre equacdes diferenciais parabdlicas ja co-

nhecidos.

3.1 Equacdes Parabélicas
Consideremos a equacao linear
n
u— Mu=> Dy fi—f
i=1
e o problema

_MU - Z?:l szfl - f7

u(z,t) =0, (z,t)€dQx][0,T],

u(x,0) = tho(x).

onde

Mu—ZD (Za”xt)ua; + a;(x, t)u > Zb (x,t)u

satisfazendo a condicdo de parabolicidade
Vlzg <Zaljxt52§]§1/22§z7 Vi,V =
2,7=1
Sejam ¢ e r niimeros reais arbitrarios satisfazendo as condicdes

1 n
IR |
7’+2q ’

q € (g,oo} ,rE[l,00), sen > 2

g€ [l,o0],rell,2], sen=1.

Assumamos que as condicoes

n
2
2_a

=1

n

>

i=1

S [1’17
Lq,r(QT:R)

S Nla
Lq,r(QTzR)

16
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s3o satisfeitas. Assumamos também

S fillagrs < o Il - oy < b (10)
i=1
onde
1 . no_ " n )
2q 4’
2n
q1 € [—2,2} .11 €[1,2], sen >3,
+ (11)
q € (1,2],r €[1,2), sen =2,
4
¢ € [1,2], rle[ } sen=1.
3 Vs

Usaremos a definigdo de solugdo da equagdo (5) e do problema (6) introduzida e estudada
por Ladyzenskaja e sua escola (ver [5]).

Tomemos

It 6) = /Q w(a, t)d(x, t1)d — / 1 /ﬂ urdadt + / (L1 (s ) + La(f, 9))dt

Li(u, ) = /Q (Z <Zn: Aijl; + a,-u) Gz, + (Z b, + au) ¢> dx
j =1 =1

i=1 =

onde

calt.o) = | (Z fz<bxz+f¢> dz.

Defini¢ao 3.1. Dizemos que uma fungdo u € V5(Qr) € solugdo da equagido (5) se, para todo
€ [0, T, verifica a igualdade
I(tlu u, ¢) = 07

para todo ¢ € W, tal que ¢(z,0) = 0 e ¢(z,t) = 0, (x,t) € (9Q x [0,T]). Dizemos que
u € Vo(Qr) é solugdo do problema (6) se, u(z,t) = 0, (z,t) € (92 x [0,T]) e, para todo
t1 € [0, 71, verifica a igualdade

Itvi,0) = [ wn(e)o(,0)da, (12)
Q
para todo ¢ € W, tal que ¢(z,t) = 0, (x,t) € (9Q x [0,T)).

17



Para esta a definicdo de solucdo do problema, os teoremas que se seguem garantem a
existéncia e unicidade de solucdo, bem como a dependéncia continua dos dados do problema,
e ainda a possibilidade de usar um principio do maximo (Teorema 3.8) que permitird encontrar

um majorante para a solucao em termos das suas condi¢coes de fronteira.

3.2 Existéncia e Unicidade de Solucao

A estimativa a priori que se segue permite-nos relacionar a norma da solucdo da equacdo
(5) com as normas do seu valor inicial e dos coeficientes independentes da equagdo. Assim,
é possivel mostrar a impossibilidade de existéncia de duas solucdes diferentes para o mesmo

problema de valores iniciais.

Lema 3.1. Consideremos u € Vo(Qr) tal que u(x,t) =0, (x,t) € (92 x[0,T]) e satistazendo,

para quase todos t1,ty € [0,T], incluindo t; = 0, a desigualdade

1
—/u2dx
2 Jq

Entao, a desigualdade

t=to

v (L2 ) + Lo, )it < 0 (13)

t=t1 t1

lullaam < ¢ [nu(-, 0)ll oz + 3 M illza@rs + 11, ormy (14)

verifica-se para algum ¢ > 0.
Demonstracdo. Comecemos por notar que a desigualdade

1
—/qu:U
2 Ja

pode ser reescrita de forma equivalente como

1
5/ 2dx / /Za”ux]umzdxdt

i,7=1

/ /(Z (a;u + byu) ux+au +Zflum+fu>da:dt.
=1 =1

18
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Usando a desigualdade (7) e a desigualdade de Young, obtemos:

1 / 2 =t & z": 2
— [ udz + 1 / / uy, drdl

to n n n
V1 2 1 2 2 2
< — > uy + | — a; +b7) + |a] | u” + iUy, | + | ful | dzdt.
AR CoCEL R R o BE)
ou, equivalentemente,
t=to to n
/u2dx +y1/ /Zuiidxdt
Q t:tl t1 Q i=1
2 IS 2 2 2 -
<2 V—Z( S0+ a] | ut + Zfzum + | ful | dxdt.
tr JQ i i=1

Denotemos por

to r/q 1/r
I s = / (/ \.rdx) i
t1 Q

n
| 1va(@iyey) = €8SsUD || - [y k) + Z [ Dz, « 2,21t

Usando a desigualdade de Holder e o Lema 2.11 temos

2 1 < 1<
[ (,7 S+ 8 + |a|) wdrdr < || S @ ) lall b,
t1 Q 1 i=1 1 =1 q,m,t1,t2
1 n
<C? - > (@l +b7) + a| ¥, 0y
L=t q,m5t1,t2
ondeqzq%q eT =2,
to n n
/ / D fitte | dadt < || fillag ol 22,1 00
tr SR = i=1
n
<Y fill22 o l[ullva(@er 1)
=1
(S

to
/ / Fuldzdt < 1 lanrsar ol
t1

< C||f||<1177“17t1,t2

’u”Vz(Qtl,tQ)
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onde @1 qlqil e 71 = ;5. Da desigualdade (9) obtemos
n )
(s t) | 7a0m) + 1 D Ntk 13 20 0
i=1
1 n
< ul )z, @m + 207 V—Z(af +07) +a| 1%, (@1, 1) (15)
L=t q,rt1,t2
+2 (Z Hfi”2,2,t1,t2 + CHf”q1,7“1,t1,t2> Hu”VZ(Qtl,tQ)'
i=1 J
Defina-se
1 n
E(ty, ts) = 2(n + 1)2C? o > (@} + ) +al
bt q,75t1,t2
e
f(t17t2> - 2 n + 1 (Z Hfl ‘22151,152 + CHf|’q1,7"1,t17t2>
Ora, como

luC:, )17 ) + 21 ) I,

i=1

2
2727t11t2>

e uma vez que a desigualdade (15) se verifica para quase todos t1,t, € [0,7], em particular

1 n
. CESE <\|U('at2)HL2(Q,R) + \/V_lz [t
=1

temos

min{1, viHlullY,q,, ) < (04D [lul )l L+t t) iy, 1) +F (s ) [ulhvaary oo)-

Se &(t1,t2) < min{l,11}, esta desigualdade da-nos uma estimativa para |[ulv,(q,,.,) Nas
condi¢des desejadas. Para obter essa estimativa em todo o intervalo [0, 7], vamos dividir-lo em

intervalos [0 = 79, 7], [T1, 7], -+, [Ts—1, Ts = T, de tal forma que

1
g(Tk—laTk’) S §min{1,y1}7 k= 1’5

Assim, para k = 1, s temos

min{1, v}

g, < o D2 7)) + F s i,

Como, pela desigualdade de Young,

1 o min{l,1}

F (-1, ) [ullva@nr, - < F(Th—1, )" + THUH%@(QT}C_IQV

min{1, v}
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temos

1

min{1, v, }
min{1, v}

T Ml 0 < (0 D luC me)l 2y m + F(Thor, 7).

Como
[ullva(@r,_, ) = Nl ) l2a0m)s

para concluirmos (14) basta provarmos que o nimero de intervalos da forma [7j,_1, 7%] € finito.

Ora, como

n T

1
— (a} +7) + a|

v
L]

q,r,t1,t2

= (2(n+ 1)*C?)’"

1
— (a7 +b7) + af
41

i=1

q,r,0,T

e cada uma das particOes, exceto possivelmente a dltima, pode ser feita de forma a termos

&(t1,t2) > min{l, v, }/4, temos

n T

(s = ™2 < (o 1oy | LS a2 48 4 1o

4 Y1 i=1 q,r,0,T
e daqui tiramos
8(n+1)2C%\" || 1 < '
< (LY @y | 41
min{1, v } v 4
1=1 q,r,0,T
O]
Lema 3.2. Sejau € V,"°(Qr) uma solucio do problema (6). Entio, a desigualdade
[ullvai@r) < ¢ [WoHL2<g,R) + 2 [ fill a@r iy + HfHqu,Tl(QT,R)] (16)
i=1

verifica-se para algum ¢ > 0.

Demonstracio. Sejau € V,°(Qr) uma solucio do problema (6). Consideremos ¢ € W, (Q x

(—h,T)) tal que ¢(z,t) =0, (z,t) € (02 x[0,T]),t<0et>T —h,e

ontat) = [ otw.mir
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como em (3). Entdo, para todo ¢, € [0, — h], verifica-se
Ttviugp) = [ n(o)énta,0)de
isto €,

/ u(x, ty)pp(x, ty)dr— / / dxdzH—/ (L1 (w, pi)+Lao(f, d5))dt = 1/10 ¢p(x,0)dx,

ou equivalentemente,

/Quh(x t)o(z

E claro que uj, € W21’1(QT). Além disso, como u é solu¢do do problema (6), up(z,t) =0,

(x,t) € (02 x [0,T]). Assim, tomando ¢ = u;, temos

1
—/uz(x,t)dm
2 Ja

e, uma vez que uy, converge para u em Lo(Qr), temos

1
—/u2(x,t)dx
2 Ja

Logo, pelo Lema anterior, u verifica a estimativa (16). ]

/ /uh¢tdxdt+/ (L1 (uns &) + Lo(fn, 8))dt = 0. (17)

t=t1

t1
+ / (El(uh, Uh) + ﬁg(f, uh))dt = 07
0

t=0

t=t1

+/01(£1(U,U) + Ls(f, u))dt = 0. (18)

t=0

Teorema 3.3. O problema (6) ndo pode ter duas solucdes distintas em V,*(Qr).

Demonstracdo. Sejam u,v € V,"°(Qr) duas solucdes do problema (6). Entdo, a funcio w =
u—v eV, (Qr) é também solugdo do problema (6) com vy = f; = f = 0. Logo, pelo lema

anterior, w = 0. ]

Usando o método de Galerkin demonstraremos a existéncia de solugdo do problema (6).
Em seguida, vamos verificar que, de facto, as condi¢des (7)-(11) nos garantem uma maior
regularidade da solugdo do que a principio possa parecer.

No resto desta sec¢do, denotaremos o produto interno em Ly(€2, R) por (-, )1, .r)
Teorema 3.4. Se i)y € Ly(§2,R), entdo o problema (6) tem uma solucdo u € Va(Qr).
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Demonstracdo. Consideremos um sistema fundamental de fungdes &, € W3 (), k € {1,2,---},
com & (x) =0, z € 012, ortonormadas em Lo(£2,R). Vamos aproximar a solu¢do do problema

(6) através das funcdes da forma

N ) = 3 e (D),

k=1
onde ¢ (t) = (u¥, &) 1,(o,r) é determinado pelo sistema

d

E(uNa &) rary) + L1(u™, &) + Lo(f, &) =0, k=1, N, (19)

cr (0) = (Yo, &) 1o m)- (20)

Uma vez que o sistema é um sistema de EDOs lineares, a solu¢do existe e é dnica em [0, 7.

N

Vamos mostrar que a sucessao u'' é uniformemente limitada. Para isso, vamos multiplicar a

equacdo (19) por cl¥, somar em k e integrar de 0 a ¢;. Obtemos

t=t1 t1
+ / (Ly(u,u™) + Loy(u®™, u))dt = 0.
0

t=0

1
§HuNH%2(Q,R)

Pelo Lema 3.1, e uma vez que

N

H“N(%O)H%Q(Q,R) = Z(Cg(O)F < ||¢0||%2(Q,R)
k=1

temos uma estimativa para a norma de u”Y em V5(Qr) que n3o depende de N. Mais, uma vez

que, para todo t € [0,T7], se tem [|u™||1,0r) < [tV |lva@yr), @ mesma estimativa vale para
1/2

<Z]]€V:1 |c{f(t)|2> . Fixemos k arbitrario e N > k. Integrando a igualdade (19) de ¢ a t + At,

obtemos
t+At
e (t+ At) — &' ()] S/t (1L1(u™, &) | + | L2(f, &) dt

Considerando as estimativas seguintes

AL n t+At n
/ / E aijui\; (k) o, dadt < Vz/ / E |ui\g (&k) i
t Q. t Q .

1,j=1 1,j=1

dxdt

Lok < VAN vy pinn Y 110

=1

Lo>(2,R)>

n
< vV AL Z ||ui\i ll2,2,6,44at|| (€k) 2,
i=1
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t+At n AL . 1/ . o
[ /Q > i () ot < / /Q o (g) (Z(m;) dvdl

7 =1

n 1/2 n 1/2
< VAt (Z a?) ||UNH§,?,t,t+At (Z 11(&x)z, %Z(Q,R))
i=1

i=1

2q,2r,t t+At
w12 .
= At Z CL? ||UNHV2(Qt,t+At) Z H (é-k')mz L2(Q,R)
i=1 q,ritt+ AL i=1

Lo(R)

< v At\/ ul"uN‘|V2(Qt,t+At) Z H(€k>ﬂ?z
=1

t+AL n t+AL n 12 7 n 1/2
/ / > bl édrdt < / / >on? ST gdadt
t Qi t 2\ i=1

=1
w2 n
< VAt <Zb§> <Zuug
=1

1/2
3,2,t,t+At> ka H Lg(Q,R)

2q.2rti+AL N
" 1/2
< VALY 02 1™ 1va(@ur a0 160l g2y
=1 q,r,tt+At

< Y Atx/ﬂl ||UN||V2(Qt,t+At) ||€k||L§(Q,R)7

t+AL B
[ [ antdedt < VSTl 6 fanss sdlelgin
t Q

<V At,ulHUNHV2(Qt,t+At)HngLG(Q’R)’

n

t+At n AL n 1/2 1/2
fi(€k)e dxdt < ( ff) ( (¢ );) dzdt
n 2 /o,
< \/Kt <Z Hfng,Q,t,At> <Z H(fk%sz
i=1 i=1

La(R)

1/2 .
i(g,u@)) < VALY [I(Ek)a,
=1

t+AL _ _
/ / férdrdt < VAL fllgrterailléellior) < VA ||kl L(0.r),
t Q
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ondeq = 24, 7= 27, gy = Ay eT] = I3, temos uma estimativa para [¢} (£ +At) — Y (t)]
em termos de At e normas de funcdes conhecidas. Para provar que esta estimativa tende para
0 quando At — 0, basta provar que |||z (r) < 00 € [|§k][L—(ar) < 00. Isto segue do Lema
2.11, uma vez que [[&llvar) = 1+ T > 01 [1(&k)will o) < 00. Concluimos entdo que a
sucessio ci é equicontinua e, pelo Teorema de Arzela-Ascoli, existe uma fungdo continua ¢, e
uma subsucessao civ” de ¢ tal que cfcv” converge uniformemente em [0, 7] para ¢. Estas fungdes
determinam uma fungdo u(x,t) = > 7o, cr(t)&k(x). A sucessdo ur = Zgﬁl ckNp(t)ﬁk(x)
converge fracamente em Ly(€,R) e uniformemente na variavel ¢ para a fun¢do u. Notemos

que se ¢ é uma fungdo em Ly(Q2,R), entdo

<uNp — U 90>L2(QJR) = <uNp - Z(pzfz> + <UNP —u Z ¢z£z> )
i=1 L2(Q,R) L2(QR)

i=s+1

onde ; = (©, &) L,(r). Temos

< S 5> < 1% — e | 3 s
LQ(QJR)

i=s+1 i=s+1 L2 (Q,R)

1/ 1/2

(o.) 2 oo
=™ = ullpyom | D wr] <KD @]

i=s+1 1=s+1
onde K ndo depende de NN,. Para s suficientemente grande, podemos fazer o ultimo termo

desta desigualdade inferior a qualquer € > 0. Além disso, sem perda de generalidade, tomando

N, > s, temos

s

<uNp —u ) %> = A" () = al®) &) oo

L2 (QvR) =1

< Z e (1) — ci(t)]]il-

Quando N, — o0, esta quantidade também tende para zero. Logo, (u"? — u, )1, r) pode
ser feito tdo pequeno quanto se queira, desde que N, seja suficientemente grande. Como
NP

c,” converge uniformemente para ¢, o mesmo raciocinio pode ser feito para provar que u’*»

converge fracamente em Ly(Q7,R) e uniformemente na varidvel ¢ para a fungdo u. Uma
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vez que u™» é limitada em V5(Q7), as suas derivadas também o sio em L,(Qr,R). Assim,
podemos escolher uma subsucessdo de u™» tal que as suas derivadas convergem fracamente.

Pelo Lema 2.2, elas convergem para as derivadas de u. Ora, temos

. 1/2 N, 1/2
. N, 2
esssup ||u|| r,r) = c;(t))? = lim c; (T < 00
ssoup [l o (?f( <>>> Jim (?f( (1)

Huxz Lo(Qr,R) < ]\S[u% Hui\ip”M(QT,R) < 0.

pE

Logo, u € V5(Qr). Vamos agora provar que u é solugdo do problema (6). Consideremos d(t)
uma sucessdo de fungdes suaves. Multiplicando a equagdo (19) por dj, somando em k de 1 a
N’ < N e integrando de 0 a t;, obtemos

I(ty;u™, Op) :/UN(JI,O)(I)N/(I,O)CZ]J,
Q

onde Oy (x,t) = Z£1 d;(t)&;(x). Uma vez que todas as fungdes desta igualdade sdo elementos
de Ly(Q,R) (pode ser verificado recorrendo as estimativas apresentadas acima) e que u’»
converge fracamente para u em Lo (2) e uniformemente em ¢, podemos passar ao limite referente

3 sucessdo uV», obtendo
I(ty;u, ) :/wOCI)N/(x,O)d:E.
Q

Como qualquer funcdo em W, (Q1) pode ser aproximada por fungdes do tipo ®y/(z,t), u é

solugdo do problema (6). O

Tomemos agora u € V,(Qr) a solugdo do problema (6). Entdo, u verifica

t=t1
t1 t1 n
/wbdx —/ /wbtdxdt:/ / E Fio., + Fo | dxdt,
Q 0 o Ja o Jo \'5

n

FP = Z —aijug; — a;u — f;

J=1

onde

sz—ibiuxi —au — f.
i=1
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Ora, uma vez que

n n
Z Uy, < 1y Zuxj < v [lullyyp - (21)
=1 L>(Qr.R) =t @R
||az‘u||L2(QT,R) < ||az‘||L2q,2T(QT,R) ||UHL§,;(QT,R) (22)
2111/2
= Hai HLq’T(QTjR) ||u||V2(QT,R) < Vi1 ||u||V2(QT) '
bzl . @rm) < M0ill @y 12l a0y < 11 ullvy 0 (23)
e
||au||Lq1,r1(QT,R) < ||CLHLHH(QT,R) ||u||L2(QT,R) < Nl\/T HUHVQ(QT) ; (24)
onde g1 = 22_‘1;1 er] = 22_%11 satisfazem a condicdo (8), F; e F satisfazem a condi¢do (11).

Se, adicionalmente, tivermos ¢(z,T) = 0, ent3o u verifica a equacdo
_ / Yop(x,0)dx — // updrdt = // <Z Fioy, + Fqb) dzdt, (25)
Q T T\ i=1

O Lema que se segue garante-nos a regularidade de uma funcao nestas condicdes.

Lema 3.5. Seja u € Vao(Qr) uma fungdo que verifica u(z,t) =0, (z,t) € (02 x [0,T]) e a
equacdo (25), para todo ¢ € W, () tal que ¢(x,T) = 0 e p(x,t) = 0, (x,t) € (9 x [0,T7]),
onde F; e I satisfazem (11). Entdo u € V,°(Qr).

Demonstracdo. Comecemos por denotar por () o conjunto §2 X (—o0,00) e consideremos u*,

F e F* os prolongamentos de u, F; e F', respetivamente, definidos por

u(u,t), te€][0,T]

u*(x,t) = u(z,—t), te[-T,0)
0, [t| > T
Fi(“a t)a te [OaT]
Fi(z,t) =< —Fy(z,—t), t€[-T,0)
0, lt| > T
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F(u,t), t €[0,T]
F*(z,t) =< —F(z,—t), te[-T,0) -
0, lt| > T

—//Q u* ppdadt = //Q (g Fro,, —|—F*¢> ddt.

para todo ¢ € W, (Q) tal que é(z,t) =0, (z,t) € (9Q x (—o0, 0)).

Temos entao

Consideremos ¢(x,t) = x(t)&(x), onde x(t) é uma fun¢do suave que se anula para [t| > T

e £(x) € W3(Q), anula-se em 9, e ¢ (x.t) = [, ¢(v,7)dr, como em (3). Temos

/ /Q u*gpdxdt = / /Q w) pdadt.
_/OO xt/QuZédxdt:/oox/Q (i(ﬂ*)hfxﬂ-ﬂf&) ot
- e i=1

Por definicao de derivada, temos entao

d n
[ wirgas =5 [ uiggo = [ <Z<F;‘>h5ﬁ + F;f) i,

i=1

Assim, temos

para todo & € W (Q) tal que &(z) = 0, € IQ. Por linearidade dos integrais, obtemos
[ (i) = oot = [ (Z (F s = (F ) 6+ (F3, = F) ¢) i,
i=1
para todo ¢ € W, (Q) tal que ¢(z,t) = 0, (z,t) € (9 x (—00,00)). Em particular, tomando
¢ = uy — uj,, temos

1d . .
QE/Q(U,H —uh2)2dx

-, (Z (Do = (P ) (0, = )+ (P, = ) (0, — >) i,

=1

Integrando ambos os membros de —oo a ¢, onde t é arbitrario, obtemos

1 * *
5”“111('7 t) — uh2('7 t)H%Q(Q,R)
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-[ ] (Z <F*>h2>><uzl—uzg>mi+(F,;—F;2><uzl—u:;2>> da

< NEm = EDnalla@r | (i oy = (g, )

L2 (Q7,R)
+ = Fiyllng, o @ llun, —un, M, - @rr)

< (ICF ) = (FDnallza@emy + 15y — iy llng, v @) 1k, — U, [lva(@r) — 0

Assim, como Ly (€2, IR) é completo, u} é convergente em Ly(€2, R), uniformemente em ¢. Logo,

a fungdo u* é continua na norma de Lo(£2,R). O
Segue diretamente do Lema anterior o seguinte Teorema.

Teorema 3.6. A solucio u € V5(Qr) do problema (6) pertence a Vy"*(Qr).

3.3 Dependéncia Continua dos Dados e Principio do Maximo

Teorema 3.7. Suponhamos que todos os problemas

—MPu=3 0 Daf = f7

u(z,t) =0, (z,t) €0 x][0,T],

u(x,0) = dg(),

onde

n

Mpu—Zsz <Z (2, t)ug, + af (1) > bext . —al(z, t)u,

7=1

verificam as condicdes (7)-(11) para as mesmas constantes. Suponhamos ainda que os coefi-
cientes af - sdo uniformemente limitados e convergem em quase toda a parte para a;; € que oS

P, aP, ¥ e fP convergem nas respetivas normas de acordo com as condicées

coeficientes a?, bt
(8)-(11) para a;, b;, a, f; e f, respetivamente, e 1f € Lo(2,R) converge em Ly(2,R) para
Yo. Entdo, as solugbes u? € V,"°(Qr) dos problemas convergem fortemente em VQI’O(QT) para

a solugdo u do problema (6).
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Demonstracdo. Consideremos a diferenga entre a identidade (12) para u” e a identidade (12)

para u. Fazendo v = u” — u, obtemos

/Q o, )bl 1) — /O ' /Q o ydaedt + /0 " (P, 6)dudt

_ /Otl /Q (zn: (i(ag — ai;)ug, + (af — ag)u + 7 — fz') Pu,

i=1 \j=1

+ (Z(bf — b, + (0" — a)u+ f7 - f) ¢> dadi+ [ (07(a) = 0(w))olz, 0)ds

Tomando
n

= Z(afj — aij)ug, + (af —a)u+ ff — f;

J=1

n

FP = (00 = b)ug, + (a" — a)u+ f* — f,

i=1

vP € solucao do problema
u— MPu=>" D, F’— F?
u(z,t) =0, (x,t) € x|[0,T],
u(z,0) = ¥g(z) — vo(x).

Ora, pelas estimativas (21)-(24), o problema satisfaz as condi¢bes (7)-(11), e portanto, pelo

Lema 3.2, vP verifica

”UPHV2(QT) <c |l - wOHLz(Q,R) - Z ’|EPI|L2(QT,R) + HFpHqu,m(QT,R)
=1

Assim, temos ||v” ||y, @, — 0 quando p — oco. O
Seja I' = (092 x [0,T]) U (Q2 x {0}).

Teorema 3.8. Seja u € V,"°(Qr) a solucdo da equacdo (5). Assumamos que as seguintes

condicbes sdo satisfeitas:
1. a(z,t) >0,
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2. a;=fi=f=

Ent3o,

min{0, essFinfu(x, t)} <wu(z,t) < max{0,esssupu(z,t)}
r
para quase todo (x,t) de Qr.

Demonstracdo. Comecemos por considerar a equagdo (17). Consideremos ainda a fungdo v, =
max{0, u, — My}, onde M), = max{0, esssupp up(x,t)}.

Para todo t; € [0,77, temos

t1 t1
/uh(:p,tl)vh(a:,tl)dx—/ /uh(vh)tdmdt+/ Ly (ty, up,vp)dt = 0.
Q 0 Q 0

t=t1 t1
—/ / (vp)ropdzdt
t=0 0 Q

Ora,
t1 t=ty t1
/ /uh(vh)tdxdt:/uhvhda: —/ /(uh)tvhdxdt:/uhvhda:
0o Jo Q =0 Jo Ja Q
t1

t= 1 t=t,
:/uhvhdx ——/U}%dl’
Q t=0 2 Q

Como v, (z,0) = 0, usando a desigualdade (7) e fazendo & tender para zero, obtemos

1 t1 n t1 n
_/U2(x,t1)dx+ul/ /Zuidwdtf —/ /Zbiu%vdmdt.

Uma vez que

t1 n t1 " n ) 1 n ) s
1=1

i=1 i=1

t=0

e
Vi, g
temos
/02($,t1)d.’17+V1 /h/ivid:ﬁdt</tl/iibzvzdxdt
Q o Joim “Jo Jani i ’
e assim,

t1 1 n
min{1, i HolZ 00, ) < / / > W,
=1
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Pelo Lema 2.11, temos ainda

th n n
/ / > brldadt < C7 (>0
0 JQ i=1

2
HUHVQ(QQH)'

qarvoutl

Logo,

2
||U||V2(Q(),tl)'
q7T707t1

2 CQ
min{1, v1 }|[v][,q,.,) < A

S
=1

entdo concluimos ||U||%/2(Q0t ) < 0. Fazendo o mesmo
1

Se min{l, 1} > <[>0 b2

=1 "1 ||q,r,0,t1’

para intervalos da forma |7y, 7%11] temos ||v||%/2(c2 ) < 0. Como esses intervalos podem ser
Tk Tk+1

feitos em ndmero finito e de forma a cobrir [0, 7], temos ||UH%,2(C20 o < 0. Assim, u(z,t) <

max{0, esssup; u(x,t)}. A prova da outra desigualdade é feita verificando que —u também é

solugdo da equagdo (5). [
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4 Programacao Convexa

No que se segue, (-, -) e || || representam o produto interno Euclidiano e a norma Euclideana
em R”, respetivamente. Dadas duas matrizes quadradas de ordem n, A e B, escreveremos

A =< B para significar (Au,u) < (Bu,u), para todo u € R™.

4.1 Funcoes Auto-concordantes

Consideremos f uma funcao convexa fechada, pelo menos 3 vezes diferenciavel e com
dominio aberto. Dado um ponto x € dom f e uma direcao u € R", consideramos a seguinte
notacao:

Notacao: Denotamos

DQf(x)[u, u] = (f”(x)u, u>7
D f(x)[u, u,u] = (f"(x)[u]u, u),

onde f"(z)[u] = lim,_o ﬁ (f"(z + au) — f"(x)).

Definicao 4.1. Dizemos que a funcdo f é uma funcdo auto-concordante se a desigualdade
| D*f () [u, u, u]| < My(D*f()[u, u])*/?

se verifica para todo x € dom f e todo u € R", para alguma constante M; > 0.

Exemplo 4.1. Consideremos a fungio f(x) = o+ (a,z) + 5(Axz,z), com A= AT > 0. Uma

vez que f"(z) = A e f"(x) =0, a funcdo f é auto-concordante com constante M; = 0.

1
Exemplo 4.2. Consideremos a funcdo f(r) = —Inz, x € RT. Uma vez que f"(v) = — e
T

2 .o
f"(x) = ——;, a funcdo f €é auto-concordante com constante M; = 2.
x
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Exemplo 4.3. Consideremos a funcdo f(x) = —In¢(x), onde ¢(z) = a + (a,z) — 1(Az, z),

com A = AT > 0. Uma vez que

1
Df(@)fu] = s (o) = (Ax.u)).
D (@)fn) = s (Au )+ s (o) = (A,
) , 3 2
D ()] = =5 () ({0, ) = (A ) = S5 (0. ) = (Ar. )’

tomando r = % ({a,u) — (Az,u)) e s = 55 (Au, u), temos

(z)

|D? f(2)[u, u,u]]  [3rs+ 219 - 3lr|s + 2|r|?
DAl (5t = (55 )7

Assumindo r # 0 e tomando k = 3/7“2, obtemos

D f (@), u ] _ eIl +2r?) 3k 42
(D @), a2 = (s + 2P (ki D)2

3k+2
(k+1)3/2

Uma vez que o maximo da fungdo k — é atingido quando k = 0, temos

(D5 (), ]|
(D21 (), ]2 =

Logo, a fungdo f é auto-concordante com constante M; = 2.

Proposicao 4.1. Sejam f, e f, duas funcbes auto-concordantes com constantes My, e My,,

respetivamente, e o, B > 0. Entdo, a funcdo [ = o f1 + [ fo é auto-concordante com constante

1 1
Mf:max{ Mf,—Mf }
Va BT
Demonstragcdgo. Comecemos por notar que f é convexa e fechada. Assim, fixando x € dom f

e u € R™, temos

|D3f(:L‘)[U, u, u” < aMfl (D2f1 (JZ)[U, u])3/2 + 5Mf2 (D2f2(m>[u> u])3/2
(D f (@) [u, u])?? (aD?fi(z)[u, u] + BD? fo(z)[u, u])*2

Fazendo a mudanca de varidvel D?fi(z)[u,u] = tw; e D? fo(x)[u,u] = tw, e tomando ¢ de

modo a que aw; + fws = 1, obtemos

]D?’f(:c)[u, u, u” < aMfl (tw1>3/2 + BMfz (tw2>3/2 aMflwl + BMfQ 3/2
(D2 f(x)[u,u])3/? — (atwy + Btws)3/? (qwy + fw,)3/?
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) . M M
= Oszlwf/2 + /BMwi;/Q = —h (owy)®? + —f2(1 — awy)*?

va Ve

. : 1 .
Esta Gltima expressdo é uma fung¢do convexa na variavel w;, € [O, — | e, por isso, toma o seu
Q@

maximo num dos extremos do intervalo, ficando provado o resultado. O]

Proposicao 4.2. Sejam f uma fungdo auto-concordante com constante My e A(x) = Ax+b
um operador afim. Entdo, a fungdo g(x) = f(A(x)) é auto-concordante com constante M, =

M.
Demonstracdo. Comecemos por notar que g é convexa, uma vez que
glazr+ (1 —a)y) = f(aldzr+ (1 —a)Ay +b) = f(a(Az+b) + (1 — a)(Ay + b))

<af(Az+b) + (1 —a)f(Ay +b) = ag(x) + (1 — a)g(y).

Alem disso, por continuidade, g também ¢é fechada.

Uma vez que

Dyg(x)[u] = (f'(Az), Au) = D f(Az)[Au],

D?g(z)[u,u] = (f"(Ax)Au, Au) = D* f(Az)[Au, Aul,

D?g(z)[u, u,u] = (D? f(Az)[Au] Au, Au) = D? f(Az)[Au, Au, Aul,

temos

|D3g(z)[u, u,u]| = |D?f(Az)[Au, Au, Au]|
< My (D (A Au, Au)¥? = My(D?(a) [, )"

]

Lema 4.3. Sejam f uma funcdo auto-concordante e x € ddom f. Se x; € dom f € tal que

xp — x, entdo f(xy) — oo.

Demonstracdo. Comecemos por notar que, uma vez que f é convexa, temos f(zx) < f(zo) +

(f'(z0),xr — xo). Como (f'(xg), zr — xo) converge para (f'(xo),z — xo), a sucessdo f(zy) é
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minorada. Suponhamos que é também majorada. Entdo, existe uma sua subsucessdo f(wy,)

convergente para um limite y. Assim, temos

(@n,, f(xr,)) = (2,9)

e, como f é fechada, (z,y) pertence ao epigrafo de f, o que é um absurdo, uma vez que

x ¢ dom f. Logo, f(x) ndo pode ser majorada. ]

Definicao 4.2. Seja f uma funcdo auto-concordante. Dizemos que f é uma funcao auto-

concordante padrdo se My = 2.

Estamos interessados apenas nas fun¢des f auto-concordantes padrdo tais que f” é ndo

singular em todos os pontos. Neste caso, tomemos as seguintes notac¢des:
lullf = (" (), u)' 2,

lull* = ([f"(@)] " u, ).

As aplicagdes || - ||£ e || - ||/* estdo bem definidas, uma vez que f é uma aplicagio convexa e,

portanto, para todo = € R", tanto f”(x) como a sua inversa s3o definidas positivas.
Lema 4.4. As aplicacdes || - ||/ e || - ||1* sdo normas.

Demonstracdo. Comecemos por notar que, por f” ser estritamente positiva, temos |lu|Z > 0
e ||ul|L = 0 se e apenas se u = 0.

Tomando u € R" e o € R, temos
ol = (" (@), a2 = (02(f" (2)u, u))"* = ol (F" (@), )2 = o ull:
Finalmente, dados u,v € R" e A € R, uma vez que f”(z) é simétrica, temos
0 < (f"(@)(u—Av),u— M) = (f"(@)u, u) = 2X(f"(x)u, v) + N*(f"(2)v,v).
Tomando A = (f"(x)u, v){f"(z)v,v)~!, obtemos

0 < (f"(@)u, u) — (f"(@)u, v)*(f"(x)v,v) ",
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ou equivalentemente,

(" (@), v) < [lullllv]l]
Logo,
(Il +vl2)” = (£ () +0), - 0) = (@) + (F (@), 0) + (F (@), o) + (@), u)
2 2 2
< (ulth)™ + (oll)” + 2llullZollf = (el + lol7)”
De forma anéloga se mostra que || - ||7* é norma. O

Lema 4.5. Seja u € R™. Entao,
[[ull [0

ul|f* = max{(u,v) : ||v||L < 1}. Em particular, {u,v) <

Demonstragdo. Fixemos u € R"™. Usando o método dos multiplicadores de Lagrange para
determinar max{ (u, v) : ||v]|Z < 1}, obtemos

1

0]

U=\

77w

onde A é o multiplicador de Lagrange. Obviamente, o méaximo de (u, v) é atingido para v com

norma 1, pelo que podemos assumir que v é da forma

1
v = X[f”(w)]‘lu, A= [I[f" ()] ull.
Assim, temos

max{(u, v) : [[v]l} <1} = (w, [ ()]~ u) = [[ull"

I
17 ()]l

De forma anéloga é possivel demonstrar que ||u||] = max{(u,v) : ||v||{* < 1}.
O lema que se segue é uma propriedade de todas as formas multilineares simétricas. Dele

podemos concluir que toda a fungdo auto-concordante f verifica a desigualdade
| D? f () [un, uz, ug)| < Millun [|][|us]|] ]| usl]- (26)
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Lema 4.6. Seja H uma forma k-linear simétrica sobre R" e A uma forma quadratica definida
positiva sobre R". Se

‘H(uv 7u)‘ §A<uau)k/27 Vu eRn,

entao
k

|H(U1, e 7uk)| S HA(uiaui)1/27 Vula s, Uk S Rna

i=1
Demonstracdo. A aplicagdo A(-,-) é um produto escalar sobre R™. Assim, usaremos a notagdo

(u,0) 4 = A(u,v) e |Jul|4 = A(u, u)"/2. E suficiente provar que
w=sup{|H (u, - wp)| : uilla < 1,0 =1k} = sup{|H(u, - )| : [Jull4 < 1} (27)

Para isso, chamaremos a uma cole¢do £ = [F1, - - - , E}| de subespacos de dimensdo 1 de R" um
extremal se tivermos |H (e, -+ ,ex)| = w, onde e; € E; sdo vetores unitarios. Pela linearidade
de H, os extremais existem. Tomaremos E o conjunto de todos os extremais. Assim, provar
(27) é equivalente a provar que E contém um extremal da forma [FE,--- | E].

A prova deste Lema sera feita por inducdo sobre k. Tomemos, por base, k = 2. Conside-

remos [E1, Fs] € E, com E; # Es, e (Q a matriz simétrica definida por

(Qu,v)a = H(u,v).

Sejam e; € E; e ey € Ey vetores unitarios. Vamos provar que [R(e; + e2), R(e; + €3)] € E.

Temos

w = [(Qe1, e2) a| = sup{[(Qu, v) | : [[ulla < 1, |v][a < 1}.
Consideremos P*, P~ e P’ os subespacos de R™ definidos por PT = {u € R" : Qu = wu},
P~ ={ueR":Qu=—wu}e P = (P"+P~)%. Pelo menos um dos subespacos P* ou P~

A4, ¢ € P', onde w' < w. Uma vez que os espacos

ndo é nulo. Assim, temos ||Qx| 4 < W'||z]

PT, P~ e P s3o ortogonais dois a dois e invariantes para (), temos

W = ’<Q61762>A’ = ‘<Q61+7€2+>A + <Q€;7€;>A + <Q€/17€/2>A‘

= |wlel, e3)a — wler, e3)a + (Qey, €5) 4]
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w(lled lalles la+llex [Lalles [La) + Qe [l alles]] 4

_ _ 1/2
<w ((lef i+ ller [Z)Ulez 3+ llex ) + ollerflallea]a < w.

Note-se que |le; |4+ le; 1A+ 1l€l% = |leill4 = 1,4 € {1,2}. Segue entdo que as desigualdades
acima s3o todas igualdades. Uma vez que w’ é estritamente menor que w, concluimos que

llel]la = |l€}]]a = 0. Mais, das desigualdades acima, temos ainda

lexllalles lla + llevllalles fla =1

lex I + ller [ =1 )

les 1% + lles 1% =1

de onde se conclui |lef]la = |leslla e llexlla = lles|la. Além disso, como |{e],eq)a| +
[er,es)al = 1ellefllalleslla + llerllallezlla = 1, temos [{ef', e)al = [l [lalles]la e
[(e1,e3)a| = |ler ||allez || a e portanto, ef = +ej e e; = +e,. Uma vez que e; # ey, pois

Ey # FE,, temos apenas duas possibilidades

(b) ef = —e5, e] =e¢5.

No caso (a), temos e; + e; = 2¢f € ET. Logo, [R(e; + e3),R(e; + e3)] € E. No caso (b),
temos e; + e3 = 2e; € E7. Logo, [R(e; + e3),R(e1 + e3)] € E.

Consideremos agora que a igualdade (27) se verifica para todas as formas (¢ — 1)-lineares
simétricas sobre R™ e vamos provar que também se verifica para as formas /-lineares simétricas
sobre R™.

Consideremos E* o subconjunto de E formado pelos extremais da forma [E,--- | E, F,--- | F],
onde o espaco E aparece p vezes e o espago F' aparece ¢ vezes (p e ¢ dependem dos extremais
considerados). Uma vez que, ficado v € R", a aplicagdo G, definida por G, (u1, -+ ,up_1) =
H(uy, -+ ,up—1,v) é uma forma (¢ — 1)-linear simétrica sobre R", pelo passo de indug3o,
o conjunto E* contém um extremal da forma [E,---  E, F]. Logo, E* ndo é vazio. Seja
E=I[E,--- E,F,--- ,F], onde o espaco E aparece p vezes e o espaco F' aparece ¢ vezes.

Sem perda de generalidade, suponhamos p < q. Designemos por «(€) o angulo formado pelos
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espacos L e Fee € E e f € F dois vetores com angulo entre eles igual a «(&). Como feito
no passo base, a colecio &' = [R(e+ f), -+ ,R(e+ f), F,--- , F], onde R(e + f) aparece 2p
vezes e F' aparece g — p vezes, é também um extremal. Mais, a(€') = a(€)/2. Logo, podemos
encontrar uma sequéncia {&; € E*} tal que «(&;) — 0. Esta sequéncia converge para uma

certa colegdo £ € E* que verifica a(€) = 0. Logo, £ é um extremal do tipo [E,--- ,E]. O

Para cada x € dom f e u € R", consideremos a funcdo auxiliar

1
ot) = ———. 28
Uma vez que
g D f (@ 4 tu)[u, u, |
PO= 52 o+t a2 =
para todo t € dom ¢, temos as desigualdades
¢(0) — [t] < () < ¢(0) + [¢]. (29)

Lema 4.7. O dominio da fungdo ¢ contém o intervalo (—$(0), ¢(0)).

Demonstracdo. Uma vez que f(z + tu) — oo quando z + tu se aproxima da fronteira do
dominio de f, o mesmo acontece com |[u||/, ., = (f(z+tu)u,u)"/?. Assim, quando z + tu se
aproxima da fronteira do dominio de f, ¢(t) — 0 e, pela desigualdade (29), temos ¢(0) — || <
o(t) — 0. O

Lema 4.8. Sejam z € dom f ey € R™. Se ||y — z|| < 1, entdo y € dom f.

Demonstraco. Consideremos u = y — z na fungdo definida em (28). Se ||y — z|| < 1, ent3o

¢(0) > 1. Logo, pelo Lema 4.7, 1 € dom ¢, ou seja, y € dom f. O

Proposicao 4.9. Para todos x,y € dom f a desigualdade

ly — 1

ly —all) > —=——"
L+ |ly — |12

verifica-se. Se ||y — z||] < 1, entdo também se verifica a desigualdade

ly — |1

ly — =l < :
L=y — |2
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Demonstracdo. Consideremos a fun¢do ¢ definida em (28) e tomemos u = y — x. Pela

desigualdade (29) temos 6(1) < 6(0) + 1. Ora 6(1) = ——— e 6(0) =

, OU seja,
ly — 2|y ly — ||

Lo
ly =zl ~ lly — ||

ou, equivalentemente,
ly — |1

ly —ally > —=——".
L+ lly — ll?

Se, adicionalmente, tivermos ||y — x||{ < 1, ent3o, neste caso, ¢(0) > 1 e também ¢(1) >

»(0) — 1, ou seja,
ly—allf
L=y — |

ly — |l <
Proposicdo 4.10. Sejam x € dom f e y € R" tais que ||y — z||] < 1. Ent3o temos

1
(1= lly — «|)

(1= lly = =" () = f"(y) =2 ;1" ().

Demonstracdo. Seja u € R™ u # 0. Consideremos a fungdo
(t) = (f"(z +tly — =))u,u), t€[0,1].

Denotando por y; = = + t(y — x), pela desigualdade (26) e Proposigdo 4.9, temos

2
W' ()] = 1D f(y))ly — w,w,u]| < 2y — |y, [ully, = 7 lye = @l (1)

2 Hyt—xHx 2Hy—me
< ————————Y(t) = —————Y(1).
—t () 1—t||y—m||x¢()

Uma vez que

= (Iny (1))

2||y :L‘Hx /
———— = 2(In(1 = t||ly — z||»)),

temos

2(In(1 = tlly — z[|2))" < (Ine(1))" < =2(In(1 = tlly — z[|))’
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Integrando as desigualdades de 0 a 1, obtemos
2(In(1 = |ly — z[ls)) < Ine(1) = Inp(0) < =2(In(1 — ||y — z[|.)),

ou equivalentemente,

(1) 1
N T EY

Corolario 4.11. Sejam z € dom f ey € R" tais que ||y — z||/ < 1. Entdo temos

1
(1= lly — «|)

Demonstragdo. Aplicando o Lema 4.5 e a Proposicao 4.10 temos

(L= lly =22/ @) 2 )] = S @)

(")) ", w) = (max{(u, v) : ([f" ()] "o, 0) < 1})7
> (max{(u,v) : L (@) o) < 1})

(1= lly —z]2)
= (max {(1 = [ly = | })(w, v) : ([f"(@)] v, 0) < 1})°

= (1~ |ly — =]|£)? (max {{u, v) : ([f" ()] o,0) < 1})°

= (1= lly = = DX/ (@) u, w).

De modo analogo, temos

(L"), u) = (max{(u, v)  ([f"(y)] v, 0) < 1})°

2

< (max {{u, v) : (1= [ly — 2|l 1)*([f" ()] 'v,v) < 1})

_ <m {;w,w AL @) o) < 1})

L= |y — |2

2

= i e () @) < 1))°
1

T
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Corolario 4.12. Sejam x € dom f ey € R" tais que ||y — x||/ < 1. Entdo temos

. . f (Hy— ||f " o 1 "
(1 ly = ol + 0= [ oty = o = e )

Demonstracdo. Pela Proposicao 4.10, temos

1

ey —anir = [0 lra= ol @ = @) [ 0=y alliar

_ 2112
- (1 ~Ily - ll{ + M) /()

e
! 1 ! 1 1 1 ! 1
J, £ttt = [ o e = ) [
1 "
T
O
Lema 4.13. Para todos x,y € dom f, temos
i (= all)’
(f'(y) = f(@),y w>2—1+”y_x”£.

Demonstracdo. Sejam x,y € dom f e denotemos por y; = = + t(y — x), t € [0,1]. Ent3o,

temos

() — () — ) = / () — ),y — 2)dt

1 1 1 1 2
= | e =)= e = [ (=l at
Pelo Lema 4.9, temos

lye— ol tly—ol]
STt -l Lty - sl

1 o 2 o f 2
<f/(y)—f’(x),y—x>2/o <M> g — Uy —2ll)”

L+ tlly — |z L+ |y — |2

Logo,
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Proposicdo 4.14. Seja x € dom f tal que | f'(z)||l* < 1 e 2} o valor étimo da funcdo f.

Entao
IF @l
L= || f()]I5

Demonstracdo. Uma vez que z} € o valor étimo da fungdo f, temos f'(z}) = 0. Usando os

lo — 271 <

Lemas 4.5 e 4.13, obtemos

2
(llz — a3 ]1f)
2 < (f'(x),x — @) < | F' (@) le = 2]l
L+ |le — 2 ! !
Logo,
L= || f()lI5

]

Proposicdo 4.15. Seja x € dom f tal que || f'(z)||l* < 1. Entdo x, = x — [f"(z)] 1 f'(x)
pertence ao dominio de f e

1/ @)1 )?

! £*§<
7l < (2

Demonstracdo. Comecemos por notar que

s — 2l = I @) S @I = 1 @) < 1.

Logo, pelo Lema 4.8, x, € dom f.

Pelo Corolario 4.11, temos

L ()12 = (" ()] (@), ()

1

1
I
1= [y — 2l

I R EXEd

(w0 )12

(@) (), [ () =

_ ol
L= [|f"(x)]2"
Tomando G = fol (f"(x+7(xy —x)) — f"(x))dr, temos
flag) = fllay) = fi(2) = f(@) (@ —2) = Gy — ).
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Assim,

(17 @OlE)* = (@) G las — 2), Glay — 1))
= (/@) L (@)L (@), G (@) 7 ()
= ([ (@) PG @) @), [ @) G ()] 7 ()
= I @)] G @) @) < @) @) R @) @)
= (I @) G @) (1 @)1
Pelo Corolério 4.12, temos

L@ Wmmﬁj,%w@“fm L@l
(wmm+ ; <@ E @ 2 S e

onde [ representa a aplicacao identidade. Assim,

|W@WWﬂM“Mm%WWWJWWWQWWW}

3 1@

@
T @I

Concluimos entao que,

o ey < (@l N I @0\
W“mWSqumﬁgwamﬁ'

4.2 Barreiras Auto-concordantes

Definicao 4.3. Seja F' uma func3o auto-concordante padrdo. Dizemos que F' é uma v-barreira

auto-concordante para o conjunto Dom F', onde Dom F' representa a aderéncia do conjunto

dom F', se a desigualdade

max[2DF(z)[u] — D*F(z)[u,u]] < v

u€eR”

se verifica para todo x € dom F'.
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Estamos interessados apenas em funcdes com segunda derivada invertivel. Neste caso, a

condi¢do (30) é equivalente a

([F" ()] F'(x), F'(x)) < v.

1
Exemplo 4.4. Consideremos a fungcdo F(z) = —Inz, x € RT. Uma vez que F'(z) = — e
x
1
F'(z) = et temos
2DF ()] ~ D*F (), o] o
- =max |—— — — | .
Fazendo a mudanga de varidvel u/x = s, obtemos
2 2
— = —925 — =1
Iggg[QDF(x)[u} D*F(z)[u, u]] max [—2s — 57
Logo, a fungdo F' é uma 1-barreira auto-concordante.
Exemplo 4.5. Consideremos a funcdo f(z) = —In¢(x), onde ¢(z) = o+ (a,z) — 3(Ax,z),

com A = AT > 0. Uma vez que

D f(x)[u] = ) ((a,u) — (Az,u)),
) ) 1 1 )
D?f(x)[u,u] = M<A%u> + 2@ ({a,u) — (Ax,u))”,
tomando r = i ({a,u) — (Az,u)) e s = 515 (Au,u), temos

2DF — D*F < —2r—r?—g| < —2r—7r?l =1
iré%gn([ (x)[u] (2)[u, u]] < max max [—2r —r? —s] < max [—2r — 7]
Logo, a fungdo F' é uma 1-barreira auto-concordante.

Proposicdo 4.16. Seja ' uma v-barreira auto-concordante. Entdo, (DF(x)[u])?* < vD?F(z)[u, u].

Demonstracdo. Consideremos = € dom F' e u € R™ tais que D?F(z)[u,u] > 0 e a fungdo

definida por

Y(A\) = 2DF(x)[Mu] — D*F(2)[Mu, M) = 2ADF(x)[u] — NX*D*F(z)[u, u).
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DF (x)[u]

A funcdo 1) atinge o seu maximo quando A\ = . Assim, temos

D2F(x)[u, ul
DF(@)u] \ _ (DF(@)[u])® _
() ~ Do <
pelo que (DF (z)[u))? < vD?*F(x)[u,u]. O

Proposicao 4.17. Sejam F; v;-barreiras auto-concordantes, i = 1,2. Ent3o, a fungdo F =

Fy + F5 é uma v-barreira auto-concordante com v = vy + vs.

Demonstracdo. Comecemos por notar que, pela Proposicao 4.1, a funcdo F' é auto-concordante

padrao. Assim, para todo x € dom F', temos

max[2DF(z)[u]—D*F(x)[u, u]] = max[2DF (z)[u]+2D Fy(x)[u]— D*Fy (2)[u, u] — D* Fy(z) [u, u]]

u€Rn u€Rn

< max[2DF,(z)[u] — D*Fy(z)[u, u]] + max[2D Fy(z)[u] — D*Fy()[u, u]] < vy + vy,

u€R™ uER™

]

Proposicdo 4.18. Sejam F' uma v-barreira auto-concordante e A(x) = Ax + b um operador

afim. Entdo, a funcdo G(x) = F(A(x)) é uma v-barreira auto-concordante.

Demonstracdo. Comecemos por notar que, pela Proposicdo 4.2, G é uma funcao auto-concordante
padrdo. Uma vez que

DG(z)[u] = DF(Az)[Au]

D?*G(x)[u,u] = D*F(Azx)[Au, Aul,

temos

max[2DG (z)[u] — D*G(x)[u,u]] = max[2DF(Az)[Au] — D*F(Az)[Au, Au]] < v.

u€R™ u€R™

]

Proposicao 4.19. Seja ' uma v-barreira auto-concordante. Entdo, para todo x € dom F' e
y € Dom F' a desigualdade
<F/(37),y - QZ) <v

verifica-se.
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Demonstragcdo. Sejam x € dom F' e y € Dom F'. Consideremos a fung¢ao

p(t) = (F'(z+ 1ty —z)),y —x), tel0,1)

A funcdo ¢ estd bem definida, uma vez que o dominio de F' é convexo.
Se ¢(0) < 0, entdo o resultado é imediato, uma vez que, pela proposicdo 4.16, podemos

concluir que v é n3o negativo. Suponhamos que ¢(0) > 0. Pela proposi¢do 4.16 temos

F (1) = (" + 1y~ D)y — )y — ) > - (Fo+ty — ),y — ) = (1),

de onde se conclui que

Uma vez que

|
5
="

_|_
5
ST

I
O\;

|
VR
5
w7
¥< <=
QL

[Va)

IV

N

temos

para todo ¢ € (0, 1). O

4.3 Método de Caminho Interior
Consideremos o problema de minimizacao

min{(c, z) : x € Q}, (31)

onde ¢ € R™ e () é um subconjunto limitado, fechado e convexo de R™ com interior ndo vazio e
para o qual é conhecida uma v-barreira auto-concordante F’ tal que () = Dom F'. Para resolver

o problema (31), usaremos o seguinte caminho central:
r*(t) =arg min f(t;x
( ) ngdome< ’ )’

onde f(t;x) = t(c,z) + F(z), t > 0. Assim, para cada t > 0 temos tc + F'(xz*(t)) = 0.

Consideremos a condicao de aproximacao central
lte + F'(@)|l7" = 1/ (t)llz" < B, (32)
onde 5 € (0,1) é um pardmetro suficientemente pequeno.
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Proposicao 4.20. Para todo t > 0, verifica-se a desigualdade

(e, 2" () — ¢ <

1R

onde c¢* é o valor 6timo do problema (31). Se x € dom F satisfaz a condi¢do (32) entdo

LB+ VY)B >

(c,x) — " <t< -

Demonstracdo. Seja z* € () tal que (c,z*) = ¢*. Uma vez que tc + F'(2*(t)) = 0, temos
(e, 27(t)) — " = (e,a™(t) = 2%) = S (F'(a7(2)), 2" — 2"(2)).

Pela proposicdo 4.19, concluimos (c, z*(t)) — c* < ¥. Consideremos agora = € dom F satisfa-

zendo a condigdo (32). Entdo,
fea =" (1)) = 77/ (6:2) — F(a), w0 — (1)) = 7 (U (62), 0 — () + (@), " (1) — )

(L7 @&+ 1E @17 lle = 2" @)l (6+¢7Hx—w(Wf

c~o~|>—t

v t
Uma vez que (c¢,z) — ¢* = (c,x — 2*(t)) + (¢, x*(t)) — ¢*, usando o Lema 4.14 obtemos o

resultado. ]
Lema 4.21. Se x satisfaz a condigdo (32), entdo

(B4 V).

lellz™ <

~ | =

Demonstragdo. Temos o seguinte

~ | =
H—I»—l

Hﬂ?=;W@@—FhN?S (17 o)l + I @)127) < 5B+ V).

3—¢Se B
2 TT1v VB
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Inicializagao: Estabeleca ty = 0. Escolha uma precisao ¢ > 0 e xg € dom F’ tal

que

15 (o) Iy < 8.
Passo k: Faca
_ g
try1 = tp + el
1 = o — [F" (@) (teae + F' ().

Pare O Processo se
(B +\/v)p

v+ < ety.
-3 k

Tabela 1: Método de caminho interior
Para avaliarmos a complexidade deste método, usaremos os lemas que se seguem.
Consideremos a seguinte iteracdo do método:

+ =+ g
ry =x— [F'(x)] tre+ F'(z)).

Lema 4.22. Se x € dom F € tal que |[tc + F'(x)||;* < 8, entdo ||t c+ F'(z,)||L* < B.

Demonstracdo. Comecemos por notar que

[tsc+ F'(2)]l;" = |te + F'(z) + ol < llte+ F'(@)elly” + I/ < B+ 1],

le HF

Ora, pela Proposicdo 4.15, temos

, tee+ Fl(@)]5 B+v 1\’
oot Felts < () < (T5s) =7

Usando os Lemas 4.21 e 4.22, podemos concluir que para cada k € N temos

Y
e = H|“‘%+1w Vo) O*ﬁ+ﬁ)“
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Teorema 4.23. O método de caminho interior termina em menos de N iteracées, onde

(L4t (4 /P
v(1—2B)e F o

ln(
N < S
ln(1+6+\/5)

No final do processo, temos (¢, z)) — ¢* < €, onde ¢* é o valor étimo do problema (31).

Demonstracdo. Notemos que, pelo Lema 4.14, temos
I1F"(20)]| 5, ﬁ
2o =il < T a7 < T-

Assim, pelo Lema 4.10, obtemos

f)/
lellzs

1 oo —apllfr _1-28 o

t, =

Logo, para cada k € N, temos

v\ 1-25 ~ v\
> (1+4——) t>—"" _(1+ :
’“—( 6+\/D) e - cx}( 6+ﬁ>

(ﬁ-hf)/?’ < &t}, na pendltima iteracdo, N’ — 1, temos

Uma vez que o processo para quando v +

N=2
, 4 BHVY)B I ok <1+ g > |

=5 o TS T A v
ou seja,
N < 7(1 —2B)e ) g

(i)

L (4 ) .,

Por fim, pelo Lema 4.20, temos

<67$N>_C < —
2%

Sejam P : R™ — R uma fungdo convexa e K; € R, i = 1,n. Consideremos o problema

P(x) — min,
(33)

x = (11,79,...,1,) € R,



Para aplicarmos o método de caminho interior a este problema, consideremos o seguinte pro-

blema de programag¢ao matematica:
o = (b, (z,0)) — min,
x = (r1,%2,...,2,) € R,
P(z) <o,

2 N
IzSKM 7'_]-7”7

)

J

(34)

onde b = (0,1) € R™ x R. Podemos ainda usar a barreira auto-concordante F definida por

F(z,0) = —In(oc — P(z)) —In(@ — o) — Z In(K; — 22),

onde 0 = maxXy,,2<k, i—tny L (7).
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5 Problema

No que se segue, o conjunto das fun¢des reais absolutamente continuas definidas no intervalo
[0, T'] sera denotado por AC([0,7],R). O vetor gradiente e a matriz Hessiana de uma fungdo F
iremos denotar por VI e V2F, respetivamente. Denotaremos por Hy o conjunto das funcdes
n € Ly((0,T),R) constantes por partes tomando valores n(t) = n(tk), t € (t7k,7(k + 1)],
k=0,N—1,7=T/N. O produto interno usual em R" ser4 denotado por (|-).

5.1 Formulacao do Problema

Seja 6 € V,"°(Qr) N Loo(Qr,R). Consideremos (0,t) = |A(x,t) — 0(x,t)|>. Sejam
Q; eWE(Q),j=1,m, K; >0,j=1,m, and 6y € Ly(2,R). Fixemos C' € R. Consideremos

o problema de controlo 6timo

JO,q1y. .. qm) = //Q o(0(z,t),t)dedt — min, (35)
0, = O, (36)
0x,t) = ZQj(w)qj(t), (z,t) € 982 x [0, T] (37)

0(z,0) = Z Q;(2)q;(0) = bo(x), (38)

41| 0,1y R) < K, (39)

onde (6, q1,--- ,qm) pertence ao espaco V,"*(Qr) x (AC([0,T],R))™.

A condicdo de fronteira (37) abrange a maioria das situa¢des enfrentadas em problemas
praticos. As fun¢des ), j = 1,m, podem ser consideradas como uma particdo da unidade
definida em 2 ou entdo como fun¢des de forma (shape functions) para algum conjunto de
elementos. As fun¢des g;, j = 1, m, determinam a dindmica de § em QN supp(Q;), j = 1, m.
A continuidade absoluta de ¢; é a condicdo mais fraca que pode ser imposta. De facto, em

aplicagdes, ¢;, j = 1,m, sao temperaturas ou concentragbes que tém alguma inercia e sdo
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funcdes bastante regulares. As derivadas ¢;, j = 1,m, s3o consideradas como pardmetros de
controlo.

Comecaremos o estudo deste problema considerando um problema auxiliar onde a funcdo
¢ : R x[0,7] — R é convexa e localmente Lipschitziana em relagdo a variavel 6 e mensuravel
em relagdo a variavel t. Assumimos que [p(61,t) — ¢(02,t)] < Ky|6 — 65|, K, > 0, sempre
que 61,05 € [—0,0].

Tomemos u(z,t) = O(x,t) — >0, Q;(x)q;(t). Sejam ¢} € R, j = T,m, tais que
> iy Qj(w)q) = Oo(x). O problema (35)-(39) é equivalente ao problema seguinte:

J(u,q1, -y Gm) :// w<u+Zquj,t>da:dt —  min, (40)
QT j=1

= Cugy + Z C(Qj)z= Z Qi (41)
(e, t) = o, (1) € 99 x [O,T], (42)
u(z,0) =0, (43)

g =mn;, ¢;(0)=qj, (44)

15 Lo 0.1 2) < 1S, (45)

onde (u7 i, 5 qm, M0 77m) pertence ao espaco ‘/2170(QT) X (AC<[07 T]J R))m X (LOO(((]’ T)7 R))m

Juntamente com este problema, consideraremos o problema:

J(ﬂ,ql,...,qm):// gp(ﬂJrZquj,t)dxdt —  min, (46)
Qr j=1

= Oy + Z C(QjT;)zs Z Q;1;, (47)
j=1

u(z,t) =0, (z,t) €00 x [O,T], (48)

u(xz,0) = 0, (49)

7; =1, 7;(0)=gq, (50)

17,1 Loo (0,1, 1) < K, (51)
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onde (ﬂa ala T aqmaﬁb e aﬁm) pertence ao espaco ‘/2170(QT) X (AO([OvT]7R))m X (HN)m
Uma vez que as fungdes 1;, j = 1,m e 7j;, j = 1,m determinam completamente as fung¢des

(u,q1,---,qm)e(T,qy,---,q,,), respetivamente, usaremos as notacdes J(n) = J(0,q1, ..., Gm) =
J(U,, qi,--- aQW) € J(ﬁ) - J(a7al7 ce 7qm) - J(ﬂﬂp s 7qm)

N3o consideramos qualquer discretizagdo da equagdo diferencial (47). A solugdo para (47)
admite uma representacdo em série de Fourier que converge rapidamente e, como consequéncia,

pode ser calculada rapidamente com precisao do computador.

5.2 Resultados Principais

Vamos agora formular os resultados principais deste trabalho.
Teorema 5.1. O problema (35)-(39) tem uma solugéo.

Teorema 5.2. Seja 6 uma solucio 6tima de (35)-(39) el =i+ > e Q]@j uma solugcdo
étima de (46)-(51). Entdo

.. . .- A T2 =
|‘](0aQ17 s 7qm) - ‘](9’ qi,- - - 7qm)| < W (VQKSOZ ”QjHLOO(Q,R) KJ) )
j=1

onde Vo = |, dx.

Consideremos a fungao

F(@,0) = —In(c — J(7)) —In(z — o) Z . In(K; — (7,(k))?). (52)
Sejam ¢ > 0,
N 2 (VQK¢ ZTzl (HCSJ'HLOO(Q,R) Kj)) TQ’ (53)
C= 7T?\/QK ;H Q)1 om Ki (54)
) (1+B)(mN +2)+ (8 +vVmN + )
In {2 S = 28)
N > + 2. (55)
. (1+ 5+\/mN+2)

Seja 77 um controlo étimo de (40)-(45).
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Teorema 5.3. O método de caminho interior encontra) € H y satisfazendo |J (1) —J(1)| < e,

em ndo mais que N iteracées.

5.3 Lemas Auxiliares

Os seguintes resultados serdo necessarios.

Lema 5.4. Sejan = (11,72, ..., 1m) € Loo((0,T),R™) uma fungio satistazendo ||1; | .. (0,r)r) <

K; e seja (u,qi, ..., qn) uma solucdo do problema (41)-(45). Entdo, as desigualdades

§ i § o,
Q q; anj
j=1

j=1

< |00/l oe(ry + T

Loo(Qr,R) Loo(QTR)

) Loo@r ) < 2| 160l Loci@r) + T

Z Qjn;

j=1

Loo (QT 7R)
verificam-se.

Demonstracdo. A partir da equacdo (44), obtemos

i@j(')%(ﬂ = iQa‘(') (QJ(O) + /Ot 7]j<5)d8) _

Assim, temos

> Qid; <22 Qi0)4;(0) + 7|3 Qi
j=1 Loo(Qr,R) J=1 Lo (S,R) j=1 Loo(Qr,R)
= [160[l ey + T'|| D Qi () (-)
=1 Loo(Qr,R)
Uma vez que u(z,t) = 0(x,t) — 7", Q;(x)q;(t), temos
lull 2oi@rm) < 10l wier) + || D Qi
=1 Loo(QrR)
Pelo Teorema 3.8, obtemos
100l i@ry < || Qi
j:1 Loo(QTvR)

e o fim da demonstracao. O
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Lema 5.5. Sejam n = (i, n5", .. nia)) € Lao((0,T),R™) en® = (i ms”, ... .mi)) €
Lo ((0,7),R™) fungdes satisfazendo ||nj oo r) < K € ||nj | Loo(o,r) ) < K. Entdo,

verifica-se a desigualdade

[J(™) = J0*)] < T*Va K,

(=)

Demonstragdo. Sejam (u¥, q?), . ,q,gi)) e V"% (Qr) x AC([0,T],R)™ funcdes satisfazendo

=Cul) + 3 Qi) Z Q.
j=1

u(z,t) =0, (x,t) €90 x [0,T],

Lo (QT}R)

u®(2,0) =0,
i\ =n", ¢70)=¢, ie{1,2}.
Tomemos 0 (z,t) = u) (z,t)+37, Q; (2)gi" (t) e 0 (2, 1) = u®(a, -+, Q;(2)g” (1).

Ent3o, temos

T) — T = \ J[ (0w - w0 @0) dxdt'

< // K, |0W (x,t) — 0@ (z,1)| dedt < TVRE, |0V — 0P| 1 0rm
T

Pelo Lema 5.4 obtemos

1 2 1 2
ZQj(q§)—q§)) <T ZQj<n§)—77§)>
7=1 Loo(Qr.R) =1 Loo(Q1 R)
Logo, pelo Teorema 3.8, temos
1 2
169 =691 @riy < T 32 Q; (n” =) 7
J=1 Loo(Q1,R)
e assim
0) = J6) < TVake 320, (1" - 1))
Loo(QT’R)
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5.4 Prova dos Resultados Principais

Prova do Teorema 5.1. Seja / o infimo do problema (40)-(45) e {u'} e {¢'} uma solug3o de

ub = Culy 4 S, CQy)er — S0 Q|
ul(z,t) =0, (z,t) €0Q x [0,T],
ul(x,0) =0 (56)

;=5 45(0) = qf,

17| Lo 01 m) < K,

onde (8, ¢1, -, Gm, M1, -~ » ) pertence ao espaco V, " (Qr) x (AC([0,T],R))™x (Lso((0, T), R))™,
tal que J(u'(-,-),¢'(-)) — . Como {n'} é limitada em L,((0,T),R™), existe uma subsequéncia
{n'*} fracamente convergente em Lo((0,7),R™). Seja n° o limite fraco de {n'*}. Pelo Teo-
rema de Mazur, existe uma sequéncia de combinacdes convexas de {n'*}, &F = ng} \in', tal

que & — 1% in Ly((0,7),R™). Uma vez que a equacdo (41) é linear, pelo Teorema 3.7 temos

zfgg Al — w0 e Zfi’;) Mig'" — ¢°. Assim, como J é convexa, pelo Lema 5.5 obtemos

1(p) 1(p) 1(p)
Jlq') = Tim D Nty Nt | < Tim Dy A (utgt) = ¢
i=p i=p i=p

Logo, (u”,¢”) é uma solucdo de (40)-(45). O

No que se segue, denotaremos por (6, G;) um processo Gtimo de (35)-(39). O problema (46)-

(51) tem também solug3o. Isto segue da compacidade do conjunto de controlos e do Teorema

~
Al A

3.7. Iremos mostrar que a diferenca entre .J(0) e J(0), onde 6 = u + Py Q]ﬁj é uma solugdo
6tima de (46)-(51), pode ser feita arbitrariamente pequena quando N é suficientemente grande.

Consideremos as fungdes ¢;, j = 1, m, definidas por




T
j=1m, te (tk,7(k+1)]r = N

Obviamente, estas funcdes s3o lineares por partes, continuas e satisfazem |q](t)] < Kj te

0,77, j =1,m. Afungdio ) 7" Q;G; esté préxima da fungdo 7" | QQ;¢; no seguinte sentido.

Lema 5.6. A seguinte desigualdade verifica-se:

imw@m ). (57)

Loo (QTvR)

Demonstracdo. Por inducdo temos

T(k+1)
ZQ] T(k+1)) ZQ] qJT/{:—i—ZQJ /k q;(s)ds

m k—i—l)
:ZQj( (Tk) +ZQ1 / dS_ZQJ +1)).

Logo, temos

Z Qi(@)q(7k) =) Qi(2)d;(tk), k =0, N. (58)

=

Notemos que, para todo ¢ € (Tk, 7(k + 1)], temos

m m F(k+1)
Z Qj( Z 2)q;(Tk) + —7h Z Qj(x / qj(s)ds
i=1 i=1

m B m r(k+1)
=Z@mwwwm+L¥iﬁz@mﬂ ii(s)ds
j=1 i=1 T
Set € (tk,7(k + 3)], entdo obtemos
— 4 (t))‘
PR, T(kt1) m -
Qj(x Gj(s)ds — » Q@) [ q;(s)ds
> / X,
t — 7k (k+1) . m t .
7’2@ [ %@w+;@@ﬂwws
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). m
@@W+Z@m>

g \K+§]@!K—Q]@

e sete(rk+3),7 (k 1)], entdo temos

- qj(t))‘

. m (k—i—l) T(k+1) .
é—giﬂz@m/k w—z@ [ s
j=1 T
k+1) T(k+1)
Z@ / m[ G5(s)ds

gz: 1K+§]@\K—Q]@

Assim, temos (57). O

Agora, usaremos o principio do méaximo (Teorema 3.8) para encontrar uma estimativa para

a diferenga entre a solugdo 6tima de (40)-(45) e a solugdo 6tima de (46)-(51).
Lema 5.7. Se¢ja Z;":l Q,(x)q;(t) a funcdo definida acima e 0 a solucio do problema
b1 = Clya,
O, t) = D7, Qi(2)q(t), (w,1) € 92 x (0,71,
0(z,0) = Oy(x).

Entdo, a estimativa

Ww

T m
L ST

verifica-se.
Demonstracdo. Seja 60 = 0 — 6. Temos

00, = C60,,,
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00(x,t) = Q;(x)(q;(t) — 4;(1)), (w,t) € 92 x [0, 7,

7j=1
e
d6(z,0) = 0.
Pelo Teorema 3.8 e Lema 5.6, temos,
m . . T m
||59||LOO(QT,R) < ZQj(qJ - q;) N Z |QJ||LOO Q,R)
J=1 Loo(QT.R) =t

O

Prova do Teorema 5.2. Consideremos 6 a funcdo definida no Lema 5.7. Assim como na

prova do Lema 5.5, obtemos

T0. G ) — J( ]—‘//T ))dxdt'

< TVaK (|0 = 0l| e (0 1)
Pelo Lema 5.7, temos
Uma vez que

temos

Prova do Teorema 5.3. Seja

2 (VQch 2 1951l om) Kj) T

€

N >
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Pelo Teorema 5.2, temos |J(7]) — J()| < £/2, onde 7] é um processo 6timo de (46)-(51) e 1)
é um processo 6timo de (40)-(45). Usando o método de caminho interior, encontramos 7 tal

que |J(77) — J(7)| < £/2. Pelo Teorema 4.23, o niimero de iteracdes é no maximo

(14 B)(mN +2) + (8 +vVmN +2)3
> 4o 2l )

+ 2,

In <1 + i >
B+ vmN +2
onde b= (0,1). Temos

7@) = IO < 1T = @)+ 1I@) = T@)] < 5 +5 ==,

Como HbH( _, é a raiz quadrada da (n + 1,n + 1)-ésima entrada da matriz [V*(F)(Z,5)],

usando a férmula de Sherman-Morrison-Woodbury, temos

- 1 R N AR G () Kt A N
”W@aﬁ(@_Jm»f*w—ﬁw) “Qa—ﬂmv+w—&ﬁ) |

onde & = MaX ety lnil . o0 <Ki} J (1) € (7],7) = argmin (F) (ver 52).

Consideremos a fungao
(A= J(@)*(@ —A)°
(A= J(@)*+ (@ =)

Ela atinge o méximo em A\ = (g + J(77))/2. Logo,

g(A) =

10117z 5) 7(0 = J(1))-

Aplicando o Lema 5.5, obtemos o resultado. ]

5.5 Problema de Rastreio. Exemplos

Consideremos o problema de rastreio. Neste caso, ¢(f,t) = |0(z,t) — 6(z,t)|>, onde
0 €V, (Qr)N Lo (Qr, R). O niimero de iteracdes necessérias para alcancar uma dada preciszo
é determinada por (53)-(55), onde K, = 2 (||0o|..cor) + T max,_17 K; + 0]l 1. 0rm))-

Note-se que, uma vez que a funcional é estritamente convexa, o problema de rastreio tem
uma unica solugdo. Além disso, a sequéncia de solugdes do problema (46)-(51) convergem em

quase todos os pontos para a solucao do problema de rastreio.
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Abaixo apresentamos alguns exemplos. Consideremos o problema

JO(.).q() = /m /W 0(x,t) — 3cos(wt)/4|*dedt — min,
o Or = Oy,
0(0,1) = 0(m, 1) = q(t),
41| o (0,10),R) < 1,
6(x,0) = q(0) = 3/4.
Introduzindo a nova fung¢ao y = 6 — 1q temos
Yo = Yoo — (1)1,

y(07t) = y(7T7t) =0,

y(ZL‘, O) =0,
q=m,
a(0) = 3/4.

Agora, o problema assume a forma
10 ™
Tttt = [ [ lotent) + (10) = 3eos(mt)/APdude > min,
o Jo
Yt = Yo — (I]-Q)ta

y(0>t) = y(ﬂ—at) =0,

y(QZ,O) =0,
q=m,
q(0) = 3/4.

Obviamente, temos y(z,t) = Z Yn(t)sin(nz) e 1 = Z b, sin(nx), onde

n=1 n=1

2 2 (1 1 2k — 1

T — ) n = -5

b, = —/ sin(nx)dr = — (M) =] nm
TJo g n 0, n = 2k.
Logo, temos
4
yk:—(Qk'—l)zyk— n k:1,2,...,
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A funcional toma a forma

J:/w( Zyk+4q—30087rt /4) Z
0

—|— 7(q — 3 cos(mt)/4) )

keN eN
Tomando
4(0) 3/4 0 0 0 0 1
. : 0 0 0
Y — = 5 A = 9 B == 4 Y
: 0 0 0 :
T 0 0 O ——7 cos(mt) _1 0 0 0 ]
T
= 4 o T ool H=1 Bcos(nt) |- o 0 e g |’
2k —1 2 2k —1
. T
00 © - 00 0
L 2 L - - )
temos

457

7= [y + vy + 55

Y(t)=S(t)Y(0)+ /0 S(t — s)Bn(s)ds.

Vamos agora mostrar que

Yy = Zyk(t) sin((2k — 1)x),

k=1
onde
(1) o e
=——— 1 e s)ds
Y 2k — )7 Jy g
é solucdo da equacao y; = vy, — 1. Comecemos por notar que y é limitada. Temos
N N N 00
41— G0y
t)sin((2k — 1 < ) < — _ < —
;yk()sm(( )z) 3 \yk()l_ﬂ; k1) ﬂz %_1

para qualquer N € N. De forma analoga, concluimos que ’25:1(2/@ — Dyg(t) cos((2k — 1)x)| <
0o. Logo, y € Va(Qr).
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Seja ¢ € W21’1(QT) tal que ¢(0,t) = ¢(m,t) = 0, t € [0,10]. E claro que oz, t) =
>0, ¢i(t) sin(ix), onde ¢;(t) = [ ¢(x,t)sin(iz)dz. Pelo Teorema da Convergéncia Domi-

nada, temos

/07r y(z, t)o(x, ty)dr = /O7r <Z yr(t1) sin((2k — 1)z ) <Z ¢;(tq) sin(iz )

T 2N—1
:/0 ]\}gnoo (Zyk t1)sin((2k — 1)z ) (Z ¢;(tq) sin m)
2N-1
:]\}Lr%o (Zyk t1 sm( 2k—1 ) (Z gb t1 sin m‘)

~ fim / Zyk(tl)qbgk_l(tl)sin2((2k—l)x)dac

N—o0
0 k=1

= hm Zyk 1) dop—1(t1) / sin?((2k — 1)z)dx

= lim —Zyk t1)Par—1(t1) Zyk t1)Por—1(t1).

N—oo 2

De modo analogo, provamos amda que

/ | vordode = / Zyk b 1)

o0

t1 ™ t1
| [ wbednat =7 [ (2 - 12
o Jo 2Jo =

o0

/ / nodrdt = / tlz @k = D)ot

onde, a convergéncia da série
oo

Z(% — 1)*ykar—_1

k=1
é obtida a partir das desigualdades de Holder e de Bessel. Notemos que

o0 00 172/ 1/2
D12k = 1)yt | < (Z(Qk - 1>4|yk|2) (Z |¢2k_1|2>
k=1 k=1

k=1
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5 [ 1/2
<42 (Z ) 6l

k=1

Ora, uma vez que

JADICSTED SN B SUAR

o0

= St )in(t) / Z (2% — 1) yk¢kdt+/12 (o)t

temos

T t1 s t1 s t1 s
/ y(x,t))p(x, ty)dx — / / yopdxdt + / / Yo Podrdl + / / nodxdt = 0,
0 o Jo o Jo o Jo

para todo ¢; € [0, 10].

Atribua-se

457

7= %Z (Ve MY) + {Falulk/N))) +

O valor de Y, pode ser calculado numericamente como

Y5 = S(k/N)Y,

ZI’ﬂ

Z (k —1)/N)Bq(i))

Sejam N = 10, ¢ = 1072, F(7,0) = —In(0 — J (7)) — In(7 — o) — 3,0, In(1 — 7(k)?),
Nin = 0, 04 = J(in) + 50, and & = 0, + 50. (precisamos fazer o;, e & suficientemente

grandes para garantir a desigualdade ||V (F)(nin, o)

F < ). Usando o método de

(ninagin)

caminho interior com 3 = 1/9 e v = 5/36, obtemos, ap6s 693 itera¢des, a solugdo
n= —1,—1,0.73,—1,1,—1,1,—1,0.95,—1,—0.18]

e a funcional toma o valor 15.8919. A estimativa tedrica para o nimero de iteracdes é 1096.
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0.8 -

04} -

Figura 1. Evolugdo do controlo discreto

Figura 2: Evolucdo da funcdo ¢

A tabela 2 mostra-nos o nimero real e o nimero estimado de iteracdes para diferentes

precisoes e outras fun¢des objetivo.
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precisdo et cos(mt) | cos(10t) | |cos(5t)| | estimado
1071 85 138 116 85 431
1072 110 188 158 111 492
1073 133 239 199 136 552
1074 157 289 240 159 613
1075 180 340 281 182 673
10°¢ 203 390 323 206 733
1077 227 441 364 229 794
1078 250 491 405 252 854
107° 273 542 446 276 915
10710 297 592 488 299 975
1071 320 643 529 322 1035
10712 343 693 570 345 1096
10713 367 744 611 369 1156
1071 389 794 626 390 1217

Tabela 2: 10 particoes
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