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RESUMO

A disciplina de Matematica & das disciplinas curricidagele adquire um maior impacto
social, sobretudo pelo fraco desempenho de muitos alunastad/ivezes, como justificacao
desse desempenho, os alunos referem-se a disciplina éenliliida como sendo aborrecida, nao
motivadora, sobretudo por os seus contetidos |hes chegammalgo ja feito. Os desafios de
pensar e de criar nem sempre estao presentes nas ativiladstido de topicos matematicos.
Uma forma de contrariar essa visao é atravées da matsanaitreativa. O que se entende por
matematica recreativa? Uma resposta imediata seradélagnatematica que nos desafia a
pensar, nos entretém e nos diverte quando pensamos nkded.cDe qualquer matematico diria
gue se diverte com toda a matematica que faz e, portania atodatematica seria matematica
recreativakE preciso, por isso, uma definicao mais concreta.

Quando se fala em matematica recreativa fala-se nao $oge® matematicos e em puzzles
matematicos, mas também noutras atividades com catadieo e pedagogico. Com ou sem
fator competicao, pretende-se dar solucao a um cedblgma. A procura da solucao de um
problema nem sempre exige um conhecimento profundo de raitampelo que as recreacdes
matematicas atraem a curiosidade de nao-matematicepeam-nos para o seu estudo. Esta &
a grande aposta pedagogica da matematica recreativa.

Neste trabalho, apresentam-se e estudam-se algumas;iEgenatematicas. O primeiro
capitulo & dedicado a trés jogos matematicos: o jogoedaagoro, do final do século XX, o
jogo dos pontos e linhas, do meio do século XX, e o ouri, 0 IBaiigo jogo matematico que se
conhece, que tera mais de 7000 anos. No segundo capkdicado aos puzzles matematicos,
sao trabalhados o Sudoku, o Quadrado Magico e o Tangramterdeiro e Gltimo capitulo,
apresentam-se algumas atividades que, pelo caracteo k@ que podem ser realizadas, fazem
sentido ser abordadas no ambito da matematica recrekgeas atividades envolvem nimeros,
calculo de areas, distancias e transformacoes gieicas

Todas estas atividades podem ser realizadas e exploralaslaa de Matematica do Ensino
Basico, no desenvolvimento de tbpicos matematicos,odgpeténcias, tais como raciocinio e
calculo mental, e de atitudes, tais como persisténciaseogem aprender. Pretende-se, assim,

gue este trabalho seja também um apoio aos professoresilesitde ensino.
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ABSTRACT

Mathematics is one of the curriculum syllabus that has gresicial impact, specially due
to the poor performance of many students. As a justificatfdhie performance, students often
refer to mathematics as being boring, not motivating, sdlgcbecause mathematical contents
are taught as something already established. The chall@nidpnking and of creating is not
always present in study activities of mathematical topi@se way of correcting this situation
is through recreational mathematics. What does recredtinoathematics mean? An immediate
response is “ it is that mathematics that challenges us tkthhat entertains and amuses us
when you think about it.” Of course, any mathematician asgiat he has fun with all the
math involved in his work and so all mathematics would begattonal mathematics. We must,
therefore, think of a more precise definition.

When we speak of recreational mathematics we mean not onflgematical games and
puzzles, but also other activities of fun and educationtlnea With or without competitive edge,
we want to find the solution of a certain problem. The searckhi® problem’s solution does not
always require a thorough knowledge of mathematics. Herethematical recreations attract
the curiosity of non-mathematicians and inspire us to islst This is the great pedagogical
objective of recreational mathematics.

In this monography, we present and study several mathemhegireations. The first chapter
is dedicated to three mathematical games: the traffic ligitgy from the late twentieth cen-
tury, the sprouts game, from the middle of the twentieth wgnand oware, the oldest known
mathematical game, which is more than 7000 years old. Inebersl chapter, which is about
mathematical puzzles, we work with Sudoku, Magical Squares Tangram. In the third and
last chapter, we present some activities that can be caeside be recreational mathematics as
they can be performed in a playful way. These activities vewmumbers, areas, distances and
geometric transformations.

All the activities presented in this thesis can be perforianed explored in mathematics clas-
ses of the basic curriculum, on the development of topicsathematics, of skills, such as rea-
soning and mental calculation, and of attitudes, such asgtence and joy of learning. Having

this in mind, we intend that this monography also suppo#stiers of basic curriculum.
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Introduc ao

A disciplina de Matematica tem uma forte presenca noicuio”escolar, 0 que muitas vezes &
justificada pela sua utilidade na compreensao e resoldedsituacdes do quotidiano. Resul-
tante da atividade humana, o ensino desta disciplina terfir@didade o desenvolvimento das
seguintes dimensoes: cultural, social, formativa etigali{Ponte, Boavida, Graca & Abrantes,
1997). A dimensao cultural resulta da transmissao deggerem geracao de factos marcantes da
historia da matematica, do seu contributo para a compéeegmiresolucao de problemas ao longo
dos tempos e do dominio de uma linguagem especifica parsmpreensao dos fenbmenos.
Em termos sociais, 0 ensino de matematica atende aosssésreo tempo em que vivemos,
a qualificacao do trabalhador e a apropriacao do é@dasbmum de ferramentas necessarias
para o seu dia-a-dia. Na dimensao formativa, o ensino derivitica promove o desenvolvi-
mento da capacidade de raciocinar matematicamente aetacionceitos, usar definicdes, fazer
demonstracdes e resolver problemas, comunicar e istargdeias matematicas expressas oral-
mente e por escrito, construir e aperfeicoar modelos néteos e aplicar o que se aprende em
Matematica a situacdes de outras ciéncias ou da vidédiguma. Na dimensao politica, o ensino
de Matematica desempenha um papel na transmissao desvalmiais, na difusao de valores
democraticos e de integracao social, como a capacidadeaperacao, a atividade critica e a
acao comunicativa. A promocao de tais dimensdesteedelatividades que desafiem a pensar e
que despertem a curiosidade e persisténcia na resaliecituacdes matematicas. Uma forma
de promover estas atividades é através da matematieatiea, que Singmaster (1993) define
como sendo a matematica que € divertida, popular e comedagpgico. Essas atividades re-
sultam, por exemplo, de jogos, demonstracoes, resolde problemas e de situagcdes com que
0 ser humano se depara no dia-a-dia. A esséncia da diveas®atematica recreativa e da sua
aplicacao a situacdes do quotidiano leva a recuar npdeeontemplando a atividade de ma-
tematicos, como por exemplo das civilizagBes helémeasopotamica e egipcia. Ao longo dos

tempos, 0s matematicos encontravam nos seus trabalhosemsacao de diversao por respon-
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derem as situagdes com que eram confrontados e porlognérin para a descoberta de novos
ramos da matematica. A caracteristica popular da maiesn&flete-se nos problemas que sao
agradaveis e apelativos para os leitores comuns. Embsea psoblemas se tornem, por vezes,
complicados, a espetacularidade da sua resolucao yoesesua popularidade. Quanto ao uso
pedagodgico da matematica recreativa, segundo Singnia983), caracteriza a seriedade da ati-
vidade matematica, nomeadamente nas atividades na saldadso tornar compreensivel e ape-
lativo o conhecimento matematico. A matematica recraditao antiga como a matematica em
si, como se constata nos problemas contemplados no papiRbidd e nas placas babilénicas.
Os dois aspetos da matematica recreativa, o popular e g@gida, pouco se distinguem da
matematica séria. Na matematica recreativa tém eslpEstaque os jogos e 0s quebra-cabecas.
Os jogos de azar e de estratégia ja existiam desde o id&cmvilizacdo humana e tiveram a
sua evolucao na idade média com o contributo de Fermas@Ra que deu origem a teoria
das probabilidades. Os quebra-cabecas tém um largocelcers conteldos da matematica, ao
exigirem habilidade manual, engenho e raciocinio logaicacao sistematica de padroes ma-
tematicos, como sao exemplo o cubo de Rubik, os anéigsbéne a torre de Hanbi. O espaco
gue osmediadedicam as palavras cruzadas e a outros enigmas reveleress¢ manifestado
pelas pessoas na resolucao deste tipo de problemas, @ glevera ao desafio, ao prazer da
descoberta. A matematica recreativa & frequentementgdmrada como sendo a base da ma-
tematica séria, como sao exemplo os problemas popujaeederam origem as probabilidades e
a teoria dos grafos. Posteriormente, outras areas damatta - tais como a teoria de numeros,
topologia, geometria e algebra - foram fortemente estias pelos problemas recreativos. Por
exemplo, a geometria teve o seu inicio na civilizacap&g com a pratica da agrimensura, mas
na civilizagao helénica os problemas de geometria fdratados como um jogo intelectual. Nos
tempos dos babilbnios, os algebristas ja resolviam probs através de equacdes quadraticas,
onde a area de um retangulo era adicionada a diferetigaceoomprimento e a largura. Apesar
da pouca significancia pratica, a resolucao de proldecrpaduziu-nos as equacdes clbicas e a
resolucao de algumas dessas equacdes. O estudo d@Bsguacreativas esteve na origem de
muitos topicos matematicos, transformando o pensangartoino em utilidade pratica. A ma-
tematica recreativa tem uma grande utilidade pedagpgacaontemplar um tesouro de proble-
mas gqua tornam a matematica divertida independentemermi@ntdexto em que sao trabalhados.
Tais problemas baseiam-se frequentemente na realidades fazjemergir a concecao de que
a matematica é tudo o que nos rodeia, bastando somentectladiepara ela. A utilidade pe-

dagogica da matematica recreativa deriva do destaqueéaja@atureza da matematica, que nao
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se resume a uma lista de formulas a serem seguidas nasdéside aprendizagem de conteidos
matematicos. Bem pelo contrario, a matematica € cotapiisideias estruturadas que exigem
raciocinio l6gico no seu processo de aprendizagem. Cae basta perspetiva, resolver um
bom problema vale mais do que resolver mil exercicios, cagréfica que a melhor experiéncia
para aprender consiste na resolugao de um bom problematexmatica recreativa fornece uma
variedade de problemas, podendo cada um deles ser alangatterado em funcao do objetivo
gue se pretende atingir. Um outro pormenor que caractengdidgade da matematica recrea-
tiva € a comunicacao de aspetos da historia e da culauraadematica, permitindo que muitos

problemas da antiguidade sejam (re)conhecidos e condmera






Capitulo 1

Jogos matenaticos

Neste capitulo, apresentamos alguns jogos de tabuleitenrmaticos. Jogos matematicos sao
jogos cujas regras, estratégias e resultados sao ekpdigeela matematica. Neste jogos nao ha,
portanto, fator sorte nem informacao escondida.

E por que & que jogar um jogo matematico € uma boa pratica?

Um jogo matematico visa despertar o interesse e mobilizativedade do aluno na Ma-
tematica. Os jogos matematicos aliam raciocinio, #sjra e reflexao com desafio e competicao,
de uma forma ludica. A sua pratica contribui para o dedgimaento da capacidade de formali-
zacao de estratégias, memorizacao e para o desemenlio pessoal e social.

Ao introduzir o jogo matematico, procura-se que os alurdmpimam e desenvolvam, em
ambiente ludico e interativo e em diferentes contextda @a aula, recreio, biblioteca, familia,
etc.), a nogcao de um conjunto de conceitos e competébassas relevantes para o desenvolvi-

mento do pensamento matematico, tais como:

* A destreza manual, a lateralidade, as nocdes de qudatelde sequéncia, as operacoes

mentais basicas, aquando da aplicacao das regras erjogagla

» O uso de processos organizados de contagem na abordageobbiras combinatorios
simples, por exemplo, os conceitos de chance, de eventa®mds, de eventos equi-

provaveis e nao-equiprovaveis;
» A procura de padrdes e regularidades e a formulacaonkrgiezacoes.

A partir da pratica de certos jogos de tabuleiro pode-serabtdesenvolver algumas ca-
pacidades de raciocinio e comunicacao, importantesshale e compreensao de topicos de

matematica. Sao exemplo de competéncias desenvalvidas
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6 Jogos matematicos

» Concentracdo: Uma boa concentracao & fundamental para aprender beados dsso-
ciados a cada jogo. Quem nao se concentrar nunca poderabalois resultados nem no
jogo, nem na matematica. A falta de concentracao & unedwaves a aprendizagem da

matematica por parte dos alunos.

* Visualizagao: Tanto na resolugcao de um exercicio como na participacén jogo, & im-
portante conseguir prever uma sequéncia de acoes argestp aconteca. Sempre focado
em atingir o objetivo final (Quer seja a resposta ao exercmino a vitdria no jogo), os alu-
nos devem ser capazes de ter uma visualizacao global dtepra em maos e reconhecer

o papel de cada passo praticado.

» Pensar primeiro, agir depois: Este aspeto & absolutamente vital tanto no jogo como na
matematica (como em muitas outras areas). Os alunos dawesnder a nao responder

aos problemas que surgem sem ponderar primeiro na resposta.

» “Pesar” as opgdes: Na resolucao de problemas matematicos e de problemagdgedgs
alunos podem, muitas vezes, ter modos alternativos de Bgjira capacidade de avaliar
esses diferentes modos leva a melhor compreensao quepiloss matematicos quer nos

temas dos jogos.

1.1 Senaforo

O jogoSen&foro & um jogo matematico inventado em 1998 por Alan Parr. O seeroriginal &
traffic lights O jogo pertence a classe de jogos de tabuleiro denomiraadebgos de Territorio.

O Semaforo joga-se, geralmente, num tabuleiro formadamaretangulo com 4 x 3 quadrados,
aos quais chamamos casas, mas o tamanho deste pode variat.pAsas (8 pecas verdes, 8
pecas amarelas e 8 pecas vermelhas) sao partilhadasdmétojogadores, que jogam alterna-
damente. O jogo realiza-se no tabuleiro inicialmente vaZiada jogada pode ser realizada de
trés maneiras: ou colocar uma peca verde numa casa vazidstituir uma peca verde por uma
peca amarela ou substituir uma peca amarela por uma pegeMa. As pecas vermelhas nao

podem ser mexidas, pelo que uma casa com uma peca vermialiecbsda ao jogo.



Semaforo 7

O vencedor € o jogador que, em primeiro lugar, conseguicenltrés pecas da mesma cor em
linha na vertical, na horizontal ou na diagonal (Neto & SiI%O4)E um jogo que exige certos
processos de previsao de deducéo, o que € bom para desenvraciocinio dos alunos. Em
cada jogada, os jogadores devem pensar nao s6 na sua, jogadambém na sua consequéncia.
Introduzir este tipo de atividade na sala de aula permitexansos alunos a pensar antes de
agir perante problemas na sua vida diaria e a dar impoa@naprendizagem a partir de erros

cometidos anteriormente.

O jogo original era jogado num tabuleirac3, mas depressa se chegou a conclusao qual era

a estratégia ganhadora do jogo:

O primeiro jogador coloca uma peca verde na casa centrajunslo jogador tem de subs-
tituir essa peca por uma peca amarela (caso coloque umavpete em qualquer casa vazia, o
primeiro jogador ganha, colocando outra peca verde pamseicuma fila com trés pecas verdes).
Na sua vez de jogar, o primeiro jogador substitui a peca@manr uma vermelha e, nas joga-
das seguintes, apenas tem de fazer um jogo simétrico acudadsersario (por exemplo, se o
segundo jogador colocar uma peca verde na casa al, o grijpgador coloca outra peca verde
na casa c3). Mantendo esta estratégia, o primeiro jogaddregsempre. Para tornar o jogo mais
interessante, adicionou-se uma quarta coluna ao tabulBixgste ainda uma outra versao do
jogo: para além do tabuleiro<3, considera-se um tabuleiro nao fixe 3 ou 3x 1, cuja posi¢ao

se pode ir alterando ao longo do jogo.



8 Jogos matematicos

A primeira versao apresentada sera aquela que vamosanadiste trabalho. O facto de traba-
Iharmos com um tabuleiro com 12 casas fixas permite umaadeitnjogo num tempo razoavel-
mente curto, fator importante a ter em conta se pensarmaosbaitiar com o jogo numa sala de

aula do ensino basico.

Para melhor definir uma estratégia ganhadora, definimagigois de casas:

1. Casas totalmente interditas: sao casas onde o jogador nao pode nunca mais jogar, sob

pena de perder o jogo;

2. Casas temporariamente interditas:sao casas onde, num dado momento, o jogador nao

pode jogar, mas, com a evolugao do jogo, poderao serj,pmalas.

IO |
| @O
1@

a b C d

Por exemplo, na situacao apresentada, a adsa totalmente interdita, pois se o jogador
substituir a pec¢a verde por uma amarela, o seu adversdrstitsii a amarela por uma vermelha
e ganha o jogo. O facto de a cashser totalmente interdita implica que as caa2sa3, bl e
cl também sejam totalmente interditas. A cd$& temporariamente interdita, pois se o jogador
colocar la uma peca verde, o adversario substitui-a p@ amarela e vence o jogo. No entanto,
se alguma das pecas amarelas das daas? for substituida por uma vermelha, o jogador ja
podera colocar uma peca verde na adkaAssim, na situacao apresentada, o jogador, para nao
perder de imediato, devera substituir uma das pecas Eraias casds3 ec2 por uma vermelha

ou colocar uma peca verde &t oud3.



Semaforo 9

Em seguida, apresenta-se um exemplo de desenvolvimertgattsjs a partir de uma situacao.
Este & um tipo de atividades que pode ser desenvolvida ammste qualquer ano do ensino

basico.

»
1@ @O
! O

a b c d

Nesta situacao, as casab, a3, bl, c1, d2 e d3 sao temporariamente interditas. Assim, 0
jogadorA tem quatro hipbteses de jogo: ou coloca uma peca verde8eu substitui uma das

pecas verdes por uma peca amarela ou substitui a pecalarpar uma vermelha.

De seguida, resume-se um percurso possivel de jogo se dojo§aptar por substituir a
peca verde erd1 por uma peca amarela:

3 ‘ Jogador: B

Casas fechadasb2 eb3
2 O ‘ Q Casas Totalmente Interditas:c2 edl1

1 Q Casas Temporariamente interditas:al ea3

a b C d Opcaodejogada:Peca verde eral

Jogador: A
Casas fechadasb2 eb3

O
o0

Q Casas Totalmente Interditas:c2 ed1
1 Q Q Casas Temporariamente interditas:al, a3 ebl
c

d Opcao de jogada:Peca amarela ecl

Jogador: B
Casas fechadasb2 eb3

O
o0

Q Casas Totalmente Interditas:c2 ed1
1 Q Q Casas Temporariamente interditas:al, a3, bl ec3
c

d Opcao de jogada:Peca verde erd2
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0@

OO

0O

OO

0O

- @O

OO
0O

» 01O

OO
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- @O

OO
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Jogos matematicos
Jogador: A
Casas fechadasb2 eb3
Casas Totalmente Interditas:c2 edl
Casas Temporariamente interditas:al, a3, bl ec3

Opcao de jogada:Peca amarela eni2

Jogador: B

Casas fechadasb2 eb3

Casas Totalmente Interditas:c2,d1,d2 ed3
Casas Temporariamente interditas:al, a3, bl ec3

Opcao de jogada:Peca amarela ea®

Jogador: A

Casas fechadasb2 eb3

Casas Totalmente Interditas:a2, c2,d1,d2 ed3
Casas Temporariamente interditas:bl ec3

Opcao de jogada:Peca verde eral

Jogador: B

Casas fechadasb2 e b3

Casas Totalmente Interditas:a2, c2,d1, d2 ed3
Casas Temporariamente interditas:bl ec3

Opcao de jogada:Peca amarela eal

Jogador: A

Casas fechadasb2 eb3

Casas Totalmente Interditas:a2, c2,d1, d2 ed3
Casas Temporariamente interditas:a3, bl ec3

Opcao de jogada:Peca vermelha emil

Jogador: B

Casas fechadasal, b2 eb3

Casas Totalmente Interditas:a2, c2,d1,d2 ed3
Casas Temporariamente interditas:bl ec3

Opcao de jogada:Peca vermelha el



Pontos e linhas 11

Jogador: A
Casas fechadasal, b2, b3 ecl
Casas Totalmente Interditas:a2, c2,d1, d2 ed3

2|0
1@

Casas Temporariamente interditas:—

- @O
0O

Opcao de jogada:Peca verde erhl

Jogador: B
Casas fechadasal, b2, b3 ecl
Casas Totalmente Interditas:a2, b1, c2,d1,d2 ed3

Casas Temporariamente interditas:—

00@® -
- @O
QIO

Opcao de jogada:Peca verde era3

Jogador: A
Casas fechadasal, b2, b3 ecl
Casas Totalmente Interditas:a2, a3, bl c2,d1, d2 ed3

Casas Temporariamente interditas:—

Opcao de jogada: Peca verde ent3 (Unica jogada

- @O @
- 00®
- @O
0O

possivel)

Jogador: B

Casas fechadasal, b2, b3 ecl
Casas Totalmente Interditas: a2, a3, bl, c2, c3, d1, d2
Q ed3
Q Casas Temporariamente interditas:—
d

Opcao de jogada:Qualquer jogada leva a derrota (nao ha

00e
000
900/®

jogadas sem ser as totalmente interditas)

1.2 Pontos e linhas

O jogo pontos e linhage um jogo matematico cujo nome originabprouts(que significa re-
bentos) e que foi inventado, em 1967, pelos matematicas Holonway e Michael Peterson,
guando ambos eram professores na Universidade de Camhvidgdoi Martin Gardner, numa

das suas colunas “Mathematical Games” na “Scientific Araafioque tornou este jogo popular
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em todo o mundo. @ontos e linhag um jogo classico de grafos que se joga com papel e lapis

€ cuja estratégia assenta na topologia do plano. As regragd sao bastante simples:

» O jogo comeca por um niumero qualquer de pontos desenhaduano;

Cada jogador deve desenhar uma linha que una um ponto augualatro (incluindo o

proprio) e depois colocar um novo ponto no meio dessa linha;

Nenhum ponto pode ter mais de 3 linhas a partir dele;

» Apesar de ter forma livre, nenhuma linha pode cruzar oirtrealnem a si propria;

O vencedor € a Ultima pessoa que desenhar uma linha.

Um dos mais interessantes teoremas relacionados com @@yos e linhagoi provado
pelo proprio Conway, num trabalho conjunto com Denis P.liglah, um seu aluno. O Teorema

afirma que um jogo que comece corpontos tem, no minimo rogadas.

VO QY

A primeira vista, parece que este jogo se pode prolongafiidamente, mas Conway pro-

Vvou que um jogo tem, no maximon3 1 jogadas. Tendo em conta a terceira regra, podemos
afirmar que cada ponto tem, no maximo, trés vidas (que smorelem as 3 linhas referidas na
regra). Um ponto ao qual ja foram ligadas 3 linhas, diz-sepomto morto. Um jogo que co-
mece conm pontos tem uma esperanca de vida (soma de todas as vidadodeopontos) de
3n. Cada jogada usa dois pontos, pelo que mata duas vidas, reaseatta um ponto na curva
desenhada, o que corresponde a criar uma vida. Assim, agaldgjoetira uma vida a esperanca
de vida do jogo. Como & 6bvio, 0 jogo nao pode continuandaa sua esperanca de vida & um.
Concluimos assim que nenhum jogo comontos iniciais pode durar mais que-31 jogadas.

O jogo que comeca com apenas um ponto € trivial. O jogAd&m apenas uma jogada
possivel: desenhar uma curva que une o0 ponto a si mesma arri@ovo ponto nessa curva. O
jogadorB une os dois pontos distintos e cria um novo ponto. O Jogaddo pode jogar pois a

esperanca de vida & 1. Assim, o jogaBdr o vencedor.
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Quando comeca com dois pontos, o interesse do jogo “rébe@aogador A tem trés

hipbteses de comecar 0 jogo, a menos de simetrias:
TG O

No entanto, topologicamente, as duas Ultimas situag@estambém, idénticas: basta rede-
finirmos o interior como exterior e viceversa, ou seja, bastaalhar com espacos topologicos
duais. Podemos dizer que, na verdade, o jogédimm duas hipbteses de jogo. O diagrama

seguinte apresenta todas as jogadas distintas possavais pgo que se inicia com dois pontos:

Percorrendo o diagrama, podemos perceber que tanto o jogadono o jogadoB podem
ganhar este jogo. Mas podemos afirmar que o jogAd@o tem uma estratégia ganhadora, pois
0 jogadorB tem sempre uma jogada para evitar a derrota. No caso de ogogecar com trés
pontos, Conway provou que o jogaddtem uma estratégia ganhadora. Foi, no entanto, o seu
aluno Mollison que provou que, no caso de 0 jogo comecar e@irgou cinco pontos, o jogador

A também tem uma estratégia ganhadora, mas, no caso de ogomgar com seis pontos, s
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0 jogadorB tem essa estratégia ganhadora. Durante muito tempo.enfabsa se, comecando

0 jogo com sete ou mais pontos, o jogadoteria uma estratégia ganhadora ou nao. Foi em
1990 que, através de uma analise computacional, feitddpeid Applegate, Guy Jacobson e
Daniel Sleator, foram estudadas as situacdes de jogogaomde com 7, 8, 9, 10 e 11 pontos.
Mais do que estudar estes casos, Applegate, Jacobson @ Sles¢rvaram um padrao nos seus
resultados e conjeturaram que o jogadotem uma estratégia ganhadora quando o resto da
divisao do numero de pontos iniciais por 6 & 3, 4 ou 5. Ezjaivemente, a conjetura afirma que
a sequénciéuy,) definida pelo jogador que tem estratégia ganhadora quandmero de pontos

iniciais én é perioddica de periodo 6. A seguinte tabela resume oltralolas trés investigadores.

Pontos inciais ‘1 2 3 45 6 7 8 9 10 11--
Jogadorcomestrat'egiaganhadbr& B AAABIBIBAAA

Mais tarde, em 2006, Josh Jordan confirmou a conjetura pgoa gmm até 14 pontos iniciais.
Julien Lemoine e Simon Viennot, em 2011, confirmaram a corggbara jogos que comegam

com até 44 pontos.

1.3 Ojogo do Ouri

O Ouri € um dos jogos mais antigos do mundo, perten-

ﬁ'ﬁ"’#%% centes a familia dos jogos Mancala. A palavra Mancala

L deriva do arabe mangala, mingala ou magala e do verbo
81 1

nagala, que significa mover, deslocar, transportar de um

lado para o outro.
Os jogos Mancala sao conhecidos por uma diversidade desnmonediferentes regras, mas

estes jogos de semeadura ou de contagem e captura posswsna tadsma esséncia que se
baseia num principio de transferéncia.

O jogo do Ouri & jogado num tabuleiro, de madeira ou pedna, doze cavidades centrais
e duas cavidades laterais. Estas cavidades laterais fiamsioomo depositos para cada um dos
jogadores. Em cada uma das doze cavidades centrais s@adado no inicio do jogo, quatro
pecas (sementes). Antigamente, em Cabo-Verde, usavaamente dura e brilhante, de cor
acinzentada, do fruto da Ourinzeira, a que chamam Ouri, quega do jogo. Pensa-se que 0

nome portugués do jogo vira deste facto.
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1.3.1 Um pouco da hisbria do Ouri

A origem do jogo de tabuleiro &€ muito antiga. O primeiro fabo que se conhece & de pedra
calcaria, com 12 cavidades dispostas em 2 linhas de 6, @npert a uma populacao que viveu,
ha 7900 anos, na Jordania. Este tabuleiro de pedra éagut madeira do jogo Mancala, que 0s
jordanos jogam atualmente, e ao do jogo Ouri, que se pratidaabo Verde. Os jogos Mancala
teriam sido espalhados pelo Egipto, antesAi@bes os terem difundido efrica, atraves do
Sud&o para a regiao do Golfo da Guiné, ao longo da cosliaditto, para a zona do continente,
e para Oriente, chegandadia, Macau, Insulindia e Filipinas. Foi levado para Caleode
pelos povos da Costa da Guiné, que foram povoar o arqgipé&apartir de 1462. Pensa-se que
s6 a partir do inicio do século XVI € que foi levado paraoata atlantica das Américas, pelos
escravos africanos. O Ouri chegou a Portugal na década de §8culo XX, pelas maos dos
emigrantes Cabo-Verdianos.

Os jogos Mancala sao praticados com muitas e diversificadgas, mas ha duas regras

comuns a todas as variedades:

1. O nimero de pedras e a sua distribui¢ao inicial pelsascdo tabuleiro € sempre constante

para cada jogo;

2. A distribuicao de uma mao & sempre executada num mesmoto fechado, e, no caso

geral, num Gnico sentido.

1.3.2 Asregras
* Regras principais:

— Inicialmente, cada buraco (exceto os dois depositosgénmhido por quatro pecas
(sementes), num total de 48 pecas. Cada jogador escolldadsedo tabuleiro. As
seis casas centrais mais proximas de um jogador saofidadés como as suas casas

e o deposito a sua direita sera o seu.

JogadoB

000000
000000

JogadoiA
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— Para decidir quem €& primeiro, um dos jogadores esconde amandée nhuma das
maos. Se o outro jogador acertar corretamente em que néa semente, sera o
primeiro jogador - jogadoA (Esta regra nao altera o caracter matematico do jogo,
uma vez que, como mencionamos mais tarde, esta provadouglgugr um dos

jogadores pode ganhar).

— O jogadorA recolhe todas as pecas de uma das suas casas e distribuunmaanas

casas seguintes, no sentido anti-horario. Esta regreéémase para todas as jogadas.

|

— Se a casa contiver 12 ou mais pecas, o jogador da uma veltgleta ao tabuleiro,

JogadoB

U®®@®@®U_ﬁ U@@@@@Q

000000 () ()0 GG

JogadoA

saltando a casa donde partiu.
— O jogador nao pode mexer nas casas que contenham apenasgar@guanto tiver
casas com mais pecas.
» Captura:

A captura decorre na Ultima parte do movimento: se, ao Segridima peca numa casa do

adversario, esta contenha duas ou trés sementes (ihalaipeca que acabou de semear),
o jogador captura-as, isto €, retira-as da casa do adiceesguarda-as no seu deposito. Se
as casas do adversario anteriores a Gltima tiverem dua@®pecas, o jogador também as

captura.
 Regras suplementares:

— As regras suplementares aplicam-se quando um dos jogdiaresm pecas.

— Se, ao realizar um movimento, um jogador fica sem pecas,ersaho & obrigado a

efetuar um movimento que semeie pecas no seu lado.

— Se um jogador realiza uma captura e deixa o adversario seass,pejogador € obri-
gado (caso tenha pecas que o permita) a jogar de forma duairgpecas em casa(s)

do seu adversario.

* Fim da partida:
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— Quando um dos jogadores captura 25 ou mais pecas, a panatiadie esse jogador

ganha.

— Quando um jogador fica sem sementes e 0 adversario haoqatede forma a in-
troduzir as sementes nas casas deste jogador, a partidagermadversario recolhe
as pecas gque estao nas suas casas para o seu deposita.qgGamhtiver um maior

nimero de sementes.

— Quando a partida esta a finalizar e ficam poucas pecas nkeitaberiando uma
situacao ciclica sem que os jogadores possam ou queviggH@ cada jogador re-
colhe as pecas nas suas casas e colocam-nas nos respgpvssas. Ganha quem

tiver mais pecas.

— Como o numero de pecas do jogo & par, 0 jogo pode terminanapate, mas isto

raramente acontece.

1.3.3 A estrakgia

No inicio do século XXI, John W. Romein e Henri E. Bal anamam que tinham resolvido o
jogo. Usando computacao paralela, num total de 144 psadeses e 72 Gb de memoria, 0s
dois investigadores da area das ciéncias da computdeatificaram 889.063.398.406 jogadas
possiveis e concluiram que o jogo pode de facto terminagrapate. Eles criaram uma base de
dados para cada nUmero de sementes existente nas 12 @eggascAlgumas destas bases tém
mais de 204 milhGes de entradas. Na altura, foi reconhepidaesta era a maior base de dados
construida para um jogo. O conhecimento desta base de dadoie prever, a cada momento,
o final do jogo. No entanto, & 6bvio que nenhuma mente huteamaapacidade para armazenar
este enorme volume de informagao, pelo que o jogo de Quhlipea resolvido, sera sempre um

jogo interessante de jogar.

As estratégias que 0s jogadores usam para ganhar o jogo sao

° Depositar as sementes nas suas casas e semear na alwparzedapturar 0 maior nimero

de sementes possiveis.

 Impedir 0 adversario de capturas sementes.
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1.3.4 Uma situa@o de jogo

JHO0O00000
J8 000000
1 2 3 4 5 6

O esquema representa um tabuleiro de Ouri, onde as casaggeecpm ao jogaddk se
representam pohl, A2, A3, A4, A5 e A6 e ao jogadoB, por Bl, B2, B3, B4, B5 e B6. Em
cada momento, representamos pfXi a jogada onde o jogadof (X € {A B}) distribui asn
sementes, que tem na cavidale pelas outras cavidades seguindo o sentido do ponteiro dos

relogios. Por exemplo,/A6, 5/B3, 4/A4, 5/B1 e § Al descrevem uma sequéncia de jogadas que

transformam a configuracao inicial do tabuleiro em

Sendo a sua vez de jogar, o jogadpode efetuar uma captura de trés sementes\ém
fazendo a jogada/B2. Qualquer outra jogada por parte do joga8o@o sb nao leva a qualquer

captura como também coloca duas casas vulneraveis@aadii e B3.

0000006
086000

Depois da captura e, o jogadorA joga 2/A6

IOQO@@@

086000

e deixa o jogadoB apenas com 3 jogadas possiveiiB4 7/B5 ou §B6, ja que ndo pode
jogar I/B1. Qualquer uma destas jogadas deixa a BAseom duas sementes, as calae B3

com uma Unica semente e a cd§acom 7 sementes. Imaginemos que o jog&lmga 5B4.
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lOOOO@@'

096000

O jogadorA joga 7/A5 e captura 3 2+ 2 =7 sementes das cadds, B2 e B3.

i.‘.‘@@ﬁ
096000

O jogadorB sb tem duas hipoteses de jogg/B8 ou YB6. Imaginemos que joga/B5.

Entao, as casd’l, B2 eB3 ficam com uma semente cada.

lOOOO.@E
0560000

O jogadorA joga 1QA2 e colhe 2 2+2+3 =9 sementes das cadds - B4.

IQQQOO@E
0035000

O jogadorB sb pode jogar 1(B6 e colhe 3-2=5 sementes ed e A5.

EOOOOOQE
0035000

O jogadorA joga 2/A6 e recolhe 3 sementes da caBas

0050060

Nesta altura, os jogadorése B tém, nos seus depositos, 19 e 8 sementes, respetivar@ente.

jogadorB joga 1/B6.
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005000

O jogadorA joga 4/Al.

EOOOOOQ
90350060

O jogadorB joga 1/B2.

EOQOOOQ
90350060

O jogadorA joga 2/A2.

EOQQOOQ
9035006

O jogadorB nao tem alternativa se nao joggda.

EQQQOOQ
0035006

Segue-se a jogada /3.

O jogadorB, para evitar capturas, jogdBs.

Jogos matemaéticos
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O jogadorA joga JA5.

Como nao pode jogar/B5, independentemente da jogada que o jog&lfizer, vai ficar

com 1 ou 2 sementes eBb e nao vai alterar o numero de semented\de Assim, na jogada

seguinte, o jogadoh vai capturar pelo menos duas sementes. O jogBdoga 3/B3 e colhe 3

sementes dA1l, ficando com 11 sementes no seu deposito.

O jogadorA joga 4/A4 e captura 2+3=5 sementes &%- B6, ficando com 24 sementes no

O jogadorB joga 2/B1 e captura 3 sementes &f. No seu deposito estdo, agora, 14 semen-

seu deposito.

tes.

O jogadorA & obrigado a jogar/3\6.

O jogadorB joga 2/B2 e captura 2 sementes exh.
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O jogadorA sb pode jogar JA5.

O jogadorB & obrigado a jogar/84.

O jogadorA joga 1/A6, captura 2 sementes eB6 e ganha o jogo com 26 sementes no seu

deposito




Capitulo 2

Alguns puzzles matenaticos

Um puzzle matematico & considerado, por muitos, um jogematico sem o fator competicao.
De facto, um puzzle matematico &€ um desafio que se pretesdb/er e explicar usando a ma-
tematica. A historia dos puzzles matematicos & paraleHistoria da Matematica. Exemplo
disso € o famoso puzzle das pontes de Konigsberg, que dgunoa Teoria de Grafos. Os puzz-
les sao classificados consoante a Matematica que lleeassiciada. Puzzles numéricos (como
0 sudoku), puzzles combinatorios (como o cubo magic@zles topologicos (como os puzzles
de arame para separar), puzzles geométricos (como o Tangé os tipos de puzzles mais
conhecidos e populares. Neste capitulo, apresentamassglgzzles que podem ser trabalhados

na sala de aula.

2.1 O puzzleld-15

O puzzle 1415 foi tornado conhecido por Sam Loyd, no final do século XDXpuzzle con-
siste numa caixa onde estao 15 pecas quadradas numeeatias kb como mostra a figura da
esquerda. O objetivo do puzzle &€, sem retirar as pecasxia o@as apenas movendo-as para o

espaco vazio, obter as pecas na disposicao apresevadidara da direita.

23
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Seguindo a regra do jogo, na primeira jogada, apenas se pog mpeca 12 ou a peca 14.

1112 11 1112 1112
14 14|12 14 14

ou

Quando apresentou este desafio, Loyd oferecia a quantia #diaonde doblares para quem
apresentasse uma solug¢ao. No entanto, ele sabia que inaneatregar esse prémio, ja que o
puzzle 14- 15 € impossivel. Para o provar, temos de considerar o itord®paridade de uma
permutacao. Simplificando a apresentacao deste purglee temos de facto € o problema de a
partir da permutacéo no conjuntd, 2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15, 16},

1234567 89 10 11 12 13 14 15 1
- 123456 7 8 9 10 11 12 1315 14 16
obtermos, através da composicao com outras permegaadpermutacao identidade.

Uma permuta@o & uma aplicacao bijetiva de um conjunto nele mesmo. Rauititdr a
notacao, quando esse conjunto € finito, trabalhamos coomjontoX, = {1,2,...,n}. Prova-se
gue num conjunto finito com elementos, podemos defimt permutacdes diferentes. Repre-
sentamos o conjunto destas permuta¢desSpor

Se existemay, ap,...,a € Xp (L< k< n) tais quep(ag) = az,p(az) = as,...,p(a_ 1) = a,
p(ax) =a1 e p(X) =x, paraxe X,\{az, a2, .. .,a}, dizemos que a permutaca ciclo de compri-
mento ke escrevemog = (a1ay---ax). Por exemplo, enXg, o ciclo t=(24371) de comprimento
5 é a permutacao

123456178
IT= .
247 35618

Nem todas as permutacdes sao ciclos, mas sabemos queeupérmutacao se pode es-
crever como composta de ciclos disjuntos, i.e., ciclos gaesua notacao, nao tém qualquer
elemento em comum. Por exemplo, ¥g) temos que

123456738
0= =(124)(3786).
247 15 386

Um ciclo de comprimento 2 diz-se urtransposi@o. Um resultado fundamental das permu-

tacOes permite-nos concluir que qualquer permutag@s&eve como a composta de transposicoes.

Mais concretamente, temos quesse (azay---ax) € S, entdop = (arax) (a1ak-1)---(a1a2).
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No entanto, podemos ter a mesma permutag¢ao escrita composta de um numero di-
ferente de transposi¢des, como mostra a seguinte &duaEmXg, para a permutacaé ja

apresentada, temos que

6 = (124)(3786) = (14)(12)(36)(38)(37)

ou

0 = (14)(12)(36)(38)(37)(15)(51).

Apesar de podermos escrever a mesma permutacao como staspe transposicdes com
fatores distintos, o nimero de fatores destas compesit€in a mesma paridade. O teorema que
nos permite esta tirar conclusao enuncia que nenhuma pEgadoude um conjunto finito pode ser
expressa simultaneamente como composta de um namero pansjgosicdes e como composta
de um nUmero impar de transposicgdes.

Assim, chegamos ao conceito fundamental que esta pasdadrjustificacao para a impos-
sibilidade da resolucao do puzzle de Sam Loyd. Uma peghatdiz-sear se se escreve como
composta de um nimero par de transposicoes e diz-se &@mpa escreve como composta de um
namero impar de transposicdes. A permuta@apresentada anteriormente & impar. A fungao
identidade & uma permutacao patr.

Prova-se que, para qualquer N, existem tantas permutacdes pares como impares.em

Também & 6bvio que a composta de duas permutagdes cesnaparidade € uma permutagcao
par e que a composta de duas permutacdes de paridadestdifeeé uma permutacao impar.

Voltando ao puzzle 14 - 15, a posi¢ao inicial & represtnfeela permutacdm= (14 15), que
€ obviamente uma permutacao impar, e a posicao fiegpresentada pela permutacao identidade
que, como ja observamos, € uma permutacao par. Paraztepser possivel, era necessario que
todos 0os movimentos que se fizessem fossem representadampgoermutacao impar. No
entanto, qualquer movimento de pecas que mantenha a maseeazia € uma permutacao par.

A titulo de exemplo, o seguinte movimento

[ERN
N
=
=
w
=
w
[

é representado pela permutacae:(123) = (34)(13)(12)(24), que &€ obviamente uma permutacao

par. O movimento
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1l2[3] _ [a[2[ | _ [i[J2| _ [1[s5]2] __
4]5 4]5]3 4]5]3 4] 3
1[s5[2] [ [s[2] _ [5[ J2] _ [s[2] | _ [5]2]3
4]3 1]4[3 1]4[3 1]4[3 1[4

é representado pela permutagie (145) = (36)(23)(12)(14)(45)(25)(23)(36), que &€ uma
permutacao par. Como estes movimentos representam umatpeao par, se iniciarmos com a
permutagao impdrl4 15), o resultado sera sempre uma permutacao impar e, pmrteobjetivo

do puzzle nunca sera alcangado.

2.2 O Sudoku

O Sudoku & um puzzle numérico baseado na colocagaousrns de 1 a 9 num quadrado de
nove linhas e nove colunas dividido em nove quadrados masep®s de trés linhas por trés
colunas, como se mostra na figura 3. Os numeros de 1 a 9 téencd@ecados de modo que nao
haja repeticao nem nas linhas nem nas colunas nem nosagoadrequenos. Num puzzle bem

planificado a solucao deve ser Unica.

Quadrado subdividido em 9 quadrados que constitui o0 Sudoku.

2.2.1 Breve hisbria

Este puzzle comecgou por ser divulgado no Japao em 1984nparempresa, Nikoli, especia-
lizada na criacao e divulgacao de puzzles, sob a degignde Suuji Wa Dokushin Ni Kagiru,

0 que traduzido significa “que os nimeros aparecem apenaveri. Posteriormente, passou
depois a ser conhecido apenas por Sudoku, nome que se abiando as letras iniciais da

primeira e terceira palavras. Este puzzle & uma versa@madio quadrado latino, existente



O Sudoku 27

anteriormente na Europa e estudado e aprofundado pelo damatematico Leonardo Euler
(1707-1783)E também idéntico ao jogo conhecido na América por numlaee, que foi publi-
cado pela primeira vez pela revidd@ll Pencil Puzzle & World Game®o seu n.° 16 de Maio de
1979 (Nogueira, 2011). Este puzzle € atualmente muitolpo@endo publicado periodicamente

em varias revistas e jornais.

2.2.2 Algumas €cnicas para resolver o Sudoku

O Sudoku nao & um puzzle que necessite de matematica oritmiéteca complexas - €
apenas um desafio de l6gica. O quadrado do Sudoku apreseimiaialmente com algumas das
suas células ou casas ja preenchidas. O jogador é desafampletar o quadrado de modo a
gue em cada linha, em cada coluna e em cada regiao de 3 liohdgplunas os algarismos de
1 até 9 surjam s6 uma vez. Podem-se referir algumas #cn&adas para facilitar a resolucao

do Sudoku. Entre elas salientam-se as seguintes:

1. Candidato Unico

Nesta técnica identificam-se, em cada um dos quadradogmpesjLas células vazias que
nao podem ser ocupadas por um dado algarismo por ele jaceatar na linha ou na

coluna que as contém. Se depois de bloguear todas asscéhda esse algarismo nao
pode estar s6 sobrar uma célula, & nessa célula que salgaem questao tem de ser
colocado. No exemplo, podem-se ver, pintadas de cinzentiglalas em que o algarismo

4 nao pode estar. Assim sendo, o algarismo 4 so pode ficatasas assinaladas com

asterisco.
7 1 3 2
6 8
8 1 9
* 7 9 1
9|3 5|4
6|14 9
3 8 4
4 3
1 5]* 3

2. Candidato Solitario
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Nesta técnica localizam-se as células vazias que apedasyser ocupadas por um Gnico
algarismo. Para isso identificam-se todos os algarismoesfae presentes na linha, na
coluna e na regiao de que a célula faz parte. Se apenasfalianico algarismo, inscreve-
se esse algarismo em falta na célula em questao. No seguxi@inplo, facilmente se vé

gue o algarismo que se deve colocar no lugar onde esta aletoealgarisma.

2|51 |4
5| |8

9/6| |a|] |8 7
6 7
418 [3]1
9 7

8| |3] |b 5|9
2 6| |C

7 143

Na linha que contém @, estdao os niumeros, 7, 8 e 9; na coluna estao presentes 0s
namerodl, 3, 6, 7 e 8 e, finalmente, no quadrado pequeno que contém adetrstao o0s
namerodl, 4, 5, e 8 faltando entao, apenas, o algaristp@ue se deve colocar nesta casa.
Do mesmo modo se faria para os nimdrasc que também s6 podem ser ocupadas por

um Gnico algarismo, neste caso, o algarish®o algarism@, respetivamente.

. Pares Escondidos

Os algarismos que surgem numa linha ou coluna impedem ocaparego desses mesmos
algarismos na linha ou coluna de um dos quadrados pequemd®. €sses algarismos tém
de estar nas outras casas desse quadrado pecfijmcm gue se mostra no exemplo onde
os algarismos 2 e 3 que estao na Ultima coluna do quadrgokediem que eles aparecam
nas células pintadas de cinzento. Assim, nesse quadrgdem®, os algarismos 2 e 3 tém

de estar nas restantes células, como assinalado.

78 1 3 2
1 6 8
3 8 1 9

4 7 91%3]1
93 54
6/1(4 932

3| |8 4
4| |3

1 5|4 |3
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4. Candidato Preso

Por definicao, todas as casas do Sudoku estao interigadee si. A existéncia de um
dado algarismo numa dada casa impede a sua repeticadaariancoluna e no quadrado
pequeno a que essa casa pertence. Esta técnica (candigsad @ utilizada frequente-
mente na resolucao do Sudoku. Nos quadros que se segustamse duas aplicacoes
desta técnica. No quadrado da esquerda pode-se comegglisar a técnica do candi-
dato Unico para perceber que no primeiro quadrado peqaeniado do 7 deve estar o
algarismo 8. Depois pode-se perceber que, na tltima linlguddrado, as casas pintadas
de cinzento nao podem conter o algarismo 8, pelo que egtedsbser localizado na casa
assinalada com o asterisco. No quadrado da direita poder-ge® o algarismo 7 nao pode
estar nos locais assinalados com as bolas pretas. Entgaadeado pequeno em baixo a
esquerda o algarismo 7 tem de estar numa das trés casasrdaliinha, como assinalado.
Isto faz com que no quadrado pequeno inferior central o iglgar7 nao possa estar na
Ultima linha, isto €, nao pode estar nas casas assirsataaa os circulos por preencher.
Entao, neste quadrado, resta apenas uma posi¢ao orghis@lo 7 se pode localizar, que

€ a posicao assinalada com o asterisco.

7|8 1 3 2 416
1 6 84 3|86
3] |8 1 9 3 9|7 9
4| |7 9 1 1 89 7
93 5|4 9 1
6/1]4 9 5 3|7 2
3| |8 4 6|°|°[6/4]° 7
4| 13 2|81+ |e|° 1
1 *|514] |3 77 |O]0O[5]2

Usando adequadamente e com lbogica, em simultaneo e/oleguérgia, estas regras é
possivel resolver a maior parte dos Sudokus. Por vezasmsalgudokus com um grau de di-
ficuldade maior, com menos casas inicialmente preenchiéagje ser resolvidos por tentativas
guando ja nao ha possibilidade de colocar inequivocéenenm estas ou outras regras logicas

semelhantes, mais algarismos nas casas vazias.
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2.2.3 0O desafio do Sudoku

Normalmente os Sudokus que se encontram nos jornais e stasepresentam cerca de 25 das
81 casas possiveis ja preenchidas. Para desafiar mate@sgados deste jogo este nimero de
casas pré-preenchidas pode ser mais reduzido. A dindiowig nUmero de células preenchidas
a partida aumenta o nivel de dificuldade do Sudoku masdangwde fazer com que o puzzle
passe a ter varias solucdes possiveis, deixando déke#o.vPor exemplo, a grelha inicial com
16 casas preenchidas que se mostra na figura seguinte népuzale “valido” pois admite duas

solucdes (trocando entre si os algarismos 8 e 9).

5 2 4 5/6/2]389/98|4 |71
7(1 3 69/4198|7/1/6]2|5|3
113|7{4[2]5]89/98|6

416 3/5/89|1198/41|6|2]|7

7 2 98|71412[6|3[1]89]5
1 211/6189/5(7[3[4]%8
6 2 61°8/1[5[4|2|7]|3%9
3 1 7/2|5|6/389|9|1 |4

4 4189/3198/7]1]5]/6/2

Puzzle Sudoku com 16 pistas e duas solucoes

Durante anos, muitos aficionados tentaram encontrar urmegdezSudoku com 16 células
pré-preenchidas que tenha solucao Gnica. Mas, em Z&drg, McGuire, Bastian Tugemann e
Gilles Civario publicaram um artigo provando que nao podstie nenhum Sudoku de solugao
Gnica com 16 ou menos casas pré-preenchidas (McGuirenTaign & Civario, 2012). Isto nao
quer dizer que todos os Sudokus com 17 pistas sejam vaktio2006, Gordon Royle apresenta,
na sua pagina de Internet, uma lista de 49 151 combinaiiféeentes de Sudokus com 17 pistas.

O soduku seguinte & exemplo de um desses puzzles.

8| |1 2|3|7|8]4]/1[5]/6]9

43 1/8/6]7/9/5|2]/4|3

5 5/9/413/2|6]7]1|8
7] |8 3|1|5|6[7]4[8]9]|2

1 416/9(5/8|2|1 3|7

2 3 71218]1/3/9]4|5|6
6 715 6(42[9]1]8[3[7]|5
3|4 8|5|3[4]|6]/7[9]2]1

2 6 9/7]/1]12/5/3]6/8|4

Puzzle Sudoku com 17 pistas e solugao Unica



O Sudoku 31
2.2.4 Classificago do Sudoku

Em muitos livros com puzzles Sudoku, estes sao classicamaliversos niveis. Uns classificam-
nos como facil, dificil, terrivel e enxaqueca. Muitages, estes puzzles aparecem classificados
em cinco niveis, de atéx * x x x, Esta classificacao nao &, contudo, universal, masealan r
tiva. O grau de dificuldade destes puzzles nao dependesageméimero de células previamente
preenchidas mas também do seu posicionamento na grelbaantp, das técnicas a usar. De
seguida, apresenta-se um exemplo de cada um dos graus dielddiEtendo em conta a primeira
classificacao mencionada.

A analise do nivel de complexidade do Sudoku, comecandatpibuir os candidatos possi-
veis nas casas vazias de cada grelha dos puzzles apresemeatits quatro situagdes, permite
destacar diferentes formas de preencher o quadrado. Nteman nivel de dificuldade facil
encontram-se seis candidatos Gnicos; no puzzle com déveificuldade dificil encontram-se
trés candidatos Unicos; em seguida, no nivel de dificidderrivel encontram-se dois candidatos
Gnicos; e, por Gltimo, no nivel de dificuldade enxaqugmasenta-se apenas um Unico candidato.
Num puzzle valido, a presenca destes candidatos Uréco®feito imediato na diminuicao de

nimeros candidatos dentro das outras casas vazias.

1. Facil - grelha com 36 células pré-preenchidas

7 5 4 6 ST s | 4] 6

81119 4 B I A I 2 BT BTN R O

2] 3 5| 8 2] 3 7158
31511 8| 2 351|827
7 4 S I A IR I 4 |

7|9 5(3]|1 el 1l 71 ol |5]3]1

7 |1 819 7 |1 2 8l 9 ‘s

6 9|4 |1 2le o412V |5
4 6 3 1 A A I A B A
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2. Dificil - grelha com 29 células pré-preenchidas

712(3]s 6 71235 6

411 4117

9 3 IS DO N I 9 3

6 1 3|4 6 134l

3 2 5 3l 2% 5
715 9 8 7|5 1ol 8

8 8 | . ISR [
4 4

9 3le |71 9| 3le |71

9 5 387
6 1 4 6 375 1 4 i g 27395
2

4 8 4 8 2350125 12 |[125Q156| 13| 35

69 679 6 79 79 6 79

3 151125 (25124 312515616 57
79 g7 | 695679 789 79|78 |89

135113535 156 16 |157|1 56
2 4 79 |67 79 2 4

8 890179

13 123|235 12 123
4 9 58| 56|68 4 57 9 2]

112 8 1Y 2 el 8
319 4 Slol | |24
5 U SR I D IO RV I IR I
8 9 4 1 cle ol 4|1
7 I P I S A R S0 IR
4 6 2 3 4 V6 || 2] 3
7 OO DS R IR IO IO A I e
1 2 9 i : 1 37486 487 486 687 36455 2 9

2 3|15 2 15l 3] 5]
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2.3 Quadrados nagicos

Um Quadrado magicoé um quadro com linhas en colunas preenchido con? nimeros tais
gue a soma dos nimeros de uma qualquer linha, coluna owndildgoconstante. A essa constante

chamamogonstante magicae an chamamos ardem do quadrado magica

A construcao de um quadrado magico pode ser vista comsmlugdo de um puzzle. Ha qua-
drados magicos triviais. Por exemplo, basta consideraf a§imeros iguais ou, num quadrado

3x 3, considerar trés numeros repetidos trés vezes.

3145
5/3|4
415|3

Estes sao exemplos de quadrados magicos sem grandssetaratematico. O interesse au-
menta exponencialmente quando se considera a condigiotdm? niimeros distintos. Os qua-
drados magicos mais estudados sao aqueles que saolpdesntom 031 primeiros niimeros
naturais. A estes Gltimos quadrados é costume dar-se e dequadrados magicos elementa-
res. De seguida, apresentam-se dois quadrados magicos ¢teeseme ordens 3 e 5, respetiva-

mente.

17124 1| 8 |15

2ol 2 23| 5| 7 |14| 16
71513 4|6 |13|20]| 22
6118 10| 12|19|21]| 3

111181251 2| 9

2.3.1 Breve hisbria

A origem do quadrado magico &€ desconhecida. O registo amigo que se conhece & um
guadrado magico de origem chinesa que se clam&hu, o que significa livro do rio lo. Este
guadrado, apresentado de seguida, relata a lenda sobrpamuree, um dia, reparou nas marcas

na carapaca de uma tartaruga que pareciam representamesas de 1 até 9:
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Este quadrado magico constituido pelos primeiros naweands naturais tem a constante
magica 15. Segundo Nogueira (2011), surgiu na China, em@0 d primeiro texto referente
a um quadrado magico, da autoria de Ta Tai Li Chi, e um segpodwolta de 570 d.C. O
assunto permaneceu dormente até cerca de 1275, data era lijieeatura chinesa ocorre uma
nova referéncia a um quadrado magico de ordem superior a 3.

No inicio, os chineses construiram quadrados magicosaio objeto de estudo, mas sim

como algo de sobrenatural:

4 9 2
Metal | Metal | Fogo
3 5 7

Madeirgd Terra | Fogo

8 1 6

Madeird Agua | Agua

Até ao século X, os nimeros pares presentes neste goadégico eram associados, pelos
habitantes do império do Meio, &n, o principio feminino, e 0s nUmeros imparesyang, o
principio masculino. Os numerdqque significava o principio de tudo) eéqque representava
a completacao) eram considerados 0s mais auspiciospsaeio que o nUmerg, no quadrado
central, era considerado o mais poderoso; este estavasksaderra e encontrava-se rodeado
pelos quatro elementos, todos igualmente repartidos el yelo yang.

Na India, o matematico Nagarajuna, no século |, obteve uadgdo magico de ordem 4, o
astronomo Varahamihira obteve um outro no século VI eargeiro surgiu aproximadamente no
século XIl associado a religiao local Jaina. Devido axidale possuir propriedades invulgares,

esse objeto numérico deu origem a uma classe de quadradoi@n 4 e superior) conhecidos
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por quadrados de Jaina. No saculo XIV foi formulada umaidecosmpleta de construgcao de
guadrados magicos no Ganita-Kaumadi, tratado de aitenéa autoria de Narayana, onde sao
referidos diversos métodos de constru¢ao conformedem ordemmd, 4n+1 ou 4+ 2.

O guadrado magico chegou a Europa pelas maos do filosdtr@ogo judeu Abraham Ben
Meir ibn Ezra (1090-1167), que se interessou pelos quadnadgicos quando traduziu textos
arabes para o hebreu. No inicio do século Xlll, Ahmed ahiBestudou o quadrado magico,
procurando descobrir as suas propriedades misticas. Bf) dstrou como construir um qua-
drado magico a partir de outros ja existentes, utiliza@daicas de preenchimento da fronteira.
Baseado nos seus textos, o bizantino Manuel Moschopouwdagugem 1306, um tratado sobre
0 assunto, sob um ponto de vista puramente matematicod&@&orou muito para que 0s qua-
drados magicos se popularizassem na Europa por meio dagdarastrologia e alquimia, tendo
sido muitas vezes usados como talismas contra a pesteos petigos.

Os quadrados magicos foram estudados, por volta de 146Qupa Pacioli (1445-1517) e
por Cornelius Agrippa (1486-1535). Este tltimo exposueaabra De Oculta Philosophia (1531)
guadrados magicos de ordem 3, 4, 5, 6, 7, 8 € 9, que, segundirebolizavam respetivamente
Saturno, Jupiter, Marte, Sol, Vénus, Merclrio e Lua - @s ganetasaté entdao conhecidos. Em
1514 surgiu, num quadro de Albercht Durer (1471-15B8)lancolia no canto superior direito,
representado um quadrado magico de ordem 4. No centro luia ilferior deste quadrado,

encontram-se 0os nimeros 15 e 14, lado a lado, a indicar aaatara.

Posteriormente, alguns conhecidos matematicos inegatig este assunto: Pierre Fermat
(1601 - 1665), que obteve o primeiro exemplo de um cubo maggaeralizado a trés dimensdes
e os discutiu com Marin Marsene (1588-1648), e Bernard Eleede Bessy (1605 - 1675) que,
na obra Des Quarrez Magiques Da Academia Royale Des Scjemes693 enumerou os 880
diferentes quadrados elementares de ordem 4. Nos finascdtosX1X, Eduard Lucas (1842-

1891) estudou os quadrados magicos na sua obra Receestathématiques e, em 1910, Henry
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Dudeney publicou uma completa classificacao dos 880 gdadmagicos de ordem 4 na revista
The QueenNao se conhece uma formula de obter o nimeros de quadnaalgicos elementares
de ordem, para qualquen ¢ N. Sabe-se que, a menos de simetria e rotacao, existe umragoad
magico elementar de ordem 1, nenhum de ordem 2, um de ord&80 8¢ ordem 4 e 275305224
de ordem 5. Nao se sabe o0 nUmero exato de quadrado makiooenéares de ordem superior a
5.

2.3.2 Constru@o de quadrados nagicos

Existem diversos métodos que permitem construir um qdadnadgico. No entanto, 0s
métodos que servem para construir um quadrado magicadendmpar nao servem para cons-
truir um quadrado magico da ordem par e viceversa. Comeggqor estudar a construcao de
guadrados magicos elementares. A partir destes, exis&odos que nos permitem construir
quadrados magicos nao elementares, i.e., com outrosne8rgue nao as? primeiros naturais.

Num quadrado magico elementar de ordera constante magica &€ dada pela expressao

n3+n
>

De facto, os niimeros do quadrado podem ser consideradasasrhprimeiros termos de uma

progressao aritmética. Assim, a soma destes termos é

4. N2
n*+n
1+2+3+--+n= .

SeC é a constante magica, ou seja,é a soma dos nUumeros de uma coluna, por exemplo,

temos que
n*+n2
nC-= ,
2
pelo que
nd+n
C-= )
2

O preenchimento de um quadrado magico elementar de ordpar € feito essencialmente
tendo em conta as simetrias em relacao a casa centraisddpmos quadrados com este tipo
de ordem, a constante magica & sempre o produto da ordemmadoaglo pelo nUmero da casa

central. Este facto vai ter influéncia nos métodos usadesgconstrucao de quadrados magicos.
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Quadrados Magicos de ordemimpar

Dos métodos que existem para construir um quadrado maggotentar de ordemx n, comn
impar, vamos apresentam@todo da piamide Este método consiste em formar um quadrado
com asn? casas do quadrado original, mas unindo-as apenas pelisesé nao pelos lados,

como mostra a figura seguinte:

No quadrado criado, devem-se inserir todos os nimeros dé 2 ao longo das linhas
diagonais e, de seguida, imaginando que os numeros caeefesd do quadrado original estao
em quatro quadrados de igual dimensao, sobrepomos osdauilacivados e obtemos o quadrado
original totalmente preenchido. De seguida apresentatsengétodo para os casos e 3 e

n=>5:
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3 9 15 3 9 15

2 8 14 20 20| 8 14| 2

1 7 13 19 25 S 712513 1 (19
6 12 18 24 24112 18| 6

11 17 23 11 17 23

A particularidade do quadrado magico de ordem 3

O quadrado magico de ordem 3 com 0s mesmp&meros € Unico, a menos de simetrias axi-
ais e rotacionais possiveis, independentemente dosroérmgae o preenchem (e, portanto, da

constante magica). Para demonstrarmos tal facto, corssgeo quadrado magico

de constante magiga. Entao,

i. a+tb+c=ma+d+g=m,c+f+i=meg+h+i=m;

i. a+e+i=m,b+e+h=m,c+e+g=med+e+f=m.

Se somarmos as trés primeiras equacoes de ii., obtemos
a+b+c+g+h+i+3e=3m.

Aplicando i., obtemos

m+m+ 3e=3m,

pelo que

ol
.

Podemos ainda concluir que

a+i=b+h=d+f=2e
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pelo que podemos afirmar q@a,i), (b,h) e (d, f) formam pares de nUmeros complementares,
no sentido em que distam o mesmoede

Vejamos agora que o numero maior da lista nunca podenarestados cantos do quadrado.

Suponhamos que o quadrado magico é elementar. Entanstante magica é 15 e, sabemos
ja quee=5. Suponhamos ainda gae 1 ei = 9. Entdoc (ou o seu complementg) tera de ser
um dos numeros 2, 3 ou 4. O mesmo acontece com o nlo(erwo seu complementa). Mas
isso & absurdo, pois, por exemplo, no primeiro caso, olseei-b+c< 15 para qualquds (ou
1+d+g< 15 para qualquett). Um raciocinio analogo leva-nos a conclusao que orsggeaso
também é contraditério. Logo 1 e 9 nao podem estar naesaupondo agora que 3 ocupa um
canto, se estiver na mesma linha que o 1, o quadrado so sagiaorse o terceiro nUmero na
linha fosse o0 11, o que & impossivel. Se o 3 estiver na mashwdom o0 9, o0 quadrado so seria
magico se o terceiro numero da linha fosse outro 3, o qubé&eme impossivel. Portanto o0 3 e
0 9 também nao podem estar nos cantos. Fica assim provadeidade do quadrado magico
elementar.

Se o0 quadrado magico nao for elementar, o raciocinicaéogn, provando que o0 maior e 0
menor nimeros estao em posi¢cdes simétricas emaekag quadrado central e ndo podem estar

nas diagonais.

Quadrados magicos de ordem par

Para ilustrar a construcao de um quadrado de ordem pagsvapresentar a construcao de um

guadrado 4 4. Existem dois métodos muito semelhantes:

1. Em primeiro lugar, preenche-se um quadradal4om os nimeros por ordem crescente
comecando pelo canto superior esquerdo e acabando nafznior direito. De seguida,
apagam-se 0s numeros nas duas diagonais e, por Ultinstgcam-se esses numeros, mas

trocando os lugaresde 1 e 16,4e 13,6 e 1le 7 e 10:

1(2(3]4 2| 3 16] 2 | 313
56|78 BE 8 | 5]11]10] 8
o |10{11] 12 o 12 "o lol7le |12
13| 14| 15 16 14| 15 4| 14]15] 1

2. Preenche-se um quadrade 4 com os nUmeros por ordem crescente comecando pelo

canto superior esquerdo e acabando no canto inferioralirBié seguida, apagam-se 0s
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nameros que nao estao nas duas diagonais e, por Glgemocam-se esses nimeros, mas

trocando os lugaresde 2e 15,3e14,5e12e8¢e9:

1(2(3]4 1 4 1]15|14] 4
56|78 \ 6| 7 HEIDEE
0 |10{11] 12 ' 10 11 " ls810|11]5
13| 14| 15 16 13 16 13| 3| 216

Embora parecam dois quadrados magicos distintos deasdasnagica 34, o segundo qua-
drado obtém-se do primeiro através de uma simetria mtatde centro no centro do quadrado
magico e de angulo de amplitude de 18felo que podemos afirmar que os dois métodos dis-
tintos levam ao mesmo quadrado. No entanto, este nao ieo duradrado magico elementar de
ordem 4 possivel. A partir deste quadrado, podemos periimhas ou colunas de modo a obter

diversos quadrados com a mesma constante. Por exemplod@adaanagico

12 | 6 7 9

€ obtido do tltimo quadrado apresentado trocando a maneea quarta linhas.

Segundo Nogueira, existem 880 quadrados magicos elerasila ordem 4 distintos, a me-
nos das quatro possiveis rotacdes e das duas simetaa88D quadrados, apenas 48 sao pandi-
agonais, i.e. sao quadrados magicos em que a soma hasamgoebradas (diagonais dos trés
guadrados obtidos do original “guebrando-0” segundo &s$ire colocando estas pelas ordens 2
-3-4-1,3-4-1-2e4-1-2-3)saotambém iguais a constadigica. O seguinte quadrado,

de constante magica 34, & exemplo disso.
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14 (11| 2| 7

15| 10| 3 6

Construcao de quadrados nagicos a partir de outros quadrados nagicos

Dado um quadrado magico de orderja conhecido (elementar, por exemplo), &€ possivel cons-

truir outros quadrados de ordem Para isso, bastar somar um mesmo numero a cada um dos

naumeros do quadrado original. Por exemplo, o quadrado

1711015
12| 14|16
13|18 |11

€ 0 quadrado magico de constante magica 42 obtido do agadnagico elementar

somando 9 a todos os seus numeros=(42+ 3x9). Interessante € observar que se construirmos
oito quadrados, somando 9, 18, 27, 36, 45, 54, 63 e 72 a tosdsweros do quadrado elementar
obtemos nove quadrados magicos de ordem 3 com os numetas&ke Substituindo cada casa
do quadrado elementar pelo quadrado encontrado correspi@ndbtemos o quadrado magico

de ordem 9 de constante magica 369.
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7164|691 8| 1| 6|53 46| 51
66| 68| 70| 3| 5| 7 | 48| 50| 52
6772|6514 | 9| 2|49 |54|47
26|19| 24| 44| 37|42]|62| 55| 60
21| 23| 25|139|41|43]| 57|59 61
22| 27|20 40| 45| 38 58 63 56
35| 28| 33 80 73 7817|1015
30| 32| 34| 75 77| 79|12| 14| 16
31| 36/29(78| 81| 74|13 | 18| 11

Repetindo o processo, se somarmos &BP,..., 7x81 e 881 aos numeros deste quadrado
magico, obtemos nove quadrados magicos de ordem 9 conmnosras de 1 a 27 Partindo do
guadrado magico elementar de ordem 3, podemos obter umegloatiagico de ordem 27. Deste

modo, podemos facilmente construir quadrados magicosd#rod, para qualquer natural

O método seguinte permite-nos formar um conjunto de 9 ndsnEa0O consecutivos com 0s

guais é possivel construir um quadrado magico de ordem 3.

Considere-se um nUmeaqualquer para comecar. Em seguida, consideram-se doisrng

diferentesp e q, que serdo adicionados ao namero original, como mosegudrse esquema:

P P
a a+p a+2p

+q
a+(q a+q+p a+q+2p

+q

a+2q a+2q+p a+29+2p

De seguida, basta construir o quadrado magico de ordem Iendtante 8+ 3q+ 3p se-

guindo o esquema
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a+2g+p a a+q+2p

a+2p a+g+p a+2q

a+q |a+2gq+2p| a+p

2.4 O Tangram

O Tangram & um puzzle formado por 7 pecas - um quadradm tildngulos e um paralelo-

gramo, como se mostra na figura seguinte. O objetivo do pézzabestruir um quadrado.

Quadrado formado pelas sete pecas do Tangram

Os cinco triangulos sao isosceles e retangulos. Osndaisres sao congruentes e a area de
cada um corresponde a um quarto da area do quadrado edastrdriangulo médio ocupa um
oitavo da area do quadrado construido e os dois triasgukis pequenos sao congruentes e a
sua area corresponde a um-dezasseis avos da area dodguemitatruido. Estes dois triangulos
formam um quadrado congruente com a peca quadrada, vistogjcatetos dos triangulos sao
geometricamente iguais aos lados do quadrado. A pecaaplamdcupa uma area que corres-
ponde a um oitavo da area do quadrado final. O mesmo se verificalacao ao paralelogramo.
As pecas do Tangram tém a particularidade de as amplitl@eseus angulos serem multiplos
de 45°, nomeadamente 45°, 90° e 135° (Gardner, 1988).

Com as sete pecas que constituem o Tangram constroem-se fionmas diferentes, sendo

algumas semelhantes a figuras que representam pessoaaisam@tnas do alfabeto, formas
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geomeétricas (Slocum, 2003).

A
3
r

Algumas figuras que se podem construir com as sete pecanigmina

2.4.1 Um pouco de higtria

Nao se sabe exatamente quando o Tangram surgiu, sendoteayte se trata de um jogo
muito antigo. Segundo Snape e Scott (1994), a primeira &weag@ Tangram surgiu em livros
chineses impressos em 1800. Para evidenciar a quantiddagites que se podem construir
com as pecas do Tangram, este autor refere que Lewis Canttdl em seu poder um livro,
intitulado The Fashionable Chinese Puzzle, do qual se dbsce a data da sua publicagao,
com 323 figuras feitas a partir das pecas do Tangram. Teatle$im jogo com potencialida-
des pedagogicas, que pode ser utilizado desde o préaestelaos niveis mais avancados. A
combinagao das pecas do Tangram oferece tantas pmksile que a sua exploragao contribui
para o desenvolvimento da criatividade dos alunos (Slo20813).

A origem do Tangram & um enigma sobre o qual existem muita®&s. Na procura de iden-
tificar a sua origem, Slocum (2003) apresenta factos is®ique dao conta da referéncia ao
Tangram. De acordo com a literatura chinesa, Yang-chestitii(um recluso iletrado) inventou
o Tangram durante o reinado de Chia-ch’ing (1796-1820),esrg@ atribuido a autoria do pri-
meiro livro sobre problemas com o Tangram, usando um psemddque na altura era comum

na China. A data desse livro resulta da inscricao esarnité@0 numa caixa de papelao coberta de



O Tangram 45

seda contendo um Tangram de marfim entalhado que foi dadmei$-Maln no dia 4 de abril

de 1802, que mostramos na figura seguinte.

Sang-hsia-k’o compilou o segundo livro sobre problemas oofangram, intitulado Ch’i
ch’iao t'u ho pi. A introducao e as 334 figuras deste livroedoi publicado em 1813, foram
reimpressas em inumeras edicdes de varias editorassas durante mais de 100 anos. Uma
réplica desse livro - incluindo a capa, o texto e 130 figures descoberta no Japao, da qual
Slocum (2003) pondera ter sido publicada em 1839. Na suzdimggo, Sang-hsia-k’o conta um
pouco da historia do Tangram e das figuras contemplad@ntsaido que a origem deste jogo
se liga com o teorema de Pitagoras. Porém, Slocum (200&)tsaque a sua investigacao sobre
a presenca do teorema de Pitagoras na matematica chi@aesncontrou evidéncias de que o
Tangram tivesse sido inventado na China ou conhecido petaga matematicos chineses. O
editor do livro de Sang-hsia-k’o de 1813 publicou uma novadxcom a mesma introducao e
0S mesmos problemas, conjuntamente com um livro de sedud@s problemas propostos, cujas
copias foram largamente distribuidas na China, Europmérika. Em Inglaterra, os problemas
deste livro foram compilados e publicados, o que fez com qoezale se tornasse famoso em
Londres e a sua popularidade se espalhasse rapidameniasrmaises europeus.

Acredita-se assim que o Tangram comecou no Oriente e skegera o Ocidente. Alcan-
cou a Europa e a América no principio do séc. XIX e a pajmdale continua até hoje. Atual-
mente, 0 Tangram esta a tornar-se novamente popular nqautadores pessoais e de escolas,
constituindo um jogo intemporal. Em termos pedagogicdargram pode ser utilizado no en-
sino de Geometria, exigindo somente imaginacao, pec@&xcriatividade e potencia a realizacao
de atividades de percecao visual no plano e a capacidader gartes no todo. Manipulando e
comparando as suas pecas, é possivel estabelecefisgirzat relacdes de perimetro e de area,
compor e transformar figuras geométricas noutras figunaisagntes, ordenar pecas por areas,
comparar, ordenar e adicionar medidas de comprimentajastwopriedades de convexidade e
concavidade de poligonos e estudar figuras semelhantearaCter ludico deste puzzle levou

0s responsaveis educativos a apontarem no programa deatate a utilizacdo do Tangram,
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com a convicgao de que a sua utilizagao na sala de autagweo desenvolvimento nos alu-
nos da intuicdo geométrica, da capacidade de visyalizaade uma relacao mais afetiva com a

matematica (Ministério da Educacao, 2007).

2.4.2 Atividades com o Tangram

Com as pecas do Tangram podem-se realizar muitas atigdigdexploracao de topicos geome-
tricos, como, por exemplo, areas, perimetros e semglsatefiguras. Segundo Gardner (1988),
tais atividades classificam-se em trés categorias pareifl) procurar diferentes modos para
formar um dado Tangram ou uma prova da impossibilidade deaoum Tangram; (2) encon-
trar formas que descrevam, com criatividade, silhuetasndeaas, figuras humanas e outros
objetos reconheciveis; (3) resolver uma variedade dden@s de geometria que envolvam as
sete pecas. Estas atividades podem-se concretizar e @asduiveis de escolaridade, com a
ressalva de que os objetivos que se pretendam atingir sgoredan com os conhecimentos dos
alunos envolvidos. Com os alunos do ensino primario, o feEangserve para identificar os ti-
pos de poligonos representados pelas suas pecas, cordpoompor figuras geométricas, o
que, através da visualizacao, lhes possibilita a agiosdo conhecimento sobre a forma dos
poligonos abordados. Relativamente aos alunos do segutaiioeiro ciclos as atividades com
o Tangram podem ser mais desafiantes e variadas, tais costingdir parte do todo, compor
poligonos equivalentes, calcular area e perimetro deagycujas medidas dos lados sao tradu-
zidas por nUmeros racionais e irracionais, construir @sipeis poligonos convexos, construir
guadrados semelhantes segundo o nUmero das pecaslaslipastificar matematicamente a im-
possibilidade de se poder construir um quadrado pela aiasée alguma peca e propor alguns
paradoxos sobre figuras construidas com as pecas do ifangra

De seguida apresentam-se alguns exemplos de tarefas gera ged desenvolvidas na aula

de Matematica:
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1. Tarefa 1

1. Compor e decompor o Tangram;
2. Entre as pecas que compdem o Tangram, identificar:

i. Poligonos geometricamente iguais;

ii. Poligonos semelhantes nao geometricamente iguadh; |i

cando a razao de semelhanca do maior para 0 menor;

A construcao de um Tangram obtém-se a partir de um quadraBCD|, com uma dada
medida dos seus lados. Uma folha quadriculada facilita atnogio do Tangram. Traca-

se uma das diagonais do quadrado, por exerff@j. Determina-se o seu ponto médio

E, assim como os pontos médios dos laflB€] e [AB], designando-os pds e F, res-
petivamente. Traga-se o segmento de f&&] e determina-se o seu ponto médio
Traca-se o segmento de reta de extreDa@s]. Determina-se os pontos médios dos seg-
mentos[AE] e [EC], H e, respetivamente. O Tangram ganha forma quando se une o0s
pontosl e J e os ponto$ e H. Ao serem recortadas, as figuras que compdem o Tan-
gram (triangulos, quadrado e paralelogramo propriamgitdg¢ podem ser utilizadas com

paciéncia e imaginacao numa variedade de atividades.

D C

Na identificacao das pecas do Tangram que sao poligmwaetricamente iguais, tem-se
gue atender as pecas que tém a mesma forma e as mesmas@dimeaque, neste caso,

correspondem aos triangulp&DE] e [CDE] e aos triangulo§AFH] e [E1J]. Ja quanto
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a identificacao de poligonos semelhantes, € a ra&m{re os lados correspondentes des-
ses poligonos que determina se a semelhanca & uma gopfiacl ), ou uma reducao

(r <1) ou se sao geometricamente iguais { ). Assim, as pecas do Tangram que for-
mam poligonos semelhantes nao geometricamente igaaissstriangulos representados
por [ADE], [BFG] e [AFH], cujas razdes de semelhanca do maior para os restantes sa

respetivamente; e 3.

. Tarefa 2

Determinar a area de cada uma das pecas do Tangram cansider

como unidade de area a area das restantes pecas.

Para determinar a area de cada uma das pecas do Tangramg@m dia area das restantes
pecas pode-se comecar por considerar que a area do doddremado pelas sete pecas
medex? u.a. Com o conhecimento das relacdes que determinam ddasneths areas
das sete pecas do Tangram em funcao da medida das argaadiado por elas formado,
torna-se possivel determinar a expressao das areasldeice dessas pecas (de acordo

com a constru¢ao do quadrado de Tangram apresentadefaalar

Area dos triangulo§ADE] e [CDE]: A= e

Area do trianguldBFGJ: A= 1x%;

Area dos triangulofAFH] e [E1J]: A= £x;
« Area do paralelogramCGJI]: A= 3x2;
« Area do quadradpE JFH]: A= 1x2.
As expressoes que representam a area de cada uma dad@@aagram permitem deter-

minar a relacao que ha entre a area de cada uma das pefasgdo da area da peca que

se considere como unidade de area, como se constata natedghela:



O Tangram 49

Area de

Unidade

de area & i

& 1 2 4 2 2

1

= 2 1 1
5 1

1 1 . 1 1
4 2 2 2
1

= 2 1 1
5 1

1

i 5 1 2 1 1

Os valores da tabela relacionam-se com a razao entre as @as figuras relacionadas,

visto que sao semelhantes, razao que é determinadayselceglo da razao de semelhanca.

3. Tarefa 3

Utilizando algumas das pec¢as do Tangram identificar asedifes pos

sibilidades de construir quadrados.

Comeca-se por considerar que o lado do quadrado formads getle pecas megel.c. A
partir desta medida, determinam-se as seguintes medieas¢ddo com a construcao do
guadrado de Tangram apresentado na tarefa 1):
+ AD=x;
« Como o trianguldfADC] é isbsceles e retangulo, pelo Teorema de Pitagd@s,
V2x;

+ EC= @x, visto queE & o ponto médio deAC];
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« ET=Y2x=EH, porquel & o ponto médio dgEC] eH & o ponto médio dEEA], que
e

N

congruente corfEC];

» Como o trianguldE1J] & isbsceles e retangulo, pelo teorema de Pitégﬁraéx=

CG.

Considere-se agora que a medida do lado da peca quadradangmah € 1 u.c. Isto
significa que o lado do quadrado formado pelas sete pexa®é? e a sua area é 8 u.a.
As medidas dos lados das sete pecas e as respetivas @peagreSentadas na seguinte

tabela:

Pecas do Medida Medida
Tangram dos lados das areas
catetos: 1 u.c. 1 u.a
| 5 u-a.
N hipotenusay/2 u.c.
catetos:/2 u.c. 1ua

hipotenusa: 2 u.c.

catetos: 2 u.c. 2 u.a.

hipotenusa: 22 u.c.

lados: 1 u.c. 1u.a.

i lados: 1 e/2 u.c. 1u.a.

Com esta informacao, torna-se possivel determinarmend de pecas do Tangram ne-

cessario para formar quadrados:



O Tangram

51

Medida do lado

. . , Quadrado
NUmero de pecas utilizadas do quadrado Area
formado
formado
1 (quadrado pequeno) 1 1
2 (triangulos pequenos) 1 1
2 (triangulos grandes) 2 4
3 (triangulo médio e dois
, V2 2
triangulos pequenos)
4 (1 triangulo grande, 2 triangulos 5 A
pequenos e 1 quadrado pequenp)
4 (1 triangulo grande, 2 triangulos 5 A
pequenos e 1 triangulo médio)
4 (1 triangulo grande, 2 triangulos ) A
peguenos e 1 paralelogramo)
5 (1 triangulo médio, 2 triangulos
pequenos, 1 quadrado pequeno ¢ 1 V2 4
paralelogramo)
7 (2 triangulos grandes, 2
triangulos pequenos, 1 triangulq
2\/2 8

médio, 1 quadrado pequeno e 1

paralelogramo)
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Da analise dos dados obtidos sobre cada uma das pecas adiadpformado por elas,
chegamos a conclusao que €& impossivel formar um quad@u 6 pecas do Tangram.
Para provar esta impossibilidade, retira-se do Tangrarggeilauma das pecas, para per-
fazer as 6 pecas, 0 que faz com que a area da figura que 9e$ﬂjﬁ§2—5 u.a.ou7u.a. ou

6 u.a. Se a figura obtida fosse um quadrado, o seu lado teriaadiﬂe@ u.c.,/7 u.c.

e+/6 u.c., medidas impossiveis de obter com as pecas do Tangugos lados medem 1,

V2,2e2/2.

4. Tarefa 4

Com as sete pecas do Tangram formar os seguintes poligonesxos.
Quais desses poligonos tém o mesmo perimetro? (Sogeagt@izar

como medidas das pecas as que sao propostas na tarefa 3).

PN V. 0N
¢m oV A

5
G ”
1 12 13
10

Os poligonos apresentados sao exatamente os trezemudigonvexos que & possivel

formar com as sete pecas do Tangram (demonstrado em Aradgb). Considerando as
medidas utilizadas na tarefa 3, a determinacao dos pgumde tais poligonos permite
constatar que alguns deles tém o mesmo valor, tais como:

+ Os poligonos denominados por 1, 3 e 4 t&ém de perimetb,@ u.c.;

« 0s poligonos denominados por 7 e 8 tém de perimet®42 u.c.;

os poligonos denominados por 9, 11 e 12 tém de perimetda/& u.c.;

+ 0s poligonos denominados por 10 e 13 t&ém de perimet®,& u.c.;

Os poligonos 2, 5 e 6 tém perimetros diferentes dos demespetivamente 12 u.c.,
8v/2u.c. e10-2/2 u.c.
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5. Tarefa 5

Cada uma das seguintes figuras foram obtidas com as setedue¢an-

gram. Em que diferem?

Como as duas figuras sao obtidas com as sete pecas do Taaaséo equivalentes. Vi-

sualmente, fica-se com a ideia de que a segunda figura difprantigira por ndo apresentar
uma peca (o triangulo que forma o “pé&” da primeira figuRQrém, uma observacao mais
atenta das figuras permite-nos perceber que o desaparéuidestal peca € uma questao

de ilusao, visto que ela faz parte da segunda figura.

H B
A o

A alteracao da posicao dos triangulos que fazem partérdnco” da primeira figura e a
inclusao do triangulo que forma o seu “pé” no “tronco” égenda da a ilusdo de ambas as
figuras terem o mesmo “tronco”. Esta alteracao faz com gadtaras dos troncos das duas
figuras sejam diferentes: considerando que o lado da pegghapa mede 1 u.c. (como

anteriormente), a altura do tronco da primeira figura mede
2+2=4u.c,
enguanto a altura do tronco da segunda figura mede

V2+2/2=3V2~4,24u.c.

Se representarmos as figuras numa unidade de medida muitergeeesta diferenca de

altura passa despercebida e cria-se a ilusao.
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Capitulo 3

Outras atividades matenaticas

Neste Ultimo capitulo, apresentam-se alguns conceitdisidades matematicos que, nao sendo
classificados nem de jogos nem de puzzles matematicosa&muter recreativo e uma enorme

potencialidade pedagogica.

3.1 Atividades com numeros

Um dos objetivos das atividades matematicas na sala dé& al@senvolver o conhecimento que
os alunos tém dos nimeros. No dia a dia, usamos 0s humersiths e variadas formas, em
tabelas ou em listas, que manipulamos com mais ou menogzestEssas formas numéricas
podem ser utilizadas como ferramenta nas atividades dassluManipulando-as, os alunos
podem descobrir padrdes e regularidades, explorar adaidass numeéricas ou simplesmente tra-
balhar as operacdes. Neste trabalho apresentam-se qtiattiades diferentes: (i) os digitos no

calendario, (ii) um truque de magia, (iii) multigraus €) @alvo.

3.1.1 Os dgitos do calendhrio

Nos calendarios, os numeros (datas) de cada més sadokstnormalmente, em sete colunas,
correspondentes aos dias da semana. Varias atividadespget criadas através desta lista
gue & bem conhecida pelos alunos. Fixemos um més do ealendNele, podemos encontrar

alguns padrdes, que envolvam, por exemplo, trés nincereecutivos da mesma coluna, quatro

nameros dispostos num quadrado2e nove nUmeros dispostos num quadrad@:3

55
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» Considerem-se trés nimeros consecutivos numa mesoraec@ntao, a sua soma € igual

ao triplo do numero que esta no meio. De facto, se o numenmeio forD, entdo, o

primeiro numero consideradd®-7 eD +7 & o Ultimo nUmero.

D-7

D

D+7

Logo, a soma deste trés nUmeros® 3Assim, se & dado um numero qualquer como

sendo a soma de trés numeros de uma coluna, facilmentalisa ims nUmeros que a

compdem, pois basta dividir este nUmero por trés pararabhimero no meio, subtrair

sete ao quociente para obter o menor e adicionar sete aceqtepara se obter o maior

dos trés numeros.

» As datas que formam um quadrade 2também se relacionam matematicamenteD 8e

o menor dos quatro nUmeros considerados, entdo os orésasitmeros considerados sao

D+1,D+7 eD+8.

D+1

D+7

D+8

Assim, a soma destes quatro nUmeros &

S=D+(D+1)+(D+7)+(D+8) =4(D+4).

Com esta expressao facilmente se relaciona a soma comroatizsiniUmeros que compdem

0 quadrado.
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» Para as datas que se agrupam em quadrados<@et@&nbém se pode estabelecer uma

relacao.

C-8

C-7

C-6

C-1

C+1

C+6

C+7

C+8

Considera-se o nUmef® que é a data que esta no centro do quadrado. A partir destes

obtemos uma expressao para os restantes nun@rd:C - 1, C+ 6 na primeira coluna,

C-7 eC+7 na segunda coluna@®-6,C+1 eC+8 na terceira e Gltima coluna. A soma

destes nove nUmeros

S=9C.

A particularidade da representacao destes nUmerositpepotro desafio: construir um

guadrado magico com estes nove numeros. Para tal, bastae/eem cada linha, cada

numero & obtido somando 1 ao anterior e que, em cada catada, nUumero & obtido

somando 7 ao anterior. Assim, aplicando a construcaa&dstuna sec¢ao dos quadrados

magicos, fazenda=C-8, p=1 eq=7, obtém-se o quadrado magico cuja soma magica &

3C:

C+7

C+1

C-6

C+6

C-1

C-7

3.1.2 Umtruque de magia

Para este truque de magia & necessario um quadro com ént@snas que €& construido com

base na tabuada da soma. Considere-se, por exemplo, o geatrmeros apresentado a seguir:
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13( 9 (22| 8 | 18

24 120 (| 33| 19| 29

30 26| 39| 25| 35

O truque de magia inicia-se pedindo cinco niumeros do qu#allos de diferentes linhas e
de diferentes colunas. Antes que a audiéncia diga quaismenos escolhidos, o0 magico escreve
num papel qual vai ser a soma desses cinco numeros. Param gueiesentado, por exemplo,
0 magico vai escrever 84. Se a audiéncia escolher 5 comtejpa niumero, em seguida 3,
depois 8 e a quarta escolha for 33, o Unico nUmero que segsadéher como quinto nimero &
0 35. A soma destes numeros € igual ao 84 escrito anteciada pelo magico, o que deixa
surpreendida a plateia. Este nUmero € igual as somadidusras nas duas diagonais. Este valor

designa-se por valor magico ou valor proprio do quadro.

139[22/8[18 [139[228]18 [139{228l1gd [139{228]18 [139{228}18
2420331929 (2420331929 (2420331929 [242633192 2412033192
514011 5114011 5114041 514011 5114041
3026392535 (3026392535 (3026392535 (3026392535 (3026392535
7131162112 [ 3162112 [7{3[16212 ({36212 (71316212
12 escolha 2.2 escolha 3.aescolha 42 escolha 52 escolha

Claro que a verdadeira magia esta na construcao do quatirdo acontece porque 0s
numeros que estao no quadro sao obtidos como soma deeddéz chimeros cuja soma € igual

a 84. O quadro apresentado no exemplo foi obtido da seguintef
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19 24| 20| 33| 19| 29

2530|2639 25| 35

Ao exigir gue a audiéncia escolha um e um s6 numero de gdtad de cada coluna, estamos
a exigir que sejam escolhidos cinco niUmeros que resultaginde somas de pares dos dez

nameros iniciais. Aqui se percebe que a magia tem de a@ntec

3.1.3 Multigraus

Outro tipo de recreacao que se pode desenvolver com ossationEnsino Basico envolve o
conceito demultigraus, i.e., dois conjuntos de niumeros que satisfazem a caodi¢”serem
iguais nao sb6 as somas dos seus numeros, mas também as d®mlgumas poténcias desses
mesmos nimeros.

Comeca-se por considerar o quadrado magico elementadem@, apresentado no segundo

capitulo deste trabalho.

2094
7/5|3
6(1|8

Sabemos que, porque o quadrado &€ magico, temos que
8+1+6=15=4+9+2.
Mas, também se verifica que
82+12+6%=101=42+9%+ 22
A igualdade envolvendo a poténcia cUbica destes nunj@r@o se verifica. De facto,

83+13+63=729+801=43+93+25.
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Neste caso, dizemos que os conjun8sl, 6} e {4,9,2} sdo multigraus deegunda ordemDo
quadrado magico também se pode retirar, por exemplo, dgraus de segunda ordef,2,4}
e{6,7,2.

Simples calculos dao um exemplo de multigraus de teroettam:
1+8+7+14=2+4+11+13
P2+84+ 77+ 148 =22+ 424117 +13
13+83+73+143=2%1434+1213+138

Mas, sera que encontrar estes numeros foi pura sortemderde seguida que existe um
método para encontrar multigraus de qualquer ordem.
Para encontrar este tipo de relacao em algum conjuntameros, comeca-se, por exemplo,
com a igualdade:
1+5=2+4.

Repare-se que?k 52 22+ 42, Adiciona-se a cada termo da igualdade um nlrker@btém-se
(1+Kk)+(5+k) = (2+k) + (4+K).

De seguida, considera-se uma copia desta igualdade) &@geamos ambos 0os membros e adi-

cionamos a igualdade original
1+5+(2+Kk)+(4+k) =2+4+(1+k) + (5+k).
Elevando ao quadrado cada parcela, obtemos

12+52+(2+Kk)2+ (4+Kk)2 =12+52+22+4k+k2+42 + 8k + k2
=22442 1121 2k+ k2 +52+ 10k + k2
=22+42+ (1+Kk)2+ (5+Kk)2.

Se, por exempld = 4, entao, ¥ k=5, e, neste caso, os dois membros teriam um termo igual.

Simplificando, obtém-se as igualdades
1+6+8=2+4+9,
12+6°+82=22+42+ 9.

Observe-se que estes sao multigraus obtidos do quadragicm€lementar de ordem 3.
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Se se quer obter conjuntos com quatro elemento, teremoskie4e Se, por exempld =5,
obtém-se:
1+5+7+9=2+4+6+10,

124524+ 72492=-221 42 1 62+ 102,

Para obter multigraus de terceira ordem, utiliza-se o0 megsrmoesso, mas comegcando com
uma igualdade obtida de multigraus de segunda ordem. Ponpéxeadicionando 5 a todos 0s

numeros no exemplo anterior e seguindo o processo, oftem-
1+6+8+7+9+14=2+4+9+6+11+13.

Cancelando as parcelas comuns a ambos 0os membros, obteuitigeaus de terceira ordem, ja

que, paran=1,2,3, se tem
1"+ 8"+ 7"+ 214" =2" 44"+ 11"+ 13N

Utilizando o mesmo processo com este conjunto como pontcad&l@, pode-se formar

multigraus de quarta ordem e assim sucessivamente.

3.1.4 OAlvo

O alvo & uma atividade, apresentada como um jogo aos alboagara o exercicio do calculo
mental. E uma atividade gue pode desafiar um nimero grande de pessadneamente e,
por isso, boa para se trabalhar com todos os alunos da turma.

Comeca-se por escolher um nimero de trés digitos gelaégum conjunto de nUmeros com
um ou dois digitos. Desafia-se 0s alunos para combinarslgutodos os nimeros do conjunto
com as operagdes,—, x e + €, Se necessario, 0s paréntesis, de modo a obter nUumér@dsde
digitos apresentado inicialmente, o alvo. Caso ninguéra ctesposta certa, ganha aquele que

deu a resposta mais proxima do valor do alvo. Por exempilo:

— 329
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Os calculos efetuados pelos alunos podem ser os seguintes:

(5+7)x28-2=334

(28+7) x 2x 41= 328

(41+28) x5 (7x2) =331

Neste caso, 0 segundo aluno ganha, pois foi aquele que dspasta mais proxima.

Pode-se fazer algumas variacdes deste jogo. Se o coojumtiam exatamente quatro nUmeros
com um digito, o alvo & o numero 24 e se cada um dos quatneras tem de ser usado uma e

uma sb vez, esta-se perante o famoso jogo do 24.

3.2 Teorema de Pick

A determinacao da area de figuras geomeétricas convaaisioesulta, na maior parte das vezes,
da aplicacao de uma formula que depende da figura em e€uodtermos escolares, comeca-se
por aplicar essas formulas em situa¢des concretas - pomexemplo na determinacao da area
de poligonos (tais como triangulos, quadrados, tragéibsangos, pentagonos e hexagonos re-
gulares) e de circulos - para mais tarde serem aplicadageradique resultam da decomposicao
de uma dada figura. Por exemplo, como determinar a area delamhaaregiao a partir de um
mapa? A demarcacao dessa regiao no mapa nem sempre fapieans suas dimensodes sejam
bem definidas (regulares) ou que deem origem a formas dgopol$ conhecidas. Este tipo de
atividades é relevante no ensino de alguns tépicos nalsaala. Como calcular essas areas? As
atividades na sala de aula devem encaminhar os alunos avdiesera capacidade de conectar
as experiéncias que realizam com a resolucao de s#gapm que sao confrontados na sua vida
diaria. Uma das atividades que os alunos frequentemanteaifrontados no seu quotidiano &,
por exemplo, a determinacao de areas de terrenos e @éebvile uma casa. Porém, nem sempre
a determinacao da area de alguns poligonos resultaidagio direta das formulas de areas de

figuras estudadas, como & exemplo o calculo da area dmgegoligono:
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A representacao da figura em papel quadriculado permitetao referéncia a area de cada
guadrado como 1 u.a. Uma estratégia de resolucao pasdaquonpor o poligono em poligonos
conhecidos (triangulos, quadrados, retangulos e ziapge calcular a area de cada um deles
para obter a area pretendida. Atendendo a configuragd@udra, nem os poligonos que se
obtém permitem a aplicacao direta da respetiva forrdaldeterminacao da sua area, como se
verifica com os poligonos designados pa |l . Como fazer? Ha um resultado que permite o
calculo da area de poligonos simples. Um poligono desfgsimplesquando nao tem nenhum

'buraco’ no seu interior ou se 0s seus lados nao se cruzam.

) &

Exemplos de poligonos simples e de poligonos nao simples

O resultado passa pela contagem de pontos interiores eifinto poligono, quando este €
desenhado com os vértices assentes em pontos de um geediairdescoberto pelo matematico
austriaco Georg Alexandre Pick (1859-1943), que o aptesemm 1899 num artigo sobre geo-
metria reticular. O resultado, hoje em dia designadolporema de Pick estabelece que a area

de poligonos simples copy pontos fronteiros @; pontos interiores € dada pela expressao

%"‘pi_l'

3.2.1 Uma prova do Teorema de Pick

Para provar o teorema de Pick recorre-se a poligonos nmages, o retangulo e o triangulo,

uma vez que os poligonos convexos podem ser decompostestpserdois poligonos.
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» Retangulo
Considera-se um retangulo na posicao paralela a margenor de uma folha de papel e

cujos vértices sao valores inteiros em relacao a weid@nsiderada no reticulado, como

se mostra na figura seguinte:

A area deste retangulo de comprimento 6 e largura 4 & 24(6:a4). Que relagao tem

este valor com o nUmero de pontos fronteinpg) [ interiores [;) do retangulo?
Por contagem, verifica-se qpe=20epi=15¢€

%+pi—1:10+15—1:24.

Em abstrato, se pensarmos que o comprimento do retangualeauec. e a largura mede

| u.c., o nUmero de pontos fronteiros &

p: =2c+2l.
O numero de pontos interiores €
pi=(c-1)(1-1).
Assim,
Pip-1 - 2022' +(e-1)(1-1)-1

=C+l+cxl-c-1+1-1
=cxl,

0 gque prova o resultado.
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 Triangulo
A deducao do resultado de Pick num triangulo leva a cemardrés situagoes: (i) triangulo
retangulo com os catetos na vertical e na horizontal douletilo; (ii) triangulo com apenas

um dos lados na horizontal (ou vertical) no reticulado;igt(idngulo cujos lados nao estao

posicionados nem na horizontal nem na vertical do reticulad

1. Tri angulo retangulo com os catetos na vertical e na horizontal do reticutio

Considere-se o triangu[@\BC], retangulo enB, representado na seguinte figura:

B C

A i 1 -
A area deste triangulo & de 36 u.a.—@). Por contagem, verificamos qpe = 24

e quep; = 25. Alicando a formula de Pick, obtemos

D pi-1-12+25-1-36

Supondo agora que a base do triangulo ntedec. e a sua altura medeu.c., po-

demos concluir que o nUmero de pontos fronteiros sobrea@tdripsa do triangulo

é
h=m.d.c(b,a)+1.
Assim,
pi =b+a+h-1
e

pi- 0-D@D-(0-2)

Logo, substituindo na formula de Pick, obtemos

pr _b+a+h—1 (b—l)(a—l)—(h—Z)_
2+p, 1 = > + > 1

~ b+a+h-1+ab-a-b+1-h+2-2 ~ ab
- 2 T2
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2. Triangulo com apenas um dos lados na horizontal (ou vertical) neticulado

Considere-se agora o triangUylaBC]| representado na figura:

° A ° ° ° ° ° ° ° ° °

A éarea do trianguldABC]| é %3 =16 u.a. O nimero de pontos fronteiros deste

triangulo éps = 8 e 0 seu nimero de pontos interiorgs &€ 13, pelo quepz—f +pi-1=
4+13-1=16, o que confirma o resultado de Pick.

Suponhamos agora g€ = b e que a altura do triangulo em relagzo a Ha#sg] éc.
Para verificar o teorema de Pick neste tipo de triangulosstodi-se o retangulo

[DBEA] em torno do triangulo, como se apresenta na seguinte figura:

SejamDC = | —b e h; e h, 0 nimero de pontos fronteiros do triangBC] sobre
os lados[AB| e [CB], respetivamente. Considerando o triangulo retangaBA|,
temos que

hy=m.d.c(c,1)+1

e, considerando o triangulo retangBCD], temos que
h,=m.d.c(c,|-b)+1.
Assim, o nUmero de pontos fronteiros do triangABC]| é

ps =b+hy+hy-2.
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O nUumero de pontos interiores do triangulo retang&BA] &

 (I1=1)(c-1)-(m-2)
pi = >

e 0 nUmero de pontos interiores do triangulo retangBOD] &

(I1-b-1)(c-1)-(h2-2)
pi = > :

Relacionando estes dois nUmeros com o nUmero de pontrsones do triangulo

[ABC], podemos concluir que este nimero é

_(=D(e-1)-(h-2) (-b-1)(c-1)-(h2-2)

pi 5 5 -hy+2
_Cb—b—h]_—h2+4
= 5 )
Logo,
f b+hi+h,-2 cb-b-h;-h,+4
%+pi—1 = 122 + 21 21
_be
)

3. Tri angulo cujos lados @o eso posicionados nem na horizontal nem na vertical

do reticulado

Considere-se um triangu[@BC], formado por lados que n&do incidem sob a vertical
ou a horizontal do plano reticulado. Usando a estratédexian este triangulo pode

ser contornado pelo retangylADEF]:

Atendendo as medidas especificas do triangulo aprekemiademos afirmar que a
sua area pode ser obtida subtraindo a area do retang@meas dos trés triangulos
retangulos. Assim:

6><3_5><4_8><2
2 2 2

A[ABC]:8X 6- =21 u.a.
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O nuimero de pontos fronteiros do triangkBC] € ps = 6 e 0 seu nimero de pontos
interiores ép; = 19, 0 que confirma a férmula de Pick, p%s 19-1-=21.
Suponhamos queD=1 u.c., queAF =cu.c., queBE=au.c. e queeC=bu.c. Sejam
hy, h, ehs 0 nimero de pontos do reticulado sobre os segm¢A®f [BC] e [CA],

respetivamente.

Entdo, o nUmero de pontos fronteiros do triandl8C]| é
ps =hi+hy+h3-3
e 0 nimero de pontos interiores do mesmo triangulo &
P =(e-D)(1-1)-3[(1-1)(c-a-1)- (h-2)]- J[(a-1)(b-1) - (np-2)]

—%[(c—l)(l Cb-1)- (h3-2)]-ps +3
1

= é(al—ab+cb+5—hl—h2—h3)
e, portanto,
%—pﬁl :%ﬁ%(al—ab+cb+5—h1—h2—h3)—1
:}(al—ab+cb) _ 2cl-c(l-b)-I(c-a)-ab
2 2
I_c(l—b) _I(c-a) ab
- 2 2 2

da-nos a area do triangul8BC].

» Como o teorema de Pick & valido para qualquer retangut@egulo, entao também é

valido para qualquer poligono, uma vez que todos os potig podem ser decompostos

em triangulos e retangulos. Além disso, se um poligomples se decompde em dois

poligonos simples, a formula de Pick &€ compativel comnaas Vejamos o seguinte exem-

plo:
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Queremos determinar a area do poligéna figura, sabendo as areas dos polig@pes
R.

Designemos os pontos fronteiros dos poligohd3 e Rpor pr,, Pr, € Pts, respetivamente,
e 0s pontos interiores d& Q e R por pi,, Pi, € Pir, respetivamente. Queremos provar a

igualdade

Pf Pt Pf
7A+piA—1:(7Q+piQ—1)+(7R+piR—l)

e, deste modo, concluimos que, sendo a formula de Pictasphra os poligondd e R,

também o & para o poligo#o

Depois de justapor os dois poligor@® R, os pontos do reticulado situados sobre as ares-
tas comuns dos dois poligonos tornam-se os pontos irgerdm poligond, exceto dois
deles, que se situam nos extremos que continuam a ser pomtsifos deste poligono.
Sejak o numero de pontos de contacto@e R, que, apos justaposicao, se tornam pontos

interiores deA. Entao,
Pia = Pig + Pir + K.
O numero de pontos fronteiros éee dado por:
Pty = (Pig —K) + (P —K) -2,

pelo que

(Pto —K) +(prr—k) -2
piA+piA_1 -2 5 R +Pig+ Pig+k-1
Pfo + Pt
=QTR—k—1+piQ+piR+k—1

Pt Pt
:(7Q+piQ—1)+(7R+piR—1)

3.2.2 Atividades

Conclui-se esta seccao com uma listagem de algumasdaneéaos alunos podem desenvolver

na sala de aula:

1. Considera os seguintes poligonos e determina as nespateas:
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2. Na figura seguinte, o poligommtem 12 pontos fronteiros e tem um ponto interior. Deter-
minar os poligonos com 12 pontos fronteiros cah 2,3, 4,5, 6,7, 8, ... pontos interiores.
Existe algum limite de pontos interiores para um poligomm d2 pontos fronteiros? Cal-

cula as areas desses poligonos e justifica se existe alglagao com o poligonp.

3. Calcula a area do seguinte poligono recorrendo aorteode Pick:

4. Determina as coordenadas dos vértices de cada um dgemusa, 3, y € d e a respetiva

area:
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3.3 Atividades com oGeoGebra

O GeoGebra um software de matematica dinamico que junta geométgabra e céalculo. Foi

criado e & desenvolvido para aprender e ensinar matenmascescolas por Markus Hohenwarter

e uma equipa internacional de programadores.

O facto de se usar uma ferramenta de trabalho diferente pobigiaum caracter recreativo

a uma aula, tornando-se assim mais apelativo para os alleseguida, apresentam-se dois

resultados da geometria plana e como podem ser trabalhexrsendo a&GeoGebra

3.3.1 Triangulo duplicado

Considera um triangulo qualquphBC]. Constrdi um novo triangulpFDE], prolongando o

lados dg ABC], como mostra a figura, sabendo que:

FA-2BA, EB-2CB, DC-=2AC.

Que relacao ha entre as areas dos triandi®E | e [ABC]? Prova essa relacao.

[92)

Recorrendo ao software de geometria dinandemGebraconjetura-se que, quaisquer que

sejam as medidas do triangulo de partida, a area do ti@N®EF| é sete vezes a area do

triangulo[ ABC], como informam os dados recolhidos coit@eoGebraapresentados na seguinte

figura:
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Folha de Calculo
A

B

C

CEE

59
5.95
.06
614
6.18
6.22
6.26
6.34
6.38
6.42
6.46

(8]
654
6.47
6.51
6.49
653
6.59
6.66
6.68
6.74

Areade ABC .| Areade DFE

41.39
41.67
4238
4295
4323
43.91
43.79
4435
44.63
44.91
45.19
4547
4675
45.31
45.59
45.42

457
46.14
46.59
46.75
4719

AreaDEF
AreaABC
T

B T B B R R B B R e B B R R e TR

=

Folha Grafica

Para se perceber a obtencado deste resultado, decommdgiangulo[DEF] a partir dos

vértices do triangulpABC] da seguinte forma:

Area de ABC = 14.8
Area de DBA = 14.8
Area de FBC = 14.8
Area de FCE = 14.8
Area de ACE = 14.8
Area de DAE = 14.8
Area de FBD = 14.8

O triangulo[DEF] & assim decomposto em sete triangulos equivalentes.|@esaecolhi-

dos na folha de céalculo que verificam a conjetura entreessatos trianguloDEF| e [ABC]

sao comprovados pela razao entre a soma das areasatwgpitaS que decompdem o triangulo

[DEF] e a area do triangulcABC]. Para provar esta relacdo, determinam-se as areasaamad
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dos triangulos, considerantith, h2 eh3 as medidas das alturas do trianguMBC] relativamente

a cada uma das suas bases.

As areas dos sete triangulos sao:

« Area do trianguld ABC]:

A_thl_ﬁith_A—Bxh?)

Alnsc) = — > >
« Area do trianguld ABD]: o
ACxhl
Alngo) = —5

Na determinagao da area deste triangulo, consideaabssg AD] que & congruente com
[AC].

« Area do trianguld BDF]:

ABxh3
ABoF) = —

Na determinagao da area deste triangulo, consideasbasd BF ] que & congruente com
[AB]. A altura do triangulo em relacdo a esta bag®K]. A construcao desta altura
originou o triangulo] ADK] que & geometricamente igual ao triang[#&G], visto que

tém um lado geometricamente igudl¥ = AC) e os angulos adjacentes as estes lados
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em cada um dos triangulos sao geometricamente ig(réié;é DAK, uma vez gue sao

verticalmente opostos;ADK = ACG porque os angulos DKA e - CGAs3o0 retos). Entao

K =h3.

Area do trianguld BCF]:

ABxh3
ABcr1=——%

Na determinacao da area deste triangulo, consideasbssd BF | que & congruente com
[AB].

Area do trianguldCEF]:

BCxh2
Alcer) = ——% -

Na determinagdo da area deste triangulo considerabasd CE|] que & congruente com
[BC]. A altura do triangulo em relagao a esta badé&®l]. A construcdo desta altura
originou o triangulo[BMF] que & geometricamente igual ao triang{#dB], visto que
tém um lado geometricamente iguAlR = BF) e os angulos adjacentes a estes lados em
cada um dos triangulos sao geometricamente igd&s<£ FBM, ja que estes angulos sao
verticalmente opostos;I&B= BFM porque os angulos AIB e « BMF s3o retos). Entao
FM =h2.

Area do trianguld ACE]:

BCxh2
A[acE] = >

Na determinacdo da area deste triangulo considerabasd CE|] que & congruente com
[BC].

Area do trianguld ADE]:

ACxhl
A[ADE] = >

Na determinacdo da area deste triangulo considerabasd AD] que & congruente com
[AC]. A altura do triangulo em relacdo a esta bad&Bl]. A construcdo desta altura
originou o triangulo ECN] que & geometricamente igual ao triang[BCH], visto que
os dois triangulos tém um lado geometricamente igDal4 AC e os angulos adjacentes
as estes lados em cada um dos triangulos s&o geometrieaigeais BCA = NCE pois
sa0 angulos verticalmente oposto$j BC = NEC porque os angulog BHC e ~CNE sao
retos). Enta&EN = h1.
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Estamos entdo em condi¢des de concluir que, como as sieaodas iguais,

Aper] =Aaec) +Ajaep] +Aeor] +Aiscr] + Acer] + Alace] + AJADE]

= 7A[ABC] .

Prova-se, assim, que a area do triandllg F |, formado a partir do triangulpABC] com as

condi¢Oes sugeridas, é sete vezes a area do triaj@yBlg).

3.3.2 Triangulo equilatero

o

Determina a relacao entre a soma das distancias de um gaaiguer do interior de um triangy

equilatero aos seus trés lados e a altura do triangulo.

Considere-se um triangulo equilatd®BC], de alturah u.c., e um pontd no seu interior.
Sejamhl, h2 e h3 as distancias desse ponto a cada um dos lados do trighgédidas dos

segmentos de reta perpendiculares a esses lados e com urtrdoss enD).

Com recurso a&GeoGebradeterminaram-se as distancias do ponto inteBdp triangulo
[ABC] a cada um dos seus lados. Movendo esse ponto, verifica-sespga@na é constante, tal

como comprovam os valores recolhidos numa folha de cateldtivos a soma de tais distancias:
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—_—
Jlo)li=) }\;.; anc, eca o |
* Folha Grifica £l | = Fotha de Cilculo
SNy - |O-
hi=BG =13 | EEALE S E c[H o
b= OF = 254 | 1 | h1=DE h2=0F h3=DE hl+h-
F: 221 084 170 54
h3=DBE = 104 & = = P i e
W+ hE o+ b= 40 & | 2w 0.9 178 132
L 214 103 LR 454
s | 21 11 174 494
EZE 142 112 184
a7 71 11 17 404
o] 209 116 158 ana
10| 208 148 158 e
ETH 206 12 168 494
[z ] 207 12 1564 194
Y 208 132 166 e
(| 203 124 186 154
K3 2 127 166 an
|8 2 120 154 ip4
ETa 107 135 167 ans
: 18 l 155 136 162 494

Para provar esta conjetura, decompde-se o triarji@dB€] em trés triangulog ADC], [ADB]
e [BDC]). Cada um destes triangulos tem, em relacao aos respédidos do triangulpABC],

alturahl, h2 eh3 u.c., respetivamente.

Determinando as areas dos quatro triangulos verificarse q
ABxh ~ A_B><h3+ﬁi><h2+m><h1
2 2 2 2
Como o trianguld ABC] & equilateroAB= BC = AC. Entao,

ABxh ABx(h1+h2+h3)
2 2

ou seja,
h=hl1+h2+h3

e, portanto, podemos concluir que a soma das trés diagaatonstante (e igual a medida da

altura do triangulo).



O jogo de isometrias 77

3.4 0O jogo de isometrias

Em contextos informais, os alunos criam no¢oes de comodep mover determinadas figuras.
No contexto escolar, formalizam alguns desses movimetd@ascomo translagoes, reflexdes
e rotagdes. O estudo isolado de cada uma destas transtm@sngeométricas compartimenta as
suas caracteristicas, o que, de alguma forma, podera@ingaesenvolvimento da capacidade de
visualizac¢ao dos alunos sobre o que € invariante e o gige Ydualmente, existem varias formas
de promover esta capacidade, como por exemplo atravédtdeuss de geometria dinamica e
de jogos. Entre os jogos, 0 jogo das isometrias potencia lbecimento sobre as nocdes que
caracterizam as reflexdes, rotacoes, translactesagzosicoes destas transformacoes. O jogo
das isometrias €& constituido por uma folha quadriculgoler @ma peca triangular. Na folha de

papel representam-se:
(i) o sistema de eixos cartesianos;
(i) as bissetrizes dos quadrantes deste sistema;
(iif) as retas que caraterizam 0s eixos cartesianos;
(iv) figuras congruentes com a peca triangular do jogo; e

(v) cartas do jogo.

///l 1:\\
41O
aln A peca
‘N4 4 pec
6 A 2N
7 o) .
//3 NG " \
2 114 A
y="0 \6 1// \\43/
N\ /
artidg //
5N 7T\ 6
/aloN\
=14
\3[6/
N_| /
y=X YIE X
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Os numeros contemplados nas figuras traduzem a pontgaeae obtém quando a peca do
jogo se posiciona na figura com essa pontuacao atravésrdoyimento(s) descrito(s) nas cartas
do jogo.
As cartas do jogo sao 42. Cada uma delas descreve um tipardéarmacao que é utilizada

pelos jogadores para movimentar a peca triangular do jag@artas do jogo sao agrupadas da

seguinte forma:

» Cartas que indicam diretamente uma das transformag&snaetria ou de Rotacao, por
exemplo um ’eixo de simetrig;=x ouy =0 ou uma'rotacao de 9@om centro na origem’,

como ilustram as seguintes cartas:

SIMETRIA
Eixo de simetria

y=0

ROTACAO
Centro: Origem

Amplit. angulo:-90¢°

» Cartas designadas por Jokers, que permitem ao jogadoaeleremente a transformacao
apresentada na carta. Significa isso que & o jogador quegndess caracteristicas da

transformacao que lhe sdo mais convenientes no jogay coostra as seguintes cartas:

Joker
ROTACAO

Centro:

Amplit. angulo:

Joker
TRANSLACAO

Vetor: (,)

As cartas do jogo contemplam as seguintes situagoes:
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Transformacoes NUmero de cartas
Centro Amplitude de rotagao
Rotacao +90° 3
Origem -9 3
180 3
+90° 2
Vértice do angulo reto do triangulo -9 2
180 2

Eixo de Simetria
x=0

Simetria y=0
y=X
y=-X

Translacao: vetor

Jokers | Rotacao: centro e amplitude

DA I NW W W W

Simetria: eixo de simetria

Como em qualquer jogo, 0 jogo das isometrias também tem ajuro de regras:
1. No jogo podem jogar dois, trés ou quatro jogadores.

2. Distribuem-se cinco cartas para cada jogador e as rests@b colocadas em cima da mesa

com a face do jogo voltada para baixo.

3. Determinar quem comeca o jogo, por exemplo através wag#do da face com mais pon-

tos de um dado. O proximo jogador € o que estiver a dir@tgquem comecgou.

4. Na sua vez, um jogador tenta mover a peca triangular dggmsde onde foi deixada
pelo jogador anterior para outra posicao que representdas triangulos contemplados
no sistema de eixos cartesianos. Os movimentos permit@osspondem aos que estao
presentes nas cartas que o jogador tem naquele momenta resgenentos traduzem
uma transformacao designada numa carta ou uma conaloinkecfransformacgoes contem-
pladas em varias cartas. No caso de uma combinacao ds,a@stposicoes intermédias da
peca triangular ndo precisam de corresponder aos ti@dmgiarcados no sistema de eixos

cartesianos.
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5.

10.

11.
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Depois de cada jogada, as cartas sao colocadas na nresaface voltada para cima, € o

jogador retira uma carta do baralho, por forma a ter 5 cartas.

. A pontuacgao de cada jogada corresponde ao nimero tlespuarcado no triangulo onde

‘cai’ a peca triangular segundo o(s) movimento(s) restdtaa jogada.

. O objetivo do jogo & obter o maior nUmero de pontos.

Se um jogador nao puder fazer uma jogada ou se prefermo&er a peca triangular pode

lancar fora uma carta e pegar outra do baralho.

Quando um jogador usar uma carta de joker deve referirastedsticas da carta que lhe

permite efetuar o movimento antes de mover a peca (por dgesipo de simetria).

Se um jogador acreditar que o0 movimento efetuado poo gagador nao corresponde a
carta ou as cartas usadas pode questiona-lo. Se estitera@iangulo € devolvido a sua

posicao anterior e o jogador em falta falha a sua vez.

O jogo termina quando o baralho das cartas se esgota @eningode efetuar qualquer
movimento. Alternativamente, o jogo pode continuar comaatas que foram sendo de-

positadas na mesa, que para esse efeito sao baralhadtedasqlara baixo.

O jogo pode ser desenvolvido com o grau de complexidade qdessgar. Os jogadores

podem ser desafiados a recorrer a combinacdes de traasfa@sique lhes permitam mover a

peca triangular de modo a obter a maxima pontuacaayess’

Uma situagao de Jogo

Na sua vez de jogar, um jogador tem as seguintes cartas:
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ROTACAO SIMETRIA SIMETRIA
Centro: Origem Eixo de simetria Eixo de simetria
Amplit. angulo:-90° x=0 y=-X
Joker
TRANSLACAO ROTACAO

Centro: vértice do angulg
reto do triangulo

vetor:(,) Amplit. angulo: 180

Uma das possibilidades de jogo é:

1. a partir da figura de partida, com a carta Joker de tré@nslapvimenta a peca triangular

segundo o vetor de coordenada®, 2), o que lhe permite obter 6 pontos;

2. de seguida, com a carta de simetria por reflexao, movarepeca triangular segundo o

eixo de simetria = 0, obtendo assim 3 pontos.

Com estes movimentos, o jogador obtém 9 pontos. As cartafogam jogadas sao deitadas

fora e o jogador retira duas cartas do baralho, para ter &;atespera a sua vez de jogar.

Os movimentos das jogadas estao representados pelogulod sombreados da seguinte

figura:
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///l 1:\\
41O
\N3[2/ A peca
6 P ‘3\\
7 o] .
//3 NG " \
2 114 A
yi=0 \6/1~ NN
artidg //
5N 7T\ 6
/aloN\
=14
316/
N_| /
y=X YIE X
x=0

As proximas jogadas do jogador em questao depende dgapatacpeca triangular deixada

pelo jogador que Ihe antecede e das cartas que tem na mao.

3.5 0O jogo da reta nurrerica

A exploracao do jogo das Isometrias incentivou-me a armarjogo que seja concretizavel na
sala de aula. Dos diferentes topicos abordados no enasiod) 0s nimeros &€ um dos topicos
gue sao transversais a todos os anos de escolaridade., &smpor desenvolver a capacidade
dos alunos de conceber e operar com nimeros naturaisresmtebsteriormente, no estudo dos
nameros racionais muitos alunos revelam dificuldadesat@kinar com nimeros fracionarios.

O jogo que proponho tem por objetivo desenvolver a capaeidad alunos de operar com
expressdes numeéricas que integram nimeros raciomat®mdparar e de ordenar niUmeros raci-
onais na reta. O jogo também se pode desenvolver para desadilanos a trabalhar com outros
nameros, como, por exemplo, 0s nlmeros irracionais.

O jogo é constituido por um baralho de 45 cartas, por unaamamnérica desenhada numa
folha de cartolina, da qual se conhece a representaca@mto prigem, e por um conjunto
de regras, apresentadas de seguida. Cada uma das carsn@ptana expressao numerica,

sobre a qual os alunos tém de determinar o seu valor para@segpar na reta numeérica. As
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expressdes que estdo inscritas nas cartas do jogo dassiie em trés niveis: (i) facil; (ii)

médio; e (iii) dificil. Nas expressdes com nivel faalvalor a determinar resulta somente da
aplicacao das operacoes elementares. Nas expressdesivel médio, para determinar o seu
valor sao necessarias algumas transformacoes, camn@xpmplo, ter que reduzir fracdes ao
mesmo denominador. As expressoes de nivel dificil coptam varias operacdes e necessitam

de algumas transformacdes. As cartas podem contemptaxpmplo, as seguintes expressoes:

» Nivel facil:

~1-2 | -1x2| -2+1 | -6+(-3) | -3-3

2+%2 | 5x3 | -0,5-1| -3+15 | -1,5x2

* Nivel médio:

1 2 1 1 1,1 2,3
-1-(-2) 5-5 373 —3+3| “5°38
025-% |-3+0125| -Zx3 |02-3| -2-1
0,1-0,25 $+2 2+(-3) |05+ | -3+(-3
-0,25+ (%) | x(-0,5) | 33+(-1,5)
* Nivel dificil:

2,1 1 2 1.1 3 1.2 2. 1
3%3-5 5-3%5 a-3%3 572-%
23 +1x(-%); | -0,5x(-3)+35 | -0,75x(-3)+5 | -3+ (-0,5)+%
3%2-2¢+1 2+3-0,2 0,6+3x 2 -3-(-1,5)x4
0,75:0,5-(-1) | -1f-3x1 | (-0,15+1,65)+3 | 3x0,2+(-3)

0,8—(—% +%

As expressdes surgem nas cartas como o seguinte exemplo:

0,75+ 0,5-(-¢

Regras do jogo

1. Este € um jogo para cinco jogadores;
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2. Para comecar 0 jogo, 0s jogadores tiram uma carta adoftaralho. Quem obtiver um

maior valor, joga primeiro. Segue-lhe o jogador da suatdiassim sucessivamente.

3. Cada jogador recebe 5 cartas e o baralho restante ficaadoleen cima da mesa voltado

para baixo.
4. O jogo tem duas fases:

(&) Na primeira fase, na sua vez, cada jogador calcula a ssgweale uma das cartas
gue tem na mao e representa, na reta numérica, o ponto tsalgual ao valor
calculado. De seguida, coloca a carta usada nha mesa e re@raarta do baralho.
Deste modo, volta a ficar com 5 cartas ha mao. Se o valorestdamente calculado
e o ponto for bem marcado na reta, o jogador recebe 2 pontaso c@atrario, o

jogador recebe -1 ponto.

(b) A primeira fase do jogo termina quando se esgotam assagmtbaralho. No final da
primeira fase, a pontuacao parcial de cada jogador & égs@ma de todos os pontos

(positivos e negativos) obtidos até esta fase.

(c) Numa segunda fase, todos os jogadores calculam os yagpeesentados pelas ex-
pressodes das suas 5 cartas. Com esses cinco niUmerosititenmm novo numero,
usando uma e uma so vez cada uma das quatro operacdessb@si-, x, ). E
permitido o uso de paréntesis. A pontuacao final & olda@aando este nimero a

pontuacgao parcial do final da primeira fase.

5. Ganha o jogador que obtiver a pontuagao final maior.

Sendo um jogo para cinco jogadores, depois de distribdislgsimeiras cartas, o baralho
fica com 20 cartas, o que significa que cada jogador faz, na&péarase, quatro jogadas. Assim,
no final da primeira fase, a pontuacao obtida &€ um nunmdgiro entre -4 e 8. As expressoes
numeéricas sugeridas representam nameros racionags-8mi3, pelo que, em muitos casos, pode
ser obtido um valor superior a 12. Assim, no final da primeisefdo jogo, nenhum jogador pode
dar o jogo como perdido ou como vencido. Todos os calculepmsentacdes na reta numeérica

devem ser validados pelos cinco jogadores.
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