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Resumo

Knots are more numerous than the stars; and equally mysterious and beautiful...
John Turner (1988)

A infinidade de nés distintos e as quase “misteriosas” aplicacoes que lhes foram
e sao atribuidas, fazem dos nés objectos de estudo cientifico. Neste trabalho dar-se-a
a conhecer um pouco do estudo matemético de um vulgar entrelacado de fio ou corda
que é usado, desde sempre, pelo homem nas mais diversas actividades.

Um né define-se matematicamente como o mergulho de uma circunferéncia no espago
tridimensional. Os métodos criados para estudar este objecto matematico foram-se
desenvolvendo desde finais do século XIX, tendo sido obtidos, nas ultimas décadas,
resultados surpreendentes. Actualmente os nés sao estudados em diversas areas da
matematica e tém aplicagoes em outras areas cientificas.

Sendo o conjunto dos nés um conjunto infinito, um dos seus “mistérios” esta asso-
ciado a sua classificacao. A questao primordial da Teoria de N6s e que nao esta ainda
totalmente solucionada, prende-se com o problema de reconhecer quando é que dois
nos, aparentemente diferentes, sao ou nao iguais. Existem invariantes que permitem
saber quando é que dois nds sao distintos e alguns métodos que proporcionam a
classificacao de nés com propriedades muito particulares. Estes sao os principais
assuntos que abordaremos ao longo deste trabalho.

No primeiro capitulo sao apresentadas nocoes bdsicas essenciais para o estudo da
Teoria de N6s bem como os primeiros invariantes que permitiram fazer a distin¢ao
de alguns nés. Estes invariantes cldssicos: tricolorabilidade; nimero de cruzamentos;
nimero de desatamento sao relevantes essencialmente pela sua primasia.

Em 1928, para tentar distinguir facilmente nds, Alexander associou a cada né um
polinémio. O polinémio de Alexander nao resolveu completamente o problema da
classificagao (em 1934 aparecem nés diferentes com o mesmo polindmio de Alexander)
mas introduziu uma técnica inovadora na area. Posteriormente, outros matematicos
(Conway, Jones, Kauffman,...) definiram, com outros métodos, polinémios associados
a nés. O segundo capitulo deste trabalho é dedicado ao estudo de varios desses
polinémios.

Por fim, e pelo facto de certos nés com propriedades especificas poderem ser uni-
vocamente classificados, o terceiro capitulo desta tese dedica-se ao estudo, mediante
métodos topoldgicos, de um desses tipos de nés, os nos toroidais.






Abstract

Knots are more numerous than the stars; and equally mysterious and beautiful...
John Turner (1988)

The availability of an infinite number of different knots and the “mysterious”
applications that have been and still are applied to them, make knots desirable for
scientific research. In this work, mathematical tools will be applied to study common
knots of string or rope, which have been used by mankind in the most diverse activities
since ancient times.

In mathematical terms, a knot is defined as an embedding of a circunference in
the tridimensional space. The required tools to study this mathematical object are
being developed since the end of the XIX century, and surprising results have been
obtained in the last few decades. Nowadays, knots are studied by different branches of
the mathematical science and the results already obtained are being applied to other
scientific areas.

Because knots are an infinite family, one of their “mysteries” is associated with how
to tabulate them. The prime purpose of Knot Theory, which is not solved yet, is
to understand when two knots looking to be the same are equal or not. There are,
however, invariants that allow to differentiate between two knots, and some methods
have been developed to tabulate knots with certain properties. This thesis will mainly
address these issues.

In the first chapter, basic notions that are essential to the understanding of Knot
Theory are presented, as well as the first invariants (classical invariants: tricolorability;
crossing number; unknotting number) that allowed to differentiate between certain
knots.

In 1928, in an attempt to easily tell knots apart, Alexander assigned to each knot
to a polynomial. Alexander polynomial was not able to solve all problems in tabu-
lation (in 1934, it was discovered that some distinct knots had the same Alexander
polynomial) but introduced a new technique in the field. Following his footsteps,
other mathematicians (Conway, Jones, Kauffman ...) defined, with different methods,
polynomials associated to knots. The second chapter of this work is dedicated to the
study of these various polynomials.

Finally, and because certain knots with particular properties are able to be unequiv-
ocally tabulated, the third chapter of this thesis addresses, using topological methods,
one of those types of knots, the torus knots.






Meios Computacionais

Neste trabalho, as representacoes geométricas foram realizadas com o auxilio de
dois programas: MacromediaFreeHand MX e KnotPlot.

O programa MacromediaFreeHand MX sendo um programa de desenho, foi utilizado
para efectuar algumas das representacoes graficas a duas dimensoes, bem como para
a maioria das representacoes presentes no capitulo 3.

O KnotPlot é um programa especifico que permite visualizar e interagir com nés
matematicos. Este possui diversas potencialidades: um catdlogo de nés e enlaces;
construcao e transformacgao de nés; propriedades topoldgicas. As funcionalidades do
programa foram um auxiliar importante para a elaboracao deste trabalho, essencial-
mente a nivel das representacoes graficas dos nos tridimensionais, assim como dos seus
diagramas.

O programa KnotPlot (1995-2004) foi desenvolvido por Robert Glenn Scharein
(Centre for Experimental and Constructive Mathematics, Simon Fraser University -

Canada). O download deste software efectuou-se no site da internet: www.knotplot.com,
em Junho 2004.
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Capitulo 1

Nocoes basicas de Teoria de Noés

1.1 Origens da Teoria de Nés

Quando quotidianamente se fala de nés, associamo-los a um pedaco de corda ou fio
que pode ser entrelacado de variadissimas formas. E perfeitamente vulgar no nosso
dia a dia fazermos nés com os mais diversos objectivos. Contudo, a utilidade dos nés
é muito mais abrangente do que se possa aparentemente imaginar.

A procura de uma compreensao mais profunda em matéria de ndés comecou com
William Thompson (1824-1907). Numa época em que se estudava a teoria do dtomo,
este fisico apresentou em 1867 o seu modelo de dtomo, “teoria do vértice”, segundo a
qual toda a substancia era gerada pelo movimento (“vértice”) na hipotética atmosfera
de éter [26]. Esta ideia de Thompson surge por influéncia do trabalho de Scotsman Pe-
ter Tait (1831-1901) que estudou os vértices dos anéis de fumo, que quando submetidos
a colisoes eldsticas exibiam interessantes modos de vibragao. A “teoria do vortice”foi
totalmente apoiada por Tait que passou a dedicar-se ao estudo das particulas como
sendo “minusculas tor¢oes topoldgicas ou nds na estrutura espago-tempo” [26]. Deste
modo pensavam conseguir uma descricao de alguns aspectos da quimica a custa dos
nos, por exemplo a estabilidade da matéria seria explicada pela estabilidade dos nés.
Mas foi a tentativa de estabelecer uma correlacao entre os elementos quimicos da
tabela periddica e os nés que levou ao declinio desta teoria.

Apesar de nao se ter comprovado a teoria de Thompson, Tait fascinado pela topologia
dos nos, continuou dedicado ao seu estudo. A “teoria do vértice”faz entao nascer a
“Teoria de Nés”. A tarefa de enumerar nds rapidamente leva Tait a deparar-se com o
problema central, ainda nao resolvido, da classificacao dos nos.

A Teoria de Nés tornou-se assim um ramo da matematica em constante evolucao.
Contudo, apesar de existirem véarios métodos para classificar nés, nenhum deles é
ainda um método completo.

A Teoria de Nés, que surge numa tentativa de explicar fenémenos fisicos e se
desenvolveu no ambito da matematica pura, apresenta actualmente varias aplicacoes.
Ao nivel da fisica, aplica-se a teoria das supercordas, uma teoria que explica as
particulas elementares como se fossem pequenos enlaces, e a teoria quantica. Out-
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16 CAPITULO 1. NOCOES BASICAS DE TEORIA DE NOS

ra surpreendente aplicacao diz respeito a compressao da estrutura e propriedades
das grandes moléculas, como os polimeros, e especialmente ao comportamento das
moléculas de DNA.

1.2 Conceitos basicos

1.2.1 Definicao e representacoes do né

Um né que intuitivamente é um entrelacado de uma corda no espaco, que pode ter
as pontas unidas, expressa-se matematicamente como uma inclusao continua de uma
circunferéncia no espago tridimensional.

Figura 1.1: Nos: trivial; trevo e figura oito

Definicao 1.2.1 Seja f uma aplicacio continua e injectiva da circunferéncia usual
S' em R®. A imagem K = f(S') diz-se um nd.

Os nés sao entao objectos intrinsecamente iguais (& circunferéncia) mas que podem
estar colocados de maneira muito diferente em R®. Observe-se que todos os nés
representados anteriormente sao homeomorfos ou seja, se nos imaginarmos colocados
sobre qualquer um deles, é impossivel distinguirmos em qual nos encontramos.

Contudo, intuitivamente nao é aceitavel a ideia de “igualdade”’entre todos os néds
quando estamos a observa-los do exterior.

v t @)“ @ Q

Figura 1.2: Transformacao do né trevo no né trivial

Tal como mostra a figura 1.2, s6 conseguiriamos transformar o né trevo no né
trivial se o cortassemos em algum ponto, o torcessemos e depois o voltassemos a
colar no mesmo ponto. Ou seja, é impossivel “desamarra-lo” com continuidade, dentro
do espaco R?.
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Figura 1.3: Deformacao de um né no né trevo

No entanto, se considerarmos os nés da figura 1.3 ja seria possivel deformé-los um
no outro continuamente, dentro do espaco R*. Este tipo de nés dizem-se ambiente
isotépicos.

Definicao 1.2.2 Dois nos K e K' dizem-se ambiente isotdpicos se existir uma apli-
cagcao continua
H:R*x[0,1] - R’

tal que h, - R> — R?® definida por:

hy = H(—,t) é um homeomorfismo Vt € [0,1], com hg = Idps € hi(K) = K'.

A grande questao, ainda por resolver, da Teoria de Nés, consiste em saber quando é
que dois nds sao ou nao ambiente isotopicos.

A nocao de nés ambiente isotépicos satisfaz a definicao de relacao de equivaléncia.
Dizemos que é impossivel deformar um nd noutro, se os nos pertencem a diferentes
classes de equivaléncia, para a relacao “ser ambiente isotopico”. Note-se que, por uma
questao de simplificacao da linguagem utiliza-se muitas vezes o termo n6é quando nos
referimos a classe de equivaléncia do no.

Existem nés muito complexos que apesar de contemplados na definicao 1.2.1, nao
serao considerados neste trabalho. Esses nds, com um nimero infinito de cruzamentos,
designam-se por nés selvagens.

Para dois quaisquer pontos distintos do espaco tridimensional, p e ¢, representaremos
0 segmento que os une por [p,q]. Para um conjunto ordenado de pontos distintos,
(P1,P2,P3, - - -, Pn), @ unido dos segmentos [p1, pa], [P2, P3], - - -, [Pn—1, Pn] € [Pn, p1] € desig-
nada por curva poligonal fechada. Se cada um destes segmentos intersecta exactamente
outros dois, cada um deles apenas num ponto, entao a curva diz-se simples.

Definicao 1.2.3 Um nd poligonal é uma curva fechada simples e poligonal em R>.
Um no docil é um no ambiente isotopico a um no poligonal.

Se considerarmos uma circunferéncia S' e uma curva poligonal simples e fechada
em R? podemos sempre construir uma aplicacdo f continua e bijectiva entre ambas.

Para tal, basta identificar S ~ [0,1]/0 ~ 1 e definir f como f ([O, %]) = [p1, po],

F([L,2]) =[p2,ps)s -0 f([%1,1]) = [pn, p1] - Ou seja, qualquer né poligonal é um

no, de acordo com a definicao 1.2.1.
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Neste trabalho vamos apenas estudar nos déceis. Assim, a designacao de no referir-
-se-a sempre a nos doceis.

Sendo um n6 poligonal definido como a uniao de um conjunto de segmentos em
R?, varios conjuntos ordenados de pontos podem definir o mesmo né poligonal. Por
exemplo, se trés pontos consecutivos sao colineares, eliminando o do meio temos ainda
o mesmo no poligonal, mas definido por um diferente conjunto ordenado de pontos.

Py P3

P1 P2 P3 P1 2]

Figura 1.4: Nos triviais poligonais definidos por distintos conjuntos de pontos

Este exemplo mostra a importancia da definicao que se segue:

Defini¢ao 1.2.4 Se o conjunto ordenado (p1,ps,...,pn) define um nd poligonal, e
nenhum subconjunto nao proprio ordenado define o mesmo no poligonal, entdo cada
um dos elementos deste conjunto sao os vértices do no poligonal.

Definicao 1.2.5 O nd trivial é o no poligonal que fica totalmente definido a custa de
trés pontos nao colineares.

Embora um né poligonal seja um subconjunto do espaco R?, grande parte do seu
estudo é feito com base na sua representaciao no plano. Sejam IT um plano de R? e
p: R* — TI a projeccio ortogonal. O conjunto imagem do né poligonal K, p(K) é
projeccao planar de K em II.

Figura 1.5: N6 trevo poligonal

Um ponto € p(K) diz-se um ponto de cruzamento se p~'(z) N K é um conjunto
com pelo menos dois elementos.
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De facto, como um no poligonal estd definido por um nimero finito de segmentos é
possivel projecta-lo num plano II tal que:

e exista um nimero finito de cruzamentos;

e todos os pontos de cruzamento sio pontos duplos, isto é, p~'(z) N K possui
exactamente dois elementos;

e 0s vértices do n6 nao sao pontos duplos.

Figura 1.6: Projeccoes nao admitidas

Equivalentemente, dado um né poligonal K, podemos deslocar ligeiramente K, isto
é, encontrar um né K’ ambiente isotopico a K, tal que a projeccao de K' no plano
x3 = 0 verifique as condicoes anteriores.

Suponhamos entao que a projeccao planar de K no plano z3 = 0 verifica as con-
dicoes anteriores. Esta projeccao planar nao representa fielmente todas as suas carac-
teristicas. Consoante a corda passa por cima ou por baixo, temos nds distintos com
a mesma projeccao. Em cada cruzamento, existem duas possibilidades e portanto 2"
potenciais nos para cada projeccao com n cruzamentos.

Figura 1.7: Tipos de cruzamentos

Para representar rigorosamente um né K, em cada cruzamento uma das linhas é
interrompida e a outra é continua, de forma a identificar a parte da corda que cruza
por baixo e a que cruza por cima, respectivamente. Esta representacao de um né K é
designada por diagrama do né e representa-se por Dy.
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Na medida em que definimos um né poligonal como uma curva poligonal simples
e fechada do espaco tridimensional, deveriamos representar os diagramas dos nés a
custa de segmentos do plano. Contudo, por uma questao de simplificacao e de estética,
normalmente representamos os nés com curvas planas e nao com segmentos de recta
em R? A representacio & custa de segmentos tornar-se-ia bastante mais complexa.

DY

Figura 1.8: Diagramas do né trevo

Um diagrama de um n6 é constituido por uma coleccao de curvas planares continuas
cujos arcos se encontram nos cruzamentos. O arco que nao é interrompido no cruza-
mento diz-se que passa por cima ou cruza por cima e os dois restantes arcos envolvidos
no cruzamento diz-se que passam por baixo ou cruzam por baixo.

O & G

Figura 1.9: Diagramas dos nos: trivial, trevo e figura oito

Se observarmos os exemplos apresentados verificamos que o diagrama do trevo tem
3 cruzamentos e 3 arcos, o da figura oito 4 cruzamentos e 4 arcos e o diagrama do
no6 trivial nao tem arcos nem cruzamentos. Esta igualdade entre arcos e cruzamentos
verifica-se para qualquer diagrama de um né. Uma outra observacao relevante é a de
que em cada cruzamento se encontram normalmente trés arcos.

Todos os n6s com menos de oito cruzamentos podem ser representados por diagramas

com a particularidade dos seus arcos se cruzarem por cima e por baixo, alternadamente
[7].

Definicao 1.2.6 Um diagrama de um né diz-se alternado se a medida que vamos
percorrendo o diagrama encontrarmos alternadamente cruzamentos por cima e cruza-
mentos por baixo.

Existem nés que podem ou nao ser representados por diagramas alternados, o no
figura oito é um exemplo disso.
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7z

S

Figura 1.10: Diagrama alternado e diagrama nao alternado do né figura oito

Por outro lado, existem nés que nao podem ser representados por diagramas alterna-
dos [7]. O diagrama da figura 1.11 representa o né com menor nimero de cruzamentos
que nao admite uma representacao por um diagrama alternado [11].

Sy

Figura 1.11: Diagrama de um né nao alternado

1.2.2 Movimentos de Reidemeister

Tal como ja foi referido no inicio deste estudo, todos os nés sao homeomorfos
entre si. Contudo, existem nds que podem ser deformados um no outro dentro do
espaco R3. Estes nds sdo entdo “iguais”ou mais correctamente, ambiente isotépicos.
Representando cada um deles pelo respectivo diagrama, estamos perante nés ambiente
isotopicos se sobre os seus diagramas puderem ser efectuados certos movimentos
continuos dentro de R?, que permitam transformar um no outro.

Vejamos como Reidemeister (1893-1971) definiu esses movimentos [24].

Definicao 1.2.7 Um movimento de Reidemeister é uma forma de alterar o diagrama
de um no que permite deformar os arcos ou alterar a relacdo entre os cruzamentos.

[Ro] Movimento simples que consiste em arrastar ou puzar os arcos que constituem o
no, sem que seja introduzida qualquer alteracao nos cruzamentos.

[R1] Movimento que introduz ou remove uma tor¢io no diagrama.

KO—="->
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[Rs] Movimento que introduz ou remove dois cruzamentos que cruzam ambos por cima
ou ambos por baizo.

Q= O =4

[R3] Movimento que faz passar um dos arco que constitui o diagrama por cima ou por
baixo de um cruzamento.

KX

Vejamos como estes movimentos permitem transformar um no outro dois diagramas
do no trevo.

. &

Figura 1.12: Movimentos de Reidemeister
A demonstracao do teorema que se segue pode ser consultada em [15].

Teorema 1.2.1 Dois nds sao ambiente isotopicos se e so se qualquer diagrama de
um dos nos puder ser deformado num diagrama do outro né através de uma sequéncia
finita de movimentos de Reidemeister.

O teorema 1.2.1 implica a definicao que se segue:

Definicao 1.2.8 Dois diagramas D e D' dizem-se ambiente isotépicos se D puder
ser transformado em D' por algumas sucessoes de movimentos de Reidemeister Ry, Ry,

Ry, R3 e reqularmente isotopicos se as transformacoes puderem ser efectuadas sem usar
0o movimento Rj.
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) - (& 3@

Figura 1.13: Nés ambiente isotdpicos

As classes de equivaléncia dos nds, vao entao corresponder as classes de equivaléncia,
(por movimentos de Reidemeister) dos seus diagramas e portanto diagramas da mesma
classe representam o mesmo modelo de interligacgoes, isto ¢, sao ambiente isotépicos.

Uma classe de equivaléncia, que passaremos a designar por classe de isotopia, inclui
os varios “modelos”do mesmo no e portanto os nomes normalmente atribuidos a estas
classes sao os dos nds que representam. Podemos entao colocar a questao primordial da
Teoria de Nés noutros termos: Quando € que dois diagramas sao ambiente isotépicos?

Os movimentos de Reidemeister nem sempre permitem determinar facilmente quan-
do é que dois diagramas sao ambiente isotépicos. Mostrar que dois diagramas sao
distintos pode ser ainda uma tarefa mais complicada, uma vez que é necessario
demonstrar que nenhuma manipulagao pode rearranjar um dos diagramas de modo a
que este se transforme no outro.

1.2.3 Nos orientados

Recorde-se que um né poligonal é uma curva fechada simples de R?, definida a partir
de um conjunto ordenado de vértices (py, po, ..., pn) - Facilmente se encontram reorde-
nacoes deste conjunto de vértices que originam a mesma curva de R? : (1,02, -+, Pn);

(p27p37 fee 7pn7p1) ; (pnapnfla s ap2ap1) .

Definicao 1.2.9 Seja K um no poligonal definido a partir de um conjunto de vértices
(p1,D2,- -+, Pn). Dizemos que (pg(l),pg(g), e ,pg(n)) define o mesmo no orientado do
que (p1, P2, - - -, Pn) quando o(k) =i+ k(modn) para algum i € {0,1,...,n— 1}.
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Considerando os conjuntos ordenados de vértices (p1,p2, ..., Pn) € (PnsDn1,---,D2,P1) s
podemos perceber uma diferenca fundamental. Uma vez que a ordem dos vértices
indica um “sentido de percurso”do né, estes conjuntos ordenados indicariam percursos
em sentidos contrarios.

Recordemos que um né poligonal é definido como a imagem por uma aplicacao f
continua e bijectiva da circunferéncia S' dividida em n partes. Os vértices do né
(p1,p2,--.,Pn) s@0 entdo imagem dos n pontos marcados na circunferéncia. Vejamos
o exemplo do no trevo:

3112 Py

Figura 1.14: N6 trevo poligonal orientado

Se considerarmos a aplicacao f tal que f ([0,55]) = [p1,po], f (|55 5]) = [p2,p3]

o f ([%, 1]) = [p12, p1] temos o né trevo definido por (py,pa, ..., Pi2)-
~1\/Ias se a aplicacio f que dgﬁne o né trevo for tal que f([(), =) = [p1,pia],
f([%,%]) = [pio,p1]y --v, f ([%,1]) = [po,p1] temos o né trevo definido por
(p12, P11, - - -, P1), ou seja temos definido um né trevo com orientacao contraria a do
anterior. Assim, ao percorrermos a circunferéncia no sentido positivo estamos, no
primeiro caso, a percorrer o né trevo num sentido, enquanto que quando consideramos
a aplicacao f, o nd trevo é percorrido no sentido inverso.

Definicao 1.2.10 O inverso de um no poligonal orientado K definido pelo conjunto
ordenado de vértices (p1,pa,-..,pn) € 0 nd poligonal orientado —K definido com os
mesmos vértices mas em ordem inversa, isto € (D, Pn_1,---,P2,D1) -

Uma vez que todo o né décil é ambiente isotépico a um no6 poligonal, de acordo com
o exposto anteriormente vamos considerar que qualquer né K pode ter associados dois
sentidos de percurso.

Esta orientacao do né pode ser informalmente representada nos seus diagramas
através de uma seta, que indica o sentido no qual se pretende percorré-lo. Assim,
considerando um diagrama do né K, o diagrama de —K apenas difere do de K no
sentido de percurso.

&b &D

Figura 1.15: Diagramas do né trevo com orientagoes contrarias
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Figura 1.16: Diagramas do né de Kawauchi com orientacoes contrarias

Num diagrama orientado os cruzamentos podem ser ou positivos ou negativos. Um
cruzamento é positivo quando, localizados no arco que passa por cima efectuarmos
o percurso por baixo na direccao da direita para a esquerda. Se, pelo contrario a
direccao por baixo desse cruzamento for da esquerda para a direita, dizemos que o
cruzamento é negativo. Vejamos alguns exemplos:

C\ | C |
Figura 1.17: Sinal dos cruzamentos de trés diagramas distintos do né trevo

Figura 1.18: Sinal dos cruzamentos de um diagrama do n¢ figura oito

Definicao 1.2.11 A contor¢ao de um diagrama orientado € a soma dos sinais de
todos os seus cruzamentos. Denota-se a contor¢ao de um diagrama D por W (D).

Note-se que trocando a orientacao dos diagramas de um qualquer nd, o sinal dos
seus cruzamentos nao se altera.

Proposicao 1.2.1 Seja Dg um diagrama do né K e D_k o diagrama de —K obtido
a partir de Dy trocando a orientagdo, entio W (D) = W (D_k).

Demonstracao: Os cruzamentos representados

X X
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sa0 os possiveis num diagrama de um né orientado K. O primeiro cruzamento tem
sinal positivo e o segundo negativo.

Quando trocamos a orientacao do diagrama, obtemos um diagrama de —K. Neste
diagrama, cada um dos possiveis tipos de cruzamentos passa entao a:

N, <
N /

Contudo, a troca da orientacao mantém o sinal em qualquer um dos dois tipos de
cruzamento (o primeiro tem sinal positivo e o segundo negativo).

Uma vez que a contor¢ao do diagrama de um né é, segundo a definicao 1.2.11 a soma
do sinal dos cruzamentos temos que W (Dg) = W(D_g). O

Por exemplo, para um dos diagrama do né trevo com trés cruzamentos (figura 1.15),
W(Dr) =3 =W(D_7).

Os movimentos de Reidemeister sao igualmente aplicados a diagramas orientados,

preservando o sentido de percurso de maneira 6bvia. Consideremos os dois diagramas

do né6 trevo com orientacoes contrarias, ou seja Dy e D_r. Realizando movimentos

de Reidemeister sobre um destes diagramas conseguimos transforma-lo no diagrama
do trevo com orientacao contraria.

D& B) -
(). 3. Br.

Q.. R ..

Figura 1.19: Movimentos de Reidemeister
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Definicao 1.2.12 Um nd K € invertivel se 0os nos K e —K forem ambiente isotopicos.

De acordo com a figura 1.19 podemos entao concluir que o no trevo é entao um no
invertivel. Apesar de até meados dos anos 60, nao se conhecerem nenhuns nés nao
invertiveis, esta propriedade nao se verifica para todos os nés. Em 1964 H. F. Trotter
criou uma familia infinita de nds nao invertiveis [27]. O primeiro diagrama da figura
1.20 é exemplo de um desses nos e o segundo representa o né Kawauchi, o né nao
invertivel com menor nimero de cruzamentos [11].

SN

g3 /a
3 S :— D
§__18L_§ \@

Figura 1.20: N6s nao invertiveis

N~

1.2.4 NOs reflexivos

Definicao 1.2.13 Dado um né poligonal K define-se como imagem no espelho de
K, o nd poligonal que se obtém de K por transformagio do ponto (x,y,z) no ponto
(x,y,—2). Note-se que os pontos de cruzamento (x,y,z1) e (z,y, 22) transformam-se
em (x,y,—z1) e (x,y, —22), respectivamente. O nd poligonal imagem no espelho de K
representa-se por K'.

Uma vez que todo o n6 décil é ambiente isotopico a um né poligonal, de acordo com
a definicao anterior vamos considerar que a partir de qualquer n6 K podemos obter o
n6é K' que difere de K apenas nos pontos de cruzamento. Observe-se que no caso de
estarmos a considerar nés orientados a orientacio de K' é induzida pela orientacio do
n6 K.

A partir do diagrama de um né K facilmente se obtém o diagrama de K' trocando
todos os cruzamentos. Ou seja, os cruzamentos “por cima’num dos diagramas sao os
que cruzam “por baixo”no outro.

&b QD

Figura 1.21: Diagrama do n6 trevo e da respectiva imagem no espelho
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& &

Figura 1.22: Diagrama do no6 figura oito e da respectiva imagem no espelho

Definicao 1.2.14 Se os nos orientados K e K' sao ambiente isotdpicos, o né K
diz-se reflexivo.

Consideremos novamente o diagrama orientado do n6 trevo 7. A sua imagem no
espelho é o diagrama que resulta do anterior por troca dos cruzamentos e cuja ori-
entacao ¢ a induzida pelo diagrama de 7. Nao é possivel através dos movimentos de
Reidemeister, transformar o diagrama de 7' no de T", portanto o né trevo é um né nao
reflexivo. Por outro lado, tal como pudemos observar na figura 1.13, o né figura oito,
é invertivel.

Note-se que as caracteristicas “ser reflexivo”e “ser invertivel”sao independentes. Por
exemplo, o né figura oito é invertivel e reflexivo, o né trevo é invertivel mas nao é
reflexivo e os exemplos que se seguem ilustram outras possibilidades [15]:

SR

Figura 1.23: Diagrama de um né nao invertivel e reflexivo

&

Figura 1.24: Diagrama de um né nao invertivel e nao reflexivo

Observando os exemplos anteriores, podemos concluir acerca da contor¢cao de um
diagrama, a seguinte propriedade, que se prova de modo analogo a proposicao 1.2.1:

Proposicao 1.2.2 Seja Dx um diagrama do nd K e Dy o diagrama de K' obtido a
partir de Dy trocando os cruzamentos, entio W (Dg) = —W (D).



1.2. CONCEITOS BASICOS 29

Por exemplo considerando um diagrama do né trevo com trés cruzamentos,

W(Dr) =3 e W(Dp) = —3.

1.2.5 N6s primos e nés compostos

Dados dois diagramas de nos poligonais, é possivel “construir”’um novo diagrama
de um né de acordo com a defini¢ao que se segue.

Definicao 1.2.15 Sejam Dj; e Dg os diagramas dos nos poligonais J e K definidos
pelos conjuntos de vértices (p1,p2, .-, Pn) € (q1,G2, - - -, qm), TesSpectivamente. A soma
conexa dos diagramas dos nos poligonais J e K, D resulta dos dois diagramas
inictais, procedendo-se da sequinte forma:

Escolhem-se dois segmentos [p;, pi+1] € [q;, ¢j+1] tais que:

(i) ndo incluam nenhum cruzamento;
(ii) se localizem na parte “exterior”do diagrama do nd;

(iii) removendo um segmento; [a,b] C [p;, pit1] € um segmento [c,d] C [q;,q;+1] seja
possivel construir os segmentos [a,d] e [b, c| sem incluir novos cruzamentos.

O diagrama do né poligonal JEK fica entao definido pelo conjunto de vértices

(pla -e ey Diy a4, da qj+15-++59m, 491,45, C, bapi—l—la cee 7pn)

P12

Ps P11 P12 p7

Figura 1.25: Soma conexa de dois diagramas de noés trevo poligonais

Podemos entao, dados dois quaisquer nés doéceis orientados J e K, efectuar a sua
soma conexa J{K.

Considerando os diagramas orientados D; e D e escolhendo adequadamente (com
orientagoes concordantes) dois arcos exteriores destes diagramas construimos o dia-
grama D jx, tal como mostra a seguinte figura:

D (T

(3
~
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Observe-se que a definicao 1.2.15 garante que é sempre possivel efectuar a soma
conexa de dois diagramas orientados de um né. Assim, no caso de serem seleccionados
arcos que nao tenham orientacoes concordantes, pode efectuar-se a soma conexa,
procedendo do seguinte modo:

e efectuar sobre um dos diagramas um movimento Ry (rotacao de 180°);

J ) C K J A

e se um dos noés envolvidos for invertivel, suponhamos K, podemos efectuar a soma
conexa Jf —

J i} C K J -K

Qualquer uma destas construgoes vai-nos permitir obter diagramas (nés) ambiente

&% &

Figura 1.26: Duas formas distintas de “compor”os nés trevo e figura oito.

Se um né orientado K ¢ distinto do seu inverso entao, a soma conexa de K com ele
proprio é distinta da soma conexa de K com —K. Considerando o né nao invertivel
de Kawauchi da figura 1.20, é possivel obter os nés RfR e Rf — R representados na
figura que se segue.

G®» GB
Figura 1.27: Diagramas dos nés RER ¢ Rf —

Definicao 1.2.16 O no resultante da soma conexa de dois ou mais nos nao triviais
designa-se por no composto. Os nos que constituem o nd composto sao designados por
nos factor.
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X
G @D

Definicao 1.2.17 Um no € designado por né primo se, para qualquer decomposi¢ao
como soma conexa de dois nos, um dos nos factor é o no trivial.

Efectuando a soma conexa de um né K com o né trivial obtém-se o n6 K.

&

Figura 1.29: Soma conexa do né trevo com o né trivial

Se K nao é trivial entao nao existe nenhum né J tal que J§K seja trivial, logo o né
trivial é primo (][9], capitulo 5).

Saliente-se que, por definicao, todo o ndé composto pode ser factorizado em néds
primos, sem que nenhum deles seja o no trivial.

& & &

Figura 1.30: N6s primos

Nao é uma tarefa facil reconhecer se um dado né é primo ou é composto. Quando
olhamos para um nd, podemos sempre ser levados a pensar, se nao existirao dois nés
primos que pudessem dar origem a tal no.
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1.2.6 Enlaces

Qualquer n6 pode ser construido entrelacando um pedaco de uma corda. Contudo
existem “nos” que sao impossiveis de obter entrelacando apenas uma corda. Vejamos
alguns exemplos:

e @

Figura 1.31: Enlaces: trivial com duas componentes; anéis de Hopf; Whitehead e anéis
de Borromean

Definicao 1.2.18 Um enlace L é uma unido finita de nos K;,© = 1,...,r. Cada no
K; diz-se uma componente do enlace.

A definicao 1.2.2 de nés ambiente isotépicos extende-se de maneira 6bvia a nocao de
enlaces ambiente isotopicos.

Observe-se que em particular, um né é um enlace apenas com uma componente.
Por este motivo, ao longo deste trabalho usaremos o termo enlace sempre que nos
estivermos a referir a nés e a enlaces. A designacao de né sé serd adoptada nas
situagoes que digam respeito unicamente aos nés.

De modo andlogo ao que fizemos para os nos, é possivel definir a projeccao de um
enlace e o diagrama de um enlace. De seguida estao representados os diagramas de
enlaces com duas e trés componentes.

D & &

Figura 1.32: Diagramas de enlaces: anéis de Hopf; Whitehead e anéis de Borromean

Os movimentos de Reidemeister permitem também deformar o diagrama de um dado
enlace noutro que pertenca a mesma classe de isotopia. Assim, dois enlaces vao ser
ambiente isotopicos se os seus diagramas forem isotépicos.

Se dois enlaces sao ambiente isotopicos, entao possuem o mesmo ntimero de compo-
nentes (componentes conexas).
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Definicao 1.2.19 Sejam L; e Ly dois enlaces. Designamos por L1 U Ly o enlace que
resulta da uniao dos enlaces Ly e Lo sem a introducdo de novos cruzamentos. Se
L=K UKyU...UK, com K; um no trivial, L diz-se um enlace trivial.

Um enlace trivial com n componentes é entao um enlace cuja projeccao é a reuniao
disjunta de n circunferéncias (sem cruzamentos) e que designaremos por O".

OO 000

Figura 1.33: Diagramas de enlaces triviais com 2 e 3 componentes

Um enlace diz-se orientado quando para cada uma das suas componentes estiver
associada uma orientacao.

OONORE

Figura 1.34: Diagramas de enlaces orientados

Tal como foi descrito para os nds, a atribuicao do sinal aos cruzamentos e conse-
quentemente, a contorgao de um enlace é determinada de modo analogo.

No caso dos enlaces, devido as varias componentes que o constituem, mais importante
do que conhecer a sua contor¢ao, é determinar o nimero de ligacao de cada par de
componentes.

Definicao 1.2.20 Dado o diagrama de um enlace orientado L com m componentes
(m>1) Cy,...,Cp, 0 nimero de ligagao de C; com C;, onde C; e C; sdo componentes
distintas de L, é metade da soma dos sinais dos cruzamentos de C; com Cj, que se
denota por Ik (C;,C;). O nimero de liga¢do de L é entdo a soma dos nimeros de
ligagao de todos os pares de componentes:
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D

- +

Figura 1.35: Enlace com nimero de ligacao 0

Teorema 1.2.2 Se dois enlaces L e L' sao ambiente isotdpicos entao lk(L) = Ik(L').

Demonstragao: Os movimentos de Reidemeister que envolvem duas componentes
de um diagrama de um enlace sao apenas Ry e Rs.

[Ry] O movimento R, introduz no enlace dois cruzamentos de sinais contrarios,
logo o nimero de ligagao das duas componentes envolvidas nao vai ser alterado e
consequentemente o do diagrama também nao.

[R3] O movimento Rz nao introduz nem altera nenhum dos cruzamentos presentes
no diagrama e portanto nao ha qualquer alteracao no nimero de ligacao do diagrama.

Q) OO

Figura 1.36: Anéis de Hopf orientados (H;) e O? sao enlaces com o mesmo niimero de
componentes mas diferente niimero de ligacao

+

g 000

Figura 1.37: Anéis de Borromean orientados (B) e O3 sao enlaces com o mesmo
nimero de componentes e de ligacao

Observando estes exemplos, e uma vez que
Ik(Hy) =1 #1k(0O*) =0 e lk(B) = lk(O?) =

podemos concluir que as componentes dos anéis de Hopf nao sao separdveis, mas o
mesmo ja nao é possivel concluir acerca dos anéis de Borromeu.
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Voltando novamente ao exemplo dos anéis de Hopf, Hy, ja apresentado, verifiquemos
0 que acontece com o seu nimero de ligacao se alterarmos a orientacao de uma das
suas componentes, Ho.

Figura 1.38: Anéis de Hopf orientados, Ho

Ou seja, lk(H,) = —lk(Hz) e pelo teorema 1.2.2 podemos concluir que H; e Hy nao
sao ambiente isotdpicos. Este resultado pode ser generalizado a qualquer enlace com
duas componentes.

Determinemos agora o ntiimero de ligacao dos anéis de Hopf, H; se lhe trocarmos os
. !
cruzamentos, ou seja, [k(Hj).

Q>

Figura 1.39: Tmagem no espelho dos anéis de Hopf, H}

Ik(H}) = —1 = —1k(H,).

Proposicao 1.2.3 Seja L' a imagem no espelho do enlace orientado L e —L o seu
wnverso. FEntao
k(LY = —lk(L) e lk(~L) = lk(L).

Demonstracao: Seja L um enlace orientado e L' o enlace que resulta de L por
troca de todos os seus cruzamentos. Se o cruzamento tiver sinal positivo quando o
invertemos ele passa a ter sinal negativo e, se for negativo, passa a positivo. Logo, o
numero de ligacao deste par de enlaces é simétrico.

Seja —L o inverso do enlace L. Estes dois enlaces tém apenas orientacoes inversas.
Assim, todos os cruzamentos mantém o seu sinal. Logo, o nimero de ligacao deste
par de enlaces é igual. [J

Com base nesta proposicao podemos entao afirmar que um enlace reflexivo tem
niumero de ligacao zero.
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1.3 Invariantes classicos dos nds e enlaces

Para que seja possivel classificar as varias classes de enlaces podemos recorrer ao
conceito de invariante da classe de isotopia do enlace. Suponhamos que a cada enlace
L é atribuido um objecto matematico p(L) de tal maneira que se dois enlaces L e L'
sao ambiente isotépicos entao p(L) = p(L'). O objecto p(L) diz-se entao “invariante
da classe de isotopia”ou simplesmente “invariante do enlace”. Note-se que se p(L)
for um invariante do enlace e p(L) # p(L') entao os enlaces L e L' nao sao ambiente
isotépicos.

Nesta seccao vamos estudar invariantes classicos: tricolorabilidade; nimero de cruza-
mentos e nimero de desatamento.

Se os enlaces L e L' sao ambiente isotopicos, é possivel transformar o diagrama do
enlace L, Dy, em Dy, por aplicacao de um nimero finito de movimentos de Reidemeis-
ter. Assim, para que p(L) seja um invariante da classe de isotopia do enlace, p(L) nao
pode ser alterado por estes movimentos.

Os invariantes cldssicos dos ndés nao permitem distinguir um né da sua imagem
no espelho; um par de nés com orientacoes contrarias, nem um né primo de um noé
composto. Na seccao 1.2.6 definimos dois objectos matematicos que sao invariantes
dos enlaces: o niimero de componentes e o nimero de ligagdo. Assim, enlaces com
diferentes nimeros de componentes ou com distintos nimeros de ligacao nao sao
enlaces ambiente isotopicos. Para além disso, o niimero de ligagao permite identificar,
em alguns casos, quando é que dois enlaces nao sao reflexivos.

A importancia dos invariantes classicos esta essencialmente associada ao facto de
terem sido os primeiros a permitir a distincao entre enlaces.

1.3.1 Tricolorabilidade

A tricolorabilidade ¢ um método criado por Ralph Fox (1913-1973) para distinguir
enlaces baseado num processo de coloracao dos seus diagramas.

Definicao 1.3.1 Um diagrama de um enlace diz-se tricolor se pudermos colorir os
seus arcos de tal forma que:

(1) a cada arco seja atribuida uma cor;
(ii) sejam usadas pelo menos duas cores e no mdximo trés;

(iii) para cada cruzamento ou todos os arcos tém a mesma cor ou num cruzamento
cruzam-se arcos com trés cores.

7\ [ \
\M\/;_ \/“/ /

Figura 1.40: Diagramas tricolores do né trevo
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Teorema 1.3.1 A tricolorabilidade é um invariante da classe de isotopia do enlace.

Demonstracao: Uma deformacao do tipo Ry nao altera os cruzamentos logo nao
traz qualquer alteracao a tricolorabilidade do diagrama.

Para os movimentos R, Ry, R3, vamos mostrar que a coloracao em qualquer cruza-
mento alterado por um desdes movimentos pode, se necessario, ser modificada de
forma a que o diagrama resultante seja também tricolor. Vejamos que modificagoes
vao ter que ser efectuadas em cada um dos movimentos. As figuras que se seguem
mostram apenas a parte do diagrama do enlace que ¢é alterada pelos movimentos de
Reidemeister.

[R; | Em cada cruzamento permanece sempre a mesma cor.

KO ="

[R2 | Quando nos cruzamentos estd a mesma cor, ao desfazer os cruzamentos, essa
cor mantém-se nos dois arcos.

0 = DC

Quando nos cruzamentos se cruzam arcos de trés cores distintas, desfazendo os
cruzamentos atribuimos uma cor distinta a cada um dos arcos.

0 =~ D C

[R5 | Neste caso sao cinco as situagoes possiveis:

K= A
K=K
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Se dado um diagrama de um enlace ele é tricolor entao qualquer outro diagrama do
mesmo enlace verifica essa propriedade. Ou seja, a possibilidade de colorir um enlace
com um minimo de duas cores e um méaximo treés nao depende do seu diagrama.

Definicao 1.3.2 Um enlace € tricolor se os seus diagramas sao tricolores.

7N
/

D X OO0 &3

S

Figura 1.41: Nos e enlaces tricolores

O & © &

Figura 1.42: Noés e enlaces que nao sao tricolores
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Uma vez que o né trevo é tricolor e o né trivial nao, a tricolorabilidade permite-nos
concluir que estes dois nés nao sao ambiente isotopicos.

E possivel estender a nocao da tricolorabilidade a “n-colorabilidade”. Esta genera-
lizacao vai naturalmente exigir que as condi¢oes da definicao de tricolorabilidade sejam
“traduzidas” por expressoes numeéricas.

Defini¢ao 1.3.3 O diagrama de um enlace diz-se modn ou n-colorivel (com n inteiro
maior ou igual a trés) se:

(I) a cada arco pode ser atribuido um inteiro entre 0 e n — 1;

(II) a soma dos valores (y e z) atribuidos aos arcos que passam por baizo seja igual,
em Z, ao dobro do wvalor (x) do arco que passa por cima, ou seja em cada
cruzamento verifica-se a igualdade 2x — y — z = 0(mod n);

(III) pelo menos dois elementos de Z, sao atribuidos a um diagrama.

Obviamente que o processo de colorir os arcos com pelo menos duas cores corresponde
a enumerar esses mesmos arcos com pelos menos dois valores. Tendo em conta esta
observacao, mostremos que as definicoes 1.3.1 e 1.3.3 sao equivalentes para o caso de
n=3,7Z3 ={0,1,2}.

Consideremos a definicao 1.3.1.

Obviamente (i) = (I) e (i) = (II1).

Suponhamos agora que em cada cruzamento todos os arcos tém a mesma cor (valor)
ou trés cores (valores) distintas. Considerando que x é o arco que passa por cima e y, z
sao os arcos que passam por baixo, temos entao que x =y = z ou {x,y, z} = {0, 1,2}.
No caso em que =z = y = z, 2x — x — = 0(modn). Mas para {z,y,z} = {0,1,2}
podemos ter:

e z=0ce{y,z} ={1,2} para os quais 2 x 0 — 1 — 2 = 0(mod 3);
e r=1e{y,z} ={0,2} para os quais 2 x 1 — 0 — 2 = 0(mod 3);
e r=2e{y, 2z} €{0,1} temos 2 x 2 — 0 — 1 = 0(mod 3).

Ou seja, verifica-se que 2z — y — 2 = 0 (modn). A condigao (7i7) da defini¢ao 1.3.1
implica entao a condicao (/1) da definigao 1.3.3.

Consideremos agora a definicao 1.3.3.
Obviamente (I) = (i) e [({1I) e (I)] = (i7) (note-se que n = 3).
Suponhamos que se em cada cruzamento, x é o arco que passa por cima e ¥, z 0S que

passam por baixo, verifica-se a condigao: 2x — y — z = 0(mod 3). Os possiveis valores
a atribuir a cada um dos arcos, verificando esta condi¢ao sao:

0+0=0=2x0; 0+1=1=2x2; 14+2=0=2x0;
1+1=2=2x1; 04+42=2=2x1; 240=2=2x1;
242=1=2x2 140=1=2x2 2+1=0=2x0.
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Observando os resultados obtidos pode constatar que em cada cruzamento ou temos
trés cores (valores) iguais, ou trés cores (valores) distintas. A condigao (I7) da
definicao 1.3.3 implica entao a condigao (iii) da defini¢cao 1.3.1.

Esta entao provado que as definicoes de tricolorabilidade e a de diagrama mod 3 sao
equivalentes.

Teorema 1.3.2 A n-colorabilidade é um invariante da classe de isotopia do enlace.

Demonstracgao:

[Ry | Movimentos do tipo Ry nao alteram a n-colorabilidade porque os cruzamentos
nao sao alterados.

[R1 | Ry é um movimento que envolve apenas um arco ao qual é atribuido um nimero

a €47,
a
<> D >

[Ry | Para que os diagramas verifiquem as condigoes da definicdo 1.3.3, os arcos
envolvidos num movimento Ry tém que verificar uma das seguintes condicoes:

- Sea=boua=coub=c, usando a condi¢ao 2a = b + ¢ obtemos a = b = c.
Neste caso, o segundo valor exigido pela condi¢ao (/1) encontra-se num
arco que nao esta envolvido nestes cruzamentos.

a a/ a a
a( >

N
- Se a, b e ¢ sao distintos:

a b a
~ b
c( >
~
O diagrama da direita mostra a atribuicao de valores possiveis. Esta
atribuicao continua a verificar a condicao (I11), (a # b).
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[R3 ]

Nesta situacao temos as seguintes condicoes Si:

2a =b+c
51: 2d=c+e
20 =f+d

Efectuando sobre o cruzamento anterior um movimento Rs :

Precisamos entao de determinar um valor ¢ que verifique as condigoes S; :

20 =d+ f
SQZ 2f:b—|—Cl
20 = e+ ¢

Dado que a,b, ¢, d, e, f verificam S, basta considerar ¢ = 2f — b = 2a — e e temos
entao que:
b+ =b+2f—b=2fee+c =e+2a—e=2a.

Logo a,b,c,d, e, f verificam Ss.
Vejamos que a condicao (I11) da definicao 1.3.3 continua a verificar-se. Podemos
observar que num cruzamento do tipo:

)
I

ou estd presente apenas um valor (e o(s) outro(s) encontram-se noutras partes do dia-
grama), ou se o diagrama envolve apenas dois valores, nao podemos ter
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a=b=d=e= f # c. Assim, quando se efectua um movimento R3 e se atribuem
os valores indicados (S2), a condi¢ao (I11) continua a verificar-se. (O tnico problema
dar-se-ia no caso a« = b = d = e = f # c¢ pois nesta situacao as condicoes de S
levariam-nos a a = b =d = e = ¢ e perder-se-ia um valor.)

Fica entao provado que os movimentos 23 nao alteram a tricolorabilidade.

Portanto a n-colorabilidade é um invariante da classe de isotopia do enlace. [J

Vejamos que a pentacolorabilidade permite distinguir os nds trevo e figura oito.

Verifiquemos que o né6 figura oito é pentacolor. Atribuindo a cada cor um elemento
de Zs, (vermelho =1; amarelo =2; azul =3; verde =4) de acordo com a figura:

Figura 1.43: Né pentacolor

podemos comprovar que se verifica a condicao 2z = y + z(mod5) :

2x1=344; 2x2=1+43 2x3=2+44; 2x4=1+2.

Mostremos que o né trevo nao é pentacolor. Atribuindo a cada arco um elemento

deZ5:
QD

Figura 1.44: N6 que nao é pentacolor

De acordo com a figura 1.44, temos entao que:

2a=b+c 2a =b+c 20 = b+c
2c=a+b & 4e=2a+2b & 20 =4c—-2b &
2b=a+c 2b=a+c 2b=a+c
4e—-2b=b+c b=c b=c
& 20 =4¢c—-2b & 20 =4c—-2b & a=c Sa=b=c

2b=a+c 2b=a+c 2b=a+c
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Logo, como nao sao atribuidos ao diagrama pelo menos dois valores de Zs, podemos
concluir que o né trevo nao é pentacolor. Portanto, o trevo e a figura oito sao nés que
pertencem a diferentes classes de isotopia, isto é, nao sao ambiente isotopicos.

1.3.2 Numero de cruzamentos

Um diagrama D do enlace L, tem um nimero finito de cruzamentos ¢(D), que nao
¢ um invariante da classe de isotopia do enlace. Isto porque, por exemplo, o no trivial
pode ser representado pelos diagramas D e D', que tém um numero de cruzamentos
diferente.

Figura 1.45: Diagramas do né trivial

Vejamos entao como definir o nimero de cruzamentos de um enlace de modo a que
este seja um invariante.

Definicao 1.3.4 Seja D o conjunto de todos os diagramas que podem representar o
enlace L. Entdo o nimero de cruzamentos de L,c(L), € dado por:

c(L) = mgn ¢(D).

Um diagrama de L com c(L) cruzamentos diz-se o diagrama minimal do enlace L.

O & @

Figura 1.46: Diagramas minimais dos nés: trivial (O); trevo (T); anéis de Hopf (H)

Os numeros de cruzamento dos nés apresentados na figura 1.46 sao respectivamente:
c(0)=0;¢(T)=3 ec(H) =2.

Nao é facil determinar o nimero de cruzamentos de um enlace L, uma vez que
L pode ser representado por varios diagramas e para determinar o seu nimero de
cruzamentos, é necessario “reduzi-lo”ao diagrama minimal, processo este que se pode
revelar bastante trabalhoso. Se temos o diagrama de um enlace L com n cruzamentos,
como é que conseguimos garantir que L nao admite uma representacao com menos
cruzamentos?
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e

Figura 1.47: Diagrama minimal?

No que diz respeito a nés compostos, nao podemos determinar o seu numero de
cruzamentos a partir dos nés factor que os compoem, no entanto, existe a seguinte
conjectura [1]:

Conjectura: Sejam L; e Ly dois enlaces entao ¢(Li1fLs) = ¢(Ly) + ¢(Ls).

Este resultado foi verificado no caso em que L e L, sao representados por diagramas
minimais alternados [1].

Apesar de nao existir um método que permita determinar facilmente o diagrama
minimal dos nés e enlaces, eles estao tabelados de acordo com essa representacao
planar. Utilizando métodos exaustivos Tait publicou, em 1885, a primeira tabela de
n6s primos alternados até 10 cruzamentos. Na sua listagem apresentou diagramas
minimais de 166 nds. Apesar de ser a primeira, esta classificacao foi quase perfeita na
medida que usando novos métodos se comprovou a listagem de Tait, com apenas uma
excepgao. Em 1979 K. A. Perko provou que dois desses nés eram o mesmo [22].

O

Figura 1.48: Noés de Perko

Sé em 1927, com o desenvolvimento de um modelo de né, como um objecto topoldgico
tridimensional, é que Alexander e Briggs demonstraram rigorosamente, pela primeira,
vez que nos tabelados por Tait nao sao ambiente isotopicos.

Em 1967 Conway publicou a tabela de todos os ndés primos com menos de 12
cruzamentos e de todos os enlaces com menos de 10 cruzamentos. Actualmente, ja
estao classificados os nds até 14 cruzamentos.

A notagdo mais simples usada para identificar os nés e enlaces tabelados foi criada
por Reidemeister. O seu sistema de numeracao de nés consiste em associar a cada né
um “valor’n; onde n representa o nimero de cruzamentos e o indice ¢ indica a ordem
desse no6 na lista de n6s com o mesmo nimero de cruzamentos. Apresentemos alguns

exemplos:
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O & &

Figura 1.49: Notacao para nés: né trivial 0;; n6 trevo 3¢; né figura oito 4,

No caso dos enlaces é actualmente vulgar a nota¢ao n! onde j representa o niimero
de componentes que constituem o enlace.

000 @ &

Figura 1.50: Notagao para enlaces: enlace trivial com 3 componentes 03; anéis de Hopf
22; anéis de Borromean 63

1.3.3 Numero de desatamento

Consideremos D o diagrama de um enlace L. Se trocarmos um dos cruzamentos no
diagrama, uma vez que este tipo de alteracoes nao esta contemplada nos movimentos
de Reidemeister obtemos, em geral, um diagrama que representa um outro enlace.

[

\D

Figura 1.51: Troca de um cruzamento no diagrama do né trevo

19

Proposicao 1.3.1 Seja D o diagrama de um enlace L com ¢ cruzamentos. Entdo, é
necessario trocar no maximo metade dos seus cruzamentos, para se obter um diagrama
do enlace trivial.

Demonstracao: Consideremos o diagrama D de um enlace com ¢ cruzamentos.
Percorrendo o diagrama D a partir de um dado ponto, em cada primeiro encontro com
um cruzamento, registamos se o arco estd a cruzar por cima ou por baixo. Finalizado
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o percurso, contamos o nimero de cruzamentos por cima e por baixo presentes no
diagrama. Troquemos os cruzamentos que se encontram no diagrama em menor
nimero. Ou seja, se tivermos um menor nimero de cruzamentos por cima, estes sao
trocados e passam a cruzar por baixo, se houver um maior nimero de cruzamentos
por baixo, sao estes que vao ser trocados e passar a cruzar por cima. Procedendo
desta forma, o nimero de alteragoes nos cruzamentos serd no maximo 7. Apds estas
trocas de cruzamentos, se voltarmos a percorrer o né, todos os primeiros encontros
com os cruzamentos serao sempre por baixo ou sempre por cima. Estas alteragoes nos
cruzamentos vao permitir desatar o enlace, isto é, obter um enlace trivial. [

9 29
P W

Figura 1.52: N6 com 8 cruzamentos que se desata trocando 1 cruzamento

Figura 1.53: N6 com 8 cruzamentos que se desata trocando 4 cruzamentos (o maximo)

De facto, o nimero de desatamento de D, diagrama de um enlace L, define-se como
o numero de operacoes de desatamento que sao necessarias efectuar para transformar
D num diagrama do né trivial. Representa-se o nimero de desatamento de D por
(D).

Note-se que consoante o diagrama do enlace que considerarmos o nimero de desa-
tamento pode alterar-se [20].

g )

OO
C

\ A S

Figura 1.54: Diagramas do mesmo n6 mas com diferente niimero de desatamento
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Tal como se verificava para o niimero de cruzamentos de um diagrama, p(D) também
nao é um invariante da classe de isotopia do enlace L.

O nimero de desatamento é um invariante se o definirmos da seguinte forma:

Definicao 1.3.5 Seja D o conjunto de todos os diagramas que podem representar o
enlace L. Entdo o nimero de desatamento de L, u(L), é dado por:

p(L) = min p(D).

Para os nés e enlaces mais simples temos entao que:

p(01) = 05 u(31) = 1 e p(27) = 1,

Determinar o nimero de desatamento de um no é um processo bastante complicado
e que ficou ainda mais dificultado com a descoberta de Bleiler, em 1984 [4].

Figura 1.55: Diagrama do né 10g com 14 cruzamentos

Efectuando sobre o diagrama da figura 1.55, uma sucessao de movimentos de Reide-
meister é possivel transforméa-lo num diagrama com apenas 10 cruzamentos (diagrama
minimal).

&
) \
Figura 1.56: Diagrama minimal do né 10g

O diagrama minimal é desatado com 3 mudancas de cruzamento enquanto que
o diagrama com 14 cruzamentos pode ser desatado apenas com duas mudancas de
cruzamentos.
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Figura 1.57: Diagrama do né 10g desatado com a troca de 2 cruzamentos

O no6 que estes dois diagramas representam tem entao numero de desatamento 2. Ao
contrario do que intuitivamente pareceria légico, este exemplo vem demonstrar que o
nimero de desatamento de um no, nao corresponde ao ntiimero de cruzamentos que
sao necessdarios trocar no diagrama minimal que o representa.

Este resultado foi generalizado em 1994, por James Bernhard, que mostrou existir
uma infinidade de enlaces para os quais o numero de desatamento nao é necessaria-
mente o nimero de desatamento do diagrama minimal [3].

Nao é por isso tarefa facil determinar o numero de desatamento de um né. Quando
encontramos um valor para o nimero de desatamento, seremos sempre levados a pensar
se nao existira um diagrama desse né para o qual o nimero de desatamento seja menor.

Para os n6s compostos, o nimero de desatamento apresenta também particularidades
bastante interessantes.

Proposigao 1.3.2 O nidmero de desatamento de um né composto JEK é no mdzimo
a soma do niumero de desatamento dos nos factores que o constituem. Isto €,

p(JEK) < p(J) + p(K).

Demonstracao: Sejam J e K dois nés com niimero de desatamento u(J) e p(K),
respectivamente. Existem diagramas D; e Dg de J e K respectivamente, tais que

u(J) = u(Dy) e p(K) = p(Dr).

Seja Dy, o diagrama da soma conexa J§K obtido a partir dos diagramas D; e Dy.
Efectuando p(J) trocas em D; e u(K) trocas em Dy, obtém-se o né trivial.
Logo pu(JEK) < p(J) + p(K). O

Conjectura-se que esta desigualdade pode ser uma igualdade, no entanto nao existe
ainda nenhuma prova para tal afirmacao, com uma excepcao. Em 1985, Martin
Scharlemann provou o seguinte resultado [25]:

Teorema 1.3.3 Todo o no com numero de desatamento um € um no primo.
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Por outras palavras, o nimero de desatamento de um né composto ¢ maior ou igual
a 2. A partir deste teorema podemos provar que:

Corolario 1.3.1 Se J e K dois nds tais que p(J) = u(K) =1 entdo p(JEK) = 2.

Demonstracao: Sejam J e K dois nds tais que u(J) = p(K) = 1.
Pela proposicao 1.3.2,
p(JEK) < p(J) + p(K) =2
Como no caso do p(JEK) = 1, pelo teorema 1.3.3 o né JEK seria primo e portanto um
dos nés factor seria o né trivial, o que é absurdo porque p(J) = u(K) =1 e p(0,) = 0.

Se u(JEK) =0, o n6 composto JEK seria o né trivial, o que s6 poderia acontecer se
J e K fossem nds triviais.

Portanto pu(JK) = 2.0
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Capitulo 2

Polinomios de nos e enlaces

2.1 Polinémio de Alexander

Ao longo do século XX foram criados vérios processos que permitiram classificar
alguns nés. Em 1928, J. Alexander (1888-1971) associa a cada né um polinémio de
modo a que se um né se puder transformar noutro, os seus respectivos polinémios sao
iguais. Contudo este polindmio nao permite fazer uma total distincao entre os nds:
dois nés podem estar associados ao mesmo polindmio e nao serem ambiente isotépicos.

Durante 58 anos este foi o unico polinémio que descreveu enlaces orientados. O
polinémio de Alexander é baseado no simples calculo do determinante de uma matriz
associada a um diagrama de um enlace.

Para determinar o polinémio de Alexander [2] de um né, temos inicialmente que
identificar os varios cruzamentos e arcos do diagrama D que o representa. Por exemplo,
podem identificar-se os cruzamentos com os nimeros naturais, e os arcos com letras
mintusculas. Estamos entao em condicoes de definir uma matriz n X n, onde n é o
nimero de cruzamentos (que é sempre igual ao nimero de arcos) do diagrama D.
Associando a cada linha da matriz um cruzamento e a cada coluna um arco, define-se
a matriz de acordo com o seguinte processo:

e Se o cruzamento numero * é positivo, identificamos o arco que passa por cima
com a letra i e os outros dois por j e k, de acordo com a figura:

coloca-se 1 — t na coluna ¢ da linha %, —1 na coluna j e ¢ na coluna k dessa
mesma linha.

51
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e Se o cruzamento nimero * é negativo, identificamos o arco que passa por cima
com a letra i e os outros dois por j e k, de acordo com a figura:

coloca-se 1 — t na coluna ¢ da linha %, £ na coluna j e —1 na coluna k dessa
mesma linha.

e Se qualquer um dos arcos 7, j ou k coincidem, coloca-se na respectiva coluna a
soma das duas entradas que correspondem a esse arco.

e Nos diagramas com mais de 3 cruzamentos, sempre que os arcos nao interfiram
no cruzamento que estd a ser classificado, coloca-se o valor 0 em todas as colunas
dessa linha.

Ap6s efectuar este processo, obtemos o polinémio de Alexander calculando o deter-
minante de uma submatriz da matriz obtida.

Definigao 2.1.1 A matriz (n—1) x (n—1) que se obtém por remocao da ultima linha e
coluna da matriz n X n obtida pelo processo descrito anteriormente, ¢ chamada matriz
de Alexander de D. O determinante desta matriz é chamado polindomio de Alexander
de D. FEste polinomio do né K representa-se Ap,(t).

Convencionou-se que o polinémio de Alexander resultante de uma matriz de ordem 0
é 1.

Note-se que o polinémio de Alexander depende, a priori, do diagrama do né consi-
derado e das designacoes atribuidas a cada cruzamento. Apresentemos os polinémios
de Alexander de alguns nds.

N6 Trevo

Determinemos o polinémio de Alexander do né trevo (7), considerando varios dia-
gramas deste no.

Figura 2.1: Diagrama minimal do né trevo, Dk
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i J k
1 [1—¢t ¢ -1
M(DCIF)ZQ t S
3 11—t t
1—t ¢t
Api (t) = |M(D;)|:‘ A ‘:—t2+t—1
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k

i1 21

Figura 2.4: Diagrama do trevo com 4 cruzamentos, D7,

Aps(t) = |M(Dp)| = t* — >+

|M(Dp)| = —t|M(Dr)| = t|M(D7)| = —t°|M (Dy))|

Figura 2.5: Diagrama da imagem no espelho do né6 trevo, Dy

Ap,(t)=—t"+t—1=Apy (1)

N6 trivial

Usando diferentes diagramas e diferentes designacoes para os cruzamentos podemos
obter os seguintes polinémios associados ao no trivial.

Figura 2.6: Diagrama minimal do n¢ trivial, D},
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POLINOMIO DE ALEXANDER

1 2

Figura 2.7: Diagrama do né trivial com 2 cruzamentos, D3,

Apy(t) = —t = —t|M(Dp)|

2 1

Figura 2.8: Diagrama do né trivial com 2 cruzamentos, D},

Apy(t) = —1=—t"|M(Dg)| = ¢ [M(Dp)|.

i J k [
%/m
Figura 2.9: Diagrama do né trivial com 4 cruzamentos, D},

Apg (t) = t* = t*|M(Dg)| = —t|M(Dg)| = —t*| M (D).

%)
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Polinémios de Alexander de outros noés

S
& \D

Figura 2.10: Diagrama do né com 11 cruzamentos, Dy [17]

Ap,(t) = 1.

Figura 2.11: Diagrama minimal do né figura oito, Dp

App(t) = —t*+ 3t — 1.

Figura 2.12: Diagrama do n6 nao invertivel de Kawauchi, Dg
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1 [1—-¢t -1 t 0 0 0 0 0
2 t 0 0 1—-¢t 0 -1 0 0
3 0 0o -1 t 0 0 0 1-—t
4 0 1—t 0 t -1 0 0 0
M(Dp) = 5 0 -1 0 0 0 1—t 0 t
6 0 0 1—-t 0 0 0 -1 t
7 0 0 0 0 t —1 1—t 0
8 | t 0 0 0O 1—-t 0 -1 0 |

Um polinémio de Alexander do mais simples né nao invertivel R, é entao:
Ap,(t) = 1% — 45 + 8" — 11> + 8% — 4t + 1.

Invertendo apenas a orientacao do diagrama Dpg, da figura 2.12, obtemos o diagrama
D_g, para o qual:

Ap_(t) = —t" + 4% — 85 + 11¢* — 8> +- 41* —t =
—t (=T 4 A4t5 — 85 4 118 — 8t At — 1) =16 — 415 + 8¢t — 114° 4+ 8% — 4t + 1.

Observando estes exemplos, podemos constatar que dependendo do diagrama que
representa o né e da identificacao atribuida aos nés e cruzamentos, temos polinémios
de Alexander iguais a menos do factor +¢™, para algum m inteiro.

De facto, é possivel estender o polinémio de Alexander a enlaces e provar que um
enlace é, a menos do factor +¢™, um invariante da classe de isotopia do enlace [2].
Assim, o polinémio de Alexander permite por exemplo, distinguir o né trevo do né
trivial, mas apresenta algumas desvantagens salientadas nos exemplos anteriores:

e nao permite distinguir um né da sua imagem no espelho;
e nao permite distinguir um né do seu inverso;

e existem nds com polinémio de Alexander trivial que nao sdo ambiente isotopicos
ao no trivial (figura 2.10).

2.2 Operacoes “skein”e polinémio de Conway

O polinémio de Alexander foi o inico que descreveu nés e enlaces, durante cerca de
58 anos. Por volta dos anos 60, Conway introduz um polinémio, estritamente ligado
ao polinémio de Alexander, mas baseado num método de computacao recursivo, as
chamadas operacoes “skein”.
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2.2.1 Operagoes “skein”.

Dado um enlace orientado L, seleccione-se um ponto de cruzamento. Preservando
a orientacao do enlace e considerando que o ponto de cruzamento escolhido é positivo
(negativo) identificamos o né como Ly (L_), trocando esse cruzamento obtém-se L_
(L) e se o suprimirmos Ly. Estas operagoes, que se designam de operagoes “skein”,
permitem-nos obter diagramas que representam enlaces que diferem do inicial apenas
num ponto de cruzamento. Assim, para um dado diagrama e cruzamento, existem trés
diagramas associados, diagramas “skein”: D,;D_; Dy, correspondentes aos enlaces
denominados por L;L_; Ly. Como é 6bvio, os enlaces associados a L dependem da
escolha do cruzamento. Na figura que se segue, estao representadas as modificacoes
que se obtém no cruzamento seleccionado.

Figura 2.13: Diagramas “skein”.

Do

Para facilitar a definicao recursiva do polinémio que representa o enlace, torna-se
muitas vezes util o diagrama “skein”em arvore. Vejamos alguns exemplos.

@
~

: D.= 0’ D= O

Figura 2.14: Diagrama “skein”em drvore dos anéis de Hopf (H,)

P
o @

Figura 2.15: Diagrama “skein”em &rvore do né trevo (7')
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o @
@ O

Figura 2.16: Diagrama “skein”em arvore do n6 figura oito (F)

Observe-se que sempre que num dos ramos da arvore, de um dado nivel, é obtido o
noé trivial ou um enlace trivial com n componentes, o processo termina nessa ramifi-
cacao, continuando nas outras até que esta decomposicao em nos triviais ou enlaces
triviais com n componentes termine em todas elas. No entanto, podemos considerar o
diagrama em arvore suficiente, quando obtivermos em todos os ramos nés ou enlaces,
ja identificados, tal como é o caso do diagrama “skein”em arvore do né de Kawauchi.

N~

@

T

LY, D.=D.f Do =D,°

& & & P

&

Figura 2.17: Diagrama “skein”em arvore do né de Kawauchi (R)

Considerando que em cada nivel, as circunferéncias da esquerda, central e da di-
reita, representam os diagramas dos enlaces L,;L_; Ly ou L_; L,; Ly, os diagramas
“skein”em arvore podem ser generalizados pelo esquema que se segue:
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O b

O DOE D_|__
O D=DF O p,=DY O \E& DY O D, =DY
O O O O O O O
DiET_E D OEE DiET_D D 0ED D;E D 0DE D;D D 0DD

2.2.2 Polinémio de Conway

Alexander provou [2] que se o seu algoritmo para determinar o polinémio associado a
cada no for aplicado apropriadamente aos trés diagramas que representam K ; K_; K,
os polinémios resultantes estao relacionados pela equacao:

Dg (t) = Dk (t) = (1 = 1) D, (1) (2.1)

Para verificar esta relacao Alexander escolhia os polindmios com termo independente
e sem expoentes negativos. Conway observou que efectuando uma escolha diferente
da de Alexander, era possivel estabelecer entre estes polinémios associados aos nds,
que vamos designar por A%(t) [15], uma nova relagdo “skein”:

Ny (1) = Di_(8) = (t2 —t72) Dy, (8).

A ideia de Conway foi entao generalizar a igualdade anterior para enlaces:

Ny (1) = DG _() = (82 —t72) O, (1), (2.2)
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Efectuando a mudanca de variavel

1
z =12 —t 2

o polinémio obtido, que designamos por /1 (z), verifica a relagdo “skein”:

Vi, (2) = Vi (2) = 2 Vi, (2).

Conway [6] define entdo o seu polindmio recursivamente, do seguinte modo:

Definicao 2.2.1 Um polindmio que identifica um determinado enlace L, é um polinomio
de Conway, se verifica as sequintes condi¢oes:

Co: Vi(2) é um invariante da classe de isotopia de L;

Cr: O polinomio associado ao no trivial € 1, isto €,

Crr: Os enlaces Ly; L_; Ly estao relacionados pela relacao “skein”:
Vi (2) = Vi (2) = 2 Vi, (2)-
A consisténcia destes axiomas estd provada em [11].

Com base nos esquemas em arvore da secc¢ao 2.2, calculemos os polinémios de Conway
de alguns nos e enlaces.

Enlace trivial com duas componentes

.
O OO

Figura 2.18: Diagrama “skein”em &rvore

Como Ly e L_ sao ambos nds triviais, por C;, tém polinémio associado 7p(z) = 1
e portanto,

Vi (2) = Vi (2) = 2 Vi, (2) & Vi(2) = 0.
Logo
Vo2 (Z) =0.
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Anéis de Hopf (figura 2.14)
Como L_ = 0% e Ly = O, temos:
Vi (2) = Vi_(2) =2V, (2) © Vi, (2) =2 VL, (2) + Vi (2) © Vi, (2) = 2.

Logo
le(Z) = Z.

Analogamente, temos que /y,(2) = —z.

Trevo (figura 2.15)
Como L_ =0 e Ly = Hy, temos:
Vi (2) = Vi (2) =2V, © Vi, — 1 =226 vV, =22+ 1.

Logo
vT(Z) = 22 + 1.

Né de Kawauchi (figura 2.17)

Procedendo de modo andlogo, obtemos:

Vr(z) = =20 — 224 — 22 + 1.

Verificamos anteriormente que Ap2(z) = 0, vejamos qual o polinémio de Conway
para qualquer tipo de enlace formado por duas componentes soltas.

Teorema 2.2.1 Sejam L e L' dois enlaces. Entdo o polindmio de Conway associado
ao enlace LU L' é o polinémio nulo.

Demonstragao: Consideremos os enlaces L e L'. Vamos construir com estes enlaces
os seguintes diagramas “skein”: D, e D_ que representam a uniao do enlace L com
o L' através da introducao de um cruzamento positivo e um cruzamento negativo,
respectivamente. O diagrama Dy identifica o enlace L U L'.

BRd > <t

D, D, D.

Uma vez que os diagramas D, e D_ sao isotdpicos, por C da defini¢ao 2.2.1 podemos

concluir que p, (2) = Vp_(2), e por Crr, que Vp, (2) — Vp_(2) = 2 Vb, (2), 0 que
nos permite concluir que 7 p,(z) = 0. Ou seja /oy (2) = 0. O

Corolario 2.2.1 Seja O o no trivial e O™ o enlace trivial com n componentes, sendo
n > 2. Entao o polinomio de Conway associado ao enlace O™ é:

VOn(Z) — 0,n Z 2
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O polinémio de Conway permite definir recursivamente os polinémios associados a
cada enlace, contudo continua a nao distinguir um noé nao reflexivo da sua imagem no
espelho, os pares de nés nao invertiveis, nem o né trivial [6].

Figura 2.19: Diagrama de um né néo trivial com \7p(z) =1

2.3 Polindmio de Jones

2.3.1 Definicao e exemplos

Em 1985, Vaughan Jones [10] descreve um novo polinémio para enlaces, que
vem resolver alguns dos problemas associados ao polinémio de Conway. Este novo
polinémio, a semelhanca do que acontecia com o de Conway também é definido
recursivamente.

Definicao 2.3.1 Um polinomio que identifica um determinado enlace L, é um polinémio
de Jones, se verifica as sequintes condigoes:

Jo: V(L;t) é um invariante da classe de isotopia de L;
Jr i O polinémio associado ao no trivial € 1, isto €,
V(O;t) =
Jrr o Os nos ou enlaces Ly; L_; Ly estao relacionados pela relacao “skein”:
W (Lyst) — tV(L_st) = (£2 — £ 2)V (Lo t).
O algoritmo para calcular o polinémio de Jones é andlogo ao usado para determinar
o polinémio de Conway. Com base no diagrama em arvore de um qualquer enlace L e

na relagao “skein”da defini¢ao 2.3.1 podemos escrever o polinémio de Jones do enlace
L como a soma de polinémios de enlaces triviais com n componentes, O™ ou seja,

V(La t) = fl(t)v(07 t) + f2(t)v(027 t) +eet fn(t)V(Ona t)'
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A partir dos diagramas “skein” em arvore da sec¢ao 2.2, determinemos os polinémios
de Jones de alguns nos e enlaces.

Enlace trivial com duas componentes (figura 2.18)

Como Ly e L_ sao nés triviais, por J;, V(O;t) =1 e portanto,

V(05 1) —tV(051) = (t2 — t72)V (Lo t) &
o t=(t2 —t)V(0%1) &
V(O%t) = —t2 —1 2.

Anéis de Hopf (figura 2.14)

Considerem-se os anéis de Hopf H;

V(Hy;t) = —t2 — te.

Trocando a orientacao numa das componentes, temos:

V(Hot) = —172 — 73,

Tal como ja acontecia com o polinémio de Conway, o polinémio de Jones permite-nos
distinguir os enlaces H; e Ho

N6 Trevo (figura 2.15)

WK t) — tV(K_st) = (t2 — t 2)V (Ko t) &
V(T ) — tV(0;t) = (12

V(T ) = (12— t72).(—t5 —t2) + .1 &

V(T;t) = —t* + 13 +¢.
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. . ’ !
Consideremos agora a imagem no espelho do né trevo, T :

1

WKL) — V(LK 5 t) = (t2 —t 2)V(Kyt) &
V(05 ) — tV(Ts ) = (£ — ¢ 3)V(Hast) <
_tV(T!;t) — ¢+ 114 (t% _ t*é)_(_f% B t’%) o

V(Tht) =t 473 — ¢

Tal como ja acontecia com o polinémio de Conway, o polinémio de Jones permite-nos
distinguir os enlaces H; e Ho

N6 Figura Oito (figura 2.16)

B
=
4
=

|
~
=
™
:t.';

I
-~

ol

|
~
|

W=
=
3
N2

Né de Kawauchi (figura 2.17)

V(R;t) =t * =3t 3 4562 -6t +7—6t+ 52 — 33+t

Trocando apenas a orientacao ao né R,

V(=R;t) =t = 3t73 +5t72 — 617" + 7 — 6t 4 5% — 33 + t".
No caso do né nao invertivel de Kawauchi, o polinémio de Jones nao o distingue do

seu inverso.

Com base nestes exemplos, podemos constatar que o polinémio de Jones parece
ja resolver alguns dos problemas da diferenciacao de enlaces, que apresentavam os
polinémios de Alexander e Conway.

Note-se que existe uma relacao parat = —1, entre o polinémio de Jones e o polinémio
NG ().

Teorema 2.3.1 Se L ¢ um enlace com n componentes entao

V(L;=1) = (=1)" " AL (-1).
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Demonstracao: A partir da relacao “skein”2.2, temos:

Ny (1) = D5 _() = (B2 —t72) O, (1),

Sustituindo ¢t = —1,

* * 1 -1 *
Ap (1) = AL (1) =((=1)7 = (=1)72) AL, (=1).
Multiplicando a expressao anterior pelo factor —(—1)"+~' onde n, representa o
nimero de componentes de L, temos
(=D)AL (DA (DAL (1) = (D)™ H((=D)E = (1) 2) AL (=),

Uma vez quen_ =n, enyg=n, + 1 ounyg=ny — 1, onde n_ e nyg representam o
nimero de componentes de L_ e L, respectivamente, temos

(=) A, (<1) = (-1t A, (1)

e
ny— * n_— * no— 1 -1 *
—(=1)m AL (FDH(FD)TAL (R = ()™= = (<1)72) A, (1)
(2.3)
Definindo .
Ap(=1) = (=1)"" AL (-1)
sendo n o niumero de componentes de L.
A partir da relacao 2.3 temos entao que
~ x ~ x 1 N
—Ap, (FD+ A, (F1) = ((=1)7 = (=1)77) AL, (=1).
Note-se que substituindo t = —1 em J;; da definicao de polinémio de Jones, temos
~V(Lyi =1) + V(L =1) = (=1)7 = (=1)72)V(Lo; —1) (2.4)

Assim, V(L;—1) e AZ(—l) estao definidos pela mesma relagdo “skein”e portanto:

V(L;—1) = Ap(=1) == (-1)""" A} (-1).0

2.3.2 Caracteristicas do polinémio de Jones

Tal como vimos para o polinémio de Conway, o polinémio de Jones também apre-
senta propriedades que facilitam o processo recursivo de determinacao do polinémio
de um enlace. Contudo, a alguns enlaces estao agora associados a polinémios signi-
ficativamente diferentes. Vimos que Ap2(z) = 0 enquanto que V(02 ) = —t2 — 3.
Estudemos agora o que se passa com o polinémio do enlace trivial com n componentes.
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Teorema 2.3.2 Seja O™ o enlace trivial com n componentes. Entdo o polinomio de
Jones associado ao enlace O™ é

V(O™t) = (—t2 —t72)" = (=) (2 )

Demonstragao: Provemos por inducao matematica sobre n.
Para n = 1, estamos na condicao J; da definicao do polinémio de Jones.

Consideremos agora como hipétese de inducao que
V(O™ b)) = (—t2 — t73)"2,
Efectuando o nivel 0 do diagrama em arvore correspondente a esta situagao:

L+

O ___________ OCO O ___________ OOO

Podemos identificar L, = L_ = O™ ! e Ly = O, assim

VL) = V(D) = (= OV (L) &
V(OO = 1) = (F — RV (0" ),

usando a hipotese de inducao,

= ()" Ytz + o) L0

Verifiquemos como se comporta este novo invariante em relagao a soma conexa de
dois nds e aos enlaces constituidos por duas componentes soltas.

Teorema 2.3.3 Seja L um enlace e O™ o enlace trivial com n componentes. Entaio,
o polinémio de Jones associado ao enlace L U O™ é dado por:

V(LUO™t) = (—1)"(t +t 2)V(L,1).
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Demonstragao: Provemos por inducao sobre n.

Para n = 1 consideremos os diagramas “skein”

O EFERO o

L, L

Identifiquemos L U O com Ly. Efectuando um movimento R; sobre os diagramas de
L, e L_, obtemos um diagrama do enlace L, logo L, =L = L.

Assim, por Jj; da defini¢ao recursiva do polinémio de Jones:

>=< Pt )V (Lo,t) &
Lt) _

OF

t V(L) —tV(L
Hv

V(Lot) =

(NI ‘

—(t7 V(L)

M |

t

Consideremos a hipétese de inducao:

-

V(LUO™ ) = (—1)"" (67 4 472)"!

e os diagramas “skein”:

- -
n-2 n-2
L+ L
<D O..000
-
n-2
Lo

Note-se que L, = L_ = LU O™}, logo

V(LU0 L) —tV(LUO™ ) = (t2 — t ) V(LUO™b).

Usando a hipétese de inducao
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Teorema 2.3.4 Seja J#K a soma conexa dos nds J e K entao, o polinomio de Jones
de JH#K é:
V(J#K;t) =V (J,t)V(K,t).

Demonstracao: Sejam D; e Dk os diagramas que representam os nés J e K,
respectivamente. Ignoremos temporariamente o diagrama Dy e representemos em
arvore Dj;. Com base neste diagrama, podemos escrever o polinémio de Jones de J :

V(Ja t) = fl(t)V(O,t) + fZ(t)V(O2at) +et fm(t)V(Om, t)

Fazendo agora a soma conexa do diagrama Dy com os diagramas obtidos em cada
um dos ramos da arvore que decompoe D, temos

V(J#K,t) = fi(t)V (O, 1)+ foV(KUO,t)+ f3() V(KUO?) - - -+ fr () V(KUO™ 1, 1).
Aplicando o teorema 2.3.3,
V(K UO% ) = (=1)%(t2 +173)°V (K, 1)) = V(0 )V (K, 1).
Assim,
V(J#K,t) = fi(t)V(O, )V (K, t)+ f()V(O*, )V (K, 1)+ -+ fm () V (O™, 1)V (K, t) =

= (fl(t)V(Oa t)+f2(t)V(KUOv t)+f3(t)V(KUO2) te '+fm(t)V(KUOm_1v t))V(Kv t) =
= V(J, )V (K,t).0

O diagrama em &rvore que se segue, ilustra como chegar a este resultado no caso
particular da soma conexa do né trevo com o n6 figura oito.

&
TN

C\/@) » @
S

o &

Figura 2.20: Digrama em &rvore do n6 TgF
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Teorema 2.3.5 Sejam L e L' dois enlaces entao
V(LUL;t) = —(t7 +t72)V(L, )V (L, ).

Demonstracao: Sejam D e Dy os diagramas que representam os enlaces L e
L', respectivamente. Tal como na demonstracao do teorema anterior, ignoremos
inicialmente o diagrama, Dy, e representemos em arvore Dy,. Com base neste diagrama,
podemos escrever o polinémio de Jones de L :

V(Lvt) = fl(t)v(07 t) + fZ(t)V(O27 t) +-oet fm(t)V(Oma t)'

Acrescentando em cada ramo do diagrama em arvore de D;, o diagrama de L', Dy,
sem que seja introduzido qualquer cruzamento entre estes dois nos, temos

V(LUL't) = L))V (L' VO, t) + fot)V(L'UO* t) + -+ + [ (t) V(L' UO™,1).
Aplicando o teorema 2.3.3,
V(L'UO™ t) = V(0T V(L t).
Assim,
V(LUL' t) = fi()V(O*, )V (L', 1)+ fo(t)V (O, )V (L', 1)+ -+ f )V (O™ )V (L 1) =

= (AOV (O, )V (L, )+ £ )V (O, )V (O, )V (L, t)+- - -+ fn )V (O™, )V (O}, )V (L 1) =
= (AOV (O, 1) + L)V (O* 1) + - + [ (O)V (O™, 1))V (L', 1)V (0% ) =

1

= V(L V(L t)(~(t +t 7).
]

O diagrama em arvore da figura 2.21 ilustra a demonstracao do teorema anterior,
no caso particular do né T'U F.

Figura 2.21: Digrama em arvore do enlace T'U F'
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Um dos problemas do polinémio de Conway era o de nao distinguir um n6 da sua
imagem no espelho. Vimos na seccao anterior que os polinémios de Jones associados
ao né trevo e a sua imagem no espelho sao distintos. O teorema que se segue permite
generalizar este resultado.

Teorema 2.3.6 Seja L' a imagem no espelho do enlace L entdo
V(L) = V(Lt™).

Demonstragao: Suponhamos que Dj, é um diagrama do enlace L e que D;: repre-
senta a sua imagem no espelho. Em cada um dos ramos, os diagramas “skein”de L

! . . ~
e I, diferem apenas nos cruzamentos. Para um dado cruzamento ¢ em Dj a relacao
“skein” é:

W (Lyst) —tV(L_st) = (t% - t*%) V(Lo t) &
V(Lyit) = 2V(Lost) —t (t% - t—%> V (Lo, ).

. . 1 ~ . .
Para o cruzamento equivalente —¢ em D; a relacao “skein”difere apenas no expoente
det:

WLt — V(L 5t = (t% —t*%) V(L t) < (2.5)

V(L) =172V (L) — 7 (73 = ) V(LG ). (2:6)

Definindo _
V(L7 = V(LY 1)

podemos reescrever a relacao 2.5

=7 _1

V(L 7Y =2V (L 5y — 7! (t 2 — t%> V(L t™").

Logo B
V(L™ = V(LY = V(L t).

Corolario 2.3.1 Se o enlace L é reflexivo entao
V(L,t)=V(L,t ).
Sendo o né figura oito F' um no reflexivo, o seu polinémio de Jones
V(F;t)=t2 —t7' 41—t +1#

é simétrico relativamente as poténcias de .



72 CAPITULO 2. POLINOMIOS DE NOS E ENLACES

Contudo, dado um polinémio de Jones simétrico, nao podemos concluir nada quanto
a sua reflexividade. Por exemplo, o né nao reflexivo

A
&

Figura 2.22: N6 949

é representado pelo polinémio:
V(9uo;t) =t 2 —t 24t =14t — 12+ = V(9y; 1).

O corolario 2.3.1 é apenas ttil para concluir a nao reflexividade de um enlace. Por
exemplo, V(T;t) = —t* + 3 +t e como niao h4 simetria nas poténcias de ¢, deste
polinémio podemos concluir que o noé trevo nao é reflexivo.

Um outro problema classico na identificacao de enlaces, prende-se com a distincao
de um enlace do seu inverso. Vimos anteriormente que este polinémio nao distingue
o par de enlaces nao invertiveis R e —R. Podemos generalizar:

Teorema 2.3.7 Seja —L o enlace que se obtém de L considerando a orientagao

contrdaria, entao
V(=L;t) =V (L,t).

Demonstracao: Consideremos o diagrama em arvore do enlace L. Para obter o
diagrama em arvore de —L, basta trocar a orientacao dos diagramas “skein”de L.
Note-se que ao fazer esta troca na orientacao alteramos a orientacao de todos os
cruzamentos e tal como podemos constatar pela figura que se segue, os diagramas
“skein”de —L coincidem com os de L.

XX 1]

XX

Logo
V(—=L;t) = V(L,1).
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Em relacao aos enlaces com mais do que uma componente, o polinémio de Jones
vai permitir distinguir enlaces que diferem apenas na orientacao de uma das suas
componentes, tal como vimos para os anéis de Hopf. Mas mais do que distinguir,
existe uma relacao entre estes dois tipos de enlaces.

Lickokish e Millet provaram o seguinte teorema [18]:

Teorema 2.3.8 Sejam L = {K, Ky, ---,K,} um enlace orientado com n compo-
nentes (n > 1) e L= {K\,Ksy,--+,K,_1,—K,} um enlace com a mesma orienta¢ao
em todas as suas componentes, com excepcao da componente K, que tem orientacao
contrdria. Entdao

V(L;t) =tV (L, 1),

onde | é o nidmero de ligagao entre K, e K;, i € {1,2,...,n — 1}, isto é,

=" k(K,, K;).
No caso dos anéis de Hopf (H;), [ =1 e portanto

V(Hay,t) =t V(H  t) =t 3(—t2 —t2) = —t 2 —t 3.

Com base neste resultado, podemos concluir que se o nimero de ligacao entre a
componente com orientacao contraria, K, e L — K, for zero, V(ﬁ, t) =V(L,t).

Uma outra vantagem do polinémio de Jones, no que diz respeito aos enlaces, é a de
nos permitir saber o nimero de componentes de um enlace a partir da expressao do
polinémio.

Proposigao 2.3.1 Seja L é um enlace orientado com n componentes (n > 1), entao
V(L,1) = (=2)"".

Demonstracao: Considerando .J;; da definicao de polinémio de Jones e substituindo
t por 1, temos

1V (Ly,1) = 1V(L_, 1) =0 & V(Ly,1) = V(L_, 1).

Assim, se efectuarmos uma troca dos cruzamentos, o valor de V(L,1) mantém-se
inalterado. Na medida em que se efectuarmos adequadas trocas nos cruzamentos
(proposi¢ao 1.3.1), transformamos L num enlace trivial com n componentes, logo

V(L,1) =V (0", 1).

Sendo

temos que
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Consideremos mais uma vez os anéis de Hopf H; :
V(H t) = —(t> +12).

Fazendo t = 1, temos V(Hy, 1) = —2.

Logo,
V(H,1)=(-2)""'e -2=(-2)"'en=2

ou seja, tal como ja sabiamos, H; é um enlace com duas componentes.

Da mesma forma, a proposicao anterior permite distinguir se um dado polinémio
representa um né ou um enlace, na medida em que para todos os nés V(L,1) =
(—2)° = 1. Uma outra consequéncia da proposi¢ao 2.3.1 é a de que, o polinémio de
Jones nunca pode ser zero.

Vimos para os polinémios anteriores, que ao mesmo polinémio estao associados
enlaces que nao sao ambiente isotépicos. Por exemplo, o polinémio de Alexander
1 e o polinémio de Conway 1, identificam nés ndo triviais (figuras 2.10 e 2.19, re-
spectivamente). No caso do polinémio de Jones, nao se conhece ainda nenhum né
nao trivial ao qual esteja associado o polinémio igual a 1. Contudo, duas questoes
continuam ainda em aberto:

e Existird algum né nao trivial K cujo polinémio de Jones seja igual a 17

e Existird um enlace L nao trivial com n componentes (n > 1), tal que
V(Lt) = (=1)" 1t -t 2)" 12

Existe no entanto, uma infinidade de enlaces que nao eram distinguiveis pelos polinémios
de Alexander e de Conway, mas que ja o sao pelo polinémio de Jones. Conhecem-se
também noés, que apesar de nao serem ambiente isotdpicos tém associado o mesmo
polinémio de Jones, o que nos leva a concluir que este polinémio nao permite ainda
classificar todos os enlaces.

De seguida vamos apresentar um exemplo de um par de nés que nao sao ambiente
isotopicos e que nao sao distinguiveis pelo polinémio de Jones mas que o eram pelo
polinémio de Alexander, e outro, em que estes dois tipos de polindmios nao permitem
a sua identificacao [20].

X oo
g e
;S
Figura 2.23: No6s K, e K, nao distinguiveis pelo polinémio de Jones

V(K1) =V(Kyt)=(t 2=t +1—t+12)?
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enquanto
A(Ky,t) = (1 — 3t +12)?

A(Ky,t) = =1+ 3t — 562 + 7t> — 5¢* + 3> — 15,

oS &
& s

Figura 2.24: Nés J; e Jo nao distinguiveis pelos polinémios de Jones e Alexander

Ay, t) = A(Jy, t) = 2 — 6t + 92 — 61> + 2

V(Ji,t) =V (Jo,t) =2t 2 — 6t 1 +9 — 6t + 2t°.

2.4 Polinémio Homfly

Contrariamente ao que aconteceu com o polinémio de Alexander, que se manteve
inalteravel cerca de 40 anos, bastaram 4 meses para que surgisse um sucessor do
polinémio de Jones. As semelhancas entre as relacoes “skein” Cy; e Jyr indicam que
os polinémios de Conway e de Jones sao casos particulares de uma relacao mais
geral. Este novo polinémio de duas variaveis, foi baseado no trabalho simultaneo e
independente de quatro grupos de mateméticos [8]: Freyd e Yetter; Hoste; Lickorish;
Millett e Ocneanu, ficando o polinémio conhecido por H.O.M.F.L.Y..

Tal como os polinémios anteriores, também este novo polinémio é definido recur-
sivamente e as suas expressoes determinadas com base nos diagramas “skein”dos
respectivos enlaces.

Definicao 2.4.1 Um polindmio que identifica um determinado enlace L, € um polinomio
Homfly nas varidveis | e m, P(L;1,m), ou abreviadamente P(L), se verifica as sequintes
condicoes:

Hy: P(L;l;m) é um invariante da classe de isotopia de L;
H; : O polinomio associado ao né trivial é 1, isto €,
P(O;l,m) =1
Hi;: Os enlaces Ly; L_; Ly estao relacionados pela relagao “skein”:

IP(Ly;l,m)+ 1 *P(L_;1,m) +mP(Lg;l,m) = 0.
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Tal como ja foi referido, este polinémio apresenta-se como uma generalizacao dos
dois polinémios anteriores. Considerando [ = ¢ e m = —iz estamos perante a relacao
“skein”do polinémio se Conway /1, (2) — V1 _(2) = 2 Vi, (2). E no caso de [ =it *
em = i(t% — t’%) verificamos que é obtida a relacao “skein”do polinémio de Jones,
YV (Lost) =tV (Loit) = (t2 — t3)V (Lo, 1), ou seja:

vi(z) = P(L;i,—iz)

V(L,t) = P(Lyit ', (t 2 — t2)i).

Para os mesmos nés e enlaces que ja determindmos os polindmios antecessores,
passaremos a apresentar os respectivos polinémios de Homfly.

Enlace trivial com duas componentes: P(O%1,m) = —-m~ (I +17!);
Enlace trivial com n componentes: P(O"%;,m) = [-m~ (I + 17"~ 1;

N6 trevo: P(T;l,m) =1"?m™2 — [~ — 2]~

N§ figura oito: P(F;l,m) = (=172 —1 — [?) + m?;

N6 de Kawauchi:

P(R;l,m) =m5 — m*? —4m* — m* 172 +2m? 1> + 5m? + 2m? 12 — > — 1 — [ 7%,
Anéis de Hopf H: P(Hy;l,m) = (I3 +1"Ym™ —17'm;

Anéis de Hopf Hy: P(Hy;l,m) = (I +13)ym™" —Im.

Este polinémio apresenta interessantes propriedades, muitas delas semelhantes as
verificadas para o polinémio de Jones e que se provam de modo analogo.

Teorema 2.4.1 Sejam L e L' dois enlaces. Entdo
P(LUL;l,m)=—(""+Dm 'P(L;l,m)P(L';1,m).

Teorema 2.4.2 Sejam J e K dois nds. Entao

P(J#K;1,m) = P(J;1,m)P(K;1,m).

Assim, & uniao e a soma conexa dos nés trevo (7') e figura oito (F') estao associados
os polinémios de Homfly:

P(TUL) = (174203421 -1y m 3+ (17" =4l 5 =713 =61 ' —2D)ym '+ (I P+ 3420 )ym

P(THL) = (1" =31 +312+2)— (20 * =312 + 1)m? + 1 *m*
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Relativamente a distingao entre um no e o seu inverso, um dos principais problemas
da classificacao de nés que o polinémio de Jones nao conseguiu responder, continua a
nao ser solucionado pelo polinémio Homfly. Em relacao a distincao entre um né e a
sua imagem no espelho e tal como o polinémio anterior, também o polinémio Homfly
permite estabelecer uma relagao entre ambos.

Teorema 2.4.3 Seja L' a imagem no espelho do enlace L e —L o enlace que resulta
de L por troca da orientacao. Entao

P(L';1,m) = P(L,1"',m)

P(=L;l,m)= P(L,l,m).

Tal como acontecia com o polinémio de Jones, se os expoentes da variavel [ forem
simétricos nao podemos concluir nada a cerca da reflexividade desse né. O polinémio
do n6 9y (figura 2.22), P(94;l,m) = (=207 =3 = 21®) + (172 + 4+ *)m*> —m* e
efectivamente P(949;1,m) = P(9}y;1,m), ndo sendo no entanto este, um né reflexivo.

Uma outra questao nao solucionada pelos polinémios anteriores diz respeito ao facto
de existirem nés que nao sao ambiente isotopicos e aos quais estd associado o mesmo
polinémio de Homfly. Os pares de nés como os representados na figura 2.25 tém o
mesmo polinémio de Homfly e obviamente, apresentam também o mesmo polinémio

S— SN

Figura 2.25: Nés distintos mas que possuem o mesmo polinémio de Homfly

Apos esta analise podemos concluir que o polinémio Homfly apesar de generalizar a
relacao “skein”verificada para os dois polinémios anteriores, nao resolveu nenhum dos
problemas que o polinémio de Jones ainda apresentava.

2.5 Polindmio de Kauffman

Em 1986, Kauffman [13] introduz um novo polinémio baseado numa ideia total-
mente diferente das que vigoravam até entao. Este polindmio ja nao era construido
recursivamente com base na relacao “skein”, mas a partir do conceito de estados de um
diagrama nao orientado, que passaremos a definir na seccao 2.5.1. A partir dos estados
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de um diagrama nao orientado vai ser possivel construir um polinémio designado por
polinémio suporte o qual mostraremos que é apenas um invariante da classe de isotopia
regular. Contudo, se considerarmos a orientacao do enlace, ja obtemos um invariante
da classe de isotopia do enlace.

2.5.1 Polinémio suporte

Seja D um diagrama nao orientado de um enlace. Cada cruzamento de D pode
ser eliminado de duas formas distintas. Em cada cruzamento de D atribuem-se as
quatro regides adjacentes as letras A e B da seguinte forma: as duas regides que se
localizam entre o cruzamento por cima e o cruzamento por baixo, por esta ordem,
seguindo a direccao contraria a dos ponteiros do relégio, atribui-se A e as restantes B.
Consoante se unem as regioes A ou B, obtém-se as duas diferentes formas de eliminar
o cruzamento. No caso de se juntarem as regides A, obtém-se um cruzamento de valor
A, por outro lado, se juntarmos as regioes B, o cruzamento toma o valor B.

Tal como ja aconteceu anteriormente, nesta seccao usaremos a convenc¢ao de desenhar
apenas a parte do diagrama que é alterada na manipulagao do enlace. Observem-se
as partes dos diagramas obtidos do diagrama D por uniao das regides A ou B.

A/
B|A]|B B
VAN

Figura 2.26: Regioes A e B; cruzamento de valor A; cruzamento de valor B

Definicao 2.5.1 Um estado S de D € o diagrama obtido de D quando cada um dos
seus cruzamentos é eliminado por uniao das regioes A ou B. (D/S) representa o
produto de todos os valores A (ou B) para um estado S.

Assim, um diagrama com n cruzamentos tem um total de 2" estados possiveis. Cada

estado de um diagrama D é um enlace trivial com um nimero de componentes variavel,
dependente do estado.

Figura 2.27: Regioes A e B no diagrama minimal do né trevo, D
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o & & &

(D/S)) = B* (D/S)=BA (D[S5)=AB (D/S)) = A°

(D/Ss) = B’A  (D/Ss) = BA> (D/S;) = AB*> (D/Ss) = A’B

Figura 2.28: Estados do diagrama minimal do n6 trevo

Defini¢ao 2.5.2 Sejam D um diagrama de um enlace, S um seu estado e |S| o
numero de componentes de S. O polinémio suporte de D ¢é dado por:

(D)= (D/5)§"

S

em que (D/S) representa o produto de todos os valores para um estado S e ¢ é uma
varidavel independente de A e de B.

O polinémio suporte do diagrama do né trevo Dp, determinado com base nos seus
estados (figura 2.28) é entao dado por:

(Dry = B*0* + (3B*A + A%) §* + (34”B) 6.

O polinémio suporte nao é um invariante da classe de isotopia, isto é, se transformar-
mos por movimentos de Reidemeister o diagrama Dy num diagrama D’., verificamos
que os polinémios suporte sao distintos.

Figura 2.29: Regides A e B no diagrama D’. do né trevo
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® ® @ @

(D'/S\) =B (D')S)) = AB*  (D'/Ss) = A2B?  (D'/S,) = A*B

® ® @ @

(D'/Ss) =AY (D'/Sg) = AB®  (D'/S;) = A2B>  (D'/Ss) = A3B

® @ @ ®

I/Sg A33 1/510 A232 D,/SH A3 D,/Slg A33

® ® @ @

(D'/Sy3) = A2B* (D'/Sy,) = A3B  (D'/Sys) = A2B% (D'/Sys) = A2B?

Figura 2.30: Estados do diagrama D/, do né trevo

Para o diagrama D’. do n6 trevo, o polinémio suporte é:

(D) = (A" +2A4°B%) 6 + 4 (A°B + AB®*) 6° + (B' + 4A°B*) §
Contudo, podemos alterar o polinémio suporte para que este passe a ser um inva-

riante da classe de isotopia. Note-se que o polinémio suporte obedece as seguintes
regras:

Regra 1: Seja O" o diagrama de um enlace trivial sem cruzamentos e com n compo-
nentes, para o qual » ¢(O"/S) =1 e portanto, (O") = ¢";

Regra 2: /\ APY + B(X);

Regra 3: (>X) = BOO + A().
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Se unirmos dois diagramas sem que haja introducao de cruzamentos, o seu polinémio
suporte é dado pelo produto dos polinémios suporte de cada um deles, tal como é
demonstrado na proposicao seguinte:

Proposicao 2.5.1 O polinomio suporte do diagrama de um enlace obtido pela uniao
disjunta ( isto é, que ndo introduz nenhum cruzamento extra) de dois diagramas D e
D', DUD' € o produto dos polindmios suporte de D e D'. Ou seja,

(DU D) = (D)(D').
Demonstragao: Sejam D e D' diagramas de dois enlaces,

(D) - (D'y =3 (D/S)d¥ - Y (D' /81"

= D/ S (D8I

SI

=D AD/SHD'[8") 8.

Como D U D' é um enlace obtido pela uniao disjunta de dois diagramas de enlaces
D e D', os seus estados sao dados por todas as combinacoes dos estados de D com os
de D' e o numero de componentes de cada estado de D U D' é a soma do nimero de
componetes dos estados de D e D'.

Logo, (DU D') = (D)(D).

O
Investiguemos como é que o polinémio suporte se comporta em relacao aos movi-

mentos de Reidemeister.
Lema 2.5.1

(i) (&) = (A+ Bd) (-);
(ii) (&) = (B + A9) ();

Demonstracgao:

(i) Aplicando a regra 2,
(5) =40+ BG.

Por aplicacao da proposicao 2.5.1 seguida da regra 1, temos que
(6) = ({0 = 0()-

Assim,

(©) = Al-) + B (6(+)) = (A + B9) ().

De modo andlogo prova-se (ii). O
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Lema 2.5.2
(3) = AB(Q + (A% + ABS + B?) (2.

Demonstracao: Usando as regras para a obtencao do polinémio suporte de um
diagrama de um enlace e pelos resultados anteriores proposicao 2.5.1 e lema 2.5.1,
temos

() = A%+ BE)
= A(BO)+ AR) + B
— AB(Q + A%(2) + (B? + BAS) ()
(

+
B() + (A*+ ABS + B?) (%)

e

A partir destes dois lemas, vejamos em que condi¢oes obtemos um polinémio suporte
que seja um invariante da classe de isotopia.

Com base no lema 2.5.1, podemos constatar que o polinémio suporte s6 se torna
invariante para o movimento R; se A+ Bd = B + Ad = 1, pois s6 nestas condicoes
() = (&) = (v). Assim,

A+Bé=1 _ [ A=1-Bj PR S
B+ A5=1 B+6—-B®—-1=0 5= EVEBDT o 15

< { § — —l+2B-1 \% { § — —1-2B+1
= —li26-1 — —1-2B+1

—2B
A=1-1+8B A=1-B
< = 1=B v 5=1
B
§=12 §=1

o que nos permite concluir entao que o polinémio suporte so se torna invariante para
o movimento R; se A= B ou § = 1.

e Se A = B temos que (X) = (X), o que faria com que o polinémio suporte desse
apenas informacao acerca do ntiimero de cruzamentos e nao permitisse identificar
o tipo de cruzamentos num diagrama.

e Se § =1 entao (O™) = 1, o que nos permite concluir que todos os enlaces triviais
com numeros distintos de componentes tém polinémios suporte iguais. Se n =1
podemos definir (O) = 1, sem qualquer inconveniente, logo o movimento R;
sO ¢ invariante para diagramas de enlaces apenas com uma componente e sem
cruzamentos, isto para o né trivial.
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Sujeito a estas condicoes o polindmio suporte nao nos daria informacoes suficiente-
mente relevantes. Vejamos como se comporta em relacao aos movimentos Ry e Rs.

Com base no lema 2.5.2, verificamos que o polinémio suporte se torna invariante
para o movimento Ry, isto é, (&) = ()() se AB =1 e A%+ ABS§ + B2 = 0. Ou seja,

AB=1 o B=A"! o B=A"!
A+ ABS+B*=0 A2+ AAT6+A2=0 §d=—(A2+ A2

Considerando entdao B = A™' e § = — (A* + A~2) tornamos o polinémio suporte
invariante ao movimento R, e consequentemente invariante ao movimento R3. A partir
do lema 2.5.2 que estabelece a invariancia para o movimento Ry, podemos provar a
invariancia ao movimento FRs.

(K) = A60+BR
= ARY + B~
= AQY + B{X)(~
= AQY + B
= AQ) + B
= W
Para B = A ' e § = — (A% + A~ %) o polindmio suporte é entdao um invariante da

classe de isotopia regular.

Com base nestas conclusoes e nas regras exigidas para a obtencdao do polinémio
suporte de um enlace, Kauffman definiu as condi¢coes em que o polindmio suporte é
um invariante da classe de isotopia regular.

Teorema 2.5.1 Sejam D o diagrama de um enlace nao orientado e (D) o polindmio
suporte em A definido pelas sequintes condigoes:

Ky (0" = (= (474 A7)

Ko (94) = ADO + A~ 1();

Ky (OC) = 47100 + A().

Entao (D) é um invariante da classe de isotopia reqular.

Demonstracao:

Para o movimento R,

() = A% + a4

—~
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= A(AT00 + A<x>) +A™! ((%NA))
= AATO0 4+ A2 + AT (AT + AB) (3
= 00+ A2 >+A < >+A PAG ) - >

= )+ A2R+ATR+ X (- (A2+472))
= <><>+A2(:>+A () — A2 — A = ()

Para o movimento Rs

(K = Apo+A7(9)
— AW+ AR
= AW+ AR
= AGd+ AR
= AGd+ AT
= (X)

Portanto (D) é um invariante da classe de isotopia regular.[]

Sendo o polinémio suporte apenas um invariante da classe de isotopia regular, a
proposicao que se segue, define 0 movimento R; como um polinémio na varidvel A.

Proposicao 2.5.2

(i) (©) = -4
(i) (8 = A"

Demonstracao:
(i) A
(B = AL +A47)
Al + AT )
= A+ AT (- (A2 +477))
= A AT (AT A7)
= AQ) - AP - 47
= —A7)

De modo andlogo se prova (ii).O]

Determinemos os polinémios suporte de alguns nés e enlaces.
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Anéis de Hopf

Q) = 4(00) + 44(©)
= A(-4%0) + A7 (-A7%(9))
= (A=A 0©
— (_A4 - A—4) (—A2 - A—Q)
= A"+ AP+ A7+ 4"

NO trevo

(&P = ACD)+ 4 )
= AU+ A+A724+ A% +A477 (-47XCO))
= AT A3 A A - AHCD)
— AT AL AT AT AT (A7)
= AT+ AL AT AT AT
= AT+ A+ AT AP+ AT (-A*- A7)
= AT+ A+ AT+ AP AT -4
= AT A At

Imagem no espelho do né trevo

(& = adh+ a1 (@)
= A(—AYCO)) + AT (A°+ A+ 477+ 47°)
= AN (A A+ A+ AP+ AT
= AT(-A2-A?)+ A+ A+ A2+ A7
= A AL AL A+ A3+AT
= AV 4+ A4+ A3 1A

No figura oito

(@) = A& +au@)
= A(-A"+ A+ AT+ AT) A7 (—AH(OD))
— _A10+A2_|_A72+A76_A74(A6+A2+A72+A76)
— _A10+A2+A—2+A—6_A2_A—Z_A—G_A—IO
— _AIO - A—IO

N6 de Kawauchi

(D) =—A® 424" =240 4 A0 — A2 — A2 4+ A0 —24 10424 M4 4718
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Em alternativa ao processo usado nos exemplos anteriores, podemos a partir da
definicao 2.5.2 reescrever a forma geral do polinémio suporte de um diagrama D da
seguinte forma:

Definicao 2.5.3 O polinomio suporte de um diagrama D ¢é dado por

<D> = ZA“(S)*b(S) (_ (AZ + Afz))\S\

sendo S o estado do diagrama D para o qual a(S) e b(S) sao respectivamente o
numero de cruzamentos extintos com o valor A e com o valor B.

Usando a definicao de polindmio suporte apresentada anteriormente, podemos
reescrever o polinémio suporte do diagrama da figura 2.27 da seguinte forma:

(Dr) =A™ (= (A2 + A7) + 47 (= (A2 4+ 472)) + 4" (- (£ + A7) +
FAT (= (424 A7) 1 A7 (= (A2 4 A7) 4 A8 (= (A2 4 A7)
+A (- (A2 + A7)+ A (- (424 477) =
=AT+A+AT - A7

Pelo facto do polinémio suporte nao ser um invariante da classe de isotopia, mas
apenas da classe de isotopia regular, o polinémio do diagrama do né trevo apresentado
na figura 2.29 nao vai coincidir com o obtido anteriormente, visto que a transformacao
de um destes diagramas um no outro envolve o movimento de Reidemeister ;. No
caso do diagrama D/, do n6 trevo, o polinémio suporte na variavel A é:

(D) = — A0 — A5 — A2 4 A~S,

Alguns autores consideram outras regras para definir o polinémio suporte de um
diagrama D.

Definicao 2.5.4 O polinomio suporte de um diagrama D é definido pelas sequintes
condicoes:

Ki: (0O) =1,
Ky: (DUO) = — (A% + A7?)(D);
KL (04) = AD0 + A1),

em que O representa um diagrama de um no trivial sem cruzamentos; D um diagrama
de um enlace e DUQO um diagrama com a componente adicional de um nd trivial que
nao introduz novos cruzamentos.
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Nestas condicoes,

Definicao 2.5.5 O polinémio suporte de um diagrama D é:
ZAa (A2—|—A ))|S|_1.

Os polinémios suporte dos diagramas construidos segundo as regras do teorema 2.5.1
sao iguais aos definidos em 2.5.5, a menos do factor (— (A% + A7?)).

2.5.2 Polinémio suporte em nés e enlaces orientados

O polinémio suporte, por nao ser invariante ao movimento R, traz alguns entraves
quando é usado no estudo de enlaces. Vimos na secgao anterior que a dois diagramas
distintos do né trevo, Dr e D, que se obtinham um do outro através de movimentos
de Reidemeister, incluindo R;, se associavam dois polinémios suporte diferentes. O

inémio suporte nao ser invarian ra o0 unico movimen idemeister
facto do polinémio suporte nao se ariante para o inico movimento de Reidemeiste
que permite fazer ou desfazer uma torcao, impede que diagramas distintos do mesmo
enlace sejam definidos pelo mesmo polinémio. Contudo, este problema fica solucionado
quando sao usados diagramas de enlaces orientados.

Teorema 2.5.2 O polindmio de Kauffman f (D;A) (em A) definido pela identidade

(—43) """ (D)

PO =y

para um diagrama orientado D de um enlace L (onde W (D) representa a contor¢do
do diagrama orientado) é um invariante da classe de isotopia de L.

Nota: Na defini¢gao apresentada do polinémio de Kauffman, a divisao por [— (A? + A7?)]
deve-se apenas ao facto de se pretender que f (O; A) = 1. Note-se no entanto, que no
caso de se usar a definicao 2.5.4 esta divisao deixa de ser necessaria.

Demonstracao:
R; : Como para qualquer orientacdo W (8) =W (v) —1e W (8) = W (v) + 1,

(-4 O
[<A2+A 2]
(—a?)~ WO

f&A) =

(=
P%A”+A4]
(—43) VT (%) (A7) )

[(A%+A4n
(-4 "I

[ (42 + 472)]

= (=4

A )
)
(
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Ry : Uma vez que ji foi demonstrado que (3) = (¢ e que independentemente da
orientacao, W (¥) =1—-1=0=W (),

, (—4%) VO ()
FEA = T -
(-4%° 00 _
[~ (42 + A-2)]
(-4 00
[— (A2 + 472
f0GA)

R3 : Tendo-se ja provado que, (%) = (X) e que independentemente da orientacao,
W) =W (A

)"0
(A2 A2
4 "y
(A2 4 A7)
(5 A)

f % A)

(
[
(
[
f
Podemos entdo concluir que f (D; A) é um invariante da classe de isotopia.[]

Sendo f (D; A) um invariante da classe de isotopia, podemos afirmar que o polinémio
de Kauffman é independente do diagrama, isto é, diagramas distintos do mesmo enlace
ficam definidos pelo mesmo polinémio de Kauffman. Assim, em vez de f(D;A)
podemos escrever f (L; A) e a este polinémio que depende apenas do enlace podemos
chamar polinomio de Kauffman de L.

No seguimento do estudo que estavamos a efectuar, relativamente aos polinémios
associados aos diferentes diagramas do no trevo apresentados nas figuras 2.27 e 2.29,
vamos agora verificar que os seus polinémios de Kauffman coincidem.

No caso do diagrama Dr do né trevo para o qual W (Dr) = 3 e
(Dr) = AT+ A3+ A7 — A7 temos

‘ B (_A3)—3 (A7—|—A3—|—A_1 _A—Q) B
F = ST -
O CATY(AT AL AT AT
[— (42 + A7?)]
— A2 _ A6 _ A-10 —|—A_18

[— (A2 +A72)]
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No caso do diagrama D/, do mesmo n6, W (D) =4 e (Df) = —A'"0— A% — A2+ A—6,
logo

(—A3)_4 (_Aw — A8 42 4 AfG)

D = @+ A7) -
B AT1Z(Z A0 A5 A2 4 A7) B
SV
B (“A™2 — A=6 _ A=10 4 4-18)
T @A)

Desta forma torna-se entao possivel associar a cada classe de isotopia de um né ou
enlace um polindmio univocamente determinado.

Apesar da distinta definicao deste polindmio comparativamente com os anteriores, é
possivel a partir do polinomio de Kauffman obter o polinémio de Jones.

Proposicao 2.5.3 Os diagramas “skein”dos enlaces Ly; L_; Ly verificam a seguinte
relacao “skein”:

A (L5 A) = AT (L A) = (A72 =A%) f(Los A).©

Demonstracao:Independentemente da orientacao, obtém-se por aplicacao de K, e
K3 do teorema 2.5.1 a seguinte identidade:

AR — AT = A(AP)+ A7) — AT (AT + AR) =
= A0+ () — A0 — (%) =
(A% = A72) (0.

Por outro lado, quando falamos em contor¢ao ja temos que considerar a orientacao.
Sabendo que

W(Ly)=W(L)+1 e W(L)=W(L)—1,

temos entao:

AYf (L A)— AP (L 5 4) = A4(_[1_43(£:/ +(L2<2L)]+> - A4(_[f_43(£2w+@1;<f)]—> _
_ A(—é)(AW;;<ﬁ> B A(_é)(AW;;? _
Ly A (—A3>‘[1 _@ - j—j)(]—A?’) (L) _
= (e gt A
—(an) AL ) — A(Ly) _

[— (A2 + A72)]
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(—A3) 7" (472 - A2) (L)

(41 A7)
ALY ey
= Tevay WA=

f(Lo; A) - (A2 — A?)
OJ

Observe-se que atendendo a proposicao 2.5.3, a convencao que tinhamos feito ante-
riormente de que f(O; A) = 1; e efectuando a mudanga de varidvel da A para ¢, de tal
modo que A = t‘i, obtemos a relacao “skein”relativa ao polinémio de Jones.

Consequentemente podemos estabelecer a relacao:

V(L,t) = f(L,t%). (2.7)

2.5.3 Caracteristicas do polinémio de Kauffman

A importancia do polinémio de Kauffman deve-se essencialmente ao caracter ino-
vador do “processo de construcdo” do polinémio associado a um dado enlace. As
propriedades que lhe podemos atribuir sao, na sua maioria, as mesmas que estudamos
para o polinémio de Jones na medida que se verifica a relacdo 2.7. A partir desta
relacao facilmente se conclui que apesar deste polindmio ser um invariante da classe
de isotopia, continuam a existir enlaces que nao sao ambiente isotopicos e aos quais
estda associado o mesmo polinomio de Kauffman. Para os nods distintos K; e K,
apresentados na figura 2.22 (nés distintos com o mesmo polinémio de Jones) temos
que:

FK,A) = f(Ky, A) = (A3 — A" 41— A7 4 A78)2,

Devido ao facto de, para qualquer enlace L, W (D) = W(—Dy) e (D) = (—Dy)
temos que f(L,A) = f(—L,A). Ou seja, dois enlaces com orienta¢do contraria tém
sempre associado o mesmo polinémio de Kauffman. Mantém-se entao o problema da
classificacao de enlaces com orientagoes contrdrias.

No entanto, no caso dos enlaces com mais do que uma componente, a troca de
orientacao de uma das suas componentes pode ser identificada pelo polinémio de
Kauffman. Uma vez que o polinémio suporte nao é influenciado pela orientacao dos
diagramas, apenas a contor¢ao e o numero de ligacao das componentes vao interferir
nessa alteracao. A relacao 2.7 e o teorema 2.3.8 permitem demonstrar directamente a
pProposicao que se segue:
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Proposicao 2.5.4 Sejam L = {K,Ky,---,K,} (n > 1) um enlace orientado com
n componentes e L= {Ky,Ky,--+,K,_1,—K,} um enlace com a mesma orienta¢ao
em todas as suas componentes, com excepcao da componente K, que tem orientacao
contrdria. Entdao

f(L; A) = AP f(L, A),

onde | é o nidmero de ligagio entre K, e K;, i € {1,2,...,n — 1}, isto é,
[ =" (K, K.

Consideremos os anéis de Hopf, Hy sendo W(H;) =2 e (Dp,) = AS+ A2+ A2+ A5,

AT (A A2 AT A
) = EEE -
A (A + A2+ A2+ 479
[— (A2 + A2)]
1 + A—4 + A—S + A—12
[ (A2 + A72)]

Trocando a orientacao de uma das componentes, obtemos o enlace H, para o qual
W (H;) = —2 e portanto

o (AP (AP A2 AT AT
Flhid) = )
AP (AS+ A2+ AP+ A0
[— (A% + A72)]
A12—|—A8+A4—|—1
[— (A% + A72)]

De acordo com a proposicao 2.5.4, uma vez que os anéis de Hopf H, diferem de H;
apenas na orientacao de uma das suas componentes, e que para os anéis de Hopf Hy,
[ =1 temos que:

f(Hy A) = APf(Hy;A) =
_opltAt AT AR
[— (4% + A72)]
A12—|—A8—|—A4—|—1
[— (A% + A72)]

No que se refere a distinguir um enlace da sua imagem no espelho, esta é também
uma das caracteristicas deste polinémio, a partir da qual vamos poder concluir novas
propriedades.
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Teorema 2.5.3 Seja L um enlace e L' a sua imagem no espelho. Entdo f (L!; A) é
obtido de f (L; A) por troca de A por A™".

Demonstracao: Sabe-se ji que o diagrama de L' é obtido a partir do diagrama de
L por inversao de todos os seus cruzamentos, o que faz com que a determinacao dos
diagramas (D;) e (Dp) se processe praticamente da mesma forma. A tnica excepgao
deve-se apenas ao facto de a um deles ser aplicada K5 e para outro K3 do teorema
2.5.1, o que leva a que os diagramas de L' e L difiram no sinal do expoente de A.

Uma vez que L' é obtido de L por inversio de todos os cruzamentos,
W(Dy) = =W (Dp). Assim, o polinémio de Kauffman do enlace L' é,

Ly = A D)
R

(—A4%" P Dy
[~ (A2 + A2)]

e o polinomio de Kauffman do enlace L é,

(=A™ (D)
[ (42 +A72)]

f(L;A) =

Ou seja, como (Dp:) é obtido a partir de (D) por substituigdo de A por A~!,
podemos concluir que f (L!; A) pode também ser obtido a partir de f (L; A). O

Seja T" a imagem no espelho do trevo T representado pelo diagrama Dp:, para o
qual W (D) = =3 e (Dp) = —A"+ A+ A2 + A7, logo

(A3 (—A2+ A+ A3+ 4T

T A) = =
FTA) @+ A7)
A (A A+ A AT)
[— (A% + A2)]
AIS _AIO —A6 _AQ
T @A)
Vimos anteriormente que f (T; A) = ’Aiz[’_“‘(;lijrf‘:g;f‘rls

Ou seja,
f(THA) = f(T;471).

Uma vez que os polinémios associados a T e T" sio diferentes podemos concluir que
estes dois nds nao sao reflexivos.

Tal como ja vimos, os nés figura oito e a sua imagem no espelho pertencem a mesma
classe de isotopia. De facto, por serem nés de contorcao nula, pertencem a mesma,
classe de isotopia regular. Segundo Kauffman [11], pode entao provar-se que:
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Teorema 2.5.4 Seja Di o diagrama de um ndé K tal que W (Dg) = 0. Entao K e
K' pertencerem & mesma classe de isotopia se e sd se pertencem d mesma classe de
1sotopia reqular.

Através da contorcao podemos de uma forma bastante simples identificar os nés e
enlaces que nao sao regularmente reflexivos.

Proposicao 2.5.5 Seja L um enlace regularmente reflexivo e Dy, um diagrama desse
enlace. Entio W(Dy) = 0.

~ . . . !
Demonstracao: Seja L um enlace regularmente reflexivo, ou seja os enlaces L e L’
pertencem a mesma classe de isotopia regular. Como o polinémio de Kauffman é um
invariante temos:

f(L;A) = f(L'; A)

e pelo teorema 2.5.3,

fLA) = f(L; A7,

Assim,
f(L;A) = f(L;AT) &
- (_A3)—W(DL) (Dr) _ (_A—3)—W(DL) (Dr)
[— (A% + A7?)] [— (A% + A7?)]
E portanto,
—W(Dr) =W (Dp)
ou seja,

W (Dy) = 0.

Por aplicacao desta proposicao facilmente se verifica que o né trevo e os anéis de
Hopf nao sao regularmente reflexivos.

A criacao de novos polinémios que permitam uma classificacao completa dos enlaces,
continua a ser um dos trabalhos desenvolvidos por matematicos que se dedicam ao
estudo da Teoria de Nos.
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Capitulo 3

Nos Toroidais

Neste capitulo sera feita uma abordagem da Teoria de Nés no ambito da topologia
algébrica. Assim, serao ao longo deste capitulo assumidos alguns resultados basicos
desta drea tais como a definicao e as propriedades basicas do grupo fundamental.

3.1 Construcao geométrica dos nés toroidais

Tal como ja vimos, nao é ainda conhecido nenhum invariante que permita classificar
todos os néds e enlaces. Contudo, existem grupos de nés com propriedades particulares
que possibilitam a sua classificagdo. Um destes grupos é designado por nés toroidais,
curvas simples e fechadas que se “enrolam”num toro de R3.

Designaremos por toro o subconjunto de R* definido por

1
TZ{(ZE,y,Z)ER?’r (vx2+y2—1)2+22:1}.

Note-se que esta superficie de revolucao é obtida por rotacao da circunferéncia
(x — 1)+ 2% = X do plano XOZ, em torno do eixo dos zz.

Figura 3.1: Toro

95
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O processo que passaremos a descrever permite-nos obter um tipo particular de
nés e enlaces. Comecemos por marcar no equador interior do toro (r), n pontos
X Xo, X4,..., X, distando entre si %”r e n pontos Yz no equador exterior (R) :

Yo, Yy, ..., Y1, também distanciados %”R, tal como mostra a figura.

De seguida unimos pela parte inferior do toro cada um dos pontos X, ao ponto Y,
correspondente.

Para unir, pela parte superior do toro, os pontos situados no equador exterior com
que se encontram no equador interior, unimos cada um dos pontos Y; ao ponto
Xi = Xiim(modn), O seja ao ponto do equador interior que se obtém efectuando
uma rotacao de %Tm a partir de Xy, sendo |m| um nimero inteiro superior a 1 e n
um inteiro nao nulo. No caso de %Tm ser positivo, esta rotacao é efectuada no sentido
contrario ao dos ponteiros do relégio e no sentido inverso se Z"Tm for negativo.

Para obtermos noés toroidais orientados, basta escolher uma orientacao para os
segmentos que unem, pela parte inferior do toro, cada ponto X ao ponto Y, com
k € {0,...,n —1}. Obviamente, a escolha da orientacao nestes segmentos vai induzir
a orientacao do né. O sentido de percurso destes nés é determinado pelo sinal de n.
Assim se n for um inteiro positivo, a orientacao é de de X, para Y}, isto é, o sentido
de percurso é de dentro para fora do toro e no caso de n ser negativo, considera-se a
orientacao contraria.
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Assim, se |m| e |n| forem nimeros inteiros nao nulos primos entre si, esta construgao
permite-nos obter um tipo particular de nés designados por nds toroidais-(n, m) e que
sao representados por K, ..

Figura 3.2: Nos toroidais: Kz e K43

Podemos definir quadro tipos de nds toroidais: K, ,,; Ky —m; K_pm; K5 _m. Note-
se que os pares de nés K ,; K_, _, e K, _n,; K_, , diferem apenas na orientacao,
uma vez que a rotacao que tem que ser efectuada para a uniao dos pontos pela parte
superior do toro é a mesma, isto é de ZZ™ no caso do primeiro par e de —%Tm para
o segundo par. Por outro lado, se dois nés K, ,,, tém a mesma orientacao e valor de
m simétrico diferem na rotacao efectuada para unir os pontos pela parte superior do

toro.

Y,

Figura 3.3: Nés toroidais: K372; Kg’_Q; K_372; e K_37_2

No caso do m.d.c(|n|,|m|) = p,p # 1 o processo descrito anteriormente, define um
enlace toroidal-(n, m) com p componentes. Supondo que |n| > |m|, cada uma das
componentes do enlace é um né toroidal - (o, 5), com a X p=ne X p=m.

Temos entao que K3 ; K43 sao nds, enquanto que K4 e Kg3 sao enlaces com duas
e trés componentes, respectivamente.
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Figura 3.4: Enlaces toroidais: Kg3; Ko3; Kga; € Kga

Note-se que alguns destes nds ja foram apresentados anteriormente. De seguida
demonstraremos que os nds toroidais K39 e Ky 3 sao ambiente isotopicos aos nds 3; e

819, Tespectivamente.
R UD
#

Figura 3.5: K32 e 0 nd trevo sao ambiente isotépicos

Figura 3.6: K43 e o nd 89 sao ambiente isotopicos

Qualquer né ou enlace toroidal admite um diagrama com uma propriedade particular.

Proposicao 3.1.1 Um nd ou enlace toroidal-(n, m) admite sempre um diagrama com
In|(jm| — 1) eruzamentos.

Demonstracao: Consideremos o né toroidal K, ,, com |n|,|m| > 1. O nimero de
pontos de cruzamento do n6 K, ,, corresponde ao numero de vezes que os segmentos

Y, Xk, 4m(mod n) que passam pela parte superior do toro cruzam os segmentos Yy Xy,
ke{0,1,...,n—1}.
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Disponhamos ordenadamente os pontos Y; com k € {0,1,...,n—1}, de acordo com
o sentido de rotagao efectuado, ou seja:

e Se Zmm > ()

n

e Se 2 < ();

De seguida, numa linha paralela e distinta dispoem-se os pontos Xj, com
k = k" +m(mod n) ordenados por k', com k' sequenciado de acordo com os indices de
Y, tal como mostra a figura:

Y, Y, Y,

XO—I—m(mod n) Xl-l—m(mod n) s Xn—l-l—m(mod n)-

De acordo com o processo descrito no inicio desta secgao, vamos unir cada ponto Y
a0 ponto Xy m(moed n)- De seguida, unimos o ponto Y; ao ponto X} correspondente
com um segmento que cruza por baixo todos os outros segmentos Y Xy m(mod n) OU
seja, vamos cruzar por baixo |m|— 1 desses segmento. Repetindo este processo tantas
vezes quantas o nimero de pontos, ou seja n, obtemos um diagrama tipo destes nos
com |n|(Jm| — 1) cruzamentos como o representado na figura:

Figura 3.7: Diagrama tipo de um né toroidal K,
OJ

Se pretendermos obter diagramas orientados, basta atribuir ao diagrama um sentido
de percurso determinado pela orientacao definida para os segmentos XY, com
ke{0,1,...,n—1}.

Apresentemos alguns exemplos de diagramas de nés toroidais.

() Y Y2

Figura 3.8: Diagrama do né Ky 3
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Figura 3.9: Diagramas dos nés: K3o; K3 _9; K_39; K 3 9

Observe-se que 0o n6 K_3 _» é o né inverso do né K3, e o n6 K_35 a sua imagem no
espelho. A partir deste tipo particular de diagramas que representam os nds toroidais,
imediatamente se prova a proposicao que se segue:

Proposigao 3.1.2 Se m.d.c(n,m) =1 e |n|,|m| > 1, entdo

(i) K_,m € a imagem no espelho de K, n;

(ii) K_,,_m € 0 nd inverso do né K, ,.
Vejamos agora a relacao que existe entre os nés Ky, ,, e Ky, 5.
Proposicao 3.1.3 K, , é ambiente isotdpico a K, .

A demonstracio desta proposicio baseia-se numa sequéncia de movimentos em R?,
realizados com o n6 (retirado do toro). A figura 3.10 ilustra esta demonstracdo para
o caso particular do n6 toroidal-(3,2). A demonstragao formal deste teorema pode ser
consultada em [20].

@ B
0

Figura 3.10: K39 é ambiente isotépico a K33
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Proposicao 3.1.4 Qualquer ndé toroidal-(n,m) € invertivel.

Demonstracgao: Consideremos o n6 K, ,,. Pela proposicao 3.1.2 K_,, ,,, 6 o n6 imagem
) > )
no espelho de K,,,, e K_,, _,, o seu inverso.

Sabemos que K_, _,, é ambiente isotépico a K_,, _,, que tem como imagem no
espelho do né K,, _, que por sua vez é ambiente isotépico a K_, ,,. Ou seja K, ,
e K_,_, tém a mesma imagem no espelho, logo sao ambiente isotépicos e portanto
K, é invertivel.

A partir do diagrama definido na proposicao 3.1.1, facilmente se verifica que con-
siderando o diagrama orientado, o sinal em cada um dos cruzamentos é sempre +1 ou
sempre —1. Esta particularidade vai permitir-nos provar as seguintes proposigoes.

Proposigao 3.1.5 Um nd toroidal-(n,m) nunca é reqularmente reflexivo.

Demonstracao: Consideremos o n6 K, ,,. Pela proposicao 3.1.1 sabemos que este né
admite um diagrama com |n|(|m|— 1) cruzamentos e uma vez que o sinal de cada um
destes cruzamentos é +1 temos que W (K, ) = £|n|(|m| —1) # 0.

Assim, como W (K, ) # 0, pela proposi¢ao 2.5.5 podemos concluir que nenhum né
toroidal é regularmente reflexivo. [J

E possivel provar que os nds toroidais nunca sao reflexivos [19].

Para os enlaces toroidais orientados é possivel definir uma férmula geral que permite
determinar o seu nimero de ligacao.

Proposicao 3.1.6 Seja K, ,, um enlace toroidal com p componentes, sendo cada uma
delas um nd toroidal Ko, 3 comn =axpem = [ xp. O nimero de ligacao do enlace
K, m € dado pela expressao:

() = (4 )l

Demonstracao: Sendo K, , um enlace toroidal com p componentes do tipo K, 3 e
comn=aXxpem=[ Xp, temos que

U (Fp ) = ( 5 ) IK(C5.Cy),

sendo C};, C; duas componentes de K, ,,. Uma vez que cada componente de C; cruza
a componente C; 2af3 vezes e como todas as componentes do enlace tém a mesma
orientacao, o sinal em cada um dos cruzamentos é +1. Logo,

IK(Cys Cy) = :l:22a3
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e portanto
(K ) = <§ ) Bl
0]

Usando esta férmula facilmente determinamos os nimeros de ligagao dos enlaces
representados na figura 3.4:

lk(K&g) = 6, lk(K973) = 9, lk(KﬁA) = 6, lk(KgA) = ]_2

A expressao que nos da o nimero de ligacdo de um enlace toroidal também nos vai
permitir dizer quando é que um enlace nao é toroidal. Consideremos, por exemplo o
enlace de duas componentes:

<D

Figura 3.11: Enlace Whitehead

Sabemos que este enlace de duas componentes tem nimero de ligacao zero,

<§>.|aﬁ|:o<:>@.a5:o

sSaf=0=a=0VE=0.

Logo o enlace Whitehead nao é um enlace toroidal, visto que para tal || e || teriam
que ser inteiros superiores a 1. Podemos entao concluir que se um enlace L nao trivial
tiver nimero de ligacao zero, nao é um enlace do tipo K, .

3.2 Definicao analitica de nés toroidais

Sendo um né toroidal uma curva simples e fechada que se “enrola’no toro T de R?,
vamos comecar por analisar o diagrama plano que permite representar esta superficie
em R

Consideramos em R? o quadrado unitério I x I com a topologia induzida e definimos
a relacao de equivaléncia ~j por:

(,y) ~r (@ y) S lr=2"ANy=0Ay =D]V]y=y'A(z=0A2"=1)].
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I x I/ ~j fica entao representado tal como mostra a figura, onde as setas indicam
os pontos que estao identificados.

\'%

S
e
S
>,

~
g

Figura 3.12: Diagrama planar do toro

Intuitivamente, se realizarmos as identificacoes indicadas, obtemos a tradicional
representacao do toro como um subespaco de R?. Analiticamente podemos considerar
os homeomorfismos:

h: IxI/~ — StxS!
[(l‘,y)] — (627r:ri,€27ryi)

f: St x St — T
(e?m, e®™7) s (cos(2my) (1 + 3cos(2mx)), sin(2my) (1 + Scos(2mx)), 3sin(2mx))

O homeomorfismo composto
foh: IxI/~ — T

assegura a representacao planar de T.

Uma vez que um toro pode ser representado pelo diagrama planar da figura 3.12,
vejamos como podemos “enrolar”neste diagrama um né K, ,,,, sendo m.d.c.(n,m) = 1.

Consideremos a aplicacao continua:
vy I — R’
t — (nt,mt)

onde y(I) C R? representa um segmento de recta com declive T, que passa na origem.

Definindo a relacio de equivaléncia em R?,

r=a+k

(l‘ay) ~R2 (;[;Gy’){:}{ y:yl+k2 7k17k262

podemos obter que RZ/ ~ é homeomorfo a [ x I/ ~p .

A composicao de aplicacoes

Yp=golloy: I — R*> — R’/ ~p — IxI/~p
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onde IT é a projeccio de R?* em R?/ ~p2, permite que o segmento de recta v(I) seja
colocado no diagrama planar do toro. Assim, foh ot permite definir analiticamente
o subconjunto K, .

Defini¢ao 3.2.1 Sejam n e m um par de inteiros nao nulos tais que |n|,|m| > 1. O
subconjunto K, do toro de R?, ¢ definido por:

Ky = {f(exp(27nti), exp(2rmti)) : t € I}.
Para que se possa compreender melhor a expressao analitica que define K, ,,, vamos
estudar o caso particular de K3 5. Temos entao:

Neste caso estamos a considerar o segmento de recta y = %x que pode ser identificado
no diagrama planar do toro e consequentemente no toro definido por S' x S*, de acordo
com as identificagoes representadas na figura:

Figura 3.13: Da identificagao planar do né K3, a sua representagao em T

Designemos a circunferéncia que define a espessura do toro por circunferéncia meri-
dional e a circunferéncia que descreve o maior percurso em torno do toro por circun-
feréncia longitudinal.

Figura 3.14: Circunferéncia meridional (a) e circunferéncia longitudinal (b)

Estas circunferéncias correspondem no diagrama planar do toro aos segmentos a e b,
respectivamente. Observando a representacao de um né no diagrama planar do toro,
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facilmente se constata que um né K, ., intersecta n vezes a circunferéncia meridional
e m vezes a longitudinal, ou seja, “enrola-se”’no toro n vezes na direccao longitudinal
e m vezes na direccao meridional. O diagrama planar do subconjunto do toro Kj»
(figura 3.15), permite observar claramente esta afirmagao neste caso particular.

Figura 3.15: Diagrama planar do né Kj

Note-se que descrevemos um processo de “construcao”de nés toroidais e definimos
analiticamente o subconjunto K, ,, mas nunca provamos que K, ,, ¢ de facto um no,
de acordo com a definicao 1.2.1. A proposicao que se segue garantir-nos-a que o
subconjunto de R3, K, m, define um nd.

Proposicao 3.2.1 Se m e n sao primos entre si, o subconjunto do toro K, ,, é um
no.

Demonstracao: Para mostrar que K, , é um nd, vamos provar que existe um
homeomorfismo de S' em K, p,.

Consideremos a aplicacao continua:
h: St — St x St
exp(2nti) —— (exp(2mnti), exp(2mwmti))
Provemos que h ¢ injectiva.
h(exp(27ti)) = h(exp(27t'i)) = (exp(2mnti), exp(2wmti)) = (exp(27nt'i), exp(2rmt'i)) <

= cos(2mnt’) + isin(27nt’)
!

cos(2mnt) + isin(2mnt
= cos(2mmt’) + isin(2rmt’)

cos(2mmt) + isin(27wmt

~—

cos(2mnt) = cos(2mnt’)
sin(27nt) = sin(27nt’)
< '
cos(2mmt) = cos(2mmt')
sin(2rmt) = sin(2wmt’)

Temos entao

_ /
{ cos(2mnt) = cos(2mnt') = 2mnt = 2mnt’ + 2km = 2w (nt’ + k)

sin(27nt) = sin(27nt’)
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e analogamente
2rmt = 2rmit’ + 2k'm = 2m(mt’ + k')

ou seja
nt=nt'+kent—t)=k e mt=mt'+k &mit-1t)=F.
Por Bezout, sendo m.d.c(m,n) =1, 3a,b € Z: 1= an + bm de onde
(t—t")=an(t —t)+bm(t —t)
e entao
t—t' =ak+bk' €eZ=1t—t =k" com k" € Z.
Logo 27t = 2wt' + 27k”.

Portanto
exp(2mti)) = exp(2mt'i).

Consideremos o homeomorfismo f : S* x S —+ T definido anteriormente, no qual
1 1 1
f(exp(pi), exp(0i)) = (cos(207r)(1—|—§cos(27rcp)), sin(27r0)(1+§cos(27rg0)), §sin(27rcp)).

Assim, considerando g = foh e sendo g é continua e injectiva (composta de duas
aplicacoes continuas e injectivas), tem-se que I'm g = K, .

Como S! é um conjunto compacto (fechado e limitado) e K, ,, C R* um espago de
Hausdorf (todo o subconjunto de R™ é Hausdorf), g é um homeomorfismo. [J

Definigao 3.2.2 O nd K, ,, com n e m primos entre si e (|n|,|m| > 1) designa-se
por nd toroidal-(n, m).

3.3 Estudo topoldgico dos nds

Vimos no capitulo 1 que se dois nés K e K' sao ambiente isotdpicos, existe em parti-
cular um homeomorfismo h; : R® — R? tal que h(K) = K'. Assim,
hi(R? — K) = R* — K’ e portanto R*> — K ¢ R* — K’ sio homeomorfos. Logo
R?®— K e R®* — K’ tém grupos fundamentais isomorfos. Assim, dados dois nés K e K’
em R?, se provarmos que os grupos fundamentais 7(R* — K) e 7(R* — K’) ndo sdo
isomorfos, entao K e K' nao sao ambiente isotépicos. Este é o processo mais comum
utilizado para distinguir nés. Considerando z, € R*> — K, o grupo 7r(R3 — K, )
chama-se grupo do no K.

Os grupos dos nos tornaram-se uma importante “ferramenta’”na Teoria de Nés. Este
conceito desenvolveu-se com base no trabalho de W. Dyck que em 1882 apresentou,
pela primeira vez, o método de representar grupos a partir de geradores e relagoes
estabelecidas entre eles. A classificagao do grupo ({a,b} : a™b" = 1) por Schreier em
1924 permitiu definir a classe dos nos toroidais. E a definicao deste grupo que vai
entao permitir a classificacao dos nés toroidais.

Passemos entao a determinar o grupo do né trivial e dos nés toroidais-(n, m).
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Teorema 3.3.1 O grupo do nd trivial € isomorfo a Z.

Demonstracao: Consideremos a circunferéncia de R?,

K={(r,y,2) eR*: 2> + 3> =1 Az =0}.

Seja & > 0 numero real arbitrariamente pequeno e definamos os subespacos (nao
vazios, abertos e conexos por arcos) X e Y de R* — K por:

X ={(z,y,2) eER*:z <} NR* - K;

Y ={(z,y,2) €ER*: 2> —-<}NR’ - K.
Note-se que X UY =R? — K.

Figura 3.16: Representacao planar do subespaco X

g \
\

______ 0 NS - SR

Figura 3.17: Representacao planar do subespago Y

Sabendo que 0 := (0,0,0) € X NY = {(n,y,2) € R* : —e <2 < e} NR’ - K,
estamos em condigoes de aplicar o teorema de Van-Kampen, que permite determinar
7(R? — K,0) a partir de 7(X,0),7(Y,0) e 7(X NY,0).

Determinemos os grupos fundamentais: 7(X NY,0);7(X,0);7(Y,0) e os homomor-
fismos entre eles induzidos pelas inclusoes.



108 CAPITULO 3. NOS TOROIDAIS

Para calcular 7(X,0) e 7(Y,0) consideremos o conjunto:

A={(r,y,2) eR’:2=0Ay >0}N (R*-{(0,1,0)}).

Figura 3.18: Conjunto A e lacete

A é um retracto de deformacao forte de X e Y, logo 7(4,0) = 7(X,0) e
7m(A,0) =2 7(Y,0).

Considere-se:
a: I — A, ax:I—>X e ay:I—Y

ax(t) = ay(t) = a(t) = (0,1 — cos(2nt), sin(27t)).

Como « é um lacete em A e [a] gera m(A,0), ou seja, 7(A4,0) = ([a]) e sendo A um
retracto de deformacao forte de X e Y, temos que 7(X,0) = ([ax]) e 7(Y,0) = ([ay]).

B={(z,y,2) e R*:2 =0} —{(0,1,0),(0,—1,0)}

Figura 3.19: Conjunto B e lacetes (1, f_1

B é um retracto de deformagao forte de X NY logo n(B,0) = n(X NY,0). Como
7(B,0) é um grupo livre gerado por dois elementos, 7(X NY,0) = ([51]; [B-1]), sendo
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XxXnYy

61 I —
t +—— (0,1 — cos(2rt),sin(27t))
—

By I xXny
t +—— (0,—1+ cos(27t),sin(27t))

Passemos agora a definir os homomorfismos entre os grupos.

Consideremos a inclusoes:

px: XNYy — X; py: XNY — Y

Py : X — X UY; Yy : Y — XUY "
A partir das quais podemos definir os homomorfismos induzidos:
oy m(XNY,0) — 7 (X,0); oy 1(XNnY, 00 —  7(Y,0)
vy m(X,00 — 7 (XUY,0); vy 7 (Y,0)  — wm(XUY,0)°

Pelo teorema de Van-Kampen, 7(X UY,0) obtém-se a partir de 7(X,0) e 7(Y,0)
identificando os elementos provenientes de (X NY,0).

(X NY,0) = ([4]; [B]) — 7(X,0) = ([ax])

3 \J
(Y, 0) = ([ay]) — m(XUY,0)

Considerando 31 e f_; em X, ao deformar X em A temos que 51 ~ ax e f_1 ~ ax.
Analogamente 31 ~ ay e f_1 ~ ay e como a ~ ax ~ y temos entao que

m(X UY,0) = ([o]).

Logo n(X UY,0) = Z. O

Teorema 3.3.2 O grupo do né K, ,, é um grupo com dois geradores: a;b e uma
relagao o™ = b". Ou seja, o grupo do né K, ,, € ({a,b} : a™ = b").

Demonstracao: Identificando R? com C x R e usando coordenadas polares, consi-
deremos a aplicacao continua

F: Cx St — CxR
(rexp(pi), exp(0i)) — (14 3rcose,0,irsing)

Note-se que a restricao de F' a S' x S' é o homomorfismo f da seccao 3.2. As
expressoes 1 + %r cosp e %r sin ¢ definem respectivamente, a largura e altura do toro
a partir da circunferéncia S em R?.

Consideremos também

1 1
Ky, = { (x +1+ 5 cos(2mmt), 2mnt, y + 5 sin(27rmt)> 0<t<1Az?4+y*< 452}
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que define um n6é com uma pequena espessura.

Definamos os subespacos

X = {f(rexp(pi),exp(0i)) : 0 < 9 <O <27m,0 <7 <e+1} — Ko

Y =R’-Y' - K.
com Y’ = {f(rexp(pi),exp(#i)): 0< o< <2r,0<r<1-—¢}.

X representa um “donuts” (toro sélido) de raio 1 4+ & no qual é “escavado um
tunel”com a forma de Ko,.

Figura 3.20: Representacao geométrica do conjunto X considerando Ky, = K3

Y representa um “toro”de raio 1 — ¢ e portanto Y é o espaco R? ao qual é retirado
o toro sélido Y e o “tunel” K,,..

Assim, XUY =R’ — Ky, ¥R’ — K, ..

Seja X NY = {f(rexp(yi),exp(fi)) : 0 < ¢, 0 <2m,1—c<r<l+e}— K.

Este subconjunto de R? representa o “toro de espessura 2¢ no qual se “escavou o
tinel” K.

Figura 3.21: Representacao do conjunto X NY considerando Ky = K3

Se pensarmos na representacao planar do toro, temos, no caso particular do no
toroidal K3
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Vo

1 2

Figura 3.22: Representacao planar do conjunto X NY no caso particular do né K3,

Observando a representacao anterior, facilmente se verifica que procedendo as iden-
tificagoes, X N'Y é um cilindro de espessura 2¢.

Seja o € X NY. Determinemos entao os grupos fundamentais dos espacos X, Y e
XnY.

Z = {f(0,exp(8i)): 0 < f <27} = St

é um retracto de deformacao forte de X e R*~Z = R*—S' um retracto de deformacao
forte de Y.

(X, m0) 2 7(Z, ) e 7(Y,20) = w(R® — Z, 19).

Sendo a = [a] em que « representa um caminho fechado em X que vai de z; a
um ponto x; proximo de Z através de um arco u,, dd uma volta a Z,v, e volta de
novo a xp pelo arco u,. Isto é, a : I — X tal que a = u, * v, * u; ' (a notagao
* representa a concatenagao de caminhos). Definindo também b = [] sendo f um
caminho fechado em Y que vai de xqg a um ponto y; préoximo da circunferéncia
7" = {(1+ 3 cos(2nt), 0,3 sin(2wt)) : t € I} (circunferéncia meridional) através de um
arco u,, da uma volta a Z', v, e volta a percorrer u,. Isto é, 3 : I — X é tal que
b=y, * v, *u, "

Figura 3.23: Seccao de X
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Figura 3.24: Seccao de YV

Temos entao que
m(X, m) = (a)

(Y, o) = (b).

No caso de X NY que ja identificamos com um cilindro de espessura 2e, consi-
deremos W = {f(exp(2mi(mt + 0)), exp(2mint)); 0 <t < 1} um né que acompanha o
comportamento de K5, em X NY e portanto define uma circunferéncia a volta do
cilindro. Assim, 7(X NY,xy) é gerado por ¢ = [f] em que # é um caminho fechado
que circula X N'Y. Supondo zy € W, temos:

(X NY,zy) = (c).
Aplicando o Teorema de Van-Kampen,

T(XNY,z) =(¢) — 7n(X,20) = (a)

\ 3
(Y, zo) = (D) — m(XUY,x)

Vejamos como se comporta # em X e Y.

Uma vez que o né toroidal-(n,m) dd m voltas a circunferéncia longitudinal e n
voltas & circunferéncia meridional, isto é, da m voltas & circunferéncia f(1, exp(2mit))
e n voltas a circunferéncia f(exp(2mit),1). Considerando € em X, ao deformar X na
circunferéncia f(1,exp(2mit)), o né @ vai ficar deformado nas voltas que da a esta
circunferéncia, logo

O~ a™.

No caso do comportamento de § em Y, ao deformar Y na circunferéncia f(exp(2mit), 1),

o n6 0 vai ficar deformado nas voltas que dd a circunferéncia vertical, logo

0 ~ B

Portanto, considerando-se uma direccao previamente fixada, a relacao entre a e b em
T(XUY) éa™ =0
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Assim,
(X UY) = ({a,b}:a™=0").

A partir do grupo que define a classe dos néds toroidais-(n,m) podemos novamente
provar que o né trevo ou né toroidal-(3,2) nao é ambiente isotépico ao né trivial.
(A distingao entre estes dois nés, ji foi demonstrada na secc¢ao 1.3.1.)

Consideremos o grupo do n6 Ki» = ({a,b} : {a* = b*}). Definamos um grupo G’
com os mesmos geradores e mais duas relagoes:

G'= {a,b} : {a* =b*;a* = 1;ab = b 'a}) = ({a,b} : {a* = 1;0° = 1;ab = b 'a}).

Existe um epimorfismo entre K3 e G' que aplica a em a e b em b.

Devido as relagoes definidas no grupo G' qualquer elemento de G’ pode escrever-
-se na forma a't’ com i € {0,1} e j € {0,1,2}. Assim, os elementos de G’ sao
1; a; b; b?; ab; ab® e o grupo G’ pode ser definido pela tabela:

1 | a | b | b | ab|ab

1 1 | a | b | b | ab|ab
a | a | 1 |ab|ab®| b | b
b b | ab® | v? 1 a | ab
b> | b* | ab 1 b | ab’ | a
ab | ab | b* | ab® | a 1 b
ab® | ab® | b a | ab | b 1

Observando a tabela constatamos que, por exemplo

b(ab) = a # (ab)b = ab®.
Logo o grupo G’ nao é abeliano.
Como a imagem de um grupo abeliano por um epimorfismo é sempre um grupo
abeliano, uma vez que G’ nao é abeliano, podemos concluir que K3, também nao

é um grupo abeliano. Assim, o né toroidal-(3,2) nao pode ser isomorfo ao grupo
abeliano Z, o que prova que o no trevo nao é trivial.

De modo analogo podiamos provar se outros nés toroidais sao nao triviais.

3.4 Classificacao dos nés toroidais

Na seccao 3.1 concluimos que qualquer né kK, ,, ¢ ambiente isotépico a K,,, e
ainda que todos os nds toroidais sao invertiveis e nao reflexivos. Assim, para que a
classificacao deste tipo de nds seja total torna-se apenas necessario conhecer a relagao
existente entre os conjuntos {n,m} e {n’,m'}, com n,m,n',;m' > 1, para que dois
quaisquer noés toroidais K, ,, e K,/ , sejam ambiente isotdpicos.
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Teorema 3.4.1 Se dois nos K, , e Ky py comn,m,n',m' > 1 sao ambiente isotdpicos
entao {m,n} = {n',m'}, isto é, n=n"em=m' oun=m' em =n'.

Para demonstrar este teorema, torna-se necessario demonstrar os lemas que se seguem,
nos quais consideremos G = ({a, b}; {a™ =0"}) e N = (a™).

Lema 3.4.1 O subgrupo N do grupo G é um subgrupo normal.

Demonstragao: Mostremos que o subgrupo N é um subgrupo normal de GG, ou seja,
que
Ve e G xN = Nuz.

Como G é gerado por a e b, se a™ comutar com os geradores a e b, comuta com
qualquer elemento de G uma vez que se g € G, g = a® b’ ... a® bk,

ba™ = bb" = b = b"b = a™b.
Logo a™ comuta com qualquer elemento de G.
Assim,
eN={zn:ne€N}={on:nc (@} ={z(@) 1€ Z}=
={z(a™.a™..... a™):leZt={a"x.a™. ... a™):leZ}={(a™)z:1e€Z} = Nu.
O

Lema 3.4.2 O grupo quociente G/N admite a sequinte representa¢ao:
G/N = {{¢,d} : ™ =1,d" =1).

Demonstragao: Sendo N um subgrupo normal de G (lema 3.4.1), o grupo quociente
G/N esta bem definido para a operagao interna:
(xN).(yN) = (zy)N,Vz,y € G. (3.1)

Seja g € G, g = a®bt ... a®*b% logo,

gN = (a® P .. a®™ D )N = a™ NN ... a®* N.WP*N
(@N....aN)(BN....bN)...(aN....aN)(bN....bN) =

) NG

~”

Qi B1 ag B

= (aN)**(bN)? ... (aN)* (bN )P (3.2)

gN é entao gerado por alN e bN, isto é, aN e bN sao geradores de G/N.



3.4. CLASSIFICACAO DOS NOS TOROIDAIS 115

Procuremos a relagao para G/N ou seja, identifiquemos os elementos de G/N que
representam a identidade de G/N. Assim, vamos determinar gN tal que gN = N.

Temos,
gN=N=gec N
e portanto
g= (") = (")
logo
(aN)™ =N e (bN)"=N.
Assim,

G/N = ({aN,bN} : {(aN)™ = N; (bN)" = N}).
Simplificando a notagao:

G/N = ({c,d} : " =1,d" = 1).

Lema 3.4.3 O centro do grupo {{c,d} : ¢™ = 1,d" = 1) € trivial, ou seja,
Z(G/N) = {N}.

Demonstracao: Considere-se o grupo G/N = ({¢,d} : ¢™ = 1,d" = 1). Neste grupo,
todo o elemento pode ser escrito de maneira tnica na forma indicada de seguida,
chamada “forma reduzida” (Teorema 1.4 - [19]):

x=cMdP ... Pk

com0<o;<m,i1=2,...,k0< a1 <m0< B <m0<Bj<n,j=12... k-1
Seja x € G/N tal que zc = cz. Assim, temos

1 dPr . dPre = TP kPR
Suponhamos que k£ > 2.

e Se ;. # 0, o elemento da esquerda estd na forma reduzida e entao, pela unicidade
dessa forma, o elemento da direita nao pode estar, logo a; +1 = m e portanto
c !l = 1. Mas,

cdh L dPre = dPr L R P

também é absurdo pela unicidade da forma reduzida.
e Se B, =0 tem-se ¢ dPt ... dPk-1cutt = cortlgh | dPk-1c% logo
d?tc®2 . dPr = o(dPr L AP e e dPe L dPR = e(dP L dPe) R

o que é de novo absurdo pela unicidade da forma reduzida.
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Para k < 1, z = c¢*d?. Assim, cx = zc implica
P = nghre,
Pela unicidade da forma reduzida temos:
Gi=0o0oua;+1=m.

Como aq + 1 = m entao
A =cdPe= B =0.

Logo,
T =c

De modo analogo, se z € G//N verificar-se-ia que se zd = dx entao x = d”.
Assim, se v € Z(G/N) tem-se d® = ¢*. Logo,

/B:a:o:}dozcozlzm.

Portanto, o centro de Z(G/N) é trivial. O

Lema 3.4.4 O centro do grupo G é N.
Demonstracao: Mostremos que Z(G) = {g € G : gh = hg,Yh € G} = N.

e N C Z(G)

Seja (a™)" € N. Como a™ comuta com qualquer elemento de G,

a™ b= a™ (b .. a® b)) = (™) (a® Dt .. a® bPra™) =
= ... = (a™b ... a0 (a™)" = ha™.
Logo o™ € Z(@G) e portanto N C Z(G).
e Z(G) C N.

Consideremos o epimorfismo candénico:

0: G — G/N
g — gN =~

Provemos que 0(Z(G)) C Z(G/N).

r€b(Z(G) < 3ge Z(G): x=gN.
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Seja hN € G/N. Por aplicacao de 3.1 (¢N)(hN) = (gh)N e como g € Z(G),
(gh)N = (hg)N = (hN)(gN).
Assim, gN € Z(G/N).

Se (Z(G)) C Z(G/N) = {N} entao 6(Z(G)) = {N}.
Logo, para qualquer g € Z(G)

6(g)=N=gN=N

ou seja g € N.

Portanto Z(G) C N. O
Com base nestes lemas vamos entao demonstrar o teorema 3.4.1.

Demonstracao do teorema 3.4.1: Seja

G = ({a,b};{a™ =0"})

o grupo do né toroidal K, .

A partir dos lemas anteriores,
G/Z(G) = G/N = ({c,d}; {c" = 1;d" = 1}).

Consideremos os nés toroidais ambiente isotopicos K, , € Ky . Logo os seus grupos
G e G’ sao isomorfos e consequentemente G/Z(G) e G'/Z(G") sao também isomorfos.
Provemos que {n,m} = {n’,;m'}.
Sendo
G/Z(G) = (e, dp; {c" = L;d" =1})

G'/Z(G") = {c,d'};{()™ = 1;(d)” =1}),
consideremos o isomorfismo
f: G/Z(G) — G'/Z(G")

c — (e
d — f(d)

Seja k € Z,

(f(e)' = fle)...fle) = fle...c) = f(c").

Assim, como ¢ tem ordem m e d tem ordem n,
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(f(e)™ = f(e") = f(1) =1
(f(d)" = f(d") = f(1) = 1.

Suponhamos que o < m tal que (f(¢))* =1 = f(¢*) =1 = ¢* =1 o0 que é
impossivel porque a ordem de ¢ é m. Logo, a ordem de f(c) é também m. De modo
andlogo prova-se que a ordem de f(d) é n.

Como ¢ tem ordem m, os elementos ¢! e xex™", Vo € G/Z(G) também tém ordem
m. Como d tem ordem n, os elementos d~' e xdz™",Vz € G/Z(G) também tém ordem
n.

Tem-se que, no grupo G'/Z(G’) os tnicos elementos de ordem finita sdo conjugados
de poténcias de ¢’ e d' (coroldrio 1.4 - [19]).

Uma vez que 0 nosso objectivo é provar que {n,m} = {n',m'}, comecemos por
mostrar que m = m’.

a) Provemos que m|m/.

Uma vez que um isomorfismo transforma sempre um elemento de ordem finita
num elemento de ordem finita, vamos supor, sem perda de generalidade, que

flc) =z(c)*27" Vo € ZeVx € G'/Z(G").

Como ¢ tem ordem m, ja vimos que f(c) também tem ordem m.

Sendo f(c) = x(c)*z ! temos

(f(c))m — (l‘(cl)al‘—l)m — $(C/)rrbr3¢$—1 =1

Como a ordem de zc'z~! é m' temos entao que

m'|ma < m'k = ma & mim'k.

Provemos que m e k sdo primos entre si. Suponhamos que m.d.c(m, k) = p logo
m=pv ek = puw.

m'k = ma & m'pw = pva & m'w = va.

() = (o(c)ea ) = 2(¢)a = a(¢)"a ! = a((¢)™ )Pzt = 1.

Logo como m|m'k e m e k sdo primos entre si, temos que m|m/.
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b) Provemos que m’'|m.

Sendo f um isomorfismo, f~! também o ¢, logo como ¢’ tem ordem finita, f~'(c)
também tem ordem finita.

Suponhamos que
FU) =ydy P = = F) () fly ) = F(d°) = (F(y) ' fy).

Assim, f(d*%) = (f(y))~(¢)*f(y). Como f(c) = z(c)*z™" = (¢)* = 27" f(c)z.
Sendo z = f~'(z)y e z7' =y~ '(f~!(x))"") temos

S ler =y U @) oS ey = f5 ) = fly L f(0nf ()

e portanto

FdP) = (f() M@ Q) fy) = Fly D@ o)) f(y) = f(z "ea).

Como f é injectiva, d*® = 2z~ 'cz. Logo, a ordem de d®? é divisor de n e 27 'cz tem
ordem m. Mas como d®® = z~'cz os elementos d*’ e z~'cz tém a mesma ordem,

o que é impossivel porque m e n sao primos entre si. Logo f~1(¢') = ycfy~L.

Seguindo 0 mesmo processo que em a) conclui-se que m/|m e fica entao demonstrado
que m =m'.

Considerando f(d) = z(d')*x~! prova-se analogamente que n = n'.

Assim, se K, , e K,y sdo ambiente isotépicos, n =n' e m =m/'.

Supondo que f(c) = z(d')*z~; f(d) = z(')*z~! e procedendo de uma forma similar,
mostramos que n =m' e m =n'. O

Em conclusao, este teorema para além de permitir classificar os nés toroidais garante
também a existéncia de uma infinidade de nos distintos, uma vez que existe uma
infinidade de pares de inteiros primos n e m, com |n|, |m| > 1.
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