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Resumo

P.-G. Ciatlet e Destuynder mostraram teoricamente, em [2] e [3], a convergéncia da terceira componente do campo de
deslocamentos, no modelo tridimensional da elasticidade linear, para o deslocamento vertical do modelo bidimensional de
Kirchhoff para uma laje. Esta convergéncia corresponde a natural convergéncia da espessura da laje para zero.

Com este trabalho verificamos numericamente a convergéncia entre os referidos modelos. Para tal usamos uma
discretizacdo em elementos finitos do problema tridimensional implementada usando o programa freeFEM++ e uma
aproximac¢do do problema bidimensional fornecida pelo programa SAP2000, com base no modelo de Kirchhoff. Sio
analisados trés casos distintos, comparando-se em cada um os respectivos deslocamentos e momentos flectores.
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1. Introdugio

A utilizacio de placas finas é generalizada em toda a
engenharia estrutural, por exemplo nas estruturas
edificios, de pontes, estruturas navais ou aeronauticas.
Essas placas sao frequentemente sujeitas a forcas que
actuam sobre o plano da placa. Se as forcas forem
suficientemente pequenas, o equilbrio é estavel e as
tensGes resultantes sdo caracterizados pela auséncia de
movimentos laterais.

Dentro da analise da elasticidade linear, a modelacao de
placas pode ser vista como uma simplificacio do modelo
tridimensional classico que estuda o comportamento de
um material isotropico e homogéneo sob a acg¢io de
forgas externas, sendo a sua caracterfstica mais importante
a possibilidade da redugdio a um problema de duas
dimensdes.

Um dos modelos é o modelo de Kirchhoff [5]. Este
descreve o deslocamento de uma placa de pequena
espessura sob o efeito de uma forga transversal. Aqui sao
feitas simplificacGes no deslocamento segundo a direcgao
%, resultando um modelo bidimensional cujas incogintas
sao o deslocamento vertical e os angulos de rotacdo das
fibras normais a superficie média da placa em relacio aos
eixos de x e J.

Usando os dois modelos, calculamos os esforcos
solicitantes nos pavimentos de betio armado, formados
por vigas e lajes macicas, nio considerando a interac¢io
entre estes elementos estruturais o que se faz assumindo a
rigidez de ambos igual e uma redistribuicdo dos esforgos
homogénea.

Neste trabalho usaremos o Método dos Elementos Finitos
para analisar dois tipos de pavimentos em betdo armado,
cosntituidos por vigas e lajes macigas tridimensionais
modelados pelo modelo classico da elasticidade linear.
Valideremos os resultados obtidos com o modelo de
Kirchhoff implementado no SAP2000.

Em todos os casos estudados atendemos a dois requisitos:
a solugdo nio se afasta muito da solucido elastica, para
garantir um bom funcionamento da estrutura utilizada; é
garantido o equilibrio do pavimento como um todo.
Desta forma, asseguramos que os modelos estudados
podem ser utilizados para projetar os pisos de edificios de
betio armado.

2. Elasticidade Linear

Consideramos uma laje sem deformagao

0= [a,b] x [c,d] x[-2,%] < 7
Ap6s deformacdo da laje assumimos que um ponto
P(x4,%,,%3) se move para a posicio P(&y,&,,&3). O
vector U = (uy, U, us) = (§1 — x1,$5 —x3,83 —x3) ¢
designado por vector de deslocamento.
Supondo pequenas deformagdes obtemos o tensor das

deformacgoes:

1 Dui ﬂu] L.

& == +—=], i,j €{1,2,3}.
DXj Dxi

Tomemos o plano infinitésimal AIlI(x) centrado em x

com o vector normal 7L = (14, Ny, N3), a superficie sobre

All(x) em x é
(olj(x)nj, Uzj(x)nj, 03j(x)nj),j € {1,2,3}

com 0y (x), I, j € {1,2,3} o tensor das tensdes em x. A lei
de Hooke garante uma relacio linear entre os tensores das
tensoes e das deformacdes:

O'L'j = /16Udlvﬂ + 2[15”'
no caso de material isotrépico e homogéneo, sendo 4, i as
constantes de Lamé e §;; o simbolo de Kronecker. Se o

corpo estiver submetido a uma forca F= (Fy,F,,F3)a
condi¢io de equilibrio é

U]
para i,j € {1,2,3}, a qual se acrescentam as condi¢des de
fronteira, adefinir caso a caso.
Desigando a formulagdo anterior por formulagio forte,
com vista a implementagao pelo Método dos Elementos
Finitos somos conduzidos a formulacio fraca

ﬂ A divii dive + 2u e(@): £(3) dQ = fﬂ F-#do
Q Q

definida em espacos de admissibilidade. Neste caso iremos
utilizar como func¢bes admissisveis, aquelas que sdo
continuas em toda a regido €, polinomiais de grau
k (= 1 ou 2) sobre cada elemento da discretizacdo de Q e
que verificam as condi¢oes de fronteira do tipo Dirichlet

[4]-

3. Modelo de Kirchhoff para Flexdo em Lajes

Como anteriormente, consideremos

Qz{(xl,xz,x3)e° e e[—g,g}, (x,x,)edc® 2}

Onde A ¢é o plano médio (representado na figura 1) e / a
espessura da laje.

B b A =N Dx
o N - 2
- - = - = I,
i B b
[ T
P . & L e

X,
Figura 1: Plano médio da laje para o modelo de Kirchhoff

O modelo de Kirchoff para lajes ¢ descrito sobre trés
graus de liberdade: uma translagio vertical e duas
rotagoes:
u, (xl,xz,xE)ZXS-H] (xl,xz)
uz(xl,xz,x3): x3~¢92(xl,x2)

U, (xl,x2,x3)= w(xl,xz)

onde Ww(xy,X,) tepresenta a translagio vertical,
0,(x1,%x,) a rotagio no plano x,0x3 e 6,(xy,x,)a
rotagdo no plano x,0x3, graus de liberdade relativos ao
plano médio da laje.

Desprezando as deformacdes por corte, podemos
simplificar este modelo obtendo-se uma dnica incognita: a
translacdo vertical w(xq, X, ), obtendo-se:
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ow(x,,x
15?1()51,)62):——(ax1 2)
1
Qz(xnxz):_aWS;I,xZ)
2

Finalmente, podemos obter a relagio entre momentos
flectores e tensoes:
hi/2

m; = _[ 0,3 dx,
—h/2
comi,j € {1,2}.

4. Abordagem ao freeFEM++

O freeFEM++ ¢é um sistema de implementacio do
método dos elementos finitos, com uma linguagem
especifica, permitindo resolver numericamente problemas
de equacGes diferenciais parciais. Os problemas sao
descritos na sua forma variacional, existindo uma
correspondéncia com a linguagem do freeFEM++, o que
o torna muito didactico.

A equagdo

ff A divii dive + 2u e(@): £(5) dQ = W P 5da
Q Q

¢ implementada em freeFEM++ através da sequéncia de
instrucoes

solve Lame([ul,u2,u3],[vl,v2,v3], solver=CG)=//UMFPACK)=
int3d(Th)( (lambda)*div(ul,u2,u3)*div(vl,v2,v3) +
*mu*( epsilon(ul,u2,u3) *epsilon(vl,v2,v3) )
) int3d(Th) (gravidade*v3) // forcas massicas
int2d(Th, 18) (carga*v3) // forcas de superficie
on(1,ul=0@,u2=0,u3=0); /f cond Dirichlet

0N

Os operadores diferenciais, ou outros, podem ser
introduzidos como macros, com relativa facilidade

real sqri2=sqrt(2.);

macro epsilon(ul,u2,u3)

[dx(ul),dy(u2),dz(u3), (dz(u2)+dy(u3))/sqrtz,
J(dz(ul)+dx(u3))/sqrt2, (dy(ul)+dx(u2))/sqrt2] // EOM
macro div(ul,u2,u3) ( dx(ul)+dy(u2)+dz(u3) ) // EOM

Temos a opc¢do de definir a regido e respectiva
discretizagio com instrugdes proprias

int[int] rup=[0,10], rdlow=[®,®], rmid=[1,1,2,1,3,1,4,1] ;
mesh Thxy = square(nx,ny, [x8+(x1-x@)*x,y0+(y1-y0)*y]);
mesh3 Th=buildlayers(Thxy,nz, zbound=[z@+hv,z1+hv],

labelmid = rmid, labelup = rup, labeldown = rdlow);

ou usando programas externos como por exemplo GMSH

load "msh3"
load "medit"
mesh3 Th("regiao.mesh");

Finalmente, o visualizacio dos resultados também pode
ser feita com instu¢des proprias

1
// RESULTADOS
real dmax= u3[].max,
dmin= u3[].min,
coef=abs(1/dmin) ;
mesh3  Thm= movemesh3(Th, transfo=[x+ul,y+u2,z+u3*coef]);
savemesh(Thm, "malha d.mesh");
plot (Thm, ps="m1000.png" );
plot ([ul,u2,u3], wait=1l, ps="lame3d.eps", coef=coef);

ou exportando os resultados para serem visualidados com
outro programa, como por exemplo o GMSH

//registo das coordenadas dos vertices dos tetraedros para GMSH
cout<<" elementos "<<Vh.nt;
for (int i=0; i< Th.nt; i++)

file<<"VS(";

for (int j=0; j <3; j++)
file << Th[i][j].x
<<","<< Th[i][j].¥
k<", << ThIi][j].2=<",";

file << Th[i][3].x <<","<< Th[1i][3].y <<","<< Th[i][3].z;
file<<"){"<<endl;

//registo dos deélocament"os em cada vertice

for (int j=0; j <3; j++)

file <<ul(Th[il[j]l.x , Th[il[jl.y ., Thlil[jl.z)<<
<<U2(Th[il[j]1.x , Thil[jl.y . Thli][j].zZ)=<
<<u3(Th[i][j].x , Th[i][j].y , Thli][j].z)<< ", "<<endl;

file <<ul(Th[il[3].x , Th[i][3].y , Th[i][3].z)<< ","
<<u2(Th[i][3].x , Th[i][3].y , Th[i][3].z)}<< ","
<<u3(Th[i][3].x , Th[i][3].y , Th[i][3].z)<<endl<<"};"<<endl;

}

file<< "};"<<endl;

5. Caso 1: Laje encastrada em todos os bordos

Comegamos por considerar uma laje encastrada em todos
os bordos com 5 m nos dois vdos e 16 cm de altura.
Quanto ao material, tem-se um betio C20 / 25 com um
modulo de elasticidade E = 30 X 106 kPa e um
coeficiente de Poisson v = 0,15 . Considera-se como
acgdes o peso proprio para um peso especifico de 25 kN /
m? (resultando numa carga de superficie 25 X 0,16 = 4 kN
/ m? no modelo de Kirchoff e uma carga de supetficie de
4 kN / m?. A figura 2 apresenta obtidos em freeFEM++
e na tabela 1 comparamos os resultados obtidos com
ambos modelos. Consideramos como condi¢cbes de
fronteira, neste caso, encastramentos perfeitos em todos
os bordos (u1=0, u2=0 e u3=0).

61304

Figura 2: Deslocamentos numa laje encastrada sujeita a uma carga de
superficie, vista invertida
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Tabela 1: Tabela com

arativa de resultados

freeFEM++ SAP2000 %
Tempo 277 seg. - -
u3 -0,613 -0,597 -2,58
m*y 4,081 4,270 -4,43
m -10,329 -10,244 -0,82
m*y 4,081 4,270 -4.43
my -10,329 -10,244 -0,82

6. Caso 2: Laje simplesmente apoiada em quatro
pilares

Neste caso, consideramos uma laje trectangular com
quatro pilares nos quatro cantos, com 5 m em ambos os
vaos e 16 cm de altura. Quanto ao material, apresenta um
betio C20 / 25 com um modulo de elasticidade E = 30 X
106 kPa e um coeficiente de Poisson de v = 0 . Tomamos
como accbes 0 peso proprio para um peso especifico de
25 kN / m?® e uma carga de superficie de 4 kN / m?
Simulamos o efeito dos pilares, impondo todos os cantos
sdo apoios simples (u3=0), como condi¢bes de fronteira.

e

Figura 3: Deslocamentos numa laje simplesmente apoiada sujeita a uma
carga de superficie, vista invertida

Tabela 2: Tabela comparativa de resultados

freeFEM++ SAP2000 %
Tempo 228 seg. - -
u3 -13,932 -13,827 -0,75
m*y 31,920 31,950 -0,09
my 0 0 0
mty 31,920 31,950 -0,09
my 0 0 0

7. Conclusdes

Neste trabalho fizemos a comparagio de solugdes de
modelos bidimensionais e tridimensionais de lajes.
Constatamos que a aproximag¢ao dos deslocamentos é
melhor no caso de uma laje simplesmente apoiada (caso 2
). No caso 1, laje encastrada evidenciamos um fenémeno
de camada limite, nas imedia¢des das fronteiras da laje,
que deve ser tratado com uma estratégia adaptada com
vista a melhorar o problema tridimensional.

O estudo aqui feito pode-se alargar a outros problemas de
lajes correspondentes a outro tipo de condi¢des de
fronteira, com relativamente facil implementacdo em
freeFEM++.
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