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RESUMO.—A Geometria ¢ um tema que, ao longo dos tempos, tem merecido um especial destaque nos pro-
gramas dos diferentes anos de escolaridade. Por razdes vdrias, como por exemplo a extensio dos programas, o
ensino de certos tépicos deste tema evidencia mais a aquisi¢ao acritica de defini¢oes, propriedades e férmulas do
que a sua compreensdo. Os ambientes de geometria dinimica (AGD), associados a tarefas de natureza explora-
téria e investigativa, tendem a favorecer a descoberta de propriedades e de relagoes geométricas, o que beneficia
a aquisi¢ao de conhecimentos ¢ a produgio de provas. Nesta comunicagio, apresentamos alguns resultados de
um estudo que procura averiguar o contributo dos AGD no desenvolvimento da capacidade de argumentacio
de alunos do 9.0 ano na aprendizagem de tépicos da Geometria. Atendendo 4 abordagem qualitativa do estu-
do, os dados foram recolhidos através de questiondrios, entrevistas semiestruturadas, das actividades produzidas
pelos alunos ¢ da observagao do desempenho destes na realizacao dessas actividades. O estudo desenrolou-se
durante quatro meses (de Fevereiro a Maio de 2001) em aulas onde foram aplicadas tarefas de natureza explo-
ratdria ¢ investigativa com recurso a0 GeoGebra. Na fase inicial, a maior parte dos alunos manifestou dificul-
dades em organizar as suas actividades. A familiarizagio com o GeoGebra faz com que os alunos comecem a
produzir raciocinios mais estruturados, onde sao evidentes as conclusoes a que chegam a partir da observagao
de regularidades. Em muitas aulas constatou-se que, ao recorrerem a exemplos, as provas que apresentam das
suas conclusoes eram muito limitativas. Numa fase final do estudo, notou-se uma evolugio significativa na ca-
pacidade argumentativa da maioria dos alunos e, consequentemente, uma maior compreensao da aplicagio dos

conhecimentos na elaboracio da provas.

INTRODUCAO

O tema de Geometria ¢ um dos temas que marca uma forte presenga nas sucessivas reformulagées dos programas esco-
lares de Matematica. A aprendizagem deste tema proporciona ao aluno «uma das formas privilegiadas de adquirir uma
intui¢do e uma orientagio espacial crucial para o mundo moderno» (Matos & Serrazina 1996, p- 265). A importincia
da Geometria no curriculo advém, segundo o NCTM (1991), da fonte de problemas nio rotineiros que proporciona, o
que favorece o desenvolvimento de capacidades, entre outras, de visualizagdo espacial, de raciocinio e de argumentagao,
identificadas como fundamentais para os cidadaos no presente e no futuro. De acordo com o novo programa do ensi-
no basico, a comunicagio e a argumentagio ocupam lugar de destaque, na medida em que podem ser bastante desen-
volvidos com a Geometria através de discussoes e debates entre pares ou entre grupos. Na realizagao destas actividades,
os alunos deverao aprender a formular explicagdes convincentes para as suas conjecturas e solugoes (NCTM, 2007).
Para alguns autores, como por exemplo Yackel e Cobb (1994), o conceito de argumentagio foca-se especificamente
nas interacgdes que estao relacionadas com explica¢oes ou justificagdes intencionais do raciocinio dos alunos, duran-
te ou apds tentativas de resolugio de problemas. Também para Wood (1999), a argumentagio ¢ considerada como um
processo interactivo de saber como e quando participar num argumento numa troca discursiva entre pessoas com o ob-
jectivo de convencer outros através de certos modos de pensamento. Seguindo estas duas perspectivas, Krummheuer
(1995) considera que a argumentagio na aula de matemdtica nao deve ser considerada equivalente & demonstragio, em-
bora inclua processos de produgio de provas mateméticas. Para este autor, a argumentagio na aula de matemdtica deve
ser, entao, uma actividade mais ampla do que a demonstragao, cujo caminho ¢ formal, 16gico e linear. Deste modo, o
desenvolvimento do raciocinio ¢ promovido pela explicagio, justificagio e argumentagao (Yackel, 2001; Whitenack &
Yackel, 2008). Por sua vez, a explicagio ¢ a justificagio sao distinguidas pelas suas fun¢des: a explicagio como uma for-
ma de clarificar aspectos do pensamento matematico e a justificagio como uma resposta as aparentes transgressoes da

actividade matemdtica normativa (Cobb et al., 1992). A argumentagio ¢ vista como o conjunto de explicagdes ¢ justifi-



cagdes matemdticas que podem ser aceites, individual e colectivamente, pelos participantes e que resultam das suas in-
teracgoes. A vertente explicativa da argumentagao pode, entao, ser considerada como um meio de motivagio, criando
a sensagao que sao os proprios alunos os criadores do significado matemético.

A capacidade dos alunos argumentarem desenvolve-se quando, nas aulas de matematica, sio criados momentos para
a exploragao de tarefas que estimulam a formulacio ¢ a prova de conjecturas (Boavida, 2005; Douck & Pichat, 2003).
De um modo geral, a prova permite aos alunos regular o seu préprio pensamento (Bieda, 2010), comunicar matemati-
camente (Lakatos, 1976; Schoenfeld, 1991) e serve para convencer os outros ¢ a nds proprios (Alibert & Thomas, 1991;
Hanna, 1989), podendo ser vista como um processo de negociagio dentro da sala de aula, na medida em que os alunos
tém que argumentar, convencer os outros do que fizeram e como fizeram.

O tipo de exploracoes que se fomentam nas salas de aula pode levar os alunos a novas descobertas em Matemati-
ca. Assente neste pressuposto, de Villiers (2003) alude 4 exploragio de conjecturas geométricas desenvolvidas em am-
bientes de geometria dindmica. A formulagio de conjecturas ¢ aqui caracterizada como o resultado de um conjunto de
evidéncias, com uma determinada regularidade, que origina uma afirmagao e, parecendo a partida razoével, desponta a
necessidade de se investigar a sua veracidade (Mason et al., 1982). De Villers (2003) considera que, ap6s a apresentagio
de uma conjectura, o aluno deve testar alguns casos. Se a conjectura nio for confirmada por esses casos, entao a mesma
deve ser rejeitada, por ser falsa, ou reformulada. Se a conjectura for confirmada por esses casos, pode-se comegar a acre-
ditar que essa conjectura pode ser verdadeira, convic¢ao essa que pode constituir um pré-requisito e um estimulo para
se iniciar o processo de prova e que pode ser caracterizada por um misto de intuigao, verificagio quase-empirica e prova
l6gica, ndo necessariamente rigorosa. Se, decorrido algum tempo, nio se tiver produzido a prova desejada, entao pode-
se comegar a duvidar da validade da conjectura e considerar mais alguns casos, repetindo-se o processo.

Atendendo a importincia do desenvolvimento da capacidade argumentagio do que se faz na aprendizagem de Ma-
temdtica, em geral, e da Geometria, em particular, a presente investiga¢ao tem como objectivo analisar o contributo de
um ambiente de geometria dindmico para o desenvolvimento da capacidade de argumentagio de alunos do 9.0 ano nas
suas actividades de aprendizagem de tépicos de Geometria deste ano de escolaridade. Os materiais didacticos usados
no processo de ensino-aprendizagem da Geometria foram o GeoGebra e o Quadro Interactivo, que foram fundamen-

tais na realizacio de tarefas de cardcter exploratdrio e investigativo.

METODOLOGIA

Atendendo ao objectivo do estudo, seguiu-se uma abordagem qualitativa e interpretativa. A natureza qualitativa envol-
veu, tal como afirmam Bogdan ¢ Biklen (1994), a obtencao de dados descritivos obtidos no contacto directo do investi-
gador com a situagao onde os fenémenos ocorrem naturalmente e onde sao influenciados pelo seu contexto. O caracter
interpretativo advém do facto de se pretender analisar os significados conferidos quer pelos participantes as ac¢des nas
quais se empenham, quer por aqueles que interagem com eles.

Os participantes deste estudo foram os alunos de uma turma do 9.0 ano, com quem se abordou os tépicos de Geo-
metria deste ano de escolaridade. Esta investigagio foi desenvolvida com a ajuda da professora de Matemética da turma,
que foi acompanhada por um dos autores deste texto na observagio nio participante das actividades desenvolvidas. A
recolha de dados foi efectuada no ambiente natural de sala de aula, através de observagio de aulas (observagio directa
do desempenho dos alunos e observagio de gravagdes em dudio e video); andlise das actividades realizadas pelos alunos;
e registos escritos realizados pelos alunos e pelo investigador. A analise dos dados segue um registo descritivo e interpre-

tativo sem retirar o significado conferido pelos alunos.

EXPERIENCIA DE ENSINO

As tarefas que foram claboradas para esta investigagio foram inspiradas em De Villiers (2003), Key Curriculum Press
(1997), NCTM (2007) ¢ nas paginas electronicas de National Library of Virtual Manipulatives e de Illumination — Re-
sources for Teaching Math. Foram aplicadas onze tarefas, das quais oito de natureza exploratdria e trés de cardcter investi-
gativo. A aplicacdo das tarefas desencadeou-se em trés fases: (i) breve introdugio da tarefa; (ii) exploragio da tarefa em

grupos de dois alunos; e (iii) apresentagio pelos alunos das conclusées obtidas na exploragio da tarefa, com espago para



adiscussao em grande grupo. Para esta ultima fase da exploragao das tarefas, foi usado o Quadro Interactivo multimédia
para que fosse possivel gravar todas as etapas das resolugoes dos alunos. Das tarefas trabalhadas seleccionaram-se duas,
uma de natureza exploratdria e a outra de natureza investigativa. Até ao inicio desta experiéncia de ensino os alunos s6
contactaram com este tipo de actividades em casos muito pontuais. Para este artigo, vao ser analisados os trabalhos de-

senvolvidos, nas duas tarefas supramencionadas, por alguns dos alunos que compoem a investigagao.

REsuULTADOS

Das tarefas realizadas, a primeira, de natureza exploratdria, intitula-se Relagio entre o Angulo inscrito e o arco corres-
pondente. A segunda tarefa, de natureza investigativa, denomina-se Quadrado Inscrito e Circunscrito na mesma cir-

cunferéncia.

TAREFA 1 — RELAGAO ENTRE O ANGULO INSCRITO E O ARCO CORRESPONDENTE

A tarefa em causa ¢ de natureza exploratéria, sendo composta por duas partes. A primeira parte é constituida por quatro
questoes. Inicialmente, os alunos foram orientados para, com recurso a0 GeoGebra, construirem uma circunferéncia
e dois dngulos inscritos e, ainda, marcarem os arcos correspondentes. Posteriormente, foi-lhes solicitado para determi-
narem as respectivas amplitudes, registarem os valores obtidos numa tabela, arrastarem um dos pontos da figura cons-
truida e registarem os novos valores, na mesma tabela. De acordo com Mason et al. (1982), a formulagao de conjecturas
geométricas desenvolvidas em ambientes de geometria dinimica ¢ caracterizada como o resultado de um conjunto de
evidéncias, com uma determinada regularidade, que origina uma afirmagao e, parecendo a partida razodvel, desponta a
necessidade de se investigar a sua veracidade. Com base nas evidéncias recolhidas, foi solicitado aos alunos que formu-
lassem uma conjectura, através da relagao entre as amplitudes dos Angulos inscritos e os arcos correspondentes, e que a
provassem. A prova pode ser vista, segundo Brocardo (2001), como um meio de caracterizar uma explicagio ou um ra-
ciocinio que justifique determinado resultado ou padrio. A segunda parte da tarefa é constituida por uma aplicagio do
que foi explorado na primeira parte.

Durante a exploragao da primeira parte da tarefa, os alunos realizaram as construgées que lhes eram pedidas no enun-
ciado da tarefa, com o recurso a0 GeoGebra. Como se tratava da segunda tarefa desta natureza, e apesar de a professora
ter dado indicagdes sobre o que se pretendia, os alunos demonstraram, ainda, dificuldades em iniciar a tarefa, pelo que
foi dispensado mais algum tempo para lhes explicar como se procedia para, por exemplo, determinar a amplitude de
um arco, dado o angulo inscrito.

Ultrapassadas algumas das dificuldades, os alunos deram continuidade a explorac¢io dos seus trabalhos. Por arrasta-
mento de um ponto de um dos lados do 4ngulo inscrito, encontraram varios valores para os Angulos inscritos e para os
arcos correspondentes, com o objectivo de encontrar regularidades que pudessem ser tteis para a obtengio de possiveis
conclusoes. Posteriormente, a professora solicitou a um aluno que mostrasse aos colegas a sua construgao. O aluno ar-

rastou o ponto de um dos lados do 4ngulo, pontos A ou E, ¢ foi registando os valores na tabela (figura 1).

Ficura 1.—Fase de exploragao da tarefa 1.



PROFESSORA: Observem com atengio os valores que estao na tabela [...]. Quem quer responder? [...] Ana?

ANA: Observo que os valores apresentados sao diferentes [...] sempre que os valores do angulo inscrito aumentam, os
valores do arco correspondente aumentam e sempre que os valores do 4ngulo inscrito diminuem, os valores do arco

correspondente diminuem também.

PROFESSORA: Ana, a sua conclusdo ¢ vilida mas acho que ainda podemos concluir algo mais ... observe um par de va-
lores ... consegue estabelecer uma relagao entre eles? [...] Alguém quer acrescentar algo a esta conclusao da vossa cole-
ga? [ Virios bragos no ar].

JULIANA: as amplitudes dos arcos correspondentes sio o dobro das amplitudes dos 4ngulos inscritos.

ANA: Stora, tem ali valores que nao sio o dobro.

PROFESSORA: Quem ¢ que acha que a conclusao a que a Juliana e muitos de vocés chegaram nao parece valida?

Ana: Stdra, eu nao disse que estava incorrecto ...

PROFESSORA: Eu sei disso, Ana, mas o que ¢ que precisamos de fazer para nao ficarmos com duvidas?

DANIELA: Acho que temos de provar, que ¢ o que nos pede na pergunta 1.4 [tocou para a saida mas a professora pediu

aos alunos para ficarem, uma vez que faltava formular a conjectura].

Na questao 1.3 era proposto que os alunos escrevessem uma conjectura que relacionasse as amplitudes de um angulo ins-

crito ¢ do seu arco correspondente. Assim, e apds a exploragao anterior, uma das alunas leu a sua conjectura.

SarA: Eu pus «Na circunferéncia, a amplitude do angulo inscrito ¢ sempre metade da amplitude do arco que o cor-

responde».
PROFESSORA: Concordam? Tinhamos visto que o arco era o do dobro do angulo inscrito. Entao?

Sara: O angulo inscrito ¢ metade do arco correspondente.

A professora deu por terminada a aula e desafiou os alunos para irem pensando numa forma de provar a conclusio a que
tinham chegado. Voltando, ainda, 4 formulagio da conjectura, algumas das produgoes escritas dos alunos apresentam
conjecturas com estruturas idénticas as da Ana. Eis alguns exemplos disso:

«Reparamos que quando o Angulo aumenta o arco também, assim como quando diminui, mas nunca com amplitudes iguais.»
«Um 4ngulo inscrito tem diferente amplitude que o arco correspondente.»

«Quando a amplitude do angulo inscrito diminui a amplitude do arco correspondente também diminui. Quando aumenta, au-
menta para o dobro.»

A exploragio da prova da conjectura foi abordada na aula de Estudo Acompanhado. A maioria dos alunos apresentou
muitas dificuldades em provar a conjectura enunciada na alinea anterior, tendo, apenas, uma aluna argumentado os fun-
damentos que lhe permitiam garantir que a conjectura era vélida, independentemente dos valores obtidos na tabela de

uma das alineas anteriores (figura 2).
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FIGURA 2.—Prova da conjectura formulada na alinea 1.3. (Daniela)

Deste modo, a professora iniciou a abordagem da prova com o contributo da Daniela.

PROFESSORA: Pode explicar aos seus colegas o que ¢ que a levou a considerar o tridngulo isdsceles?

Daniela: A pergunta 1.4 dizia para nos basearmos no tridngulo CDE e eu vi que cle era isosceles porque tinha dois la-

dos iguais.

Juriana: E por causa da propriedade a lados iguais opoem-se angulos iguais.



Professora: O que ¢ que falta ver?
DaNIELA: Como j4 tenho o Angulo ao centro, também vou saber o arco correspondente.

PROFESSORA: E como ¢ que vamos fazer? A estrutura da prova é essa [...]

A professora, tendo-se apercebido da dificuldade da Daniela em formalizar a prova através de expressoes algébricas, abriu
espago para um didlogo interactivo entre os alunos, com o objectivo de serem os préprios alunos a articular as suas jus-
tificagdes para apoiar e melhorar a perspectiva da Daniela.

PROFESSORA: Muito bem. Vocés conseguiram formalizar a prova quase sem a minha ajuda. Sé substituia o Angulo
ODE pelo angulo COE, que siao o mesmo, [a Francisca ia apagar a tltima parte, mas a professora sugeriu-lhe que nao

apagasse ¢ escrevesse noutra linha]

FrANCISCA: Estd bem assim, ndo estd?

Terminada a prova, a professora efectuou uma pequena introdugio a questio de aplicacio que constava da tarefa em
estudo. Nesta questao, pretendia-se determinar o dngulo suplementar de um 4ngulo inscrito que tinha um arco corres-
pondente de amplitude 70,40. Decorrido algum tempo, os alunos estavam prontos para a fase de discussao. A profes-
sora questionou os alunos sobre o tipo de angulo que corresponde ao arco dado. Os alunos identificaram-no como um

4ngulo inscrito cujo arco correspondente tem de amplitude 70,40. Entao a Sara deu continuidade 4 sua apresentagio.

SARA: vimos na questdo 1 [virando-se para a turma], que a amplitude de um 4ngulo inscrito ¢ metade do seu arco cor-

respondente. Entio eu vou aqui [apontando para o valor do arco] e divido por dois, tendo registado no quadro.
p qui [ap p p g q

Nao sabemos o « ... [escreveu-o no quadro e colocou-lhe um sinal de interrogagao]. Sabemos que se somarmos isto
tudo d4 180.

PROFESSORA: Isto porque ... Sara: E um 4ngulo raso. Professora: Ou seja, sdo ... Adriana: Sao suplementares.

Sara: Entao, vai-se a 180 e tira-se o angulo inscrito [concluiu e registou no quadro].

Com esta tarefa, os alunos exploraram conjecturas geométricas caracterizadas por um conjunto de evidéncias com uma
determinada regularidade, constituindo, assim, uma condigao imprescindivel para a criagao de afirmagdes que, por
sua vez, vao despontar a necessidade de verificar a sua veracidade (Mason et al., 1982). Na linha de pensamento de de
Villiers (2003), os alunos sao estimulados para o inicio do processo de prova, caracterizado como um misto de intuigio,
verificagio quase-empirica e prova légica, nio necessariamente rigorosa. O simples facto de questionar os alunos sobre
as razoes da veracidade de um determinado resultado despertou, nos mesmos, uma curiosidade prolongada e um reco-
nhecimento de que a verificagio indutiva/experimental apenas confirma o resultado e nao desenvolve o conhecimento
nem a compreensao (de Villiers, 2003).

As duvidas colocadas pela Ana, na primeira parte da exploracio, suscitaram nos alunos a percep¢io de uma necessi-
dade de verificar a veracidade de uma determinada afirmacio, sendo a prova um procedimento quase exclusivo da siste-
matizagao do conhecimento matemdtico (Bell, 1976; de Villiers, 2003). A realizagao da prova da conjectura formulada

foi a fase da tarefa em que se notou mais dificuldade por parte dos alunos. Apés conversa informal no final da aula, os



alunos mencionaram que nao era habitual realizarem tarefas deste tipo, com provas matemdticas. A discussao em gran-
de grupo foi frutifera na medida em que se conseguiu chegar a prova da conjectura formulada com os contributos da

intervencao de cada um dos alunos.

TAREFA 2 — QqADRADO INSCRITO E CIRCUNSCRITO NA MESMA CIRCUNFERENCIA

A aplicagao desta tarefa decorreu em dois momentos: o primeiro aconteceu numa aula de quarenta e cinco minutos ¢ o
segundo ocorreu fora do horério escolar dos alunos e teve uma duragio de, aproximadamente, noventa minutos. Neste
ultimo momento, os alunos foram acompanhados pela investigadora que se disponibilizou para esclarecer eventuais du-
vidas. A tarefa descrita teve como objectivo investigar, com o recurso a0 GeoGebra, a relagio entre a drea de um quadra-
do circunscrito a uma circunferéncia e a drea de outro quadrado inscrito na mesma circunferéncia. Numa fase posterior,
foi solicitado aos alunos para investigarem se as conclusdes que tinham obtido se mantinham se, em vez do quadrado,
fosse considerado um outro poligono regular. Os alunos foram orientados para escreverem as conjecturas que formu-
laram e apresentarem todas as justifica¢oes que julgassem necessarias para as validar. No decurso da resolugao da tarefa
em andlise, os alunos depararam-se com algumas dificuldades, nomeadamente na construgio do quadrado circunscrito
a circunferéncia. Um dos alunos que apresentou a resolugao da tarefa, a Daniela, descreveu todas as fases da construgio
da circunferéncia, do quadrado circunscrito e do quadrado inscrito, num total de treze. Esta aluna expds o seu trabalho,
com imagens das explora¢ées realizadas no GeoGebra, usando, para isso, o Qu'adro Interactivo multimédia.

A Daniela descreveu a sua construgao tendo comecado por tragar uma circunferéncia de centro O, uma recta que
contivesse o seu didmetro e os pontos de intersec¢ao com a circunferéncia, pontos A e B. De seguida, a aluna descreveu

o passo seguinte (figura 3).
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FIGURA 3.—Passo 2 do desenvolvimento da tarefa (Daniela)

Depois de justificar o processo de marcagao dos dois zovos pontos, o ponto C acima e 0 ponto D abaixo, Daniela funda-

mentou minuciosamente cada passo que realizou até obter o quadrado circunscrito.

PROFESSORA: Porque ¢ que achaste que se tratava de um quadrado circunscrito?

DANIELA: Hmm ... porque os lados tocam na circunferéncia.

PROFESSORA: Em quantos pontos? [questionando o grupo-turmal.

DanNIELA: Cada lado num sé ponto!

PROFESSORA: Como se designam esses pontos? [ Colocou a questdo para a Daniela, mas como nio respondeu, voltou-
se para o grupo-turmal.

JULIANA: Sdo pontos de tangéncia. Professora: Como se caracterizam esses pontos?

JuL1ANA: S3o pontos de tangéncia ... Estao nas rectas tangentes ¢ também na circunferéncia.

A Daniela continuou com a apresentagio do desenvolvimento da tarefa. No passo seguinte, construiu o que designou
por «o nosso quadrado circunscrito a partir dos nossos pontos de intersec¢io F, G, H e I». Seguidamente, mostrou
que a ordem com que se seleccionam os pontos para construir um poligono num ambiente de geometria dindmico é

importante para a construcio do poligono que se pretende.



Terminada a construcio do Quadrado Maior, a aluna iniciou a descri¢ao da constru¢ao do Quadrado Menor, através
dainterseccio das diagonais do quadrado circunscrito a circunferéncia. Questionada sobre os fundamentos que lhe per-
mitiam garantir a igualdade dos lados do quadrado inscrito obtido, a Daniela afirmou que os triingulos obtidos eram

iguais (figura 3).
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F1GURA 3.—Quadrados inscrito e circunscrito numa circunferéncia (Daniela)

DANIELA: Os triingulos LOM, LOP, PON e MON sio tridngulos iguais porque tém os dois lados iguais, sio raios, e
o outro lado ¢ também igual.

PrROFESSORA: Como chegaste a essa conclusao, quanto ao terceiro lado? Daniela: Nao sei, mas acho que sdo ... a0 olhar
vé-se que sdo iguais.

ADRIANA: Os lados do quadrado tém um arco de 900, todos eles. Entao sao iguais.

PROFESSORA: Porqué?

JuLiaNa: Acho que ja sei ... Nao ¢ porque as diagonais de um quadrado, ao se cruzarem no ponto O, formam um angu-
lo de 900? E como ¢ um angulo ao centro, entio vai ter igual valor para o arco. Entio os arcos tém todos 9oo.
PROFESSORA: Mas nds ndo queremos provar que os lados do quadrado sao iguais... J4 concluimos isso? [notou-se um
murmurinho de fundo ...] Se olhdssemos isoladamente para cada um dos lados do quadrado e esquecéssemos os outros
trés [lados], podfamos dizer que cada um desses lados ¢ ...!

DANIELA: Stéra!!! E uma corda com um arco de 900. Professora: E ...! Juliana: A arcos iguais correspondem cordas
iguais.

De seguida, a Daniela enunciou a sua conjectura alargando-a para todos os poligonos regulares (figura 4).

|Arredondamos ambos os valores das dreas dos Quadrados & décimas, dando assim:

59,2
29.6

> Observamos wssim que a drea do Quadrade Maior é o
dobro do Quadrado Menor.

ent&o que a érea de um poligono regular circunscrito &
sempre o dobro da érea de um poligono regular inscrito na mesma

F1GUura 4.—Conjectura e conclusio da tarefa Quadrado Inscrito e

Circunscrito na mesma circunferéncia (Daniela)

PROFESSORA: Acha que a conjectura que formulou ¢ valida se, por exemplo, aumentarem ou diminuirem as medidas
do lado do quadrado inscrito?

DANIELA: Fica igual, experimentei com outras medidas e dd igual. [...] A drea do quadrado maior ¢ o dobro da drea do
quadrado menor. E isto que ¢ igual.

Uma outra aluna, a Adriana, pediu a professora para mostrar a sua exploragao, tendo referido que tinha alcan¢ado con-
clusoes diferentes. Assim, a Adriana apresentou a sua investigagio, no Qu'adro Interactivo, exploracio essa que inclui o

caso do quadrado e cinco contra-exemplos para os outros poligonos (figura s).
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F1Gura s.—Poligonos construidos no GeoGebra (Adriana)

A aluna apresentou, no Quadro Interactivo, as construgoes que realizou. Iniciou com o caso do quadrado e mostrou,
por arrastamento, que independentemente dos valores que obtinha, a relagio enunciada se mantinha. De seguida, per-
correu as outras construgdes e mostrou que a relagao entre cada poligono inscrito e o respectivo poligono circunscrito

numa mesma circunferéncia jé nio se verificava.

ADRIANA: Fiz uma tabela com os valores [figura 6]. A 4rea do quadrado inscrito ¢ o dobro da 4rea do quadrado circunscri-
to ¢ esta é a drea da circunferéncia [apontando para a tabela]. E fiz para os outros [poligonos] e nao deu aproximadamente

adrea do quadrado [poligono] circunscrito, era sempre aproximada da 4rea da circunferéncia para os outros poligonos.

PROFESSORA: E a conjectura?

ADRIANA: A relagdo entre a drea de um quadrado circunscrito a uma circunferéncia e a drea do outro quadrado inscri-
to na mesma circunferéncia ¢ que a drea de um quadrado circunscrito a uma circunferéncia ¢ o dobro da drea do outro
quadrado inscrito na mesma circunferéncia.

PROFESSORA: E para os outros poh’gonos regulares?

ADRIANA: Pois. A relagio entre a drea de um poligono circunscrito a uma circunferéncia e a drea do outro poligono
inscrito ¢ que a drea do poligono circunscrito nao ¢ o dobro da drea do poligono inscrito, mas em vez disso, aproxima-

se da 4rea da circunferéncia.

33403
801.85
418.88
848.44
1492.79

525.12
1059.49
173.21
1343.98
1343.98

1225.12
692.82
1131.25
157457

F1gUuRrA 6.—Tabela com os valores das areas dos poligonos inscritos,

circunscritos e das respectivas circunferéncias (Adriana).

Foi, ainda, objecto de atengio o trabalho de uma outra aluna, a Francisca, por ter superado o que tinha sido pedido nesta
tarefa. A aluna iniciou a exposi¢ao do seu trabalho, realizado em formato de apresentagao, com as defini¢oes de poligo-
no circunscrito e inscrito numa circunferéncia. Posteriormente explorou a sua apresentagao para responder a questao

que colocou «Havera alguma relagao entre a drea de um poligono inscrito e circunscrito na mesma circunferéncia?>.

Francisca: Com recurso a0 GeoGebra descobri que existe uma relagao entre a drea do poligono [quadrado] inscrito
e circunscrito na mesma circunferéncia. As minhas conclusoes foram que a drea de um quadrado circunscrito é o dobro
da drea do quadrado inscrito na mesma circunferéncia, ou a drea de um quadrado inscrito ¢ metade da drea do quadrado
circunscrito da mesma circunferéncia. [Em simultineo, a aluna ia apontando para a imagem construida no GeoGebra

¢ ialendo o texto da sua apresentacio, salientado os valores das dreas (figura 7)].



FIGURA 7.—Imagem da relagdo entre as dreas dos quadrados (Francisca).

FraNcIsCA: [...] Depois de descobrir essa relagao, continuei para ver o que acontecia com os outros poligonos. Desco-
bri que a relagio do dobro entre as dreas dos poligonos s se aplica aos quadrados. Aqui [apontando para os tridngulos]
no tridngulo nao se aplica ... ¢ diferente ... j4 ndo ¢ o dobro. Depois, se comegarmos por desenhar um tridngulo inscrito
e circunscrito a uma circunferéncia e formos aumentando o numero de lados do poligono, tridngulo, quadrado, penté-

gono, hexdgono, ..., apercebemo-nos que o espago entre esses poligonos vai diminuindo.
PROFESSORA: Que espago ¢ esse?

Francisca: E o que eu vou explicar a seguir. A aluna mostrou as outras construgdes que realizou e que funcionaram

como contra- exemplos para refutar a ideia que a relacio enunciada se verifique para todos os poligonos (figura 12.).
q ¢ q g g

Quanto maior for o
numero de lados, mais
] préximos se tornam da \
circunferéncia, mas
nunca podem ser iguais
porque um poligono é
constituido por
segmentos de recta.

F1GUuRrA 12.—Exemplos de poligonos inscritos e circunscritos numa circunferéncia (Francisca).

Francisca: Aqui [apontando para os tridngulos inscrito e circunscrito numa circunferéncial, s6 temos trés lados e este
espago ¢ maior. Quando passamos para o quadrado [apontando para os quadrados inscrito e circunscrito numa circun-
feréncia], famos ver que j4 era menor [apontando para o espago entre os quadrados] do que aqui [apontando para o es-
pago entre os tridngulos]. E se formos para estas figuras [apontando para o espago entre os hexdgonos e entre os decdgo-
nos] também j4 vemos que a diferenga ¢ grande. Se compararmos, por exemplo, o [caso do] decdgono com o [caso do]
tridngulo, existe um pequeno espago [apontando para a superficie de espago existente entre os decdgonos].
PROFESSORA: Como pode ser definido, matematicamente, esse espaco?

FraNncisca: S6 se for ... Ahhh ... ou seja, quanto maior ¢ o numero de lados ...

PROFESSORA: Estd a falar de uma superficie, nao ¢? Uma parte do plano, uma por¢io do plano ... uma por¢ao do pla-

no entre ... poligonos.

Nesta fase da apresentagio do trabalho, a aluna comeca a nio entender o objectivo das questdes formuladas pela profes-
sora. Quando foi entrevistada, a aluna referiu o facto de estar a ficar baralhada com o que a professora pretendia. Paraa
aluna estava claro o que queria transmitir aos colegas ¢, como ainda nao tinha terminado a sua exposicao, sentiu neces-

sidade de dar continuidade para conseguir mostrar a validade das suas afirmagoes.

Francisca: E o que estd aqui [apontando para o baldo laranja da figura 10]. Quanto maior for o ntimero de lados, mais
proximos se tornam da circunferéncia, mas nunca podem ser iguais porque um poligono ¢ constituido por segmentos

de recta [apontando para caso dos decdgonos inscrito e circunscrito numa circunferéncia].
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F1GURA 13.—Valores das dreas e perimetros de poligonos inscritos e

circunscritos numa circunferéncia (Francisca).

A apresentagao da Francisca foi posterior as exposi¢des da Daniela e da Adriana. Deste modo, o lapso que a Francisca
mencionou, durante a sua exposi¢ao, surgiu apds uma reflexao dos trabalhos exibidos pelas suas colegas. Durante o de-
correr da sua apresentacio, a professora questionou a aluna sobre o motivo que a levou a considerar, na tabela, os peri-

metros dos poligonos.

Francisca: Eu coloquei os valores dos perimetros porque [...] eu ndo escrevi mas eu queria ver se havia alguma rela-
q porq q g
¢ao entre os perimetros [dos poligonos], mas nao encontrei nenhuma [...] s6 encontrei que vai-se aproximando da cir-

cunferéncia.

PROFESSORA: Uma sugestao que lhe proponho ¢ a de usar essa tabela e acrescentar uma coluna para as dreas dos cir-
culos e outra para os perimetros da circunferéncia [...], talvez af j4 consiga obter uma afirmacao mais fundamentada.
Francisca: Pois stora, era a conclusao que [...] quanto mais aumenta o niimero de lados, mais préximo fica do perime-

tro da circunferéncia.

Da analise das resolu¢oes destes alunos, pode-se concluir que a Daniela limitou-se, simplesmente, a verificar a relagao
pedida para o caso do quadrado. Esta aluna apresentou um tinico exemplo, generalizou a propriedade para todos os po-
ligonos regulares, isto ¢, nio estudou um nimero suficiente de casos para poder extrapolar para o caso geral. Apesar da
primeira parte do trabalho, constituida pela conjectura para os quadrados inscritos e circunscritos na mesma circunfe-
réncia, ter a descri¢ao de todos os procedimentos que conduziram a conjectura formulada, na parte final foi apresenta-
da uma conclusao nao fundamentada e que conduziu a um resultado incorrecto. A professora mencionou a constante
necessidade dos alunos apresentarem os fundamentos necessarios para validarem as suas afirmagoes, tal como tinha sido
referido no inicio da exploragao desta tarefa.

A Adriana, pelo contrério, formulou a conjectura e, através da modificagio da figura, por arrastamento, confirmou
que a relagdo se mantinha para quaisquer quadrados naquelas condigoes. Para mostrar que a relagio nio era vélida para
todos os poligonos regulares, esta aluna refutou a sua conjectura através de alguns contra-exemplos. Aqui, a recolha de
evidéncias foi facilitada pelo uso de um programa de geometria dindmica, visto como uma ferramenta poderosa na ve-
rificagio de conjecturas verdadeiras e muito valiosas na construgao de contra-exemplos para conjecturas falsas, como
indica de Villiers (1997). A exploragao deste trabalho nio se revelou tao minuciosa como o trabalho da Daniela, pelo
que, quando questionadas sobre esta situagio, a Adriana mencionou que se tinha deparado com grandes dificuldades
em passar para a forma escrita as reflexdes que alcangou.

A Francisca foi um pouco mais além do que as suas colegas. Analisou os perimetros dos poligonos, tendo em cada
poligono confirmado, por arrastamento do mesmo, que a relagio que tinha construido entre os perimetros dos poligo-
nos inscritos e circunscritos com respectiva circunferéncia se mantinha vélida, independentemente das medidas que
fossem assumidas para os lados dos quadrados e, consequentemente, para o raio da circunferéncia.

Quando as conjecturas sdo questionadas, os alunos sao levados a procura de novos argumentos. Como sugere de
Villiers (2003), o simples procedimento de questionar os alunos sobre as razdes da veracidade de um determinado resul-
tado despertou, nos mesmos, uma curiosidade e um reconhecimento de que a verificagao indutiva/experimental apenas

confirma o resultado ¢ nao desenvolve o conhecimento nem a compreensao.



CONCLUSOES

A consecugio das tarefas que integram este estudo, conjuntamente com os recursos tecnoldgicos usados, permitiu criar
condi¢oes para que os alunos formulassem e explorassem conjecturas geométricas. Caracterizadas como um conjunto
de evidéncias com uma determinada regularidade, as exploragoes constituiram, assim, uma condi¢ao indispensavel para
os alunos conceberem afirmagées. Em consonancia com a linha de pensamento de Mason et al. (1982), emergiu a ne-
cessidade de verificar a veracidade dos resultados, estimulo que permitiu aos alunos, de acordo com de Villiers (2003),
darem inicio ao processo de prova, caracterizado aqui como um misto de intuico, verificagio quase-empirica e prova
Iégica, nao necessariamente rigorosa.

Inicialmente, foi evidente a dificuldade manifestada pelos alunos no desenvolvimento de todo o processo de justi-
ficagio de uma conjectura, processo este que conduziu os alunos 4 procura de argumentos que validassem a conjectura
formulada, tal como sustentam Brocardo (2001), de Villers (2003), Healy ¢ Hoyles (2001). Na linha de pensamento de
Coelho e Saraiva (2002), as praticas pedagdgicas usadas realcaram as interacgoes estabelecidas entre professor, alunos
¢ AGD, ¢ levaram o aluno a construir o préprio conhecimento. Com a familiariza¢io com este tipo de praticas peda-
gdgicas e com o decorrer do tempo, as dificuldades foram diminuindo. Para isso, muito contribuiu o uso do GeoGebra
como um elemento mediador na construgio do conhecimento matemitico dos alunos. Tal como enfatiza Laborde (1997,
1998), a possibilidade de arrastamento de uma figura num AGD permitiu aos alunos explorar, répida e dinamicamente,
diferentes construgoes de uma mesma figura, novos 4ngulos, novos arcos, novas medidas, entre outros, orientando-os a
obter conclusoes sobre propriedades e relagoes geométricas. Os alunos seguiram, entao, uma resolugio geométrica re-
ferenciada por Laborde (1993), da qual consta a percepcao natural das construgées, a identificagio dos elementos fixos
e dos elementos variantes, ¢ a elaboragao de inferéncias a partir de informacao visual.

De acordo com Boavida (2005), a argumentagio pode-se desenvolver em diversos dominios, sendo que o que ¢ apro-
priado num determinado dominio pode ja nao o ser noutro dominio. Através da andlise destas duas tarefas, evidencia-
se o desenvolvimento das vertentes discursiva, dialéctica e social da argumentagao. A vertente discursiva, identificada
no uso da linguagem natural como uma ferramenta de comunicagio (Pedemonte, 2002), estd patente nos didlogos de-
senvolvidos pelos alunos, nas duas tarefas que integram este artigo. A vertente dialéctica, entendida, pela mesma autora,
como uma tentativa de justificacio de uma ideia a partir do que se acredita ser verdade, também se identifica nas duas
tarefas, embora na segunda tarefa se apresente com mais for¢a, uma vez que se trata de uma tarefa de natureza investi-
gativa. Por fim, a vertente social, visada como um conjunto de interac¢des que mobilizam varios protagonistas (Pede-
monte, 2002), apresenta um cardcter discursivo (Ballacheff, 1999), e revela-se com maior intensidade na primeira tarefa.
Este aspecto ¢ evidenciado pelas interac¢des emergentes na exploragao do erro de uma das propostas de resolugao que,
como sugere Krummheuer (1998), promove um maior desenvolvimento do conhecimento matemitico.

De uma forma geral, com a implementagio deste tipo de tarefas e com o recurso ao GeoGebra, foram proporciona-
das condi¢oes para que os alunos pudessem formular, testar e explorar as suas conjecturas. No entanto, sao ainda noté-
rias dificuldades na produgio da prova matemdtica, situagio que se observa com maior intensidade na primeira tarefa.
Assim, da primeira para a segunda tarefa notou-se uma evolugao na formulagao de conjecturas, na apresentagio de ar-
gumentos que as validem e, em casos pontuais, da necessidade de provar a sua validade.

Foram, também, sentidos alguns constrangimentos, mais especificamente na construgio dos poligonos circunscritos
auma circunferéncia, devido, em parte, 4 falta de dominio de algumas ferramentas do GeoGebra, assim como algumas
imprecisoes nas medicoes das dreas dos poligonos construidos, factor que advém da escala de aproximagao assumida
pelo préprio programa.

Na generalidade e apesar de co-existirem, a alguns niveis, ideias divergentes, os AGD parecem influenciar positiva-
mente tanto na concep¢ao, como na forma de analisar ¢ de argumentar. Segundo vérios estudos (Brocardo, 2001; de
Villiers, 2003; Healy & Hoyles, 2001; Jones, 1998), os AGD sao ambientes propicios & descoberta de propriedades e de
relagoes geométricas, favorecendo a aprendizagem, beneficiando a aquisi¢ao de conhecimentos e incluindo a produgao

de provas.
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